
	
		
		    
			
			    
			
			
			    
			    
			    
			 
		    

		                     
				 Home
	 Add Document
	 Sign In
	 Register


			
			    
				
				    
					
					
					    
					

				    

				

			    

			

		    

		

	

	
    
	
	        	    
		    		Curso de Algebra Superior Kurosh    	    

	    	    	Home 
	Curso de Algebra Superior Kurosh


	

    




    
	
	    	    
		
		    
			
			    
				Descripción: Libro para cursos de Nivel Superior. Autor A.G. Kurosh...			    

			        			    
    				Author: 
				    					Gustavo López				        			    

			    
			

			
			    

			     151 downloads
			     1748 Views
			        			     10MB Size
			    			

			
			     Report
			

		    

		    
			
			    
				 DOWNLOAD .PDF
			    

			

			
			    
				
				
				    
				
				
				
				    
				
				
				    
				
			    

			    
				

			    

			

		    

		    

		    

		    
		    

		

            

            
                
                    Recommend Documents

                

		
		    									    
    
	
	    
	
    

    
	
	    
		Higher Algebra by Kurosh	    
	
	
	    HIGHER ALGEBRA by A. KUROSH translated from Russian by George Yankovsky  কলকাতা বিশ্ববিদ্যালয় সিলেবাস নির্দেশিত পুস্তক  MIR Publishers, Moscow, Soviet Russia (then USSR)  1st Russian Edition…Descripción completa

	

    

    

    


						    
    
	
	    
	
    

    
	
	    
		Algebra Superior	    
	
	
	    

	

    

    

    


						    
    
	
	    
	
    

    
	
	    
		Algebra Superior	    
	
	
	    

	

    

    

    


						    
    
	
	    
	
    

    
	
	    
		Algebra Superior	    
	
	
	    

	

    

    

    


						    
    
	
	    
	
    

    
	
	    
		Actividad 1 Algebra Superior	    
	
	
	    algebraDescripción completa

	

    

    

    


						    
    
	
	    
	
    

    
	
	    
		Algebra Superior (Radct)	    
	
	
	    Descripción completa

	

    

    

    


						    
    
	
	    
	
    

    
	
	    
		Algebra Superior ejercicios resueltos	    
	
	
	    Descripción: Problemas de âlgebra resueltos

	

    

    

    


						    
    
	
	    
	
    

    
	
	    
		Tarea 3 Algebra Superior	    
	
	
	    Descripción: Tarea 3 Algebra Superior

	

    

    

    


						    
    
	
	    
	
    

    
	
	    
		213892624 Algebra Superior	    
	
	
	    Descripción completa

	

    

    

    


						    
    
	
	    
	
    

    
	
	    
		Tarea 4 Algebra Superior	    
	
	
	    Descripción: Tarea 4 Algebra Superior

	

    

    

    


						    
    
	
	    
	
    

    
	
	    
		Tarea 7 Algebra Superior	    
	
	
	    Descripción: Sistemas de desigualdades

	

    

    

    


						    
    
	
	    
	
    

    
	
	    
		Algebra Superior - Schaum-spiegel.pdf	    
	
	
	    Descripción completa

	

    

    

    


						    
    
	
	    
	
    

    
	
	    
		Actividad 4 Algebra Superior	    
	
	
	    Actividad 4 Algebra superior

	

    

    

    


						    
    
	
	    
	
    

    
	
	    
		Curso de Algebra Moderna	    
	
	
	    ÁLGEBRA MODERNA

	

    

    

    


						    
    
	
	    
	
    

    
	
	    
		Curso Superior Manutencao de Aeronaves	    
	
	
	    Descrição completa

	

    

    

    


						    
    
	
	    
	
    

    
	
	    
		Ecuaciones Semana 5 Algebra Superior	    
	
	
	    Ecuaciones Semana 5 Algebra SuperiorDescripción completa

	

    

    

    


						    
    
	
	    
	
    

    
	
	    
		Curso completo de cosmética superior	    
	
	
	    Curso completo de cosmética superior

	

    

    

    


						    
    
	
	    
	
    

    
	
	    
		Electrotecnia de Potencias Curso Superior	    
	
	
	    Descripción: Electrotecnia de Potencias Curso Superior

	

    

    

    


						    
    
	
	    
	
    

    
	
	    
		Álgebra Superior, Curso Completo.	    
	
	
	    La veaga

	

    

    

    


						    
    
	
	    
	
    

    
	
	    
		Curso completo de cosmética superior	    
	
	
	    Curso completo de cosmética superiorDescripción completa

	

    

    

    


						    
    
	
	    
	
    

    
	
	    
		Curso Superior de TV Color	    
	
	
	    

	

    

    

    


						    
    
	
	    
	
    

    
	
	    
		Curso Básico Motores Superior	    
	
	
	    Curso basico de motores SuperiorDescripción completa

	

    

    

    


						    
    
	
	    
	
    

    
	
	    
		Álgebra Superior, Curso Completo.	    
	
	
	    Descripción: La veaga

	

    

    

    


						    
    
	
	    
	
    

    
	
	    
		Curso Superior de Acupuntura - Nguyen Van Nghi	    
	
	
	    Acupuntura

	

    

    

    


					    		

            

        

        
	                	
		

		
		    			
			    
				
			    

			

		    		    
			
			    
								    				    A.G. KUROSCH



CURSO DE



ALGEBRA SUPERIOR



 EDITOR IAL M 1 H



 A.



r.



KYPOIU



RYPC BbICUJE:íl: AJll'EBPhI II3IlATE/Il>CTBO •HAYl< A•



l/a ucna11c1


 A. G. KUROSCH



CURSO de



ALGEBRA SUPERIOR Traducido del ruso por E MI L IANO APAR ICIO BE RNAR DO,



Candidado a Doctor e11 Ciencias Físico-Mat emálicas, Catcdrá/lco de Matemáticas Superiores.



F.DITORI AL MIR



•



)fOSCU



1968



 CDU 512.8 (075.8)



= 60



Impreso en la U R.SS Derechos reservados



 IND I CE Palabras do prosen t.ación Capítulo l . Sistemas de ecuaciones lineales. Determ inantes f. l\lélodo de eliminación consecutiva de !ns incógnitas 2. Doterminanlos do segundo y t.orcor 01·doo . . 3. Pormulnciones y sw;tituciooos . . . . . . 4. Determionntcs de n-ésimo orden . . . . . . 5. Los menores y sus complementos algebraicos G. Cálculo de determinantes . . . . . . . . 7. llcgla de Cramer . . . . . . . . . . . . Capítulo ll. Sis temas de ecuaciones linea les (leoría genera l ) § 8. Espacio vectoria l de n dimens iones . . . § 9. Dependencia lineal de vectores . . . . . . § 10. lla11go de una matriz . . . . . . . . . . § 11. S istemas de ecuaciones lineales . . . . . § 12. Sistemas do ecuaciones lineales homogúncas Capítulo 111. Algcbra d e las matrices § 13. Multiplicación do matrices . .. . .. . . . . . . . , § 1". 'M atriz inversa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . § 15. Suma do matrices y multiplicación do una matriz por un número § 16. Coostrucción axiomática ele In t.eol'Ía de los determinantes ('.apílulo I V. Nínneros complejos § 17. ~I sislcma de los números complejos . . . . § 18. Estudio posterior de los ní11uoros complejos . § 1\l. Extracción do lu raíz do los números complejos



7



g 17 22'



32 39 43



50 57 61



68 76 82



88



9¡, 102



t OO



H1 116



12:-.



Cnpltulo V. Los polinomios y sus rnícca § 20. Operaciones con los polino111ios § 21. Divisores. Máximo común divisor § 22. t.as raices do los polinomios § 23. Teorema fundamental . . . . . . § 24. Consecuencias dol teorema fundam enta l § 2:i. Fracc iones rncionales . . . . . . . . .



11i8 í63



Capítulo VI. Formas cuadráticas § 26. Hoducción de una forma cundrática n In forma canónir.n § 27. l.c y do iuercin . . . . . § 28. Forma~ dofinidns pos itivas



169 177 183



Capítu lo § 'J.!J. § 30. § 31. § 32. § 33.



VII. Espacios l ineales Ocíiuicióu del espacio lineal. Isomorfismo E11riacios do dimensiones fin i tns. Busos Trunslormaciooes lineales . . . . . Sul11:J11mcios linealc~ . . . . . . . . Tlnlces carac terbticas y Yalores 11ropios



132 137 145 149



187 191



197



205 210



 Indice



Caprtulo § 3t,. § :lf't. § ::16. § 37.



\'111. Espac ios cuclítlco~ J)efinición clcl c,;pucio cuclicfoo. 11ast's 01·lonorn1alcs . . Alntricns ortogonales , tr:au,funnacio racs ortvi,:oualcs Tra11síormacioncs Aimótricas . . . . . . . . . . . . llcducció11 UtJ UUll formn cuaurútica ¡1 Jo~ ejes 11l'i11cipaJes . P;ar do formas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .



IX. Cúlcu l o ele l ns rníccs ele los 1>o linomins Ecuaciones de bt1gu ndo. t ercero y cu arto g rad o Acotación do Jns ral ees . . . . . . . . . . Teorema do Slurru . . . . . . . . . . . §["t. Otros teoremas sobre e l número de raíces r~alcs § 1¡2, Cr.lculo aproximndo do lns raíces . . . . .



Ca11ílulo § 38. § 39. § 40.



Cap ít ulo § t,3. § t,t,, § 1,5.



2 1:, 221 :l21i 230 237



;v.;,



251 257 2Gt,



X. C11m11os y poli nomios Anillos y campos numéricos Art illo . . . . . . . . . . . Campo



. . • . . . . • . . . . . . . . . . . . . .



27 1 27!i



• • • . • • . . • . . . . • . . . . . . . .



28


§ li6. lsomorli'!l10 ele los nnillo~ (do lo~ c


Capítu lo X I. Po l i n omios en \'11 r íns í ndelcrminndns §'51. Anillo do los po liunmios en varins ind otcnnin(ltlas . . . . . §'52. Polioomios ~imót ricos . . . . . . . . . . . . . . . . § 53. Obser\'ncionos complementarias sobre lo~ politi.1mios simétricos § 51., ncsultanto. Eliminación do una indcll'rminada . Oiscriminnnlc § 55. Segunda demos\raci(m del teorema lundnm ontal del álgebra de los números complejos . . . . . . . . . . . . . . . . . Capítulo XH . Poli n omios do coeficientes r acional es § 56. Heducibilidad! do los polinom ios sobre e l cnmpo do los núml>ros racionales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5;s1. Ralees raciona les de los polinomios d o coolicio11tes enteros § . 58. Los números algebraicos . . . . . . . . . . . . . . . . Caprtulo X III. Forma oorm o l d e un a matr iz § 59. Equivalencia do las A-matrices . . . . . . . . . . . . . § 60. >.-matrices uoimodulnros. Relación cnlro 111 semejanza de las matrices numéricas y la e


288 292



297



:IOG 3 13 320



32!1 3:16 31¡;1



354



3;,9 361i 367 373 380 389 398 403 410 t,16 t.22 t,29



l,38



 PALABHAS DE PRESENTAClON La vers1on castellana de la obra del profesor A. G. Kurosch •Curso de álgebra superior• que ofrecemos al lector , es el primer libro del autor que se tradu ce al español. El conocimiento clcl itlgc bra superior es indispensable para la form ación matemática del es tudiante que ha decidido consagrarse al es Ludio de las maLemúticas. El presente libro marca un c11mino rel aliva mcnte corto para pa:>ar del álgebra elemental al estudio 


 8



Palabras de presentación



El presente libro es uo compendio de álgebra s uperior que comprende los conocimientos de esta ciencia obligatorios para los estudiantes de malernáticas de la Universidad de .Moscú. Desde la aparición de su primera edición en ruso, en el afio 1946, ya ha sido reeditado ocho veces. En la Unión Soviética éste es uno de los mejores libros sobre el lema considerado. Esperamos que tenga buena acogida en los países de babia hispánica. Agradeceremos al lector sus observaciones sobre la presente traducción, que trataremos de tener en cuenta en el futuro. Moscú. Febrero do 19G8.



J::. Aparicio Bernardo



 CAPITU LO 1



SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. DETERMINANTES



§ l. Método de eliminación eonseeutivu de las incógnitas Comenzamos el curso de álgebra superior con el estudio de los sistemas de ecuaciones de primer grado con varias incógnitas o, como suele dec irse, de los sistemas de ecuaciones linea.les *. Lu teoría de Jos sistemas do ecuaciones lineales origina una amplia e importante rama del álgebra, el á lgebra lineal, a la que están dedicados una gran parle ele los capít.ulos de este libro y, en particular, los tres primeros. So supone que son reales los coeficientes de las ecuaciones que se consideran en estos tres capítulos, los valores de las incógnitas y, en general , todos los números que aparecen. En realidad, todo el conlenido de estos capítulos se general iza, pala bra por palabra, al caso de flúmeros complejos arhilrarios, ya conocidos por el lector e n el curso de la escuela media. A diferencia del á lgebra elemental, aquí se estudian los sistemas con un número arbitrario de ecuaciones e incógnitas. Además, suponemos que el número ele ecuacio11e:s del sistema no coincide con el número de i ncógnitas. Sea dado un · s iste111a ele s ecuaciones lineales rnn n. incógnitas. Convengamos en emplca1· las siguientes notaciones: l:is incógnitas las designaremos con la letra x con subíndices 1 , 2, ... n: x 1, x 2 , ••• , Xn; supo11rlremos que las ecuaciones están numeradas así: la primera, la segunda, . . ., la s-ésima; el coeficiente de la incógnita xi en la i-ésima ecuación, se sefialará mediante a;¡**; fi nal mente, el tórmino independiente de la i-ési 1na ecuación se designará con b¡.



• Estn denominación s1: debe" q1w, en In g~omcti·í::i. aoaHtica, una ecuació11 de primer grado con dos i11cóg11itas determinn una recta en el plano. ** l:'nr con~iguieute , se cmplcarírn do~ suhíndices, el primero do los cua les indicarít el n(uucro tlo la ecuación, y el segundo, el número do la incógnita. Para abreviar, esto:¡ ín dices oo so separarán con una com::i.; clnro que, en el caso do a11 • no su debe leer «a onct!~ . sino .,, uno uno•. y en ol caso de a34 , no se drbe leer •a tr~inta y cuatro;~ , ~iuo «a lr1~s cu atro~.
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Cap. l



Sl.~tema ...



de



er.uaf:i()tl C1'



Nuestro sistema se e:


forma genera l siguiente:



111



+ l112X2 -7- ••• -7· llwT,, '






·1· .. · · Í



tt2:1Xn



ú"



~ Ú2 ,



..... .. ... . . ...



fl.s1·l:1 '



a.~2·1:2 -l- · · ·



l



lint'.aft.s. Delerminttnfe$



( 1)



-1· ti..~n Xn = bs.



Los coeficientes se pueden colocar formando un cuadro 1111"1z • .



ª11')



a:?1":."2 · · · ª i n



(2)



( fls1 1l .;-.:2 • • • ll sn



dcnomina


ª".



x 1 + 5x2 ·~ '1, x 1 + 5x2 = 7;



los primeros miembros de estas ecuaciones son iguales, mientras que los segundos son distintos. Por lo tanto , ningún sistema de valores de las incógn itas puede satisfacer simultáneamen te a las dos ecuaciones. Si el sistema de ecuaciones lineales tiene solución, se llama compatible. Se dice que un sistema compaUble es determi.nado, si posee una solución única (en el álgebra elemental solamente se estudian • Do este modo, si la matriz (2) se examina sin relación con el si ~tcma (1 , el primer subíndice do! elemento a 1¡ indira el o íunero de su fila, y el segundo, e l número do su columna. •• Hny q11e subrayar, quo los número k 1 • k 2 , •• ., k" fonnan un.o solución del sistema y no n soluciones.



 ,§ 1. Método de eli111inaci611 consecuf.ii•a de las inc6g111tas



H



tales sistemas), e indeterminado, si tiene más de una solución. En este caso, como veremos más adelante, hay una iníinidnd de soluciones. Así, el sistema X1 7 2X2 = 7, } x 1 + x2 =4 es determinado y x 1 = 1, x 2 = 3 es una solución. Por el método de eliminación de la incógnita, se puede comprobar fácilmente que esta solución es única. Por otra parte, el sistema



3x1-X2 = 1, } 6x 1 -2x2 = 2 es indeterminado, puesto que tiene infinitas soluciones de la forma



X1=k,



(3)



Xz=3k-1,



donde el número k es arbitrario. Con. las soluciones obtenidas por las fórmulas (3) se agotan todas las soluciones de nuestro sistema. El problema de la teoría de los sistemas de ecuaciones lineales consiste en la elaboración de métodos que permitan establecer si es compatible o no un sistema dado de ecuaciones, y en caso de compatibilidad, indicar el número de soluciones y seiialar un método para hallar todas ellas. Comenzaremos por el método más cómodo para hallar prácticamente las soluciones de los sistemas con coeficientes numéricos, es decir, con el método de eliminación consecntiva de Las incógnitas o método de Gauss"'. Hagamos primero una observación. A continuación, tendremos que hacer las siguientes transformaciones del sistema de ecuaciones lineales: ambos miembros de una de las ecuaciones del sistema, multiplicados previamente por un mismo número, se van a restar de los miembros correspondientes de otra de las ecuaciones del sistema. Supongamos, por ejemplo, que ambos miembros de la primera ecuación del sistema (1), multiplicados por el número e, se restan de los correspondientes miembros de la segunda ecuación. Obtendremos un nuevo sistema de ecuacioDes lineales:



a21x1 031.l.'1



+ a2~xz +



... + ct2nXn=/Ji.



+ a32.1:2 + ... + ll;¡nXn =



b3,



• También se llama mt!toJo de reducción. (Nota del T.)



(4)



 t2



Cnp. I Sistrtnas de ecuacloTtes linNilt•s. Determinantes



donde



Los sistemas de 1•cuaciones (1) y (4) son equivalentes, es decir, son simultáneamente incompatibles o son simultáneamente compatibles ¡¡, en d último caso, poseen las m.isma1< soluciones. En efecto, se1 ecuaciones del sistema (4), menos a la segunda. !Si11 embargo, también satisfacen a la scgunth1 ecuación del sistema (4): es suficiente recordar que esta ecuación se expresa mediante la segunda y la primera de las ecuaciones del sistema (1). Hcciprocamente, toda solución de\ siste111a (ll) sat isfan~ también al sistema ('I). En efecto, h1 segunda ecuación del sistema (1) se obt.icllc restando do :lmbos miembros de la seg unda ecuación del sistema (4) los mit:mbros corrt;spo11dicntes do la primera ecu


veces las transformaciones del tipo considerado, el sistema obtenido de ecuaciones Si! mantendrá equivaft>nte a,l si:;tema inicial (1). Puede ocurrir que después de decluar tales ttansformaciones atl11rezca en nuestro sis te n1, la ecuación se satisface con cualesquiera valores de IM incógnitas. Por lo tanto, suprimiendo estci ecuaci6n, llegamos a 1ut sistema de ecuaciones que es er¡uivalente al inicial. Si el t,érmino i11dependiente de la ecuación consideraclt\ es diíerente do cero, la ecuación no pued


tible. Expongamos ahora el método de Gau,;s. Sea dado un s is tema arbitrario ele ecuaciones lineales (1). S u¡>ougamos para precisar que a 11 =fa O; claro, puede ocurrir que a 11 sea igual a cero y, ento nces, tendríamos que comenzar por cualquier otro coeficiente de la primern e


 § 1. Afétodo de tllmi11acl611 coniecullva de In• lnc6gnllas
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De esto modo , obtendremos un nuevo sistema de s ecuaciones lipcales con n incógnitas :



... + a,.x,. = b,, ) + 


aux, + a,zxz .:.. 11,:¡X3 + a22X2



(5)



1



J No tenemos necesidad do esc ribir explicitameoto las expresiones de los coeficientes nuevos aj¡ y de los té1·miuos indopendjentes nuevos bí, mediante los coeficientes y los términos independientes del sistema inicial (1). Como ya sabemos, el sistema de 11cuaciones (5) es cquivalcnle al s istema (1). Transformemos ahora el sistema (:i). Pero no tocnremos mcí::; la primera ecuación , y las tr11T1s/11rmacio11e.s solamente las efectuaremos co n la par le del si sh~lllH (~>) formada por: todas las ec uaciones. menos la primera. Se so bre11tiende que entre elltts no hny ecuaciones cuyos coefici entes rle los primeros mi embros sean iguales a cero: tales ecuaciones las habríamos suprimi•lo. :-i sus térm inos indepenclientes fuesen i~uales a cero, y en caso con~ra rio, qu edaría ya demostroda la iucompat.ibilidad de nuestro sistema. l'or lo t.u nto, huy coeficientes ai; di feren tes do cero; supongamos. para ¡Hccisar, que =f.= O. Transformemos 11bora el sistema (!1). restando dll ambos mi embros do la tercera ecuación y do cada una do las 8iguienlcs ecuaciones, ambos miembros do la SC'gunda ocuació11, multiplicados por



a;,



respcctivamenLe. De cslo modo, quedar;( cli mi nocla x~ de l.odas las ecuaciones, menos de la primera y de la segunda. Obteudrcmoli el sigu ien te sistema de ecuaciones. que es ei¡uivalenle al "i ~tcma (5), y por consiguiente, tambi én al sistcmi1 (t): lt11X1 . i ll 12Xz 1 ft13X3



+ ... .!.. a,,..r,, = -1- ai,..r,.



a~~Xz -. 11.~3Xr1- ••.



ª.a~X~



¡.. : ·: -.1



~~n~n .=



b,. )1 li~,



[13 .



t



¡,¡, )



t-



N uestro sistema contiene ahora t ecuaciones, s, puesto 
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Cap. I Sistemas ác ecllaciones lineales. Determt11antes



número de ecuac io11cs del sistema. A cont.inuación, transformaremos



solamente aquella parle del sistema obtenido que conticmc todas las ecuac iones, menos las dos primeras. ¿Cuiíndo :;e terminará este proceso Je elim inación conseculiva de las incógnil


1



a2zx2 + ... ·:-u2,1t- 1x,,_, + < i21,x1t + ... + a2.,,x,. = b2, al:'.:',:>1c- 1x1, - 1+ a}:'.:'1~>1,X1t + a¡,~,- •>x,, +



... + cil:::i:>nxn = br'.:, >, 2



.. . + a~~;-



1



>xn=b~h- •>.



a; =!= O, . .. , ar:~/\_, "!= O, af;,k-< s y, evidentemente, k-< n.



Aquí, a 11 =f.: O, también que



2



1



r



>.-fa O. Seíialcmos



En este wso, el sistema (1) es compatible. Es determinado para k = n, e indetermina.do, para k < n. En efecto, s i k = n, el sistema (6) tiene la forma ft11X1



+



ft1 2X2



+ . · · -1-



ft¡nXn =" /¡h



. ".Í~:1:z. ~ '. ·: ~ ~2."~ª ~. b~,



1 (7)



1



xn := ú\~-1) .



De la úllima ecuacwn obtenemos un valor absolutamente determi nado de la incógnita xn. Susti tuyé nd olo eu la penúltima ecuación, hallaremos un valor univocamente determinado de la incógnita Xn-t· Continua ndo de este modo, hallaremos que el sis tema (7), y por tanto el sistema (1) , poseen solución única, es decir, son conwatibles y determinados. Si k < n , tomamos valores numéricos a rbitrarios para las incógnitas «independi entes» .:i:1, + i. • . ., :en, después de Lo cual, avan:1.11ndo por el sis tema (6) de ahajo arriba hallaremos , como anteriormente, unos valores unívocamente determ i nados para las incógnitas xi,- 1 , • • ., x 2 , x 1• Como los val ores para las incógnitas independ ientes se pucdeu ele,.:ir de infinitos modos, el sis tema (6) y, por consiguienlc, el s istema (1), serán com¡>n tibies, pero indeterminados. Es fácil comprobar, qu e con el método ind icado (eligiendo ele



x,,,



 § 1. Método de eltminac•611 consecutiva de los !nc6¡pti!os
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todos los modos posibles los valores para lns incógnitas independientes), se hallan todas las soluciones del sistema (1). A primera vista puede parecer que con el método - de Gauss el sistema de ecuaciones lineales se puede reducir a otra forma más: la que resulta de agregar al sistema (7) unas cuantas ecuaciones que contengan solamente a la incógnita Xn· Sin embargo, lo que ocurre en realidad es que las t.ransformaciones no se han llevado basta el fin: como a~- 1 > =fo O, se puede eliminar la incógnita Xn de todas las ecuaciones, comenzando desde la (n + 1)-ésima. Se debe advertir, que la forma «triangular» del sistema de ecuaciones (7), o la forma «trapezoidal» del sistema de ecuaciones (6) (para k < n), se obtuvo debido a la suposición de que los coeficientes a11 , a;,; etc., etc, eran diferentes de cero. En el caso general, el sistema de ecuaciones a que llegaremos después de realizar hasta el fin el proceso de eliminación de las incógnitas, tomar:{ una forma triangular o trapezoidal sólo después de un cambio debido de la numeración de las incógnitas. Haciendo un resumen de todo lo expuesto anteriormente, llegamos a la conclusión de que el método de Gauss se puede aplicar a cualqui.er sistema de ecuaciones lineales. Además, el sistema será incompatible, si en el proceso de las transformaciones obtenemos una ecuaci6n en la que los coeficientes de las incógnitas son iguales a cero, mientras que el término independiente es di.ferente de cero; si no nos encontramos con tal ec11ación, el sist1:ma será compatible. Un sistema compatible de ecuaciones es determinado, si se reduce a la forma triangular (7), e indeterminado, si se reduce a la formr1 trapezoidal (li) siendo k< n. Apliquemos lo expucslo al caso 
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del sistema y agregarlo unn r,olumna formada por los términos independientes, separada para mayor comodidad por una raya vertical. Todas las transformaciones se deben efectuar con las filus do esto matriz ~ampliada». Ejemplos. l. Resol\'c r ol !listoma J



1 -; :!x 2



5r3 · -· :'·}



I¡ - .


2,



2;,.



Eícc lncmos las lransformncionos NI In matriz amplinoln del sisLc111a:



(1 2 1 -·1



;¡1 -º) (1o 2 5¡-9) ('o 2 ,,, _f¡)



:l 3 - li - 1



Por



c•ln ~i gu ir.otc,



-+-



2



-3



2:.



- 2



\) - 12 - 1li



11 ;,:i



-



_;¡ -2 -8



o \)



1'1 8



llcg11111os al siguieo11to .


-'17 2.


+ .r



,r, -



:3, }



- :•r,. - ..--.,,~· 7J3 - 2r._,. ~



llr2 -r 20.


=



2.



Transformemos la muLr iir. ampliado dd s is ll'ma:



ª) (1 -5 8 1¡11-8ª)



l - 5 -8 1 3 1 -3 -5 1 o -7 2 -!'> ( t o i'l 20 -9 2



-



O



O



o



I~ 2·1 -8 - ~ a 1



t1



20 -9



_.



2



-(¿ -&.~ -~ -2; H~D - (~ -~~ -~ -2!11~) o



:;



o



1 1 -8 !'i O -89 o - 29 !G O O Hemos lleJlado o un Sil


1 O



1 - 8 O 2



r 1 - 2c2 - 2z3 1 :ix,. ~~ o. Esto es un sist ema dt1 ecuaciones homogéneas, donde el número do cx:uacioes menor que el número do incógnitas; por lo tanto. tíeno que ser indelormi nado. Como lodos los ténninos independientes son igu ales o cero, vamos n trnns-



º°"
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formar solamente la mat riz de los coofi cionLes del sistem a:



-1) (ºo



'• 1 -3 (2 3 1 - 5 1 - 2 -2 3



-



9



-fl) -



5 - 13'



7 5 1 -2 - 2



3



(ºo



2



o



-2)



7 5 -11 1 -2 -2 3



.



H emos obten ido ol sistema do ecuaciones: 2r.2 2.c, =0, ) 7.rz +S.r3 - 1lx¡ =O, } T 1 -2r2 -2.ra+



3x 4 =0. J



Cuo lquicra de las incógnitas x 2 y x,. so puede tomar como incógnita independiente. Sea z 4 = a.; e11t o11ces, de la pri~nora ecuación so doduco que zz = a.; de la segunda ecuación obtenemos, xi= +a.; y, por fin, do In t-0n:cra ecuación. :z:1 = .)



~-~;i a.. Po r lo Lanto , la forma general Jo las soluciones 


''ª"º



os: :l ex. a. " a, a. :;



5



§ 2. Detenninan tcs de segundo y ter


•



E l mé todo d e resolució 11 Úrosa r la soluc ión del s is loma medi a nte s us coefi cientes y té rmi nos indepen di enles. S in emb argo, estos si,,Lcmus encuentran apl icación en diversas cuestiones teúricns y, en parlind ar, en las invesligadoncs geométrirns. De nqu i la 11ecesidad de desa r rollar la teorÍ:l d e los sistemas de ecuaciones linea les con olros mélodo& 111 ús profundos. E l cuso general Vil 11 ser estudi


..¡



0~2X2 =



bz,



}



(1)
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cuyos coeficientes forman una matriz cundrada de segun do orden (2)



Apli cando a l sistema (1 ), ol método de igualación de los coeficientes obtenemos: (n111t~~ -n12ª21) x, = b1112z- 


Supo11gamo.s que



x,



a 1111 22 - a1:11 21



= a11b2 -



b1n21·



::;


~ b11122 - "12b2 • fl1t(l:!:.! ... ª,2ª21



(3)



SusLituyendo en las ecuaciones (1) Jos valore:; oblonidos de las incógnitas, os fácil co m¡1robar que (3) es solución del sistema (1); el problema de 111 unicidad de estn solución se estudi1¡1·ú en el § 7. El co mún denominador de los valores de las incógnitas (3) está expresado sencillamente por los elementos de la ma triz (2), o sea, es precisamen te igual al producto de los elementos de la diagonal principal menos el producto de 101> elementos de la segunda diagon¡il. Este número se llama determinante de la matriz (2). ~e suele decir que es un determinante de segundo orden, puesto que la matriz (2) es de seg undo orden. Para designar el determinante de la matriz (2), se emplea la siguiente notación: se escribe la matriz (2), pero en l ugar de los paréntesis se ponen unas barras verti cales; de esto rnodo (4)



Ejemplos.



13 471= 3 . 4 - 7. 1 = 5;



1)



1



2) 1



1 3



-21



5 = 1 . 5 - ( - 2)- 3 = 11



Es menester subrayar otra vez más que, mientras la matri z representa una tabla de núm eros, el dete rmin an te es un número co mpletamente determinado por la matriz cuadrada. Se1ialemos ~ que los productos a 11a22 y a 12a21 , se llaman términ os del determinante de segundo orden. Los numeradores de las expresio nes (3) tienen la mismn forma que el denominador, o sea, tambi én son determinantes de segundo orden: el numerador de la expresión para x 1 es el determina nte de una matriz, que se obtiene de la matriz (2) s ustituyendo:isu primera columna por la columna de 1011 términos inde pendientes del sis tema
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(1); el numerador de la expresión para x2 es el determinante de una matriz, que se obtiene de la matriz (2) por la misma sustitución de su segunda columna. Las fórmulas (3) se pueden escribir ahora en la forma siguiente: (5)



Esta regla de resolución de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incógnitas (denominada regla de Cramer) se expresa del modo siguiente: Si el determinante (4) de los coeficientes del sistema de ecuaciones (1) es diferente de cero, la solución del sistema (1) se obtiene tomando por valores de las incógnitas las fracciones, cuyo común denominador es el determinante (4) y cuyo numerador, para la incógnitax1 (i = 1, 2), es el determinante que se obtiene sus/.ituyendo en el determinante (4) la columna i-ésima (o sea, la columna de los coeficientes de la incógnita buscada) por la columna de los t érminos i11dependim.tes del sistema (1)*. Ejemplo. Resolver el sistema 2.rl



!- Xz= 7 ,



}



r 1 -3r2 =-2~



El determinante de los coeficientes es



a~ J;



-! l=-7;



~ d~cir, és\e t'S lli!erento de cero, por lo &\la\, ~e pued~ aplicar In regla de Cra• mer ni sistema . Los numeradores para las incógnitas son los determinantes:



d1 =I -~ -~ l=-19, :dz=I; -~ ¡,, , -1 .. Por Jo tanto, la rolución de nuestro sistema es: d1



19



d2



11



"'1 = -¡¡-= 7• r2=d = 7· La introducción de los determinantes rle segundo orden no aporta simplificaciones esenciales en la resolución de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incógni.tas. Si.n embargo, los métodos análogos. para el caso de sistemas de tres ecuaciones lineales con tres • En este enunciado, paTa abreviaT, se ha.bla ll'e la ~uHiluril>n ele J11s coluninas •en el dct.erminanle•. A r.ontinuación, se va 11 halJlar de un modo !'emejante, si resulta conveniente, de las fil tf y columnas del determinante. de sus



elementos, diagonales, etc.
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tnc6gnitas resultan ya prácticamente útiles. Sea dado un sistema



+ ª12X2 + a¡3X3 = + ~ + a23X3 = a3¡X1 + U32X2 + a33Z3 = a11X1



Uz1X1



b¡, }



/J.i.,



(6)



b3



cun la ma tl'iz de los coeíicientcs (7)



Fácilmente se comprueba que, s i multiplicamos ambos miembros de la primera do las ecuaciones (6) por a 22 a33 - a 23a 3 2, ambos miembros de la segunda ecuación por a 13a 32 - a 12a33 , ambos miembros +



Fig 1.



de la tercera ecuación por a 12 a 23 - a 13a 22 , y después sumamos estas tres ecuaciones, los coeficientes de z 2 y x 3 result.arán iguales a cero, es decir, que estas incógnitas se eliminarán simultáneamente. De este modo, obtenemos la igualdad



+ a12aua31 + a13a21ªn -a13ª22ª 31 -a12a21a33 - a111L23a32) Xi = b,a22au + ª•2ª2sb3 + a,3b2a32 - a ,3a22b3 -a12b2a33 - b,a23ªn·



(a11a:i:¡a33



= (8) El coeficiente de z 1 en esta igualdad se llama determinante de tercer orden, correspondiente a la matriz (7). Para escribirlo, se emplean los mismos símbolos que en el caso de los determinantes de segundo orden; por lo tanto,



~: ~ ~: / =



1 ªsi



432 433



ª11ª22ª33



+ ª •2ª23'J3 1 + a,3a21a:n -



-4131122431 -a12ª21a33 -a11a23a3~



(9)



A pesar de que la expresión del determinante de torcer orden es bast.ante complicada, la ley de su formación con los elementos de la matriz (7) es muy sencilla. En efecto, uno de los tres términos del det.erminante que figuran en la expresión (9) con el signo más es el producto de los elementos de la diagonal principal; cada uno do los
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otros dos, es el producto de los elementos situados en la paralela a estn diagonal, por el elemento situado en el ángulo opuesto de la matriz. Los términos que figuran en (9) con signo menos, se forman del mismo modo, pero con respecto a la segunda diagonal. De esto modo, obtenemos un método de cálculo de los determinantes de tercer orden, que conduce (teniendo cierta práctica) a un rápido resultado. En la fig. 1, en el esquema de la izquierda, se señala la regla para el cáJculo de los términos positivos del determinante de tercer orden, y en el de la derecha, la regla para el cálculo de sus términos negativos. Ejemplos. 2 1 2 1) -4 3 1 =2 ·3· 5+ 1·1 ·2+2-( - 4)·3 -



2 3 5 1



2)



-2



-2-3-2- 1 ·(-4)·5 -2· 1· 3= =30 + 2-24- 12 +20-G = 10.



o -5 3



2 -2



2 = 1 ·3·0+0·2· 1 +(-5)-(-2)-(-2) - ( - 5)·3-1-0·( -2)-0 -1-2-(-2) -= = -20+ 15 +4= - 1.



o



E l segu ndo miembro de In igualdad (8) es también un determinan te de tercer orden: es precisamente el dclcn11innntc ele la matriz que so oh tiene de la mo tri7: (7), sustituyendo su primera 


(10) Del mismo modo, multiplicando las ecuaciones (G) por los números 0 230 31 - ª210 3,, 011033 - o, ~a31> 0 1:,02 1 - a11a23, re1'pectivamente, ob tencmo:s par11 x 2 la siguient e expr!'sión (l'i!'ndo .¡. O)=



Xz= ~2



(11)



Finalmente, mult.iplicnndo estas ceuaciones por 0 ~ 1 0 32 - 0 220~., 111111.~2. ª11ª22 - 0121121. rrsp!'ctiv
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Sustituyendo las expresiones (10), (11) y (12) en la ecuación (6) (se sobrentiende que los determinantes d y Lodos los d¡ están escritos en forma desarrollada), después de unos cálculos bastante complicados, pero asequibles, vemos que se satisfacen todas estas ecuaciones, es decir, que los números (10) (11) y (12) son la solución del sistema. Por lo tanto, si el determinante de los coeficientes de un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incógnitas es diferente de cero, su solución se puede hallar por la regla de Cramer, formulada igualmente que en el caso de un sistema de dos ec1iacior1es. Ea el § 7, el lector hallar 


sis~ema



2z1-.tz+x3 ~ 0,} 3.r1 + 2x 2 -5.r3 = 1, X t 1 3.rz-2.t3 = /l.



El determinante do los coelicientes del sistema es dilereuto do coro:



d=I~1 -~3 -2 -~ 1=28. por eso, so lo puedo aplicar la regla de Cramer. Los numeradores para las incógnitas son los determinantes



d1=1~4 -~3 -~2 1=13, di.=]:~ -~ 1=47, 1 4 - 2 d3=1~ -~ ~ 1=21, 1



3 4



o sea, que la solución del sistema es el sistema de números



§ 3. Permu taciones y sustituciones



Para definir y estudiar los determinantes do orden n, necesitamos unos cuantos conceptos y datos referentes a !os conjuntos finitos. Sea dado un conjunto finito M, compuesto de n elementos. Estos se pueden numerar, empleando para ello los primeros n números naturales 1, 2, . .. , n. Como en las cuestiones que nos interesan, las propiedades individuales de los elementos del conjunto M no van



 .~
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.a jugar ningún papel, supondremos simplemente que los mismos números 1, 2, ... , n, representan a los elementos del conjunto M. Además de la ordenación normal de los números 1, 2, ... , n, éstos pueden ser ordenados de muchos modos. Así, los números : 1, 2, 3, 4. se pueden ordenar también de los modos siguientes: 3,1, 2. 4., o bien, 2, 4., 1, 3, etc. Toda disposición de los números 1, 2, ... ,n en un orden determinado, se llama permutaci6n de n números (o den símbolos). El número de permutaciones diversas de n símbolos es igu.al al producto 1·2 ... n, des ignado por ni (se lee: «factorial de m). En efecto, la forma general de una permutación de n símbolos es i 1 , i 2 , • • • , i,., donde cada uno de los símbolos i 8 representa uno de losnúmeros 1., 2, ... , n; además, ninguno de estos números se repite. En calidad de i 1 se puede tomar cualquiera de los números 1, 2, ... , n; esto ofrece n diferentes posibilidades. Sin embargo, si se ha elegido ya i 1 , en calidad de i 2 se puede tomar solamente uno de los n-~ números restantes, es deci;, que el número de modos de elección de los símbolos i 1 y i 2 es igual al producto n (n - 1), cte. Por lo tanto, el número de permutaciones de n símbolos, para n = 2, es igual a 21 = 2 (las permutaciones 1.2 y 21; en los ejemplos donde O, no separaremos con comas los símbolos que se permutan); para n = ;), este número es igual a 3! = fi, para n = 4, es igual a 41 = 24. A continuación, con el aumento den, el número 


n-



Consideremos todas las permutaciones den símbolos en las que i 1 ocupa el primer lugar. En total, resultan (n - 1)! permulaciones. Según la tesis del teorema, éstas pueden ser ordenadas del modo indi-
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cado y, además, comenzando por la permutación (1), puesto que, l~n realidad, est.o se reduce a la ordenació11 de todas las permutaciones den - 1 símbolos y, por la suposición inductiva, se puede comenzar por cualquier permutación y, e11 particular, por la pcrmut.ación i 2 , •• ., i,.. En la última de las permutaciones den símbolos obtenidas de este modo, efectuamos una t.rasposición del símbolo i 1 con cualquier oLro símbolo, por ejemplo, con i 2 , y comenzando con la permutacic'.m nueva obtenida, ordenamos del modo necesario todas las permutaciones ca las que i 2 ocupa el primer lugar, etc. Es evidente, que ele este modo se pueden obt.cner todas las permutaciones de n símbolos. De este teorema se c)educe que de cualquier permutación de n stmbolo.~ se puede pasar a cualquier ot.ra permutación de los mismos símbolos, mediante unas c1wntus tra:;pusiciones. Se dice 11ue, en una permutación dacia, Jos números i y j forman una inuersiún, si i > j, pero en esta per111ulaciéln, i está antes que j. Una permutación se llama par, si sus símbolos forman un número par de inversiones, e impar, en el caso contrario. Así, Ja permutación 1, 2, ... , n es par para cualquier n, pues to que en ella el número de inversiones es igual a cero. La p ermut..1cíó11 451362 (n = 6) contiene 8 invetsiones y, por c.onsiguicnle, es par; Ja permutación 385:.!4671 (n = 8) contiene 15 inversioues y, por consiguiente, es impar. Toda trasposici6n cambia la. paridad de la permutación. Para llcmostrar este importante leo rema, consideremos primero el caso en que los símbolos i y j que se trasponen estén uno al lado del otro, es decir, que la permutación t.iene la forma ... , i, j, . .. , donde los ¡J1111tos susl.ituyen a los símbolos que no se alteran con lO, es decir, que la permulación tiene la forma ••. , i, k 1 , k2 , ,.. • , k,, j, .•. (2} Se puede obtener la trasposición de los símbolos i y j como resultado de la ejecución consecutiva de 2s 1 trasposiciones de elementos vecinos. Estas son, precisamente, las trasposiciones que Jlermutan



+
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los símbolos i y k 1 , a continuacióJJ, i (que ya ocupa el lugar del simbolo k 1) y k2, etc, hasta que i llegue a ocupar el Jugar del simbolo k •. Después de estas s trasposiciones viene la trasposición que permuta los símbolos i y j, y luego, s trasposiciones del símbolo j con todos los k, a consecuenc~a do Jo cual j ocupa el lugar del símbolo i, mientras que los símbolos k vuelven a sus lugares antiguos. Por lo tanto, la paridad de la permutación fue cambiada un número impar de veces. y por esto, la permutación (2) y



tienen diferente paridad. Para n :> 2, el número de permutaciones pares de n stmbolos es igual al número de permutaciones impares, es decir, es igual a ·{ ni. En efecto, basándonos en lo demostrado anteriormente, ordenemos todas las permutaciones don símbolos de tal modo, que cada una de ellas se obtenga de Ja anterior mediante una trasposición. Las permutaciones vecinas tendrán entonces paridad contraria, es decir, las permutaciones estarán colocadas de tal manera, que las pcrrnut.aciones pares e impares se alt.ernarán. Nuestra afirmación se deduce ahora de Ja observación evidente que para n ::;:,, 2, el número n! es par. Introduzcamos ahora un nuevo concepto, el de sustituci6n de gra.do n. Escribamos, una debajo de otra, dos ·pel'mut.aciones de n :simbolos, colocando entre paréntesis la:s dos filas obtenidas; por ejemplo, para n = 5: :1 5 1 4 2) ( 52341. En este ejemplo*, bajo el número 3 figura el número 5, bajo el número 5, el número 2, et.e. Diremos que el número 3 se sustituye por el 5 (o también, que la sustitución transporta el ·3 sobre el 5); el número 5, por el 2; el número 1, por el 3; número 4, por el 4 (o que se queda en el sitio); y, por fin, el número 2, por el 1. Por lo tanto, dos permutaciones, escritas una bajo la otra cu la forma (4), dclcrminan una aplicación biy.ectiva 0 del conjunto de los primeros cinco números • Por su aspecto. >e parece a una matrir. de dos filas y 5 columnas, pero · tieno un signiric.ado totalmente distinto. • • A continuación se cru11lcat{t frecuentemente la siguiente tcrminologfo, admitida en la teoría de conjuntos. Sean dados dos c.onjuntos 111 y N (finitos o infinitos) de elementos de cual· quier nnturaloia. Si de un modo detcnninado, a cada elemento x de M (con la notación z E M se denota que el elemento x pertenece a M) so pone en correspondencia, un elemento 11 de /\' (11 E N). y sólo uno, se die(' que se ha d
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neterminant~s



na Luralcs sobro sí mismo, es decir, una aplicación que, a cada uno d e los números naLuralcs 1, 2, ~. 4, 5, pone en i·orrespondencia uno de estos mismos números naturales, y que. n diversos núme ro~ po no en correspondencia núm~ros difc1·enl1~s . Como en total hay ci uco n úmeros de óstos, o sen, es un conjunto finilo, a cada 1mo do es tos nú111 oros corresponderá uno de los nÍlm cro:s 1, 2, 3, 4, 5, c.~ deci r, precisamente el número por el que «se sust.i Luye». Está claro, que la aplicación biycctiva de l conj unto de los cinco primeros nú meros uatu ra les que hemos obtenido mediante (4), so podría haber oblenido l1.1111oión escri biendo, una bajo la otra, otros pares do permutaci ones de los cinco sí mbolos. Estas expresiones se -Obtienen de (1) mediautc unas cuan las Lrasposicioncs ele las columnas; tale.:1 so n, por ejemplo, .2 l 5 3 1 ;) 2 4 3) 2 5 1 4 3) (5) ( 1 :l 2 5 11 , ( 3 211t5, ( 12345 .



1,)



En todas es las expresiones, 0 se s ustitu ye por 5, 5 por 2, ele. De modo análogo, dos permu taciones de ri símbolos, escritas una bajo la otra, deLermiaaa una a ¡>licación biyccti va del conjunto de los primeros n números na t urales sobre sí mismo. T oda aplicación biyectiva A del conj unto de los primeros n números naturales sobre sí mismo, so llnma sustitución de grado n. Es evidente, que tocia sustitución A se puedo expresar medianto dos permutaciones, escritas una bajo la 


(6) aquí , mediante a. 1 se denota el número qut' eu la sustitución A susLituye a l número i, i = 1, 2, ... , n. La sustitució n A posee u na multitud de expresiones de la forma (6). Asi, pues, (4) y (5) son diversas expresiones de una misma s ustitución de 5° grado. Se puede pasar de una ex¡>resión de la s us Litución A a otra, realizando u nas cuantas trasposiciones de las columnas. También so puedo -0btener una expresión do la forma (6), en la que figure, en la fila superior (o inferior), uua permutación prefij ada de n simbolos. En cación (o una represen tación) do /lf on N. El elemento v se llama on este cuso Imagen o roprosentación do :r. Si todo elemento de Nos imagen do al menos 110 olemcnto de M, so d ice que se tiene una aplicación do M sobro N ( pudiendo ser pluriunívoca, cuando varios ~lemonto! do JI! tienen una misma imagen). En este caso, la aplicación se llome •xltausliva (o sobreyectiva). Si distintos olornoutos de M tienen distintas iauigoaos , la aplicación es inyectiva. Una aplicación exhnustiva e inyectiva so llama biyoctiva (también sucio Jecil'ilO que entre M y N se ba O!ltablecido una corrosp ondoncia biunívoca). En esto caso, cada elemento v E N es imagen do un sólo elemento x E M. ( Nota del T.).



 .~
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p a rl icul11 r, to


(.(2 • • • Cl11



o seo, co n lo ordenación natural de los núm eros on la fila superior. Escribié11


1 2 ...



n)



E -= ( 12 ... n ' la que Lodos los símbolos permanecen en su si tio. Sorlalemos que, en la ox1>resión (6) do la sustituciún A. las filas superior e inferior desempeiian papeles diícrcotos y que , por lo general , cam biándolas de si tio, obtenemos una sus titución diferenle. Así pues, las susLitucione:s de 11º grado 011



3123) (243112ª) (421-'.1 l¡



y



so n distintas: en la primera , el número 2 so suslí lu ye por el 4, mientras qu e en la segunda, por el :t Tomemos una expresión arbi t raria (6) ele uno sustitución A 
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de la sustilución A se detcrminarú por la paridad de la permutación • • • , a,. que figura en la fila inferior. De esto se deduce que el número de las permutaciones pares de grado n es igual al número de las impares, es decir, es igual a -} n!.



a 11 a 2 ,



A la defi11ición de la paridad de las sustiluciones se le puede dar otra forma un poco diferente. S i en la expresión (G), las paridades de ambas filas coinciden, el número de inversiones, o es par en ambas filas, o es impar en las dos, es decir, el número total de inversiones en las dos filas de la expresión (6) es par; si las paridades de las filas de la expresión (6) son cont.rarias, el número total de inversiones en estas dos filas es impar. Por lo tan lo, üi sustituci6n A será par, si el número total de inversiones i:n las dos filas de malquiera de sus expresiones es par, e impar, en el caso contrario. Ejemplo. Sr~ dada la susti lución de qu in lo grado



3 1 lo 5 2) (2 5 4 3 1 hay '• inven;iones y en 13 inferior 7. El núm ero total



En In fila ~uperior de inversiones en lns dos filas es igual a 11 y, i>or consiguiente, la sustitución



es impnr.



Escribamos esta susti lución en la fonna 1 2 3 4 ;,) ( 5 1 2. ,¡ 3 •



El número de invergion r~ en la íiln $\lperior 


Q11crcmos s


(1234) '



A= 3 1 4 2



(1234)



B= 1 3 4 2



• Estas se necesitariín solaroenle en el capitulo 14 y por esto, en la pri·



mera leetura, este material se puede omitir.



 §
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cnt.onccs



1 2 3 4)



All= ( 4 1 2 3 . En erecto, en la sustitución A el símbolo 1 se sustituye por el 3, poro en la su5litució n JJ el sí mbolo 3 se susLituye por el 4, por lo tan to, en la sustitución AB el sí mbolo '1 se sustituye por el 4, etc. Solamente se puodon multiplicar las sustituciones de un mismo 3, el producto de las sustituciones de grado n no et grado. Para n co1111ULlativo. En efecto, para las sustituciones A y B con"ideradas anteriormente, el producto BA tiene La forma



>-



1 2 3 4)



/JA= ( 3 4 2 1



la sustitución 'B A os rlifercntc de In sustitució n All. Para todas 3) se pueden mostrar ejemplos do este tipo, a pesar de que las n (n ¡>ara algunos pares de sustituciones se p ueda cumplir eventualmente la ley conmutativa. El producto de las s1tstituciones es asoc ior el símbolo i 2 ; en la sustitución B, ·el símbolo i 2 se susti tu yo por el símbolo i, y en la sustitución C, este ú ltimo so sustituye por ol sím bolo i 0 • Entonces, on la sustitución AB, el sím bolo i 1 se sustHuir:í por el i 3 , en la sustitución BC, el símbolo i 2 se sustituirá por el i~. Por consiguiente, en la sustitución (AB)C. así como en la sustitución A (BC) , el símbolo i, se sustituirá por el sím bolo i 1 • l'::s evidente, que tll producto de cualquier s1tslitución A por la sustitución unidad E, y también el producto ele E por A, son iguales ·O sea,



>-



a A: Finalmente, denominaremos inversa do la sustitució n A a una sus ti lución del mismo grado A-1 , que curn pla las condiciones AA-1 =A-•A = E.



Fácilmente se observa que la :nversa do la sustitución



A=



(1 2 ... n) CX¡ CXz



CL11
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es Ja sus ti tució11



A-1 - (ª' ª2 ... ~Án) ·



1 2 . .. n , '



que se obtiene de la suslilución A , permul.audo la fila superior con la inícrior. Veamos ahora unas suslilucione~ do una forma especial, que ~e obtienen de la sustitución unidad E mediante u11a trasposición efectuada en su fila inferior. Tales sustituciones son impares, se llaman trasposiciones y tienen la forma: ... i . .. j .•. ) ( ... ; ... i . . . '



(8)



donde los punlos suspensivos sustituyen a los símbolos que permanecen en su ;sitio. Convengamos en designar esta trasposición con la notación (i, j). La aplicación de la trasposición de Jos símbolos i, j a la fila inferior de la expresión (7) de uoa sustitución arbitraria A, es equivalente a multiplicar la ~ustitución A a la derecha por la sustituciún (8), es decir, por (i, j). Ya sabemos que todas las permutaciones de n símbolos se pueden obtener do una de ellas, por ejemplo, de la permutación 1, 2, .. ., n, reali?.ando trasposiciones consecutivas; por eso, toda sustitución se puede obtener de la susti Loción idénlica mediante la renlizacióo suc.csiva de unas cuantas t.rasposiciones e11 la fila inferior, es decir, mecliant.e una multiplicación sucesiva por sustituciones ele la forma (6). Por consiguiente, se puede afirmar (omitiendo el factor E), que toda sustitución se puede representar en forma de un producto de trasposiciones. Toda sustitución se puede descomponer de muchas maneras diversas en un producto de trasposiciones. Por ejemplo, siempre se pueden agregar dos factores iguales de la forma (i, j) (i, j) que, al multiplicarlos, darán las sustitución E, es decir, que se eliminan. mutuamente. Señalemos un ejemplo menos trivial:



1 2 3 4 5) (2 5 4 3 1



=



(12)(15)(34)=(14)(24)(45) (34) (13).



El nuevo método de determinación d e la paridad de una sustitución se basa en el teorema siguiente: En todas las descomposiciones de una sustitución en producto de trasposiciones, la paridad del número de estas trasposiciones es la misma, y coincide con la paridad de la sustítuci6n misma. Así, la sustitución deJ ejemplo considerado anteriormente es impar, como se puede comprobar calculando el número de inversiones. El teorema quedará demostrado si se muestra que el producto de cualesquiera k trasposiciones es una sustitución, cuya paridad



 § 3. Pumutaciones y sustltuci!>nes



3t



coincide con la paridad del número k. Para k = 1 esto es cierto, puesto que una trasposición es una sus titución impar. Supongamos que ya está demostrada nuestr ciclo, etc. J.:jemplos 1 2 3 ,¡ " ) ( 3 '-!.) i) ( 3 5 1 2 " ~ 1 ) 


r. « 7 S) 'G ;. 2> ( f>\ 22 83 1, 7 6 f 4 3 =(I» )(38)( .t 7).
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Cap. 1 Slsletnn1 de ecu.aciones linealu. Dettrmtnantes



n~-ciproramonte, pRra cada SU$lilución, dada modinnlo su descomposición on ciclos independienles, so puedo hallar una oxrrcsión on la forma ordinaria (con In con;lición de qno so conozca el grado de a sustitución). Por ejemplo: •



!.



- (1 234567) lj 6 2 •



3) (1372) ( 15)- 3 1 7 5



·s i so sabo que el g rado 


(/ i. i2... ., i¡,) = (i 1. iz) (i 1, i3) •.• (1 1, 1,,). Supon~amos



dada la descomposición do la sust itución A en cic los inc.lopl'ndiontes. Si w descom11011e cada uno do los ciclos en el producto do las t rasposiciones que acabamos do indica r. olitendrornns la expresión de In sustitución A on forma de un producto de trasposici ono~. E:I número do cstns trasposiciones será. evidentemente. menor que ol níimoro de los símbol


§ lí. De terminantes de 11-ésimo orden



Queremos generalizar nho ra para el caso de un n arbitrario, los resu ltados obtenidos en el § 2 paran = 2 y 3. Con este íi n, es necesario deíinir los de tcrminanles de 11-ési mo orden. Sin embargo, es imposible hacer eslo del mismo modo quo se introdujeron los dele~ mina ntes de segundo y tercer orden, es decir, resolviendo en forma genera l un sistema de ecuaciones lineales, ¡>ues, a medida que a umentase n, los cálcu.los so haria n más y m {1s complicados, y s iendo n .arbitrario, éstos serian prácticamente ir real hmbles. P rocedere mos de otro modo. Examina remos los determina ntes de segundo y tercer orden ya conocidos. Procura remos establecer una ley general, de ac uerdo a la cual se ex presan estos determi nantes mediante los elementos de las matrices co rrespond ientes y tomaremos e.~ la ley por dcíi nición para el determina nte de orden n . Después demostra remos que con esta defini ción sigue cumpliéndose la regla do Cramer. •A l odo s ímbolo qu e so cnan t ione en su síl ío su podín h ab~r pu ~."to en un •c icl111 do long it ud l. e~ tl Pcir , quo en e l e jemplo 2), ind icado antoriorm ent~, ~o podría escribir: (15G) (38) (47) (2). S in emba rgo, n o procodorecnos de esto modo. corro~pondonc in



 § 4. Determinan/es de 11-é•fmo ordc11



y
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Recordemos las expresiones do los determinantes de segundo tercer orden: 11



2



=ni1ª•2-ª1•ª21. ª'3 1 a23 fl11ll22ll33 + ª•2ª23


ª ª' 1 1 "21 ªzz (/ 11 ª12



ª2• ª22 a31 a32



a 33



- a 13'l1zll31 -



ll12«21ll33-ll11ll:?Jltn·



Obsérvese que todo término del doterminante do seguudo orden es un producto de dos elementos, s ituados en diversas filas y en diversas columnas. Además, todos los productos de este tipo que se pueden formar con los elemento::; de la matriz de segundo orden (en total son dos). se han utilizado como térmiuos del determinante. D e modo semejante, todo término ele! determinante de tercer orden representa 1111 producto do tres elet11l•11tos, tomo.dos también u110 a uno do cada fila y de cudu colum na. Todos los productos de cst.o,¡ so utilizan tambiéu como término:; clol 1lctermi11ante. Sea dada o.hora una 111alriz cuadrada de ordc11 n



"" ª•2 ... ª:!t 


ª'") ":"



(



(1)



Ont lln2 · · · ll1m



Considel'Cmos t odos los productos posibles de " (•lemen~os do es ta nmt riz, s ituados en diferentes filas y cu difcl'Cntes columnas, o ~en. los productos de la forma fl l c:.1 a2a2 • • • ª"'ª'" (2) llu11tlc los subíndices a¡, a~ • ... , an forman u11a de las permutaciones de 10::1 números 1, 2 . . . . , n. El número de estos productos e.s igual al número de las diversas permutaciones de n sí mbolos, es decir, es igual a ni. Vamos a Lomar todos estos productos por términos del futuro deterininantc de n-ésimo orden, corresp ondiente tl la mntriz (1). Para determinar el signo con que figura el producto (2) en el determinante, observemos c1ue con los subíndices 1le este producto se puede formar la sustitu


1 2 ... n ) ( ªi a!! ... ªn



(:3) r



donde i se sustituye por a 1 , si e l lllemon to situado cu lu i-ésimu fila y en la a 1-ésima colu11111u de la matriz ('1) forma purte del producto (2). Examinando las oxpresiones de los tletermi11a11t.cs de segundo y tercer orden, ob:,;ervamos que eu ell os figuran con signo 111i1s los
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términos cuyos subíudices forman u11¡1 sustitución par, y con signo monos, los términos cuyos subíndices forman una sustitución impar. Res ulla natural conservar lumhién esla ley en la dleariÍ la notación que se usó en el caso de In~ dotern 1 inanle~ ele ;;r.gundo y torcer orden: (IJJ



fl.t2 • • · ((He



a21



Ozz · · · ªz•



(li)



Los determinantes de n-ésimo ordeu, pnra 11 = 2 y n - :l, "e convierten en los eleterminantes de segundo y tercer orelen considerados nnLoriormento; para n = 1 , es decir, para las matrices co nslituiclas de un sólo ele111ento, el determinante es igunl a l elemento mismo. Sin ombnrgo, por nhora, todavía no snbomos si para 11 > 3 so pueden utilizar Jos deter minantes de n-ésimo orden para la résolució11 de sislemus de ecuaciones lineales. Esto se mostrará en el § 7; pero previamente tenemos que estudiar detalladamcnto los determinant e.e; do 11-ésirno orden y, en particular, tenemos que ballar un mélodo para su c;ílrulo, puesto que sería muy difícil calcular los determi nantes partiendo ele su definición, incluso parn n no muy grandes. Ahora estableceremos las propiedades olementales de los determinantes de n-ésimo orden, relativas fundamcntahnente a una de las dos cuestiones. Por una par te, nos interesarán las condiciones parn que el determinante sea igual a cero; por olra parle, señalaremos unas transformaciones de la matriz que no alteran a su determinante o que proporcionan una alteración de éste, fácilmente calculable. Llamaremos lransposici6n de la matriz A a una transformación de la misma, según la cual sus filas se sustituyen por sus columnas del mismo orden, es decir, el paso de la matriz (1) a la matriz au



ª21



~12. ~22. ( lJit1



•. ••



ª2r1 ...



(5)



 .§ 4. Df/uminantes de n-éstmo orden



se puede decir que transpo ner la matr iz (1) es l.tacerla gi rar a lrededor de la di agonal principal. Correspondientemente, se dice, q ue el de te rminan te ª 11 (121



• • • lln t



1112 ª22 · • • lln2



a,,.



(6)



ll21t •.• ªnn



so o btiene t ransponiendo el determinantu (4). Propiedad t. El determinante no varía al transponerlo. En efecto, todo térmi110 del de termi nante (4) es de Ja forma fl. 1a1 n.2a2 · · • Unan •



(7)



do nclo los segundos s ubíndi ces form a n un a permu lució n de los sím bolos 1 , :l, ... , n . P ero, lodos los fac tores del producto (7) se manti enen lambión en el determinante (6) en d iferentes fil as y en diferen tes columnas, es decir, l (\IC (7) es l ambién un t.órmino del 


1 2 .. . n ) ( ce, cc •• • ex,. ' 2



(S)



en el determ inante (6), los primeros s ubín d ices do los elementos indi ca n el número de orden de la colum na, mient ras que los segu ndos subíndices ind ican el número de orden de In fila. P or consigui en te, e n el deter minante (6) al té rmino (7) correspondo la s us titución



.. . ª") (1ª• ª2 2 .. . ri



(9) ·



P or lo gene ral , las s us t íluciones (8) y (9) son diíc rc ntes, pero, e vid ontemcn le, t ione n una m is mu pa rid ad y, poi· lo tnnlo, el térmi no (7) t iene un mismo signo en ambos de te rminantes. P or consigui en te, los determina n tes (4) y (6) re presentan sumas de términos ig uales, lomados con signos iguales,  víilida tambié n parn sus columuas y viceYorsa, es ilecir, en ol determinante (a distinción de las ma trices), lns filas!/ las columnas gozan de los mismos de rechos. Part ie ndo de es to, las sigu i1mles ocho propieclflde.s (2-9) se enuncinrá n y se demos trará n solame nte para las fil as dol de te rmina nt e; las pro piedad es aná logas pa ra las column as no necesitará n una demo~ lración especial.



 3G



C


Propiedad 2. Si ww de ln.s filas del determinante está con.~lituida por ce ros, el de tarninante es igt11tl a c.e ri1. En efocto, suponga mos t¡1w lodos Jos elemen tos de )¡¡ i· ésima fila del determinante sou iguales a cero. En cada uno do los términos del dc tcr111i11anl c ti ene que estar incluido uno ele los elemt•ntos de la i-ésim:i fil a, por Jo cual, en uues tro caso, lodos los wrminos del delorminantc so n iguales a ce ro. Propiedad 3. Si un determinante se obtiene de otro p ermutando dos fi la ~. tocios los términ os del primer delerminante serán términos del segundo, pero con signos contrarios , e!i decir, al p errniitar dos filas, el dt:taminante s{J/o C(lmbia de sigJto. En ofeclo, supongamos que en el detcrininanto (4) se permutan la i-ési ma y la j· é:sima filas, i =F j, y quo todas las demás Iilas so 111a 11tiem•11 011 :;11 ~i l,io. Obtcnelllos el detcr rnin anlc



ni1



an ...



1i i 11



(i)



tt;¡






lt;,,



(j)



(10)



(al margon está u seíialados los números de las fil as). Sí (11)



es un término del determinan te (4), cviclcntemcnle, todo:; sus fac tores se mantienen también en el dct,ermina 11te (10) 011 diferentes filas y col umnas. Por lo t.anto, los determin antes (4) y (10) constan de los mismos términos. En el determinante (I,) al término (H) le correspon-



de la sus titución



Í1 2 ... i \ a 1 a2



•••



... j



..• n )



a; . .. ai . . . a,.



'



(12)



mientras qu e en el determinante (10), Ja sustitución



( 1 2 ... j



... i



\ a 1 a2



• • •



• • •



a1



. ..



n )



a; . . . a,, '



(13)



puesto que el elemento a;o; , por ejemplo, es tá ahora en la j-ésima 1 fila, pero se mantiene en la a 1-ésima col umna an terior. Sin embargo, la sustitución (13) se obtiene de la sustitución (12) mediante una trasposición en la fila superior, o sea, t,ienc paridad contraria. De esto se deduce, que todos los términos del determínanle (4) forman parte del determinante (10) , poro con signos contra rios, es decir, l os determinanW.S (4) y (10) se diferencian entre sí solamente .en el signo.



 § 4. Dcterrninanles de



n~/:,l!ima
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1>rclen



Propiedad 4. Un determinan/e que tiene dos filas iguales es igual a cero. En efecto, supongamos que el valor ,Jel determinante es igual a d y que son iguales eutre sí los elementos correspondientes de su i-ésima y j-ésima filas (i =t= j). En virtud de la propiedad 3, después de permutar est.as dos filas, el determinante se hace igual a-d. Sin embargo, como las filas que se permuta11 son iguales el determinante, en realidad, no varía, o sea, d = - d; de donde d = O. Propiedad 5. Si se multiplican todos los elementos de una ftla del determinante por un número k, el mismo determinante queda multiplicado por k. Supongamos que se han multiplicado por k todos los elementos de la i-ésima fila. Cada término del detenninanle contiene exactamente un elemento de la i-ésima fila. Por lo tanto, todo términc adquiere el factor k, es decir, el mismo determinante queda multiplicado por k . Esta propiedad también l;e puede expresar ¡1sí: el factor común de todos los elementos de una fila del determinante ~e puede sacar fuera del signo de éste . Propiedad 6. Un determinante que time  ·J. son, evidentemente, casos particulares do Ja propiedad li (para k = ·1 y k = O). Propiedad 7. Si todos los elementos de lrt i-ési.ma fila de rm determinante de n-ésimo orden representan una suma de dos sumandos: 


b¡



+ eh



j



= l,



... ,



11,



el determinante es igual a la suma de dos determinantes, en los que todas las filas, menos la i-ésima, coinciden con las del determinante dado, mientras que la i-ésima fila de uno de los sumandos consla de los elementos b1 y la del otro, de los elementos Cj. 'fodo término do! determinante ciado se puede representar de la forma



ª•o:,ª2ª2 ... ª'ª' ... ªºª''" = ª1ª1ª2ci:?



...



(ba., + ca) ...



anan =



= a1a.1 a2a.~ ... b"¡ ... ª""n +a1a.:a2a2 ... Ca. 1 ... ª"ªn ·



Rouuiendo los primeros términos de estas surnas (con los mismos signos que tenían los términos correspond iente!< en C'l cleLerminante
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dado), oblenemo~ 1111 dclermiua u le d1; orcll·11 11, que solamen t e se diferen cia tlel dado, en quo en la i-ésim n fila, en luga r de los elementos a 11 , figuran los elementos&;. Corre~pondienlc111cnle, los segundos sumand os íormt1n un det.erminaule en cuya i-ósima fila fi guran los elem entos Cj . Por Jo lanlo, tt, ,, a., ctn, . .. ªJIJ ªrn .. ª 11 lli2



o,,



ª'"



e, /¡2



&, fl11 t



C~ . . .



a,,2



...



bn -J~ Cn llnn



ú,



&2



a,,, ª"2



,,,, + . . a,,,.



e,



Cz



...



r,.



ª"' On ? . .. "·n11



La propiedad 7 se genemliza s in difi culla d al caso en que lodo elemento de la i-ésima fila es una suma, no de dos , sino de m sumalldos , m :;;:i:.. 2. Se dice que la i-ésimu fila do un 


+



< 



 § 5. Los menores y sus complementos algebraicos
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Supongamos que a la i-ésima fila del determinante d se le agrega la j-ésima fila, ; =fo i, multiplicada por el número k, es deeir, que en el nuevo determinante todo elemento de la i-ésima fila tiene la forma a1• + ka 1., s = 1, 2, . . . , n. Entonces, de acuerdo a la propiedad 7, este determinante es igual a la suma de dos determinantes, el primero de los c ua les es d, mientras que el segundo contiene dos filas proporcionales y, por ello, es igual a cero. Como el número le puede ser nega tivo, el determinante tampoco variará al restar de una de sus fila s otra fila, multiplicada por un niímero. En general, el determinante no varía si a una de -sus filas se agrega cualquier combinación lineal de la s demás. Veamos el siguiente ejemplo. Un determinante se llama antisimétricq,, si sus olomontos, situados s imétricamente respecto de la diagonal principal, se diferencian entre sí solamente en el signo, es decir, si para todos i y f se tiene a1, = -a 11 ; de esto se deduce que ¡>ara todo i será a11 = -a11 = O. Por lo tan to, el determ in ante ti ene In forma



o - a1z



d=



-"13



ª 12



o



-023



- a.1,. -azn -a3n ... O



Mul tiplicando cada fila de este determinante por-1, obtenemos ol detorol in ante transpuesto, que es de nucyo igual n d, de donde, en viltutl de la propi edad 5, resulta: (-t)"d=d.



Para n impar, se deduce t¡ue: -d = d, es decir, el = O. ·Por lo lanto, todo determinante antisimétrico (o llcmisimétrico) de orden impar es igual a cer1J.



§ 5. Los menol'es y sus comp1ementos algebraicos



A u tes se ha bía indicado que sería difícil calcular un determinante de n-ésimo grado aplicando directamente su definición, o sen, escribiendo cada vez todos los n! térmi nos, determinando sus signos, etc. Existen métodos más sencillos para calcular los detci·mina ntes, basados en el hecho de que un determinante de orden n se puede expresar mediante determinautes de órdenes inferiores. I ntroduzcamos, con este fi n, el siguiente concepto. Sea dado un determinante d de orden n. Tomemos un número entero k que sa tisfaga la condic.ión 1 -ertenecientes a una de las filas y a una de las columnas elegidas, forman, cvidcnt,c> mente, uoa matriz de orden le . El determinante de esta matriz se llama menor de orden k del dete rminante d. Se puede decir también que el menor de orden le es el delerminante



 liO
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que se obtiene des,,ué:; de s uprim ir n - ¡, fil as y ll - k coln mn a!' en 


l ... + ;,, .¡.¡, -¡ h ·: ... j¡,.



(1)



En otras palabras , e l c o111p lcmc nlo a lgc ltr11i co del meuor M e~ e l número (- l )' M M '. El producto de cunlr¡uiei- m en11r ;l/ de k -l:simo orden po r su c11111pll'mc11to 11lgl'braico en el clete rminante d cg u11a sumo alg


ª" d=



· • · ªl>r



M ...



l



".•· .1•+.I . · · ·



"tn



''ha . .. ál1h nh. A.. J •• • n1m 11 k+ l.t ... OftH,hlllft+l,J. +1 .. ; ªk11 .n



"n J



. . . . .



...



M .. .



· · · "nh



On, /i+ t



· · · Onn



es d cc. ir, en ]a!l filas c uyos números ele ord e n so n 1, 2, .. ., k y e n !ns columnas que ti e ne n Jos mismos nlime>ros do orden. Entonces,
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el menor M ' ocupará el ángul o inferior de la derecha del delerminanto. E n este caso, el número sM es par: s.,, = 1 + 2 + ... + k + 1 + 2 + ... + k = 2 (1 + 2 + ... + le), por eso, el mismo menor NI' sirvo de complemento algebraico para M. Tomemos un término arbitrario del menor M (2) su signo on M será ( - 1)1 , dond e l es el número de inversiones en la sustitución



1 2 ... k ) ( ex, ª2 . . . ª''



(3



.



El t érm ino arbitrario del menor M' (li)



ti ene en és te el signo ( - 1)", donde l' es el número de i n\·ersiones en la sustitución



n)



k + t k+2 . .. ( ~/Li 1 ~1


(5) •



Mullirlicando Jos tórmi11os (2) y (4), obl1'111'111os e l producto de 11 elcmcnlos (li) silmHlos en di ferentes filns y columnas dl'I dotcrminanlc; 1>or consiguiCJ1lo, ésle será un término del determinnnto d. El :


1 2 . . . k k + 1 k + 2 . . . 11 ) ( a, Ctz ... a h ~k• 1 ~k • 2 . . . ~"



'



formada por los indices do esto término, contiene solamente I -T I' invers iones, puesto quo ningún ex puede fo rm nr inversión con ningún ~ : lodos los a no so n mayores que k, 111icnt ras que todos los ~ no son menores quo k I· L Do este modo, queda demostrado el caso porticulllr considerado del t eo rema. Pasemos a oxnminar el caso general. Supongamos qu o el menor M está s ituado en las filas que ti enen los números de orden



 Cap. I Si$fl'11ws 


j ,.



., i 1, y l'll ln" l'olum1w ~ •111c ti1•111•11 l o~ nüm cro!:' 1lc ortlt•n j,,. l' icr11h1



i:, ... ,



Trn." 1rn11ic11do la,.: íila.< y In,; !"011111111'1", pnw11n•11111:< llc\'ill' el men o r .1/ a l ;í11gu lo :1w1110:< In i 1-é:'i111;1 fila, es ded r, l'll el !'ití" l';íc.i 1 co111 prolmr, pan1 ello l.c11uinos que l r11r-


(11- 1) -1 (i~ - ::!) -:- .. . ·;· (ik-k)= =(i, i2 -i ... -¡. i,,)-(1 1- 2 + . .. -;- k) Lrn,,: posicio11cs t.le las filns. El 111c11or ¡l/ ya cstií s ituudo en !ns pri111cra;; k filas t.lcl 11ueYo dl' l::1 el ángulo superior de la izquierda, Como habíamos tr


l(í, ·1-iz l· ... ·1- i,,) - (1 1 2 +



... ·!- k)I : + l{i1 + h+ ··· ·l· j1,)- (1 + 2+ . .. l· k)j = s,,



~(1



l- 2 + . .. .¡-kt
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tras posiciones de las filas y columnas. Por ello, como sabemos por el pá rrafo a nterior, los términos del determinan te d' solamente so diferencian de los términos correspondientes del determin ante el en el signo (- 1)'·'' (se comprende que el número par 2 (1 -1 2 k) no influye en el signo). De aquí se deduce que el producto (-1) 1MMM' se compone de una cierta cantidad de tór111ínos del determinante d, tomados con los mismos signos que tenían e n este determ inante. De esta manera, el teorema queda demostrado. Obstírvcse que si los menores M y M' son com plemen tarios entre sí , Jos números s,11 y s.w son de una misma paridad. En efecto, el 11 ú111ero de orden de cada filo y de cada columna está incluido como s umando en uno, y sólo en uno, de estos números. Por consiguiente, la suma s.•r S:.r· es igual a Ja suma de los números de orden do todas las filas y colum na s del determinante, es decir, es igu al n la paridad del número 2 (1 2 i 11).



+ ... +



+



+ + ...



§ ü. Cálculo de detenninantes



Los resultados del párrafo anterior ofrecen la posibilidad de reducir el cálcu lo de un determinante de 11-ésimo orden al cálculo d e unos cua ntos determinantes de {ri - 1)-ésimo orden. {nlrodm.c1\ruos, primero, las siguientes notaciones: si 


:lu =(-1) 1• 1 lllu. Couio so ha clemostr,1do anteriormente, el procluclo o 1¡A ;¡ representa una suma de unos cuantos términos del clelermin1111le d, incluidos en esta 8ttmn co11 los mismos signos r¡ue tenían on el delerminanto d. Es fúcil calc11lnr el 11úmoro do estos términos: es igual itl núm ero do térm inos en el menor JV/li, es decir. es igual a (n - 1)! Elijamos ahora una fila i-ésima c ualquiera dol determinuntc 1/ y lomemos el producto de cada ele mento ele os tn fila por :su co mpl utnento algcbraic-o: (1)



Ningún térmi110 del determinante d puede e.stilr incluido en dos protluctoil rliforentes (1): t odos los lérmí11os del detorminan~e incluidos en el producto ailA ; 1 t"Olllienen el elemento 0 11 do la i-ésima fila.
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Cap. l Sistemas de ecuaci.olles lineales. Determinantes



Poi' ello, se diferencian de los términos qne forman parte del producto a 12A 12 , que contienen el elemento a 12 de /a i-ésima fila, etc. Por otra parte, el número tolal de lél'111inos del determinante d, incluidos en todos los productos (1), e:s igual a (n-i)!·n = n!.



Con éstos se agotan por completo todos los tórminos del determinante el. Por lo tanto, hemos demostrado que se verifica el siguiente desarrollo del determinante d por los elementos de la i-ésima /ila: (2)



lo que signifka que el determinante d es igual a la suma de los productos de todos los elementos de zma fila a róitrarici de él por sus complementos algebraicos. Se puede obtener un desarrollo análogo del determinante por los elementos de cualquiera de sus columnas. Sustit.nyendo on el desarrollo (2) los complementos algebraicos por los menores correspondientes con Jos signos más o menos, reduciremos el cálculo del determinante de n-ésimo orden al cáJculo de unos cuantos determinantes de (n-1)-éslmo orden. Obsérvese que si algunos de los elementos de la i-ésima fila son iguales a cero, no habrá que calcular, natu1·almcnto, sus menores correspondientes. En virt.ud de esto, es conveniente transformar previamente el detetminante, aplicando Ja p1·oviedad 9 (véase el § 4), para que en una de fas filas o de las columnas haya un número suficientemente grande de elementos sustituidos por ceros. En realidad, la propiedad 9 d(t la posibilidad de sustituir por ceros todos los elementos, menos uno, de cualquier fila o de cucdquier columna. En efecto, si a;h =I= O, cualquier elemento a1;, j =I= k, de la i-ésima fila quedará sustituido por cero después de restar de la j-ésima columna la k-ésima collll)lna multiplicada por ª1 J. De este modo, el cálculo de un determinante do 11ª'kse puede reducir al cálculo de un solo determinante ésimo orden de (n - 1)-ésimo orden. Ejemplos.



1. Calcular el determinante de cuarto orden 3 d=



-5



t -1



t



2 o 1 -5



2



3 -4 1 -1



.3 -3



 4.5



§ 6. C6lculo dt dtttrrnlnantei



OesarroH6moslo por los cl Clmen tos do la tercera fila, aprovechan do la existencia de un coro: tt ~ ( - 1)3+ 1 .2.



21 i·



t -1 1 3 - 4



1- 5



3 -3 3



1



1



21 -: (-t)3+4,(- t)- )-:i3 1!.



1



~ -~



-H- t )9+3 . 1. _ :-,



-;:i



-3



1 - a



- 1



3



1.



3



Calculando los dotormínanles olJtonidos de torcer orden, oblenem os:



48 - 40.



el = 2· 16-40+



:!. Calcu lnr ol dclc rminanl o do quinto orden ~2



1



3



d=



o 3 o



!í



_, o



:!.



(.j



o



-4



- 3



- 1



- 1



3 7 - 2 5 - 5



2 3



:!.



Agregando 11 la S


,, _



-2



o



5



;¡



- 1



2



til



1)



- t



3 13 7 5 -5 -7 - 10



o



- 9



o o



-3 - l



2



3



D esarrollando este dotorm inanle .r,nr los elomontos do lo te rcera CQ lu mna, que c:onlieno :;olamenle un clc111cnto d1 forcnto do cero (con la suma de indices 5 + 3, decir, par), obtencruos:



-0s



-2 tl - ( - 1)·



1



3



2



5 - 1



_., -9



3



13



7



!í



-5



18 - 7 -10



Tra11sfo1°mMnos do 1111ovo e l ilo(onuinallto o btenido, agregando a In primera fila la segunda, mullípli cnda por dos, restand o do la torrera fila la ~egunda , mu lliplicada por trc~. 'Y •lo la cuarta, la segunda multipli cada por dos:



o (/ , = -



o



o



- 13



25



17



- 9



13



7



26 -3(, - 26 36 -33 - 24
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Después, 


171



-13 25 26 -34 - 2ú 1 36 -33 -21¡



.



Calculemo11 t·~lo detcrrninanto do tercer ord en, desa rrollitndolo por los okmo11t•1s clo su trrccra fi l11: d = 36



I__ ;~



pre»i11m~nt1>



-~~ 1 - (-33) · 1 -~~ -~~ ¡ ! ( - 2">- I -~~ -~~ 1 =



- 36·( - n) - ( - 33H-104J ~



(-:.!l)-( - 2ll8J = - 1032.



3. Si lQ


nal principdl, son iguales a c:t ro, et cletermúrnufe e~ igu al al producto(/,• los elementos situatlos e/l la diagonal principal.



PHra un determinante de segundo orden, 


ª"o d ~'



ªt:.?



ª13



ªJri



ª22



ª::?3



Uz.n



a33



ª3'l



o o ·o



o o






Desarrol líondolo por los elementos de In primf'ra columna, oht.cncmo!i ª:r.?. ª23



":.!"



033



ª an



o



ti = ªw



o o



0



nn



Al .m.enor. que figura. en el _segundo miembro se le puede nplicar la hipólesis de inducnón, es decir, es igual a a 22 a33 ..• a,,n: de donde d ;.: aua22a33 · · · ªnn·



4. So llama determi11a11te de Va11dermonde itl siguicn le:



ª1



ª2



03



d = a~



a~



a~



a" - t ª~- t 1



ar; - •



ª"



OÍt



n- 1



o,.
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§ G. Cdlculo tk determlnanltl



Domosti'emos que para cualquie r n tl tkterminanle de Vandermondt ti igual al producto de todao lar d i/erenciao po1iblt1 01 - a¡, donde t .,¡;; f < i .;¡; n. En efecto, para n = 2, ae tieno



1 1 J=a2- ª1· ª• ª2 S upongamos que nuestra afirmación está demostrada ya para los determinantes 1



do Vandermonde do (n - 1)-ésimo orden. Transformemos el determinante d del modo sigu iente: de la n-ésima (la última) fila restamos la (n-1)-ésima, multiplicada por a1; después do la (11 - t )-ésima restamos la (n - 2)-ésima, mulUplicada lambién por o1 • etc .. linnlmonle, de la segunda ftla restamos la primera, mu lliplicaJa por a 1, Oblonomó~:



1



d=



o o



02-



0 1



a!-a 11t2



DesarrollanJo este determinante por los elementos do la primera columna, lle· gamos a un determinanto de (n - 1)-i)simo orden ; después de sacar fu era del detcrminanto todos los factores comu nes de todas las co lumnas, ésto l OmA l a forma:



1l = (a2 - a 1)(a3 - n1) ..• (an - a 1)·



ª2
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a~



0



ªn



ª"•



1



a,.n-



2



F.I ültimo factor es el determinan te de Vandem1ondo de (n - 1)-ésimo orden que. por la suposición hecha, es igual al producto de todas las diferencias a1 - a¡ para 2 .,¡;; ¡ < i .,¡;; n. Por consiguiente, empleando el simbolo Il para indicar ol product o, se puede escribir: d = (a2 -1J1) (a3-a1) ... (an - 01)



rr



(a¡-a¡) -



2~ 1


ll



(a¡-a ¡).



l ~ í< i~n



De l mismo modo so puedo domoslra r quo e l dotorminante a,.n - 1 d' r



tt ig11nl 1~ 1 i







al



a¡



ai



a:



ª•1



ª2



03



ti' -



a,.



t



producto dt todas



..;:; n, es decir,



•



ª"



las diftren ciat



11



t :< i< i


(a¡-a¡) .



posiblu



a;-a¡,



donde
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Cap. T Sistemas de ecwiclones l11tet1les. Det.e rmlnantes



General izando los desarrollos del determinante por los elementos de una fila o columna, obt.enidos anleriormenLe, demostraremos el siguiente teorema del desarrollo del determinante por los menores de wws cuantas filas o columnas. Teorema de La11lace. Supongamos que en un determinante d de orden n se han elegido t11·bitrnriamente k filas (o k columnas), 1 k .,,;;. n - 1. Entonces, la suma de los productos de todos los menores de k-ésimo orden, contenidos en las filas elegidas, por sus complementos algebraicos es igiia.l al determinante d. Demostración. Supongamos que en el determinante d se han elegido las filas, cuyos números de orden son i 1 , i 2 , • : ., ih. Sabemos que Pl producto do cualquier menor M ele k-lisimo orden, situado en estas filas, por su complemento algebraimos signos que tenían en el determinante. Por consiguiente, el t.eorema quedará deuiostrado, si demostramos que haciendo recorrer a Nf todos los menores de k-ésimo orden, situados en las filas elegidas, obtenemos todos los términos del determ inante, no encontrándose ninguno de ellos dos veces. Sea











(3)



un término arbitrario del determinante d. Tomemos aparte el producto de los elementos de este término, pertenecientes a las filas elegidas, y cuyos números ele orden son i 1, i 2 , ••• , i1.. Esto será e l producto (4)



k factores de este 1>roducto están en k columnas diferentes, precisamente en las columnas con los números de orden a., 1, Por consiguiente, estos números de orden de las columnas so determinan por el término '(3). Si designamos con M el menor de /c-ésimo orden, situado en la intersección de las columnas que tienen estos números de orden a. 11 , a. 12, . . . . , a 1h, y de las filas elegidas anteriormente, con los números de orden i., i 2 , •• ., i1t, el producto (4) será uno de los términos del menor M. El producto de todos los elementos del término (3), no incluidos en (4), será un término de su menor complementario. Por lo tanto, todo término del de terminante forma parte del producto de un menor determinado de k-ésimo orden situado en las filas elegidas por su menor complementario, y además es un producto de unos términos determinados de estos dos menores. Finalmente, para obtener el término tomado del determinante, con el mismo signo que tiene en el determinante, no queda más que susti-



ª'z' ... , ª'n·
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tuir el menor complementario por el complemento algebraico. Con esto t ermina la demostración del teorema. Se podía haber demostrado el teorema de otro modo. A saber: el producto de cualquier menor M de k-ésimo orden, situado en las filas elegidas, por su complement o algebraico, consta de k! (n - k)l términos. Esto es debido a que el menor M de k-ésimo ortlen se compone de kt términos, y su complemento algebraico, diferenciándose posiblemente solamente en el signo del menor de orden n-k, contiene (n - k)! términos. Por otra parte, el número de menores de k-ésimo orden, contenidos en las filas que hemos elegido, es igual a l número de combinaciones den sobre k, es decir, es igual al número ni k! (n - k)I .



Mulliplicando, obtenemos que la suma de los productos de todos los menores de k-ésimo orden de las íilas elegidas, )lor sus complementos a lgebraicos, const a de n! sumandos. Sin embargo, éste es lambién, e.I número total de términos del determ inante d. Por cons iguiente, el teorema quedatá demostrado, si demostramos que cualquier té rmino del determinante d está incluido por lo menos nna vez (y entonces, sení una vez, exactamen te) en la suma considerada de productos de menores por sus complementos a lgebraicos. Para esto no le queda más a l lector que repetir (con ciertas sim plificaciones) Jos razonamientos expuestos en la demostraciún precedente. El tcoi·oma de Laplace permito reduci1· el cálculo de un determinante de n-ésimo orden a l cá lcul o de unos cuantos detel'minantes de ónlenes k y n - k. R esultará que habrá muchos detcrminant.es nuevos de ést.os y, por l o tanto. tiene sentido aplicar el teorema de Laplace solamente en el caso en que se puedan elegir en el del.erminnnto le fil as (o columnas), de modo quo muchos de los menores de k-ésimo orde n s ituados e11 estas fil as sean iguales a cero. Ejcm11l os. t. Sen dndo un determinante, cuyos elementos sit uad os en las primeras k filas y últimas ri - k co lum nas so n iguales a cero:



o "lik.



· · · ªk+f, h ªh+1.1t +1 • · · 4/H t· n



ªnlt



On t



ª "•h + i



· ··



ªnn



Este dotermioantc es igua l a l producto de dos de sus menores: ªih alth



4-252



l·l ªh+J"h~,_·: · .ª11+1.~ I· On,



J.c+t



•••



4nn
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Cap. l Sistemas tk ecuaciones lineales. Determinantes Pant la demostrnción es suficiente desarrollar el determinan le por los meno-



res de Iris p rimer11s k filas. 2. Sea dado un determinante d de orden 2n, e n .:uyo ángulo superior do la izquierda ligura un menor formado tr d~ la derucha, inferior 


I•



mente en la formad ·~ [ ~' i~· entonces, r/ ~ (-1)" MM', Para la den1


+ n) + /{11 ;- 1) -1 (11



2} ... /- :ln/ = 11 + 2112,



es decir, s,,1 y n tioneo una misma j)aridad. :1. Calcular et d1,term1nante 1 2 -2 -4



o



3



o



1



1



- 5



2 -3 1 -3



il ~



1



o



-1 - 1 3 - 1 4 2



o



o



5



Desarrollándolo ]>or los menores de Ja primer a y tcrccr:i columnas. que contien~n ceros colocados adecuadamente, obtenemos:



tl ~- ( - 1)1+Hl+3 - !.~



1



'- ( - IJl_"'4+1 +S



f')11· -



3 1 1 - !



4



2



¡=;/, 2¡ 1-!3 -~1



+ (-1)" +4+1+3 1 -



-5 '! 1+· "



.1 .



2l



1 3 J . ) :1t 'Í



-2 l'



1 -!i ·= 5



2



= (-8)' (-20)-(-10). (-fi2) - 7.57 = - 1069.



§ 7. Regla de Cramer



La teorí a de los determinantes de n-ésimo orden expuesta a nteriormente, permite mostrar que estos determinantes, introducidois solamente por analogía con los determinant.cs de segundo y tercer orden, pueden ser utilizados del mismo modo que estos últimos para la resolución de si!'ltemas de ecuaciones lineales. Sin embargo, primero haremos una observación complcmenLaria, ligada con los desarrollos de los determinantes por los elementos de una fila o columna; en adelante, esta observación va a ser empleada a menudo.



 § 7. Rtgla rie Cramer
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el determinante 


a,n



a.i, · · · ªv · · · ª 2" D nt • • • Dnj • • • a nn



por la j-ésima columna: d = auA11+a2¡A 2¡+ ... +a,,¡A,.J, y sustituyamos desp ués en esle desarrollo los elemeaLos de la j -ésima columna por el s istema de n números arbitrarios bs. b2 , ••• , b,.. La exp r esión b1 A 1¡



+ b A 1 + ... + bnA11J. 2



2



representa el desn.rrollo por los olcmenLos de la j -ésima columna del determin1111Le



ª" ... b, ... "111



d ' ~ ª 21 · · · hz · · ·



ll2n



obtenido del determinante el su!'tituycndo su j-ésima columna por Ja columna de los 11úmeros bi. b2 • . . . . bn. J


+ ... + Dn.1¡An; ~



O pnrn j =F Ir.



Por lo tanto, In suma de l os productos de t odos los eleme11los de una colum11a d1' l detcrmi11a11te por los comp/l' nu'nlos algeb raicos de los elementos corresp o11d ie11l es de o tra col11m11a t'S igual a cero. Natura lmente, csl e resu ltado e:; vá lid o l arnbit'.ln para las filas del



doLerminanle. Pasemos a e!lt11tl ia r los siste mas de ecuaciones lineales. Por ahora nos limitaremos al caso de sistemas en los que e l número de 4•
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Cap. T Si1ttmns de r.cuaclones llnealts. Drtumlnantes



ecuac ionrs es igual a l númt'ro de incógnitas , o sea , a los s is te mas de la for ma rt11X1 + a123"2



1 •• •



-;



fl1n3",.



·~ b,, )



~'2'. X'. -~ l'.z~X~ ~ ·...· ~f-~·2'.iXn ~-b~, 11n 1X¡



+ On~z + ...



..l.. llnnXn



=



(1)



b11.



Adem{1~,



s upondremos qne el cleterniioante d de los coeficientes de las i ncóg11 ita:; del sist ema, denomiuado abreviadamente determinante del sistema, es diferente de cero. En estas condiciones demostraremos qur el sistema (1) es compati ble e incluso determinado. Ea ol § 2, nt resol ver un s istema de tres ccunciones co n tres incógnitas, mul tipli cábamos Mela una do las ecuaciones por cierto factor y después s umiibamos estas ecuaciones, ro~u l tando iguale:> a cero los coeficientes de dos ele las lros incógnitas. Ahora vemos claramente que los factores qu e empicábamos eran los complementos a lgebraicos en el dotcrmimlutc del sistema, del elemento que en la ecuación dada es coeficienl.e de la i ncúgn ita huscadn. Est e mismo m6t odo so va a emplea r para la resolución del s istema (1). Supongamos primero que el sistema (1) es com patible y que ai, a 2 , •••• ª" es una de sus :;oluciones. Por consigu icnle, se cumplen las igua ldades



+ ll12Cti + ... + ªinª" = b,. a~ + ... + a2na11 = b2. ................. n,, ,a , + lln2


a~ 1 a 1



)



...!..



(2)



Sen j ('ualquiern de los números 1. 2, .. ., n. J\iult ipliquemos ambos miembros de l a primera de las igual dades (2) por A 1¡, es decir, por ~I complemento algebraico del elemento alJ en el determinante el del s istema; ambos miembros de la segunda igualdad, p or A 21, etc., y fina lmen te, ambos miembros de la úl ti ma, por A 111• Sumando después por separado los primeros miembros y los seguapos miembros de todas es las igualdades, llegamos a la siguiente igualdad: (1111A1J + n21A21+ ... + an1An1)a2+



+ (ll1 zA11 + ll22Au + · · · + llniÁnJ) a1 -h



+


+



+ ... b,.A,.¡.



 El coeficiente de a.1 en esta igualdad es igual a d, mientras que, en virtud de Ja observación J1echa anteriormente, los coeficient~ de los demás a. son iguales a cero; el miembro independiente es igual al determinante que se o btiene del determinante d después de sustituir en é l l a j-ésima columna por la columna do los términos independi entes del sistema (1). Si des ignamos esto t'.illimo determinante, igual que en el § 2, co11 d1 , nuestra igualdnd toma la forma da.¡=d¡,



de donde d¡






puesto que d =/=O. De esto modo, quedu dem os trado qu e si el sistema (1) es com patlbll•, és te posee sol ución úni ca: d,.



Ct.n



- --¡- ·



(3)



Demostremos ahora c¡ue el sistema de números (3) satisface realmente a l sist ema de ec11acio11es (1), es decir, que ol sistema (1) es compatible. A continuación emplea remos las siguientes notaciones muy us uales. Toda s uma de la form a a 1 a2 1 o,. se indicará abre-



+



viadamente



" mediante ~ a 1• ,_-,



+ ...



S i se cons idera una s uma, cuyos suman-



dos a11 es ttín provistos ele dos subíodices, siendo i = 1, 2, ... , n, ; = 1, 2, .. ., m, se pueden tomar primero las sumas de elementos m



con el primer subíndice fija do, o sea, las s umas ~ au. donde i =



=



J= I



1, 2, ... , n, y después, sumar t odas estas sumas. Entonces,



par.l la s uma de todos los elementos a 11 , obtenemos la expresión



No obsta nt e, se podrían sum11r primero los sumandos a¡¡ con el segundo subíndice fi jado y su uwr después las sumas obtenidas. P or lo tanto,



o sen, on la suma doble s
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ecuació11 se puede escribir de la forma ~



"



Oi¡x¡ y



corno d¡ -=- ~ b,.Ai. 1 • h=I



J=I



obLenomos:



Respecto a e:;tas



transíornrncionrs,



observemos que el número



~ es u11 íador co mú11 de Lodos los suma11dos, por lo cual, se le ha sacado íueru de la s um a; ndemlis, después rle haber cam biado el orden de los s umnnrlos, el factor b1, se ha sacado fuera du la suma i nterior, ya que 110 de pende fi el s ubíndi ce j d e la suma i1lLerior.



"



Ya sabemos que la ex presión ~ a ;¡ll 1,; -



+ ...



J= t



a¡ 1Ak 1



+



ª12A 1tz



1



a;nA1in es ig11nl u d para k i, e igual a O parn los demás k. l'or lo tanto, en nu estra suma exterior respecto a k quedará un s umando, precisamente b;d: 1



De este modo, queda demostrado quo cl s is tcmu de números (3) es, verdaderamente, solución del s istema do ecu aciones (1). H emos obtenido el s iguiente resultado importante: Un sistema de n ecuaciones lineales con 11 ínc6gnitas, cu.yo determinante es diferente 


r x2 -5:r3 +



x4 =



-6x~ =



.r1-3.r2



8, ) !l,



2.r2-Zr;- 2.r4 - - ~> • .r1 -1- 4.ri- 7x3



1 6x4



O.



El dotcrmiuant() de cslc sistema es d iferente ele cero: 2



"



1



1 - 3



o



-5



1



o -G



2 - 1



2



4 - 7



G



27,



 .~



7. Regla de Cramu



2 - 1 1,



- 7 8



2



l



9 - 6 = - 27, 2 -5 o 6



d, =



1



o



1 - 5



-3



8



o



9 = 27. 2 - t -5 1, -7 o



Por lo tanto z, ~ 3,



Z2 = -4, :t'3 = - i , Z¿ =r f



será lo soluci6n de nul'SLro sístcma y, ademús, la única.



H emos excluido el caso en que el delcrminanle del sistema de n ecuaciones lineales con n incógnitas (1) es igual a cero. Este caso lo dejamos para el ca p. 2, donde hallará su sitio eo la teoria general de Jos sistemas de cualquier número de ecuaciones con cualquier número de incógnitas. R eferente a los s istemas de n ecuaciones lineales con n incógnitas, haremos otra observnción más. Sea dado un sis\,ema de n ecuacior1cs lineales homogéneas con n incógnitas (véase ol § 1): ll11X1 + "1::X2 + ...



+a 1nXn=O,



a~1~1 .f _c1~2~2 .~ · .... ~~~X~ ~ ~·. lln¡X¡ + OnzX2 + ... + llnnXn = O.



¡



(4)



En este caso, todos los determinates d ¡, j = t, 2, .. ., n, contienen uua columna formada por ceros y, por eso, son iguales a cero. Por lo tanto, si el determinante del sistema (4) es diferente de cero, es decir, si a este sistema se le puede aplicar la regla de Cramcr, su única solución será la solución nul a X 1 =- O, X2=Ü, • •• , Xn=Ü. (5) Do nqui se desprende la siguiente conclusión: Si un sistema de n ecuaciones lineales homogéneas con n inc6gnitas tiene soluciones diferentes de la nula, entonces el determinante de este sistema es necesaria.mente igual a cero. Eu el § 12 se mostrará que, viceversa, si el determinante de un s istema de éstos e~ ig ual a cero, ademí1s de la solución nula, cuya existencia es evidente para cualquier sist ema de ecuaciones homogéneas, tendrán q110 existir también otros soluciones.
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[i6



Ejemplo.¿ Para qu6 valores de k, el sislomn de ecuaciones



kz1+ z2 =0,} .r, + kz2 ~ 0



puede tener sol1Jciones



BI



.i~t~rminante



nulas? de ~slo si.slcn1a 11()



I~



!J=kz-1



scrti igual a cero solamente para k = ± f. Es f:ícil comprobar que para cada uno de estos dos valores do k, ol sistema dado posee vordallcramente solucione5 dílerentcs de la nula.



Lu import


en que, e11 los casos en c¡ue es a¡1licable esta l'egla, ésta da una oxpre· sión ex plícita para l a solución del sistoma mediante los coeficientes del mismo. Sin embargo, la aplicación práctica de la regla de Cramer va aparejada cou cálculos muy complicados: en el caso de un sistema de n ecuacioJJes lineales con n incógnitas, se tienen que calcular n 1 determinantes do n-ésimo orden. El método de eliminación sucesiva de las incógnitas, expuesto en el § 1, es en este sentido mucho más cómodo, puesto que los cálculos que se necesitan para nplicat este método son, e.n esencia, equivalent!'.s a los que se tienen que realizar al calcular un solo clelorminante de n-ésimo orden. En a lgunas aplicaciones aparecen sistemas de ecuaciones lineales cuyos coeücientes y términos independientes son números reales. obtenidos al hacer mediciones de algunas cantidades iísicas, es decir, que se conocen sólo aproximadamente, con cierta exactitud. A veces, los métodos expuestos anteriormente para la resolución de tales sistemas son inadecuados, debido a que proporcionan resultados poco exactos. En su lugar, se han elaborado diversos métodos de iteraci6n, o sea, métodos que permiten resolver los sistemas indicados de ecuaciones mediante una aprox imación sucesiva do las incógnitas. La exposición de estos métodos puede consultarla el lector en las obras sobre la teoría do las aproximaciones.



+



 CA PIT ULO U



SIST EMAS DE ECUACJONES LINEALES (TEORIA GENERAL)



§ 8 . Espacio vec tori a l de n dimensiones P ara la ela boración de la teoría general do los sistemas de eoua~ ciones li neales no es suficiente el aparato construi do que nos si r vió satisíoctoriamente para la reso lución de los sislen111s en que se puede aplicar la regla de Crarner. Además de los determinantes y las matrices tenemos que utilizar un nuevo conccplo que, po:lernenlc, sea do mayor interés ¡>nra la matemática 011 general: el concepto de espacio veci.Qrial de varias dimensiones. l-lagamo::i primero unas cuantas observaciones previas. P or el curso de geometría analítica se sabe que t.odo punLo en el p lano se determina (dados los ejos coord enad os) por sus dos coordenadas, o soa, po r un s istema ordena do de dos nú meros rea les; todo vect or en el p la no se determina por sus dos com1Jonent,es, o sea, nuevamente, por un sistema ordenado de dos números rea les. De modo aná logo, todo punto en el espacio ele tres dimensiones se determina por sus tres coo rdenadas, y Lodo vector en el espacio se delermina por s us tres componenles. En la geometría, y L11mbién en la mee
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Cap. l l Sistemas de ecuaclones lineales (teoría general)



Eslos ejemplos nos sugieren la oporluuidad de estudi11r el conjunt.o de t.odos los sist.cmas ordenados posibles den números reales. Precisament.e este conjunto, después de haber introducido en él las operaciones de ad ición y mulliplicación (cosa que se hará a continuación por analogía con las operaciones conespondientes sobre los ver,tores del espacio l.ridimensional , expresadas mediante las componentes), se denom ina espacio vectorial de n dimensiones. Por consiguiente, el espacio ele n dimensiones es solamente una formación algebraica que conserva ciel·tas propiedades elementales del conjunto de los vectores del espacio de tres dimensiones, que parten del origen de coordenadas. Un sistema ordenado de n números (1)



se llama vector den dimensiones. Los números a 1 , i = 1, 2, . ., n, se denominarán componentes del vector a. Se dirá que los vectores a y (2) son iguales, si coinciden sus componentes situadas en lugares iguales, o sea, si a; = b1 para i = 1, 2, ... , n. Para designar los vectores se emplearán en adelante las letras griegas minúsculas, mientras que las letras latinas minúsculas se utilizarán para designar los números. Como ejem¡>los de vectores, señalemos Jos siguientes: 1) Los vectores-segmentos que parteo del origen de coordenadas, en el plano o en el espacio de tres dimensiones, estando fijado el sistema de coordenadas, serán vectores de dos y tres dimensiones, respectivamente, en el sentido de la definición dada anteriormente. 2) Los coeficientes de cualquier ecuación lineal con n incógnitas forman un vector de n dimensiones. 3) Toda solución de cualquier sistema de ecuaciones lineales con n incógnitas es un vector de n dimensiones. 4) Dada un.a matriz de s filas y n columnas, sus filas son vectores de n dimensiones y sus columnas, vectores de s dimensiones, 5) La misma matriz de s filas y n columnas se puede considerar como un vector de sn dimensiones: es suficiente leer seguidamente l os elementos de la matriz, fila por fila; en particular, toda matriz cuadrada de orden n se puede considerar como un vector de n2 dimensiones. Es evidente, además, que cualquier vector de n9 dimensiones se ·puede obtener ele este modo de una matriz cuadrada de orden n. Se llama suma de los vectores (1) y (2) al vector (3) cuyas componentes son iguales a las sumas de las componentes correspondientes ele los vectores que se suman. La adición de vectores
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dimensione



está s uj.cta a las leyes conmutativa y asociativa, pueslo que la adi


o-



(0,



º· .... 0).



a + O= (a1 + 0,.a 2 + U, ... , a,, + O)=(a,, a2 ,



• •• ,



a,.)=cr..



Para des ignar el vector nulo emplearemos el mismo símbol o O que se empica para el número cero; nunca encontra remos dificultad .alguna para averiguar si en el momento dado se trata del número -cero o del vector nulo; sin embargo, al estudiar los próximos párrafos, el lector tiene que recordar que el símbolo O se puede emplear en di versos sentidos. El vector (5) se denominará vect.or opuesto del vector (1) . Es evidente, que (-a) = O. Ahora , es fácil den1ostrar que para la adición de vectores existe la operación inversa: la sustracción; la diferencia 





+



+ (-



La s uma de vectores de n dimensiones, definida por la fórmul a (3), fue originada por la suma geométrica de vecl.ores en el plano -0 en el espacio ): multiplicar el vector a. por el núm ero k significa, siendo k > O, que ol vector a. se alarga k veces (o que se contrae, si k < 'I), y siendo k < O. que se alarga 1k1 veces y se cambia su dirección por la opuesta. Expresando esta regla mediante las componentes del vector y pasando al caso gelleral considerado, obtenemos h1 definición siguient.e: Se llama producto del vector (1) por el mírnero k, al vector Ira = ak = (ka 1 , ka.2 , ••• , ka,.), (7) cuyas componentes son iguales al producto rle las correspondientes componentes del vecl.01· a por el número k. De esta definición se rleducen las siguientes importa11les propiedades, cuyas demostracio nes so dejan al lector: k (a



±



~)=ka ± k~;



(k ± l) a = ka± la; k (la)= (/d) a;



1·a = a .



(8) (!J) ('10) (11)



 00



f'ap.



11 S1.. lems l ineales ("'orla



gen~ral)



C.:011 la misma fa cilidad se cumpruebau, aunque pueden obtenerse 1.arnbi611 como co11sccuencia de las propiedades (8) - (11), lus ~HC>piedades siguirntes:



0-a = O;



(12)



(-1)·a = -a;



( 13)



k-a = O;



si ka



O, entonce;; ¡.. ._ o, o bicu a = O.



('llo)



(15)



t:;I conjunto de todos los vectores do n dimensiones con componentes reales, considerado junt-0 con las operaciones de suma de vectores y de mulLiplicar.ión de un vector por un número, determinadas en el mismo, so llama espacio vec torial ele n dime1uiones. Subrayemos que on la definición do e:spacio vectorial den dim ensiones no eslií incluida ninguna mulliplicación de un vector por otro vector. Sería faicil definir el producto do vec tores: se poorla suponer, por ejemplo, que las componentes oel producto do vectores fuesen iguales n los productos do las componentes correspondientes de los factores. Sin em bargo, una tal multiplicación no tendría aplicaciones serias. Así, pues, Jos segmentos-vectores que pnrten del origen de coordenadas, en el plano o en el espacio de tres dimen· siones, (:se s upone que se ha fijado un sistema de coo1·denadas), forman un espacio vectorial de dos y de tres dimensiones. respectivamente. Corno se ha señalado anteriormente, en este ejemplo, la suma 


se llama forma lineal en las incógnitas x 1 , x 2 , . . . . x.,. Es evidente que la forma lineal / queda completamente determinada por el vector (a., a 2 , • • • , a,,) de sus coeficientes; recíprocamente, todo vector n-dimensional determina univocamento una forma lineal. La suma de vectores y el producto de un vector por un número se convierten cu las operaciones correspondientes con las formas lineales; estas operaciones fueron empleadas eficazmente por nosotro:s en el § 1. La multiplicación de los vectores definida mediante el producto do sus componentes, 110 tiene tampoco eu este ejemplo ningún sentido.
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d~



vt:ctorn
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§ 9. Dependencia lineal de vectores Se dice que el vector~ . de un espacio vectorial den dimensiones, es proporcional al vec tor a, si existe un núm ero k tal que p = ka {véase la fórmula (7) del pá rrafo anterior). E n particular, el vector nulo es proporcional a cualquier vector a, debido a la igualdad O = O-a. Si ~ =ka y p .:/= O, de donde k .:/= O, en tonces a= k- 1 ~ ; es decir, para los vectores no nulos, la proporcionalidad posee la propiedad de simetría. U nn generalización del concepto de proporcionalida d de vectores es Ja noción siguiente {con Ja que nos encontramos en el § 4, para el caso de las filas do las matrices): se dice que el vector~ es una combinación lineal de los vectores a 2 , • • • , a,, si existen unos números l1o l 2 , • • • , l, t11les que



ya ª"



P=



l1a1



+ l 2rx2 + ... + l,a,.



Por lo tanto, Ja j-ésima c.: 0111ponen le del vecLor ~ . j - 1, 2, ... , n . en virtud de la defini ción de la suma de vec tores y del producto de 1111 vector por un número, es igual a la suma de Jos productos de las j-ésimas componentes de los vectores a., a~ • ... , a , por l os números l 1 , l 2 , • • • , t, correspond ientemente. Se d ice que el sistema de vectores ai. a2, ... ,



CXr- 1•



a , (r :;;.. 2)



(1)



e.


expres11rse como com bi nación lineal do los dem;h; veclores del sis1,erna {l); on caso conlra ri o, so dice que el ;;istema (1) es linealmente independienlr. Sei1a lemos otra Corm11 de esta importantís ima defin ición: el sislenn1 do vect ores (1) es linealmente dependi ente, ,;i exislen unos número~ k 1 , k 2 , • • • , k,, entre los cuales al menos 11120 es diferente de cero, de modo que ~o verifica la igualdad k 1a 1 + k2a,i +



... + k,a, = O.



(2)



La 1lemoslración de In e


a , :- l 1a. 1 + l 2a 2 + . ..



+ l,_1a ,_1•



De aquí so deduce la igualdad



l 1a. 1 + L2a: +



... + l,- 1a,_1 -a, = O,



es decir, uu a iguald nd do Ja forma (2) , dond e k 1 = l 1 para i = 1, 2, . . . , r - 1 y k, = - 1, es decir, k, 9'= O. Recí procamente,
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Cap. 11 SiS1tma1 dt tC1Laciones linta lri (teoría gtntral)



supongn111os que los vectores (1) están ligados por la relación (2). en lo que, por ejemplo, J.:, ::/= O. Entonces,



ex, = ( - ::; ) ex 1 +



( - ~~) a:i+ ... + ( - k~~· ) a,_ 1,



es decir, resulta qu e el vector a, es combinnción lineal de los vectores ex.., Ctz, •.• , C.C.r - 1· l·:Jcmpl o. El si•tcmn de vectores a 1 (5.2,1), az ( - 1,3,3), a 3 =(9.7, i>) .



a~-(3,8,7)



es lincalmcatc dependiente, puesto 'lros vecl


J



a: - a3 = 0,



3a2 -/- a 3 - 2a,



O.



La segu nda de las definiciones de dependencia lineal dada anteriormente, se puede aplicar cuando r = 1 , o sea, al case> de un sistema compuesto de un solo vector ex: este sistema será linealmente dependiente cuando, y s6lo cuando, ex = O. En efecto, si a = O, entonces, por ejemplo, para k = 1 , se tiene ka = O. R ecíprocamente, s i ka = O y k ::/= O, entonces, a = O. Señalemos la siguiente propiedad del concepto de dependencia Ji nea l. Si un subsistema del sistema de vectores (J) es linealmente dependiente, lo es también todo el sistema (1). En efecto, supongamos que los vectores cx 1, cx 2 , • • • , «. del sistema (1), donde s < r, están ligados por Ja relación



k,a, + k2ex2 + ... + k,ex, = O, en la que no todos los coeficientes son iguales a cero. De aqu i se deduce Ja 1·elaci6n



k 1ci 1 +k2ci2 + ... + k,ci.+O·cx,+ 1 + ... + O·cx,=0, es d ecir, el sistema (1) es linealmente dependiente. Do esta propiedad se deduce la dependencia lineal de cualquier sistema de vectores que contenga d-Os vectores iguales o, en general, dos vectores proporcionales, así como de cualquier ststema que contenga al vector rwlo. Obsérvese que la propiedad que acabamos de demostrar se puede formular de otra manera: si et sistema de vectores (1) es linealmente independiente, cualquier subsistema. del mismo es también linealmente independiente.
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Aquí s urgen las preguntas: ¿ puede contener muchos vectores un sis tomn linealmente independiente do ' 'CCtores de n dimensiones? y en particular, ¿existen tal es sistemas con un número arbitrariamente grnnde de vectores? Para responder a estas preguntas, consideremos en el espacio vectorial de n dime11siones los vectores



=



e 1 (1, O, O, ... , 0), e2 - · (0, 1, O, ... , O),



.. . .........



l



(3)



en = (O, O, U, ... , 1 ), denominodos vectores unitarios ele este espacio. El sistema de vectores unitarios es li,¡calmente independiente. Sea k,&t + /.;2E-¡_ + . ·. + kn&n O; como e l primer miembro de esta igunldad es igual al ,·ector (k" k 2 •



l.·n). se tiene (k,, k 2 , ••• , k,.) - O, o sc11. /; , O. i - '1, 'l. . . . . . 11, pucslo que lolla:1 las componcnles del vector nulo son iguales n cero y la i¡::1111ldad de vectores es equivalente a In igu11ldad de sus co111ponenlc.'l correspondientes. Por lo Lnnt.o, en el espacio vcctorinl de n dimensiones hemos lmllndo un sistema linealmente imle¡)endicnle. com¡.111e~to den vecto· res. E l lcclor vorií más .. delante quo en rc11l idad, en es te espacio exisle11 i nfinilos s istemas de ésto:;. Dcn1ost.rc1nos, por otra parte, el sigu icn Lo loorc11111: Cuo.lesquiera s vectores del espacío vectorial (le ri dimensio11es .•• ,



forman , para s



>



n, un sistt-ma linealmente dependiente.



En efecto, supongamos que so han dado los vectores



a, = (a11 ,



ª•~·



... , a n). 1



~ = {a2.I • Oz:, • .. ' ª21•)1



a,, = (a"" a.-2• · .. , a,fl) · Tonemos que elegir unos 11ímwros ''" k~, ... , k., 110 todos iguales u cero, do modo que l.:,a, + k2a.2 + ... + J.:,a, ~ O. (li) Pasando de la ig11aldnd (4) a las igualdades correspollllientC's en lre l11 s r.ornpone11tes, obtenernos "11k1



+ a 2 ,k2 + ...



t112!.·, + a22k~ +



t- a.,k. -



O,



... + ~·~k~ ~ ~· .



01nk 1 -j- a2'>k~ -;- ... ·! a,nk1 = O.



1 (5)
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Cn¡J. 11 Slsll'nt


Las iguttldade:; (5) forman, si n embargo, un sistema den ecunciont>s lineales homog«iueas respecto as incógnitas k 1, k:, . . . , k • . El núm ero de cc1111cio11es e11 este sistema es menor que el número de incógnitas y, por consiguiente, como se ha dl'mostrado al final del § 1, este siste11111 t it>11t' i;oluciones no nulas. Por lo tanto, se pueden elegir unos números /c 1, k: . ... , k,, nn todos igu11les a cero, que sati1 con trario. el sistema (6) sería linealmc11tC' dcpe11diente). el vector ~ se expre.~ará linealmente medi1111tc lo.~ \·cctores (()). Por ello, el si."'tl'mn 1le vectores (6) PS un .!listema li11cnlme11Le independiente maximal, cua11do, y sólo 1·11and o, los vectores (6) son linealmente indeponrlic11tc:S. Dt· los n•suhncJos qur hemos obtenido anteriormen te se declucc que en el espacio de n dimensiones, Uldo 11istema., linealmente independil'nle, rcm 1prn•slo de n 1:ectores, siem p re f'S maximal, y taml1ién, que c1wlq1til:'r sislem.a de 11eclores linealmente independiente ma.rimal no co11st11 uC!llo de n + 1 vectores, es ya li11ealme11te dependiente. Como cualquier s istema que co nsto do un sólo vector no nulo es linenlmcnte independiente, resulta que cualquie r vector 11.0 nulo está contenido en un sistema lir1ecilrnente independiente maximal. Por con~iguien lc, en el espacio vectorial de n dimensiones existe wia i11fi11iclad de diversos sístemas d


 ii 9. D ef)'ndenr /a lineal d•



U


guula se dará un poco más ade lante, después do hacer algunas observaciones. Se dice frecuentom ento. que el vector P so expresa linealmente



sistema



mediante el



v1·ctores



de



(7) si p es una combinación linea l de ellos. Se comprende que, si el vector p se expresa Ji11enl111entc mediante uu subs istema de este s iste ma, enlon


se expre.~a lineolmn11 e 1111' dia111 e el sistema (8). entonces 


En erecto



•



Y; -= ~/¡1 (~;,



j = 1,2, ... ,I,



(10)



1 1 r



2i



pero ~ 1 """' .,,,_. k; ,,,a,.,,, í



.



= 1,



2, ... , s. Sus ti tuy«'ndo



l'll



('1 0) rHas



exprc:11emos: r



. 1'; = ~ I¡.{ ~ k;,..et111 )= f-=- i



m



t



r



•



}2 {~ tn=J



'



l¡ 1k 1,,. )a,.,,



t



o sea, c ualquier ''cctor y ¡ , j = 1, 2, ... , t es combinaciún lincn l do l os ,·cc\.orú:> al el 11is1e111:) (1) . Dos :;is temas de ,·er.l.oros so llaman equiua/r>ntes, si catlu uno de oli os !"e expre~a li11e11lrnen tc medic la ley tra11 siliv11 que al'abamos de 1lc111o~ lrar. íl la que satisface la propiedad de los sistomns de ve


se expresa linealment e mediante uno de estos sistemas, entonces se expres11 t11m.bi.én linl't1lnu·nlc mcd.iante e/. ol.ro. 'o se puede nfirmn r que s iendo linoolment.o independi ente uno ele rlos sistemas ele Yectorcs, equin1lentes etltro s í, lo es ta111liión S-252



 66



t: "P· 11 Si.c.lt'tufC.f (/e et:uClclo11t:t i uu:alt's (teorln general)



e l otro. S i 11111bus sistemas s ou li111.ml111c11Le ind o pc ndi en tcs , so puede enu ucinr 111111 propol!ici ún in1portanl o soh re e l número do vectores que íormau 1>a1·10 do e llos. l'ero, 


ª" 13,, 13:. ' ... is••



( 1)



ai, ct2, . . . '



(11 )



el primero de los cuales es linealmenle independiente y se e:J:presa linea/m,•11.te mediante el segundo , ento11.ces el 111i111ero de vectores del primer sistema. 110 es s11puior al 111ímero de rectort's del segunt1u sisti:ma. 1·s d1•ci r, r ~ s. E11 cfoclo. su pougamus qu e r > s. l'or Ja hipóle:;is, ca cla vector del si ~ Lomu ( 1) se cxpro:;a lin calme11le mediu ul o el ~istoma ( 11) :



a,



CC 11l31 .- ª•2~2



a,



a, 1 ~ 1 -j- a,.~?



ª 2 ~21,ll1·-I· ~2~~~



+ .. . '. : ...



·- a,.~.,



+.ª~·~·..



l



(11)



, ... ---;- a,8 ~ • •



Lo:< cooficie11lcs de est as expresiones lineal c:i forman un s i:;kma de r vec Lorc:s de s dimo11:sio11os: Yt - (a11 1 ª1 2• a,. ), )'2 = (at¡, 0 22, «u),



Yr = (a,,, a,,, ... , a,.). Como r > s, cslos voctoros so11 lin ea lmente dependi entes , o :¡ca,



=o,



k,y, + k2'h -i- . .. "1" k,y, donde no t.odos los coeficientes k,. k:, ... , k, son iguales a cero. De aquí, llegamos a las s iguientes igualdades entre las com¡>onen tes: r



~ k1a1¡ = 0, j - d, 2, ... , s.



(12)



i~ I



Cons ideremos ahora la s iguiente combinación lineal de los vec tores del sisLcm¡1 ( l): T



o, abrev iadamente, ~ k1a1 . Aplicando (11) y (12), resulta: i



,.



1



,.



.s



•



~ k1a.1= ~ k, (~ a11P1) ~ ,}.;



1 1



¡• I



;~ 1



¡= I



r



(¿] k1a11) P1=0; i= I



 67 Jo que, sin embargo, conlraclicc a la inclependenda lin ea l del sistema (1). Del teorema. (u111himeuLal que acaliamos de demostrar so deduce el resultado siguienle:



Dos sistemas equivalentes de vectores crtalesquiera, linealmente independientes, contiene el mismo número de vectores. Es ev idente que dos sistemas maxima les cualesqnio ra de vectores ele n dimensiones Ji ncalmenlc i11dcpendienlcs, ~on ec111iv11lentes. Por consigu.ienle, se comp onen de un mismo número de y corno existen s ist.em11s de este género compuestos de n obtenemos por fin la respuesta a la pregunta que se hizo mente: todo sistema de vecto res linealmente independiente



vectores, vectores, anterior-



maximal



del espacio vectorial de n dimensiones consta de n vectores. De los resultados obtenidos se pueden deducir también otras consecuencias. Sí en un sistema dado de cectores, linealmente dependiente,



se han tomado dos suú¡;istemas finf•almenfe i11d1·pcndientes maximales , o sea, dos subsistemas a los cuales 110 se les puedl' agrertar otro vector del sistema sin viota r lli ind1·pendencia liw•al, entonces estos subsistemas contienen un número igual de ¡;ectores. En efecto, s i e11 e l s istema cll' vectores



(13) e l subsislema a 1, a:!, ... , o:. . . ,



s < r,



(H)



es liu ea l111c1J1.e indcpe11diC'11te nu1xima l, e ut.on ces rnalqu iern de los vectores ª•+to .. ., a, se ex prcsn ní l inc,1l me11~c rncrlia111 0 el s isLe ma (14). Por otra 11arLe, cua lquier vector a 1 del sislE•ma (14) se expresa linellucc que el :


Sean dados dos sistemas de Vl'Ctores de n di11H'11sio11.es (15)



y



~ •• ~2·



(16)
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Cap. fl Sislemas de ecwiclone.< lineales (/corla general)



no necesariamente linealmente independientes, y sea k, el rango del sistema (l


(18)



subsist.e1m1s arbitrarios liucalmentc inucpenclicnLes maximales de los sistemas (15) y (Hl), respecLivamcnl.e. Entonces, los si~ternas (15) y (17) son et¡uivalent.us ent re sí; esl.o mismo so refiero a los sistemas (16) y (18). Como el sistema (15) se expresa linealmente mediante el sistcmtt ('16), resulta ahora que el sist.ema (1.7) también se expresa linealmente mediante~ el sistema (Hi) y, por consiguiente, m'ediaute el sistema (18), cquivalent.e a él, uespués de lo cua l no queda más que ap licar el teorema fuod;1111e11t.al, empleando la independencia lineal del sistema (17). La segunda afirmaciún de la consecuencia que denrosLramoi; se clecluce inmediatamente de la primera. § to. Rango de una matriz



Dado un sbtema de vectoros de n dimensiones, surge la pregunta natural. ¿E~ linealmcnlo dopendieule csl.e sistema o no lo es? No se puede espel'ar que ca cada caso concreto se obtenga sin dificultad la solución de este problema. Con un cxameu superficial sería dificil observar alguna dependencia lineal dol sislerna de vectores



a=(2, -5, 1, -1),



~ = (1,



3, 6, 5), y = (-1, li, 1, 2),



a pesar de que, en realidad, estos vectores están ligados por la relación 7a-3~ + 1.iy = O. El § 1 p1·oporciona uo método para la resolución de este problema; como son conocidas las componentes de los vectores considerados, llamando incógnitas a los coeficientes de la dependencia lineal buscada, obtenernos un sistema de ecuaciones lineales homogéneas, que se resuelve por el método de Gauss. En el presente párrafo se indicará otro método para abordar el problema considerado; a la vez, nos aproximaremos considerablemente a nuestro objetivo principal, que consiste en resolver sistemas arbitrarios d~ ecuaciones lineales.



 § JO. Ra11go de una m11trl:
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Sea dada la matriz



A=(=;: ::: :::~::) ª••. ll~z. · : ·. a~n



'



con s filas y n columnas, donde los números s y n no están ligados de ningún modo. Las columnas de esta matriz, consideradas com.o vectores de s dimensiones, pueden ser, en general, linealmente dependientes. El rango dtl sistema de columnas, o sea, el número máximo de columrrns line


 rul iclad c\1• la d1•111osl.ració11-- , 'I 111• d 111c11or V . do r-ési rno onlen , si tuado t'll ül •Í11¡t11lo "11pcri11r cl1• la i~. quiercla 111· la 111:\1.riz A



!'.''.'.'iJ' .~~ ·¡



! 1



(l



=-' :. •'



ti Tr



''.''.' '. ' .· ".."'."



J (/



T • />!



1 • • • "T/I



~ 11 ~· :. '. ..· "" ~' ... ~ '~' "1..' '_' ". :º".'. ~· . a ..·1 ·



fl , , r 11 • • , ll Mii



. . ft .v



es dift•re11lo 


[) *O. E111011r1·s. l;1s pri nwras r columnas de la m:1 lri~. A >'1'rá 11 lincalmc11tc i111lopc11d ient es e11 l re si. S i huhio:ie ul g1111a dcp1!ntl1'111·i:1 lineal entn· óstas. cnlonr·l'S, como ;ti s111nar los vccto1·es .~t· surna11 sus r.0111po111mt.1•s, c11' re las 1;ol1111111as del mc11or D ox isliría In 111is11HI dopo11d ü11cia li11cal y, por consig11io11to, el mc11u1· {) seria ig'11al a cero. Ü1J1nostrc111os ;ihora que c:111dquit•r· /-{,sima co l11m11.1 do la 11111tri;i; A , r < / 1i , es rnmbi11aciú11 li11 c






< 



L\; " ' • .•• 


c¡ue !iV obli cue •vrl1111do• el mc11or D (· o n lo;; ulemenlos corres pondientes de la /-l-si111a col umn u y de lu i-ési11111 fíln . l't1ra cuulquier i, el determinant e 1:1 1 es igual a  r, tJnlonces 11 1 scrtí un menor de (r t)-ésimo orden ele 11utisLnl m11triz .4, y, por lo tanto, es igual a cero, en virtud de la elecció n del número r. Si i r, entonces i.\ 1 no será ya un menor de la mat.riz A , fluClltO que no puode



+







ser oblenido de esta matriz suprimi endo algunos de s us fifas y (',olumnas; sin 1m1bar¡:w, el determina11lc 1:1 1 co11lendrí1 a hora dos filas igualoi; y, ¡>t>r consiguiente, ser;í dl• 1111two ig11;1I u cero. Consideremos los complementos algebraicos de los elementos de la última fil a 1lel !letermi1111nle ~ 1 . Es evide nte que el rne uor D sirve do complemento 






( - l )(•·f l)ij



11 ., •• • 11,,



j-•ª •· j• t · . . ll1rll 11



. . . . . . . .. . . . . . tir e· . . o.,., ¡ - ifl·,..);. ¡ . . . 0,.,.(t,.¡



!



l



. '



 § 10. Rango 


7l



és te no depend o de i y po r eso se ha designado con A¡. Por lo tanto, dcs11rro llando el determinante L\ 1 por los elemenLos de su úl tima fiht e igualando a cero este desarrollo, puesto que L\1 = O, obt enemos:



A 1 + a12A 2 + . .. + a,,A, + auD - 0,



a1 1



do donde, en vi rtu d de que D =!=O, A



a,,- A



A, -va,,.



2 1 0 0 a12 - ... Esta igual dad se ver ifica para todos los i, i = 1, 2, ... , 11 y como sus coeficien tes no dependen de i, resul ta q ue toda la l-ésima columna de la maLriz A es una s um a de iws primeras r colum nas, tomad as . . Ai •.. . , A , . respectivamente con I os coe r·1c10ntcs - 0A 1 , --¡¡0 Por lo tanto, eo el sistema de las colum nas do lu mat riz A hemos bailado u o subsistema linealmente independiente niaximal compuesto de r columnas. Cou est.o queda demostrado que el ra ngo de la matriz A ci:; igun l a r , ei:; dec ir, qu eda de rno:slra do el teo rema so bre el m ugo. Este teorema proporciona un método para el cítlculo práctico del rango de la matriz, y también para la soluci(m del problema sobre la existencia ele dependencia lineal en un sistema dado do vect.ores; forma ndo una matriz para l a q ue l os vectores da dos s irvan do col umnas, y ca1cu la11 do el rango de es ta ma lriz, obte11emos el 111'.11nero mayor d e vectores de 11 uesl ro s ist ema, li no11 l111e11l o indepc11d ion tes. El mét odo para el c1ilculo del rango do una matriz, basado en cl teorema sobre ol rango, requiere el cálculo de un ní1mcro de menores de esta matriz que, au nq ue es fi11i to, puede ser muy gra nd e. Sin emba rgo, la s igui ente observa ción d11 Ja p osibilidad do introducir 011 este mét odo si mplificaciones coni
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Ca p. 11 Sistemas de ecuaciones lin tflln (teoría general)



los menores de (I• -1· 1)-ésimo orden que orlan al mmor D: si todo.~ éstos son iguales a cero, el rango de esta matriz es igual a l.·. Ejemplos. 1. llnllor ol rango de la motriz



·2 t A~( O 4 -



4 2



3 1 t - 1 3 t 7 4 - 1 :;



-~ ~



')



.



El 111cJ1ol' do segu nd o orden. situado eu ul ángu ln ~UJll'l'ior de In izquier1la de esta matri z, es íguul a cero. Sin embargo , en esta mu~1·iz hay tambirn menores do segundo orden, dil crcu lcs de cr-ro, por c-j(omplo. d



1



=; ~ 1ro.



El menor dl' tercer· orden



.,



d' =



/,



;¡ 1



1 -



1



i =~



1o



1 .



es un ol'ladu del menor ti, dift't'C11t e de cero, d' = l. no obstaott:>, los orl a1los de cuarto ordou dol menor 


;¡



2 - li 1 - 2



3



1 - 2 -li o t - 1 3 = 0, 4 -lo - 7



o



-



1, - i



"



o



2 t 1 4 5



""º·



Por lo tanto, ol rango de l a matriz A es igual ~ t.rcs. 2. Hallar 1111 s ubs istema, linenlmeotc independi en te, maximal en sistema do vectores



~I



a 1 = (2, - 2, - t.), a 2 = (1, 9, 3), a 3 = ( - 2, -4, 1), a, = (3, 7, - t). Formamos la matriz



( 21-2 3) - 2 9 - 4



- 43



7



1 - 1



en la quo los vectores dados sirven do columnas. El rango de csta•matriz es i~al a dos: el menor de segundo orden sHu11do en el ónguo superior de la itquierda es diferente do coro, pero los dos men ores orlados de 61. de tercer orden. son iguales a cero. Do nquí se deduce que los vectores a,, a 2 fonnan en el sistema dado uno de los subsistemas linealmente independientes maximnlc!


Como consecuencia del teorema sobre el rango de una matriz, demostremos la afirmación ya enunc iada anteriormente: El máximo número de filas linealmente independientes de cualquier matriz es igual al máximo iiúmero de sus columnas linealment1 independientes, es deci r, es igual al rango de la matri-.::.



 JO. Rango de una matriz



~~
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Para la demoslración, lrasponomos la matriz, o sea, sus fil as las J1 acemos columnas, conservando su numeración. En la transposición, el máximo orden de los menores de la matriz diferentes de cero no puede a lterarse, puesto roducto por un número. Esta definición permite generalizar el concepto de dependencia lineal , con todas sus ¡1ro¡1iedades, !'ata el ca"' de forinns lin ea les. Sen dado é1 !'i stcma d1' r.-1mH1s li11ca1 e~ /1 -- x1 + ~.z:2



l- x3-j- 3.r,,



Jz -, 4:r.1- :r.2 + 5x3-(i:r.,,



/3



-ax2 - l1x3 -



-: x 1



h :.;:; 2z1 -



'ix 4.



X2-X3.



~ubsistcm~ · li ncalmc111c ind¡,pen dicnlc maxilll!ll. Formemos lu matriz 


Se n ecesi ta elegir en él un



l 2 l 3)



;, -1 -5 -G 1 -:~ - 4 - 7 2 1 - 1 o



(



';/ baHemo;;. ~\\ ra11g orden , :;i\U>\\lo "" .,\ ;\11gu!o ~upol"Íür de Ja iz Jo coro. Pero. coioo ftll~ilinont.c se co1111u·ucbn, su~ cuatro determioaoles orla1l o!'( de torcer onleu ~011 igu:llc~ u cero . De aquí :;e deduce que las ¡1l'imcras do~ fi las Ol• uuc;;tra matrii ~º'' linonlmonl.o inclalcs do ellas. Por ccmsiguientc, el 'is tenia / 1 , fz es el s ubsistema huscado dt•I sisll•nrn dado do formas lineales.



Señalemos otra conscc11r.ncia important.c del teorema so bre el rango de w1a matriz. Un. determinante de n-ésimo orden es igual a cero c11 ando, y sólo cuando. entre sus f ilas 1.'.-r;iste una dependencia li111•al. En u11a dircccib11, csl
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C"P· I f Sl•lemas de ccuaclu1,.,, llnrnles {lrorla general)



de la matriz que :;on diferentes de cero es menor que 1i, o sea, que el rango es menor que n, y, por lo demostrado anlcriormenle, las filas de est.a matri z son linealmente dependien lllJS. Se sobrcc11Licnde que en el enunciado de la consecuencia que hemos demostt·:Hlo se puede hablar do /as eo!umnas del determinante, en lug11 t· ele la:; fi las. f.xisto tall)bié n otro método para c11lc11 lar ol l'1111go do u1u1 matriz que no eslíÍ ligntlo con ol loorem•l sobre el rango y c¡uo no rcq uie1·c el cálculo do detormi nunlos. Pm·o ~o 11ucrle aplicar solamonto c1.11111•lo so •tmun lin o11lmc11tc indc1Jcndicnte muxinrnl. Veamos este método. So 11111111111 lra11s/or111acio11es eleme11talts de 111111 matriz A & las siguientes: (n) In pormutación (trasposición) do dos filos o e.le dos columnas; (b) In 111ulli¡clic11ci6 11 do unn lila (o de una colwnn11) por un númc;ro arbi trari o difcorc>nll• do cero: (e) lu Mima 11 una fila (o a unn col um1111) de o t ra lila (colum na) 111ul1iplicada 1>ot 1111 11í1ruero. r'1íci l11wntc ~ ob~rva que las trnns/ormnC 1cplict111 esta~ translonnaciones u In~ col11mn11s de la mnlriz, entonces ol ~i~tcma du column a~. colll!idcradas como vccl


"º



(1)



8ervian d o co lu1nnns do la matri'l., d cspucís de la transfor mación servirán 1le columnas los vectores (2)



BI sistema (2) so oxpl'e.'18 linealmente mediante el sistema (1) .



La igualdad



a¡=a;-ka¡



muestra a su \ 'Cz, quo el sistema (1) se cxprl'sn linealmenle mediante el (2). Por consiguicnl.-0, c:!los sistemas son equivalentl'S, y sus subsi stemas, linealmenlo indopoodicn tcs maximalcs están compuestos Je un mismo número do vectores. Po r lo tanto , para calcular el rango tic 1111n matriz. se puede simplificar previamente mediante una combinación d o tronsfomrnciones elementales. So dice quo uoa matriz que consta do s lil as y 11 co lumnas es de forma diago1101 , si todos sus olemcntos son il{unles n cero. n oxcepción de los elementosª"' a 31 , .. ., a,, (don do O ~ r ~ min (s, 11)), 


 .~



JO Rango de uM. matriz
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:Si lodo~ sus elementos son iguales a cero, esta tiene la foru111 diagonal. Si en olla hay elementos diferent.es de cero, trasponiendo filas y columnns se puede con, ¡cguir que el elemento a 11 ~ea difcrentu de coro. Multiplicando después la prime· ra fila por a1t. convertimos d elemento a 11 co la unidad. Jlestando ahora de la j·ésirna columna, j > 1, la primera columna, multiplicada por a 11 , so sustituyo por cero el elemento ªtJ· Efectuando esta transformación con todas las colwn11as. comenzando con la segunda, y también con tocias la• filas, llegaremos a la :urnt riz de la forma:



Luego f!foctuamos estas mismas transformaciones con la matriz que queda en el .ángulo inferior do la dcrcch~. etc .• cte., Después 


Ejempl o. Hallar el ri111go de la matriz



,., _( -~ -~ -~ ) . Trimsponiendo en csla matriz



()



;; -to



2



:1



I~



¡irimora y segunda columna, y m ulti-



JJlicautlo la primera fila por el número



(



o



-'~ -~



T, ll~gawos a la malriz



-: 7



)



1



;~



;,



o -10



a



2



•



o



Agrr..gando a su tercera co lumua h1 primC'rn 4.luplicacln y n~~-rc•g:-HHlo •h·!"pné:-> A cacla tic' ta~ demás fila~ 1111 múltiplo •lü la nueva primera filu. olil~1u.~mos la 1t1ulri1.



t1t1i-l



(



~ -'~ -~)



o



:i



9



o



o



o



o



:!



6



.
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C11p. 11 Sistemas de ecitaciones lineales (teoría ger1eral)



Finalmu11lc, multiplican


Por lo tanto, el rango ele la matriz A es igowl ;1 


§ -t 1. S istem as de ecuaciones lineales



Estudiaremos a hora sistemas arbitrarios de ecuaciones lineales, sin suponer quo ol número de ecuaciones sea igual ttl número de incógnitas. Nuestros resultados se podrán aplicar también al caso (que quedó sin examinar en el '§ 7) en el que el número ele ecuaciones sea igual al níunero de i11cógnitas, siendo el detet·minante igual a cero. Sea dado un s istema de ecuaciones lineales a-11X1 ª21X1



+ ª12Xz + · · · + U1nX11 = Ú1, -i- ª22X2 + ... + a2,.Xn -· b2,



a.,x, -;- a 62x 2 +



¡



( 1)



... -1- a.,,x,, ~ &•.



Como sabernos por el § 1, anle Lodo se debe resolver el prnblema sobre la co111patibilidad de este sistema. Con este fin, tomemos l a matriz A de los coeficientes del sistema y la matriz (


ª11 ª•2 ...



A=



ª21 ª22



(



ª"



ª"' )



a2n ,



. ª•2 · · · ª•n



,



i[ =



( ª11 ª•2 ...



ª"' "') ....... .



ll21 llz2 • • • a2n b2



.



a,, ª•2 · · · a,,.



&. y calculemos los rangos de estas matrices. Es fácil ver que el rango de la matri z A, o es igu.al al rango de la matriz A, o es mayor en una unidad. En efecto, tomemos un sistema rnáximal de columnas de la matriz A, linealmente independiente. Este también será linealmente independiente en la matriz A. Si conserva tambi~n la propiedad ele ser maximal, o sea, que la columna de los términos inde-



 § 11. Sistemas de ecuaciones



lineale.~



77



pendientes se expresa linealmente mediante el mismo, entonces los rangos de las matrices A y A son iguales; en caso cont.rurio, agregando a este sistema Ja ('.olumoa de los términos independientes, obtenemos el sistema linealmcnle independiente de columnas de la matriz A, que en ésta será maxirnal. El problema dl) la compatibilidad de un :sistema de ecuaciones lineales se resuelve difinitivamente con el siguiente teorema. Teorema de Kroneckcr-Capclli. Et sistema de ecuaciones (1) es compatible cuarido, y sólo cuando, el rango arLe también ele Ja mat.riz A y, por eso, se t'Xprcsa linealme11tc media11lc t.odas las colu mm\s de e.~la matriz. Hiones Licno n un mismo ra11go; ¡!11 otras palabras, los rango.~ do las malri.r.cs .' I y A son iguales entre :;í. 2. Supongamos nhorn que las matrices A y /f l it!llen 1111 mismo rango. De csl.o se deduce, que cualquier 1;isterna lineal111e11t.f! irl(fepcndicnte maximal 


 7R



Cnp. 11 Sis/nnns lle t cuacio11es lineafn (l•nrfn gtneraJ)



orlado~ seu 11 igna l rs a ct'ro; sea és~e el menor M. Después se dc!Je n calcu lnr todos los menores de la matriz A q ue ::;on orlados de il'f, pero q11c 110 csté11 conlonldo:-; cu A (los llamados determinantes caractcr íst ic1Js d e l s is lenrn ('I)) . S i todos óslos so n i~uo l es a cero, el raugo de la 111atriz 71 c-s ig unl  c


so11



i¡(uales a cero.



Suponga 111os ¡¡horn que el sistema ('I) 1·:1 com¡mtible. El teorema de Kro11eckc1·-Capclli , mong11mo:1quc In:; Jlrimeras r fil11s de la matr iz A so11 li n ealmente indepe11die11tc!I, y c¡uc cada u11n de lu s demás es com binllrión lin eal ele c lhu1. E11to11ces, las primeras r íil ns de la nrnlr i7. A será n tambi én linealmenhi i11dependicnl.cs: toda dcpen


+ a 1~X1 + ... ..;- a ... + a:?J,Xn



ar1:r1



bi. "' IJi,



1



1n:rr1 "-



aur 1 f- an:r2 +



l



(2)



+ an:t 2 ·1- . .. + a,,.x,, = ú,.



Como las filns form a do s por los cooficientcs de las iu cógnilas e n los ecuaciones (2) son lin en lmente ind epcndi enles, o sea, la mutriz d o Jos coeficient es t'S d e rnngo r, se lionc que r ~ n. Adem á!;,



 iO



§ 11. Sistemas úe tcuacfo11•~ ll11tnlts



al menos uno de los men ores de r-ésirno orden de esta matri z es dilerento do coro. Si r = n, entonces (2) serú un sist ema con igual número de ecuaciones c111c de incógnitas y con un determinante diferente de cero, por lo que éste y también el s istema (1), t end rán solución única, que es precisamente la que se ca lcula por la regla de Cram er. Supongí11nos a hora que r < ri, y pura prec isar, supongamos que es d iforente d e cero el menor de r-é.'lirno orde11, formado por los coeficie11tes do l11s primeras r incógnitos. Trash\demo:; al segundo mi e mbro , e n cu dat un a de las ecuaciones (2), todos los términos que c onlic 11c n las in cbgnilHs y (' )i jn1nos para estas iucógnHas al¡cunos valo res c,.,. 1 , • • • , e,.. Obtenemos un s is temo



.x,.,, ... , .x,.



de r



CC\11\CÍOT\CS



... ,- a ,.x, = /J -a,,,. ,e,. , - ... -a ,.c,., l ª2.'~' :- ~2~·~2 : _' ·.. +_a~~'. . l~i ~ ~'2: '."~'~' ~. _' .~ ~z,'.C''.' a.r 1Xs 1 OrzX2 + ... ; llrrXr =: b,.-a,.,,. .. 1c,. 1 - ... -a,.nc a 11 x 1 + a 12x 2 +



1



1



1



11



con respecto a r incúgnitas. x., x 2 , • • • • :i·,. A e;11 del s istom t1 (2). Co mo los va lores Cr+t • • •• , e,,, r111rn in cúgnit.as .l'r+t• . . . . . ., x,. . ll11madas i11cúgnitas i1ulepe11dil'lt tes , podían :;cr e legi dos arhitr11ria111cntc, sc pu ede11 ob t e11e1· de es l.c 111 odo infinitas sol11 c iv11 cs d\stít1ll1s del s isl ema (2). Por o tn1 pnrtc. torla solu ció11 del s ístcnlll (2) se puede obtener por el 111¡:todo indie;1do: si se ha ohleniclo 11 lg 1111a l'O lu ción e,, c2 • • . • . . .. e,, dl'I sislcnrn (2), comv valores p11ra In.~ i11cúgnit,;.1s i11 depc 11d ie:-nle:i lomamos lus n\1111erus c, 11 . . . . . r,,. E11\onces, los 11úmero~ e,. c ~ , .... e, ser;í11 solució11 dcl sistema (:l) y, por consig11ie11le. formurí111 In ú11ica sol11ció11 de c,..Lc :


'ª"



solamente 11r¡1wll.as ecuaciones, cuyos co1•///'f('ltles forman parle de las filtis efcJ(idas. Df'jemos en los primeros m iembros de e.~las ecuacion
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Cap. l I



Si$1ema.~



de ecuaciones lineo les (leorla general)



independientes y calcu.(ando los valo res de las demás inc6gnitas por la regla de Cramer, obtenemos todas las soluciones del sistema (1). l-l e aquí 


.r, -



5.x1 -



.r:i-!-2xa + 7, } x2 -f- 4x3-2':, = 1, »1- 3x2-6x3+5x4 = 0. E l mngo do l~ mntrii de los r.of'fici(•nlt'~ e~ igun l a dM: c·l 111cno1· ele segu ndo o rden, ~itu ndo on el ti ngulo sup1!1·ior de la i7.quierdn do e, pero umbos mcinores urladus uQtercer t)rdcn so11 iguales a cero. 2.i:1



El



raogo de la



+



matriz '"ºl'¡lt~r:¡i:~:;,t:s~puosto que



1 -3 o IX> H(Juí se doclucc q110 el sistema es incompatible. 2. lleso h·


al



C: I rnn¡to 1lc la matriz de lo~ coeficicnll'S e< igual a dos, o •oa, es igual número gnitas; el rango do Ja nu1triz ampl iada también es igua l a dos. Por lo t anto. el sistenia es compalihlo y tiene ~oh1 cion írni ca. Los primeros miembros do las primeras dos ocuaciun


.r, = -1'7·



"'~ ~ 17'.



Vemos {úcilmenlo que esta sol ución sat isfM"' también a la 3. Hesolver e l s i;;toma x 1 i· :Tz-2x.~- x,+ x5 = 1,) 3.r1- :c2 + x3 -!-. 4x4 + 3%6 = 4,}



t~rcera



cc11ac iún.



x1 -'- 5x 2 -9.x3-8x.4 I· "s = O. ) El ~istema es comiw tible. pues to que el rango de lll matri z 111:npli11da 11I igual que el do la matriz de los coeCiciontos es igual a do.s. Los primeros miembros de Ja primer>,\ y tercera ecuaciones son linea lm ente iudepeodicntl!8, puesto que los coelicientes do las incógnitas x, y x~ forman un menor de segundo orden difeJ'CJlle do r.ero. El sistema de ~st11s tln~ ocuacion"s lo rnsol vemo8 supo· niondo qu e las incógnitas x3. x~ son indcpuudient cs; para ello, trasladamos éstas a los segundos miembros 


"'t'



%1~4 1 4 Xo=



-



.t:3-42:4-%5,



-!.+2. %3+ 2. X&• 4 4 4
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El!tas igunldadcs determinan la 1


-±.-t,



etc. J'or otra parto, su.stitu yendo las oxpresionos pnra .,, y "• de la solución general en cual quiera de las ecuaciones del sistcmn, por ejemplo, on la segunda, que luo untoYionnonlo excluida, obteucmos unn identidad. 4. l!csolvor el sist ema



A ¡)Csnr de que el número de ccuacíones es igunl al n úm()J'() de incógnitas, no se puede arhcar la regla de Cram er, ¡¡uos el determinante del sistema es igunl a coro. E rango de la matriz de los cccliciontos es igunl a tres: en ol ángulo superior de la derecha de esta matriz está si tuado un menor de tercer orden, diferente do cero. El rango de la matriz ampliada también es igual a tres, e• decir, el sistema es compatible. Examinando solamento las primeras tres ecuacionc8 y tomando la incógnita z 1 como indopondicntc, obtenemos la sol ución gcnoral ~n In forma:



5. Sea dado un sistema compuesto do 11 + 1 ecuncio11es respecto a 11 incógnitas. La mMriz ampliada A de este sislomn os cuad rada, do orden 11 1. SiLnuestro sistema os compatible, entonces, i;eg1in el teorema de KroneckcrCapolli¡ el determinante de la matriz .ií tiene qu e ser igual o eero. As , pues, sea dado el si~tema



+



El determinante do los coe!icicntes y do los términos iodopmdientes do estas ecuacionos es di le ronto do cero: 1 - 8 2 : 14 I



!31 "' - 77, -·:t



por lo tanto, ol sistema es incompatible. En general, la afirmación recíproca no es justa: do la igual dad a cero del detcrmin on lo do la matriz A no se deduce la coin cidencia de los rangos Je las malri~s A y A. 8-2$2
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Cnp. (( Si•fetna1 de ecuacinnu li11ral~s (feorltt f(tlferal)



§ 12. Sistemas de ecuaciones lineales homogéneas Apliquemos los rE>sultados del p:írrafo ant.erior al caso de un sistema de ecuaciones lineales homogénea.~: aux1 + a1z:i:2 + ... + r1 111 x,. =, O, ªi1X1



+ anxz + ... + a~n.Xn ~·= O,



l



................ a,,x1



+a, x + ... ; 2 2



(1)



a.,.x,. =O.



Del teorema de Kronecker-Capclli se deduce que este sistema siempre es compatible, puesto que, 11grog11.11do una columna do ceros, no se puede eleva r el rango de la mlltl'iz. Por cicr~o. esto se ohse1·v;i inmediat11monte, y;i que el sistema (1) siempro posee Ja so/11ci611 nula (O, O, ... , O). Supongamos que la matriz A do los coeficientes del sislcma (1) es ele rango r. Si r = n, la solución nula es la única solución del sistema (1); si r < n, et sistema posee también soluciones dif1mmtes de la nula; para hallar todas estas soluciones se emplea el mismo método que anteriormente se usó en el raso de un sistema arbilriHio de ecuaciones. En parlicular, un sistema de n ecuaciones linellles homogéneas con n. incógnitas tiene soluciones di{e rentes de la nula cuando, y s6lo ciia.nd-0, el determinante de este sistema es igucit a c:cro*. En efeclo, la igua ld nd a cero de cslo determinante es cquh•11le11lC! a la afirmación de qno el rango de la matriz A es menor que n. Por otra parto, si en el sistema de ecuacionc-s lineales homogéneas el número de ec~to11,es es menor que el número de incógnitas, el sistema posee indispensablemente soluciones diferentes tle la nulo, puc·sl.o que en esto caso el rango no pueélo SCI' igua l al número de lns incúgnita.s; esto resullaélo Iuo obtenirlo en el § 1 por medio de otros razonamientos. Veamos en particular el caso de un sistema, compuc8to de n - t ocuacion


...... =



a21



ªzz



(



ªn-1. 1 ªn- t. 1



la matriz dn los coeficientes de t1Ste sisl.~mn; designemos con llf1 ol m~nor de (n - t)-6simo orden, obtenido después de suprimir en la mattiz A la l·~sima columna, i - 1. 2, . .. , n. Entonces, una de la• solucione• dt ni.estro sistema u· t


 .~



12. Sistemas de ecuaciones



llneales Mmogineas



cualqu~r otra solttci611 será proporcio11al a ésta. Dcmostraci6n. C-Omo, por hipótesis, el rungo de la matriz A es igual a n - t, uno do los menores M 1 tiene que ser diforonlo do ce1'0; supong11mos que S-Oa Mn. Tomemos la incógnita z,, como indepcndiento y la traslademos al ~oguudo miembro en cada una de las ecuaciones, obteniendo: 11



aux1



+ +



a122z + ... -\-



ªn-t. 1Z1 + on-1. 2:ti -\- · · ·



ª•· n-tXn- J=



+ ªn-t. n- t%n-t =



- 0 1n Zn•



-an-1. nXn.



Aplicando ahora la regla de Crnmer, obtenemo~ la solución general del sistellla dado de ccuacionos, la cual, dospués do sencillas transformaciones, puede ser cxpreaada de La fo11na siguiente: M¡ z; = (-i)"- 1 M;;"zn•



1= 1, 2, .. ., n-1.



(3)



Haciendo :i:,. = ( - i)"- 1 M.,,, obtenemos: z1 ~ (- 1)ª"- 1-1 M., i ~ t. 2, .... n-l, o bien, como 111 diíorcncia (2n - i - 1) - (i - 1) == 211 - 2i es un número par, x 1 = (- t)i-1 M 1 • es decir, el •islcmn de nírmeros (2) 


Las soluciones de un sistema 


}:; a1j(Ú¡ -j-C¡) = ;-1



n



o



~ a;;b; + ~



; i;.. 1



ª ·;jCj =



O,



i = 1, 2, .... s.



j #ll l



l'or eso, en general, cualquier combinación li//fml de soluciones del sistema horrwgénco (1) .~erá ta.mbién soluci6n de este sistema.. Obsérvese que 011 el caso do un sis t.ema no homogéneo, o sea, de un s istema de ecuaciones lineales, cuyos términos independientes no son todos igua les a cero, la afi rmación correspondiente no se cumple: ni la suma de dos soluciones de un sistema de ecuaciones no homogéneas, ui el producto de una solución de este sis teml\ por un número, será ya solución ele este s istema. Por el § 9 se sabe que cualquier sist ema de vectores den diJnensioues, compuesto de más de n vectores, es linealmente dependiente. Oe aquí se deduce que entre las soluciones del sis~ema homogéneo (1) (como es saoido. éstas son vectores den dimensiones) so pueG•
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Cap. fl !!ist


de elegir un si,;tcrna ji11i to linendienles son: x.-i. x•H• .. ., Xn . Consideremos un determinante cunlc¡uiera d, de orden n - r diferente de ce1·0. que lo escribiremos do la forma s iguiente: .... e,,. e,.,. , , c •. r+2· · · . , C:vi



Tomando los element os lle la i-ésinrn fil a de este determinante, 1 ~ i ~ n - r, como valores para las incógnítns independientes, obtenemos como es sabído, uno::s valores unívocamente determinados para las incógnitas :t1 , x 2 , •• ., x,, o sea, llegaremos a una solución completamente determinada del sistema de ecuaciones (1); escribamos esta sol ución en forma de vector El sistema obtenido de vectores a., a. 2 , • • ., Ctn-r representa un sistema fundamental de soluciones do! sistema de ecuaciones (1). En efecto, este sistema de vectores os linealmente independi ente,
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,lj 12. Sistema• 


puesto que la matriz formada por estos vectores como filas contiene un monor d, de ordon n - r, diferente de cero. Por otra parte, sea ~ = (bi. b2 ,



.•• ,



b,, b,t¡, br


una solución arbitraria del sistema de ecuaciones (1). Demostremos que el vector ~ se expresa linealmen te mediante los vectores CC.s, a2, ... , Ctn-r· Designemos con aí, i = 1, 2, ... , n - r, la i-ésima fila del determinante d, considerada como un vector de (n- r) dimensiones y sea W= lbr+i. b,+2, · · . , bn)· Los vectores a;, i = t, 2, ... , n-r son linealmente indepelldientes, ya que el=/= O. Sin embargo, el sistema de vecl.orcs do (n.- r) dimensiones es lincalmeole dependiente, debido a que en éste el número de vectores es mayor C)tte las dimensiones de ellos. Pot· consiguiente, existen unos números /ct> k 2 , • • • , k 11 _ , tales que



W= k,a; -:



k2a; + ...



+ k11-ra;,_,.



(4)



Examinemos ahora el vector de n dimensiones



6 = k 1a 1 + k1a2 -f- ...



+ k,,_,a,,.,-~.



El vector 6, siendo combinación lineal de las soluciones clel sistema de ecuaciones homogéneas (I), representa también una solución del inismo. De la iguatd\\d (1) se deduce que en l\\ solución ó los valores para todas las incógnitas independientes son iguales a cero. No obstante, la liuica solución del sistema de ecuaciones (1) que resulta con los va lores iguales a cero para las incógnitas independientes, es Ja solución nula. Por Jo tanto, 6 = U, ele donde ~ = k 1a.1 ~ kzai ;- ...



+ kn-rCl.11-r·



El teorema queda demostrado. Obsérvese que la demostración expuesta nos permite afirmar que tomando por d todos los tleterrnimrntes posibles de orden n- r, diferentes de cero, obtenemos todos los sistemas Iuncla1ncntalcs de soluciones del sistema de ecuaciones homogéneas (1). Ejemplo. Sea 


t



2.r1 -



2x2 -



:'lx3 -



7xd 2.z 5 = 0, 1



z 1-



5x 2



2:r 3 - \6.r 4 ;- a:r~ = O.



z1 + 1lx2 - 12x3-i· 3~x,.-!ix5 = 0,



f



)



homogt\nc~s



•
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Ci1p. 11 Sislemas de tc1


El mngo 


"' 1



=s"



3



7



3



1



25



1



!- 8""4 - 2"'~·



rz = s :t3- 8 x, + ;r"'~· Tomemos luego los >


x,.



rn a, = ( 3-.



7



Íf' 1,0,



o)



. et.2 =



(s· :~



z~ o -3 . . 1. o.) .



Por í1\Limo, consi.dcr


+ a .8zX2 -j · ... + asnXn =



b• .



(5)



¡



E l sistema de ecuaciones lineales homogéneas



a11x1-1- a12X2 + . U21X1



+



Uz2X2



... + a,,.x,. = O, + · · · -!- a211Xn = Ü,



a. ,x, + a.2x 2 +



... + a.,.xn =



(6)



O,



obtenido del sistema (5) al sustituir por ceros los términos independientes, se llama sistema redu.cid


 § 12. Sítttmu de uuaclones lll1eales homn¡¡Pneas



luynmos en ella, en lugar de las incógnitas, los números e, c 2 7 d~ . ... , c11 -r d,.. Hesulta: n



n



1!7



+d



1,



~



~ ah¡ (crf- d1) = ~ a,,,c¡-I - ~ a1,1d1 ""' b,, -i- O= úh.



J= I



l



j



i=I



/ 1. La diferencia de dos soluciones cualesqrtit!ra del sistema es soluci6n del sistema reducido (11). En efecto, sean c11 c2 , ••• , c" y c;, c~ • ... , c~ dos soluciones del sistema (5). To111emos cualquiera de las ecuaciones del sistema (Ü), por ejemplo la k-ésinrn, y sustituyamos eu el_la, en lugar de las incógnitas, los númc•ro:; n esu lla: n



n



ti



~ a11 ; (c¡-cj) = ~ an¡c;- ~ a11 ;c; = /1,, - úh = O.



i= I



l



l



j=I



De cslos tcorcmns sr drduce que, hallando una soluciún del sistema de ecuaciones li11eafrs no homogéneas (5) y sumándola con cada una de las solucione~ del sislema reducido (6), obtenemos todas las soluciones del sislt:ma ([>).



 CAPl'l' ULO 111



ALGEDRA DE LAS MATl:UCES



§ t 3. l\lultiplicación de mat..iccs



En los capítulos anteriores el co nce pto de matri z so había empicad


x', y' son sus coo1·dcnadas nuevas; por lo taolo, x e y se expresa n linealmente mediante x' e y', co n ciertos coo!icicntes nurnéricos. En diversas ocasiones también nos encontramos con la necesidad de efectuar una t ransformación de !as indeterminadas (o de la!< variables) tal, que las indeterminadas primitivas queden expresadas linealmente mediante las nuevas; ordi nariamente, est a suslitución de las indeterminadas se llama transformación lineal (o sustitución lineal). Por consiguiente, llegamos a la siguie1lle definición : Se llama transformacíón líneal de las indeterm i nadas al paso del sist ema den indeterminadas x 1 , x 2 , • • • , x,. a l sistema den indo· terminndas Yt• Y2· ... , y,., de maner¡1 que las indetcrminíldas primitivas queden ex presadas linealmenlo mediante 1:1.s nu evas
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§ 13. M.,ltiplicaciÍl11 dt 11111/r/ccs



con ciertos coeficie11tes numéricos: ª11Y1 · .- ª12Y2



-1- · · · + as,.Yn•



X2=a2 1Y1 +a22Y2



+ · · · + amy,.,



Xi -



(1)



X,.= an1Y1 + ª ·n2Y2 ·i- · · · + ªnnYn· La transformación lineal (1) se determina completamente por la matriz de Jos coeficientes



A-



ªu



ª i·i



ª21 ª22



(



. 0111



· • •



..



.



• • •



a n:? · · ·



ª1")



ª211



. .



.



ann



f)Uesto que dos Lraosformacionos lineales con una misma matriz pueden iliforenciarsc entre sí solaniento e11 las letras que designan las indeterminadas; sin embargo, nosotros supondremos que la elección do estas notacio110s corre a nuestro ca rgo. Recíprocamente, dada uoa matl'iz arbitraria de n-ésimo orden, podemos escriliir inmediatamente una transformación lineal, p:ll'a la quo esta matriz sirva do matriz do s11s coeficientes. Por lo tanto, entro las transformaciones lineales de n indeterminadas y las matri ces cuadradas de n-ésimo orden existe una correspondencia biunívoca, y por ell o, a cualquier noción Jigi\da i:on las transformaciones lineales y a cua lquier propiedad do estas t.ransformaciones tiene que corresponder una uoción o una propiedad análoga, referente a las matri ces. Examinemos la cueslií>11 sobro la realizac.ióu consecut.iva ele 


Ú11Z1



-:- b12Zz



+ .. . -.- b1nZ,.,



Y~~ b21_z 1_ l . b~·;Zi _l



.. '. . .-i-b~~n'.



Yu = b,u':.1 . ¡4 Ú,,zZ2 -; ...



+ bnnZn



l



(2)



i



qu e sustituye a l sistema de i11del.crminadit.s !ft, y 2 , . • ., !Jn por el sistema z1 , z 2 , • • • , Zn; des ignemos con B la n1i1triz de esta transformación. Sustituyendo en ('l) las expresiones p¡na y 1, y 2 , .. ., !fn , dadas en (2), llegaremos a wias expresio11e~ lineales ¡¡¡ira las indeterminadas X i. x 2 , • • ., .1:~ mediante las indeterminadas 1 Z1o z 2 , • • ., Zn. I or lo tanto, el resultado de la realización consecutiva de des transformaciones lineales de las indeterm inadas, es de nuei·o una transformación lint•al.



 Cap. 11I A lgebra de la• mat rlcts



00



1'Jempl o. El resullado de la realización co11sesutiva de las traDsformaciones l ineales



x, =



3vi-vz,



!11 =



•1 + •2·



!12= 4: 1+2: 2 -1'2 = !11+5!12· es la transformación lineal "'1 = 3(z1+•0- (4z1+2•2) = - •1+:z, xa= (z1+ z2) +5(4z1+2: 2) = 21z 1+ 1tz2,



Designemos con C la matriz de la transformación lineal que representa el resultado de la realización consecutiva de las transformaciones (1) y (2), y hallemos la ley por la que se expresan loo elementos c 11,, i, k = 1, 2, ... , n mediante los elementos de las matrices .4 y B. Escribiendo abreviadamente las transformaciones (1) y (2) en la forma n



~



X¡ = ~ ªIJYJ i = 1, 2, .. . , n; Y;=



~l



ll bJ1,Z1t,



f = i, 2, ... , n,



·- ·



obtenemos



En consecuencia, el coeficiente de z,. en la expresión para decir, el elemento C¡1t de la matriz C, tiene la forma n



C11t



=



~ a¡¡b¡1i = a11b11



i-1



+ a12bzi. + ... + a;nbnh;



X¡,



es



(3)



el elemento de la matriz C, situado en la i-ésima fila y en la k-ésima columna, es Igual a la suma de los productos de los correspondientes elementos de la i-éstma fila de la matriz A y de la k-ésima columna de la matriz B. . La fórmula (3), que da la expresión de los elementos de la matriz C mediante los elementos de las maLrices A y B, permite escribir inmediatamente la matriz C, siendo dadas las matrices A y B, sin recurrir a las transformaciones lineales correspondientes a estas matrices. De este modo, a cualquier par de matrices cuadradas de n-ésimo orden se pone en correspondencia una tercera matriz unívocamente determinada. Se puede decir que hemos definido una operación algebraica en el conjunto ·de todas las matrices cuadradas de n-ésimo orden; ésta se llama multtplicqci6n de las matrices, y Ja matriz C, producto de Ja matrfa A por la matriz B: C=AB.
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E nunciemos una ve.z más la rela ción entre lns t ra nsformacio nes linea les y el producto de las ma trices:



La transfo rmacióri lineal de las indetermi11adas obtenida como resultado de la realización consecutiva de dos tra11sformaciones li11ea,. les con las matrices A y B, tiene a la matri:; AB por matriz de sus coeficientes. Ejempl os



t> ( _ ~~) · ( - ~ -~) "



/¡. 1 '- 9·( - 2) lo · ( - :l) ¡- 9·1) ( ( - 1) ·1 1 3·(-2) ( - IH -3H- 3 · 1 -



- (-- !'it - 3) 6 . 2



u



!)



:!) ( -2 3 :! . li - 1 5



3>



( - 3



(~ ~r ~ e ~)



4) llallnr el cioucs linea les



1



o



º) (-



:! 1 0 - 1:3



·(;~)



rc~ul lado



ti



"



2



~) .



- 12 -3 l li



e~ ~). 1



de la rcali1ación



.r:: '=-



las lrans lorma-



11~ -7- 3y3,



;,y, -



.t1



con~ccu l i\'u rl1•



f!t - 2y2,



.r3 ~



7y2- !f3



y =::-a: 3,



!J"!. -



YJ



:!"2·



\Julli pl icantlo las lllal.-iccs, 


:; 101) . c1- 1 :o3 ) .C o º 1) = C º -2 1 o:.! o o :, - :i.-. - :.!



(1



1-!)



2



7 - !



.Jo donde. la Lran• lorinación 1im•a l huscuda Liene la íurnw : .ri to:, + !'i.:2 ;~ 10.::3, -42 2: , - 2:2 t- 11 :3, .r3 -= 5:2 -35z3 .



Tomemos u no do los ejemplos que acabamos do cslud i;.ir de 11111 ll iplicacíón de l a~ matrices, por cjcm¡>Jo el ::!) , y linllc mos el produc to de las mismas nrntríces, pero t omad as en orden i11,•erso:
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Vernos, pues, quo el producto dC! las matrices depende del orrlc11 do los fuclorcs, es decir, que la multiplicación de las matrices no es co11mu tat.iva. P or cierto, esto era de esperar, aun que sólo :;et\ por ol hecho de que, en In defi nición de Ja matriz C , dada anteriormente medi ante la fónnuln (3), las matrices A y B no [igurnn do 1111 modo equivalente: en A se toman las filas, mientras que en JJ, las columnas. So pueden señalar, para todos los · n, comenzando desde n ' 2. ejemplos do matrices de 1t-ésimo orden no conmutables, o sea, de ma\rices cuyo producto se altera al perm ut ar los facto r~ (las matrices de segundo orden en ol ejemplo ·1) no !Ion conmutables). P or olra p1lrtc, dos matrices pueden ser ocasiom1Jmente conm ut.ahlos, como 11111estra el s iguiente ejemplo:



(- 47- 172). (2015 2645) -- (2615 4265). ( 7- 12)7 --- (21 2~~) . -



/¡



8l prqductq de las matrices es asociati1:q; por consiguic11tc, se puede hablar del producto, unívocamente determinado, de cualquier número finito de matrices do 11-ésimo orden, lomadas (en virtud de que el producto no es conmutativo) en un orden determinado. Demostración. Sean ciadas tres matrices urb itrat·ias de n-é>1imo orden, A, B, y C. Escribúmoslas del modo abreviado :;iguícul.o, donde so indica la forma general do sus el eme ntos: A = (a.u). B ' (/JI)). C = (cu)· Introduzcamos luego las sigu ienles notadoncs:



:18 = U = (u 1J). (AB) C = S = (s1J),



n



V ..:. (v1 1),



• l (BC)



=- 7" = (t11)·



Tenemos que demostral" qnP se cumple la igualdad (AB) C = = A(BC), os decir, S = T. Sin embargo,



,..



u.11 = ~ a,húhl, h- 1



"



~



ll/rj =



ÚMCIJ•



1~ 1



de donde, en virtud de las igualdades S = UC y T = AV, n



n



SIJ



=,~ U1tC/J = _ ,



l1¡



= ~



n



n. a1kVhJ



lt • t



o seu. su



n



~ k=~t



t~ t



l11 para i, j =



a11tbh1C1 ),



••



= 2j ¿} a11,b¡,¡C¡¡, ~ = t l~ l



1, 2, .. ., n.



 .~



!'3



13. 1l1"ltiplic11cl6n ele matrices



Para el estudio ulterior 


El determinante del producto de varias matrices de n-ésimo orden es igual al producto de los determinantes de estas matrices. Es suficiente demostrar este teorema para el caso de dos matrices. Sean dadas las matrices de n-ésimo or1len A = (a 1; ) y B = (b11), y sea A B = C = (c;;). Formemos el siguiente cletermina11tc auxiliar ti ele orden 211: en s u ;Íngulo s uperior de la izquierda l'O locnmos la matriz A, en el ángulo inferior ele la de rech
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La aplicación del teorema arrollo por los menore:s de las primeras 1i füa8 - llOS \\e''ª }l \a sig uiente igualdad: .'.l = 1A J·I BI. Procuremos, a su vez, transformar el delor111ína11lc ~ de 1.11( modo que, sin cambiar s u valor, t.oclos los elementos bu . i, j ~ = 1, 2, ... , n, queden sustituidos por coros. Con este fin, agr


+



+



+
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ésima columna del deLermínantc 6, dondo j = 1, 2, .. . , n, Ja suma de las primeras n columnas, tomadas con los coeficientes b 1i, b 2 ¡, .. . . . . , b,.¡. respectivamente. Fúcilmcnte se ve que estas transformaciones, no alterand la matriz C:



/),. =



ª11
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ª 22



aw
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Cnn
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Aplic¡ucmos ot.ra vc7. más el teorema de Laplace, desarrolland c> el dclorminaate por los menores de las últimas n columnas. Come• el menor complemcnlatio para el menor 1 C 1 es igual a (- 1)''. y el menor ¡ C ¡ est á situado en lns filas cuyos números de ordcr• son 1, 2, ... , n y en las columnas cuyos números de orden scm n -r- 1, n 2, ... , 2n, aplicando la igualdad 1 + 2 + ... +n + (n + 1) + (n +. 2) + ... + 2n = 2n2 + n, so tiono /). = ( - 1)2n2 +n(- 1)n ¡e I= (-1)2


+



o bien, como el número 2 (n' + n) es par,



&=¡ e ¡.



(5~



Finalmente, de (4) y (5) se deduce Ja igualdad que queríamos dem ostrar



ICl = /Al·IB/. El teorema sobre el producto do los determinantes podría haber sido demostrado también sin la utilización del teorema de Laplace. El lector hallará una de estas demostraciones al final del § 16.



 .~ 14. Mnlrlz



Inversa



§ lli. Matriz inversa lJna matriz cuadrada !'


()1



E ~
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() ....
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o
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o()



1



qu e t'S adr11 lin c;tl idéntica de !ns indet.cl'mi11


.?:u ~



!J¡. Y:!, !fn,



cuya realirnción , antes o 


~e



llama mat.riz r1•gul:i1-. (1\'ota del 1'.)
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El problema do la existencia de la matri: inversa para una matriz dada 11 es 111ás co mpli cado. Como el producto ele las matrices no os 1'011mutativo, hablaremos ahora do la matriz inversa a la derecha, o do un:.1 matriz A - 1 tal, que e l producto d o /IJ matriz A ¡>or osl a 111atri z a Ja derecha es igun l a la mn I riz uu idnd ,



"ºª·



(2)



Si la matriz A es degenerada y existiese Ja mat.ri?. A-1 , el producto que figura en el prirner mi embro de la ig unl dad (2) sería, como ya s abemos, una matriz degenerada. En realidad, la mat riz E que figura en el segundo mi embro de osta igualdad no es degenerada, pueslo que su determinante es igual a la unidad. Por lo tanto, una matriz degenerada no puede tener matriz inversa a la derecha. E stos mis mos r111.onomicnlos muestran simo orden ali



A _ (
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ª21 a22
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a:u . a~,z· ...
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~ ~r1~1



LI\ matriz
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A11



A 21
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A1 2



A:2



••• • In:



A .tu.



-~~. ~. ·. ·.1:"'



(



formada por los complementos algebraicos de los e lemen tos de Ja 1ni1triz A, donde el complemento algebraico del elemento a 11 está situado en Ja intersección de la j -6sima fila y de Ja i-6s.ima columna, se llnma matriz a.djunta de la matri7. A. Hallemos los poductos AA• y A•A. Aplicando la fórmula estudiada en el § 6, sobro el desarrollo de un determ inan te por los elementos de una fila o columna, y también el teorema del § 7, sobre la suma de los productos de los elementos de cualquier fila (o columna) de un dotorminante por los complementos algebraicos do los ole01entos correspond ientes de otra fila (columna), y designando con d el determinante de la mntriz A,



.d=I AI,



 97



§ 14. J.fatrlz lnu•rsa



º)



obtenemos las siguientes igualdades :



AAº = AºA=



(



d O .



o ... ~



?



·•· ..



o o ...



(3)



d



De aqu'i se deduce que, si la matriz A no es degenerada, su matriz adjunta A • tampoco lo será, siendo además, el determinante d* de la matriz A* igual a la (11- 1)-ésima potencia del determinante d de la matriz A. En efecto, pasando do las igualdades (3) a la igualdad entre los determinantes , obtenemos : de donde, como d :fa O,



a·= d"- ..). Ahora es fiícil demostrar la cxisto nda ele una matriz inversa para cualquier matriz A no degenerada, y hallar su forma . Obsérvese primero que s i so considera el producto de dos mat rices AB y so dividon por un mismo número d todos los elementos de uno d e los fact ores, por ejemplo B , entonces, tocios los elementos del producto A B también so dividirá u por este mismo núm ero: para la demostración solumcntc bay 


d = IA i=P O. do las ig ual dades (3) se 


por el númao d:



..:'.c' ll. ~L A -1 _..
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.'I~,



A 12 d



.tlz: d · · •



Anz d



A1 n



A :.: n



....



ti ti



.



)



.



.- fnn -d-



gll efec t o , de (3) se d educe n las ig 111tldadcs



11 , 1-1 = A- 1 . 1 = E.



(4)



Subray emos una vez más que en In i-ésima fila de In matriz A - 1 íif¡'urnu los c o111 1>lc111entos :i lgo braic·o~ do los oletu cn t os de la i -ós ima columna dul dct.crminnnl e 1 A ¡. cli viiliclos por el = 1 A¡. • Se poJrin tlcmostrnr 'I"" ~i In matri z A es dcgcn urod n, " ' matriz nJjuola A• t-am1Jj 6n lo t.~. teni endo n~rior a l n1ímero 1. 7- 2~2
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Es fácil demostrar que l a matriz A- 1 es la única que satisface a la condición (4) para una matriz dada A, no degenerada. En efecto,



si Ja matriz



e es tal



que



entonces,



CAA- 1 = C (AA-1 ) =CE = C, CAA - 1 = (CA)A-1 = EA-1 = A- 1 , de donde C = A-1. Do (4) y del teorema sobre el producto de los determinantes, se deduce que el determínnnte de la matriz A- 1 es igual a ¡ ,.~ ¡ . A sí, pues, esta matriz tampoco es degenerada; la inversa para ella es la misma matriz A. Si se dan ahora las mu trices cuadradas A y B de n-ésimo orden, de lns cuales A no es degenerada, mientras que B es arbitraria, podemos efectuar la división pot la derec.ha y por la izquierda de lJ por A, es decir, resolver las ecuaciones ' matriciales AX = B, YA = B.



(5)



Parn c;;to, en vil'Lud de la asociatividad del producto de las matrices, es s uficiente hacer X = A- 1B, Y=BA- 1 ; como el producto de las matrices no es conmutativo, por lo general, estas soluciones de las ecuaciones (5) serán diferentes. F;jcmplo~.



1) Se da la matrii .11 ...



( -~



-:



~) .



2 -1 4



Su determinante f A f= S, por consiguiente, !11 motrii inversa A-1 exíate: 1



A-•~ 2) Se dan las matrices
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i- -{)



! -1
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§ 14. Matrl: Inversa



La matriz A no es degenerada, y además,



A-' ~ (



3-2)



-4 3 ' por ro tanto, las soluciones de las ecuaciones AX = B, Y A = B serán las



matrices



X = (_!-:)·(-~~) = (~! _ ;;),



Y=(-13 :;7). (- 34 -2)=(-31 23) 3 -11 9 . Multiplicación de matrices reetangulares. El producto de las matrices definido eu el. párraro anterior solamente para las mntriccs cuadradas df;l igual orro que ~ea posible aplicar la fórmula (3) del párrafo anterior, o sea, cuando cada fila de la matriz A conteuga tantos elementos como haya en cada columna de la matriz B. En otras palabras, se puede hablar del producto de las matrices rectangulares A y B cuando el número de columnas de lrt matriz A es igual al número de filas de l


1)



G- ~ 31)·(=!: ~) - (10 1:; -.5)



2) (



-1 4



3 O- 2 4 1 2
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~ -~o -2~) · (- 2~) = ( -161~) ·
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1 - 4
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1



-1).



El producto de las matrices rectangulares se puede ligar con la ejecución consecutiva de las transformaciones lineales de las indeterminadas solamente si en Ja definición de estas últimas no se insiste en que se conserve el número de indeterminadas en la transformación lineal. 7•
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iOO



Hc¡iitiendo ¡1alabra por palabra la demostración dad11 anteriormente para el caso de las matrices cuadradas, se comrruoba fácilmente que la ley asociativa se c1~rnple también pa ra el producto de matrices rectangulares. Ahora utilizaremos e l producto de las matrices rectangulares y las propiedades de la matriz inversa para deducir de nuc\'O la regla de Cramcr, evitando los complicados cálculos que se realiza1·on en e! § 7. Sea dado un sistema de n ecuaciones lineales con n incbgnitas:



l



+ a12X2 + .. · + a1n·'C11 = b,, 1121~1 +."~2~2 ~f-.. : ..·f~ ".2.. ~1~ ~ ~2 '.



a11X1



+



(())



+ ...



lln 1X1 llniXz + (11111X11 = b,., donde el 1letcrminante dol sistema es diforente de ce ro. Designemos con A la matriz de los coeCicientcs del s istema (6); esta matriz no es degenerada, ya quo, por la suposición hecha, d = 1 A 1 O. Designemos con X la colum na de las incógnitas; con B , l a cvlumna 


*



X=(:: ), (~ B



)



.



Xn b11 El prorluclo AX tiene sc r\tido, puesto que el número ele columnas de la nrntriz A es igua l al núm ero de fila~ de la matri'l X. y además, esto producto será una columna, formadn por los primeros miembro:; do las ecuaciones del sistema (fi}. Por lo tanto, el sistema (ü) puede escribirse en forma de una ecuación matricial (7} AX = B. l\foltiplicando a la izquierda ambos rnicrnbros de la ecuación (7) por la matriz A - L, cuya existencia es consecuencia de quo la matriz cuadrada A no es degenerada, obtenemos: X = ;1- 1 s. (8) El producto que figura en el segundo miembro de esta igualdad es una matriz de una sola columna; su j-ésimo elemento es igual a la suma de los productos de los elementos de la j-ésima fila de la matriz A- 1 por los elementos correspondientes de la matriz B. es decir, es ígual al número



A1¡



d



A2J



AnJ



i



b, +-d- b2+ .. . + - d-b,, = ¡¡(A, 1b, + Az¡bd - . .. +A,.;f1,.).



 § 11. ¡11 atrlz lnversa



10!



Sin embargo, Ju expresión que figura entre paréntesis en el segundo miembro de Ja igualdad es el desarrollo por Jos elementos de la j-ésima columna del determinante dl> que se obtiene sustituyendo la j-ésima columna del determinante d por la columna B. Por lo tanto, las fórmulas (8) son equivalentes a las fórmulas (3) del § 7, que expresan la solución del sistewa (6) obtenida por la regla de Cramer. Queda por demostrar que los valores obtenidos de las incógnitas forman verdaderamente una solución del sistema (6). Con este fin, es suficiente poner Ja expresión (8) en la ecuación matricial (7), lo que da lugar, evidel\temente, a la idcntldad B =B. El rango del producto de las matrices. En el caso de matrices degeneradas, el teorema del producto de los determina.otos no nos lleva a ningún enunciado más de que tal producto también es degenerado, a pesar de que las matrices cuadradas degenerad11s se pueden diferenciar también por su rango. Obsr.rves


(~ ~) (~ ~) = (~ ~). (~ ~) . (~ ~) = (~ ~) ; en ambos casos se multiplican matrices do rango 1. Sin embargo, en un caso el producto tiene el rango 1, mientras que en t'l otro , el rango es O. Subsiste solamente el si guion te teorema, que no sólo es justo para las matrices cuadradas, sino también para las mal.rices rectangulares: El rango del producto de varias matrices no es superior al rango  cada uno de los f


e



s
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§ ·13, para un i dado y todos los k, se deduce que toda i-ésima fila de la matriz C es combinación lineal de las filas de la matriz B. con razotH\tnientos análogos obtenemos que el rango de C oo es mayor que el rango de B.



Cuando uno de los factores representa una matriz cuadrada no degenerada, se obtiene un resultado miis exacto. El rango del producto a la derecha y a la izquierda de una matriz A por una matriz cuadrada no degenerada Q, es igual al rango de la matriz A. Sea, por ejemplo, (9) AQ=C. Del teorema precedente se deduce que el rango de 1.a matri1. C no es mayor que el rang'o do la matriz A. Por otra parte, multiplicando· a la derecha la igualdad (9) por Q-1 , llegamos a la igualdad A = CQ-i, y, por consiguiente, otra vez por el teorema precedente, el rango de A no es mayor que el rango de C. Comparando estos dos resultados obtenemos la coincidencia de los rangos de las matrices A y C. § 15. Suma de matrices y multiplicación de una matriz por un oúroero



Para las matrices cuadradas de orden n, la suma se define del modo siguiente: Se llama suma A + B de dos matrices cuadradas A = (ali) y B = (bu) de orden n, a una matriz C = (cu) tal, que cualquier elemento de ella es ignal a Ja suma de los elementos correspondientes de las matrices A y B; c1j=au + bu* Es evidente, que Ja suma de matrices definida es conmutativa y asociativa. Para ella existe la operación inversa: la resta, llamándose diferencia de las matrices A y B a la matriz formada por las diferencias de los elementos correspondientes de las matrices dadas. En este caso, el papel de cero lo desempeña la matrlz nula, compuesta totalmente de ceros; a continuación, esta matriz se designará con el simbolo O: no hay peligro de confundir la matriz nula con el número cero. La 8uma de las matrices cuadradas y el producto de éstas, definido en el§ 13, están ligados con las leyes distributivas. • Por supuesto, se podría definir tambi¡¡.n el producto de matrices multiplicando los elementos correspondientes. Sin embargo, esta multíplicaci6n, a diferencia do la que se definió en el § t3, caraceria de aplicaciohos serias.



 § \15. Suma de matrices y multlplic. de una matrl% por un número
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En efecto, sean dadas tres matrices de orden n, A= (a 1,), B = (bu), C = (cu)· Entonces, para cualesquiera i y j, se cumple la igualdad



=



n



n



¿: (a18 + b1,) c, 1 = 2}



•- t



l ::;:;t



n



a 18c. 1 +



t



2} b;,C•J· ·-·



El primer miembro de esta igualdad es el elemento situado en la i-ésima fila y j-ésima columna de la matriz (A + B) C, el segundo miembro es el elemento situado en el mismo lugar, pero en la matriz AC + BC. Con esto, queda demostrada la igualdad (A +B)C=AC + BC. La igualdad C (A + B) = CA + CB se demuestra del mismo modo. Como el producto de matrices no es conmutativo, se deben demostrar estas dos leyes distributivas. Introduzcamos la siguiente definición de producto do una matriz por un número. Se llama producto kA de una matriz cuadrada A = (a 11) por el número k, a la matriz A' = (ai¡) que se obtiene multiplicando por k todos los elementos de la matriz A: ai¡ = ka¡¡. En el párrafo anterior ya tratamos un ejemplo de multiplicación de una matriz por un número: si la matriz A no es degenerada, siendo j A 1 = d, su matriz inversa A-1 y su matriz adjunta A• están ligadas por la igualdad A- 1 =d- 1 A•, Como ya sabemos, toda matriz cuadrada de orden n se puede considerar com(l un vector de n 2 dimensiones, siendo biunívoca esta correspondencia entre las matrices y los vectores. En este caso, las 


+ l) A = kA + lA, k (lA) = (kl) A,



i·A = tl.



(2) (3) (~)
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Las propiedades (1) y (2) ligan el producto de una matriz por Ull número con la suma de matrices. Al mismo Liempo, existe una ligazón imporLante entre el producto do una matriz por un número y el producto de las matrices mismas, que so expresa así: (kA) B =A (kl3) = k (AB),



(5)



o sea, si en el producto de las matrices, u110 de lo.~ factores se multiplica por el mímero k, todo el prod11ct.o queda multiplicado por k. En efecto, sean dadas las m-0lriccs A = (a11) y 13 = (bu) y el número k. Entonce.s, para cualesquiera i y j, se tiene: "



2J



•=•



(ka¡,) b,1 = k



n



2: 


•- t



Pero, el primer miembro de esta igualdad es el elemento situado en la !-ósirna fila y j-ésima columna de la matrii. (kA) B, y el segundo miembro es el element o situado en el mismo sitio en la matrii. k (AB). Con esto queda demos\rada la igualdad (kA)B = k(AB).



La igualdad A (kB) = k (AB) se demuestra del mismo modo. L11 ,multiplicaciún de una matriz poi· un número permite introducir un n11ovo mót.odo de expresión de 111s matrices. Designemos con Eu llt mntl'iz eil la que, en la intersección de la i-ésima lila y j-Í'sima columna figura la unidad, mientras que todos los demás elementos son iguales a cero. Haciendo i = 1, 2, ... , n y j = j , 2, .... n, ob~enemos n 2 matrices de éstas, E11 , que, como fácilmente se comprueba, están ligadas por Ja siguicnto tabl11 de multiplica.r ;



E 11 E,¡= E 1¡, E¡.E1 1 = 0 para



P:fot.



La matriz kE 11 solamente se diferencia 


(6) poseyendo, evidentemente, Ja malriz A una sola expresión de la forma (6).



 § 15. Suma de matrices y multlplic. de una matriz por un número



iOS



L a rriatriz kE, donde E es la matriz unidad, según la definición del producto de uua matri7. por un número, ticme la forma siguiente: k k kE = ( O · .. o sea, en la diagonal principal figura un mismo número k, mientras que todos los elementos situados fuera de esta diagonal son iguales a cero. Tales matrices se llaman escalares. La definición de Ja suma de mat.rices conduce a la siguiente igualdad kE -HE = (k + l)E. (7) Por otra parte, aplicando la definición del producto de matrices o basándose en la igualdad (5), obtenemos: kE·lE = (kl)E. (8)



El producto de una matriz A por un número k se puede interpretar como el producto obtenido al multiplicar A por la matriz escalar kE, en el sentido de la multiplicación de matrices. En efecto, según (5) (kE) A= A (kE) = k!l.



De aqui se deduce también, que toda matriz escalar es conmutable con cualquier matriz A. Es de gran importancia tener en cuenta que las mal.rices escalares sou las úniel\S que poseen esta propiedad: Si una matriz C = (c;j) de n-ésimo orden es conmutable con cualquier matriz del mismo orden, la matriz C es escalar. En efecto, supongamos quo i -=fa j y consideremos los productos CEu y E; 1 C (véase más arriba Ja definición de la matriz E 1 j) que, por hipó tesis, son iguales entre si. Fácilmente se observa que todas las columnas de la matriz CE 11 , menos la j-ésima, se componen do ceros, y que la j-ésima columna coincide con la i-ésima columna de la matriz C; en particular, en la intersección de la i-ésima fila y j-ésima columna de la matriz CEu está situado el elemento c 11 • Análogamente. t odas las filas de la matriz E 1;C, menos la i-ésima, se componen ele ceros, y la i-é~ima fila coincide con Ja j-ésima fila de la matriz C; en la intersección de la i-ésima fila y j-ésima columna de la matriz E, 1C est{t situado el elemento e¡;· Aplicando la igualdad CE 11 = EuC, obtenemos que: c; 1 = c11 (como elementos situados en lugares iguales de matrices que son iguales entre sí); o sea, todos los elementos de la diagonal principal de la matriz C son iguales ent.re sí. Por otra parte, en la intersección de la j-ésima fila y j-ésima columna de la matriz CE1 1 está el elemento c1;; pero,
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en la matriz E!jC, en este silio está el cero (en virtud de que i =fa j), de donde: c11 = O, es decir, cualquier elemento de !a matriz C, situado fuera de la diagonal principal, es igual a cero. E l teorema está demostrado. § 16. Constmcción axiomática de la teoría de los dctcnninan tcs



Un determinante de n-é$imo orden representa un número, unívocamente determinado por una matriz cuadrada dada de n-ésimo orden. LI\ definición de este concepto, expuesta en el § 4, da la regla, según la cual el determinante se expresa mediante los elementos de Ja matriz dada. Sin embargo, esta definición constructiva se puede sustituir por una axiomática; mejor dicho, entre las propiedades del determinante establecidas en los §§ 4 y 6, se pueden indicar algunas, de modo que Ja única función de la matriz con valores reales que posea estas propiedades sea su determinante. La definición más simple de este género consiste en la utilización de los des11rrollos del determinante por los elementos de una .fila. Consideremos las matrices cuadradas de cualei1quiera órdenes y supongamos que a Cllda matriz M de éstas se le ha puesto en correspondencia un número d," , cumpliéndose las condiciones siguientes: 1) S i Ja matriz M es de primer orden, o sea, que consta de un elemento a, entonces d:.1 = a. 2) Si Jos elementos a 1., a 12 , • . • , a 1n forman la primera fila de la matriz jltf de n-iísimo orden y si se ha designado con M ¡, i = 1, 2, ... , n, la matriz de (n - 1)-ésimo orden que queda después de suprimir en M la primera fila y la i-ésima columnri, entonces dM = a11dM 1 -



a 12dM2 + a 13d .u a -



...



+ (-1)n-i a nd.11,.. 1



Por lo tanto, para cualquier matriz M, el número d,\t es igual al determinante de esta matriz. La demostración de esta afirmación la dejamos a cuenta del lector. Esta se efectúa por el método de inducción sobre n y se basa en los resultados del § 6. Mucho más interesantes son otras formas de definición axion1át ica de los determinantes, que se refieren al caso de un orden dado n y se basan en algunas de las propiedades simples de los det erminantes, establecidas en el § 4. Examinaremos ahora una de estas definiciones. Supongamos que a cada matriz cuadrada M de n-ésimo orden se pone en correspondencia un número dM, cumpliéndose l as condiciones siguientes: I. St una de las filas de la matriz M se multiplica por un número k, el número dM queda multiplicado por k.



 .~
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ll. El número dM no varía sí a una de las filas de la matriz M se le agrega otra fila de esta matriz. III. Si E es la matriz unidad, entonces d 8 = 1. Demostremos que para cualquier matriz M, el número dM es igual al determinante de esta matriz.



Establezcamos primero, partiendo de las condiciones 1- III. unas propiedades del número dM, que son análogas a las propiedades correspondientes de los determinantes. (1) Si una de las filas de la matriz M consta de ceros, entonces d.\f =O. En efecto, multiplicando la fila compuesta de ceros por el número O, la matriz no varía. Sin embargo, en virtud de la condición 1, e l número dM adquiere el factor O, de donde, d.,r =Ü·d,,1 =0. (2) El niímero d,,, no varía si a la i-ésima fila de la matriz M se le agrega la j-ésima fila, j :fo i, multiplicada por el niímero k .



Si k = O, todo está demostrado. Si k =fo O, multiplicamos la j-ésima fila por k y obtenemos la matriz M', para la que dw = = kdAf, en virtud de la condición l. Después agregamos a la i-ésima fila de la matriz M' su j-ésima fila y obtenemos la matriz M", y en virtud de la condición U, se tiene dw = d.w. Finalmente, multiplicamos la j-ésima fila de la matriz M" por el número /c 1 , obteniendo la matriz M M, que en realidad resulta de M mediante la transformación indicada en el enunciado de la propiedad que estamos demostrando; además. · d.11• = 1c-1 d,w = 1c-1 d.w = k- 1 -kclM = dM. (3) Si las /(las de la matriz M son linealmente dependientes, entonces d.,, = O.



En efecto, si una de las filas, por ejemplo la i-ésima, es combinación lineal de las otras filas, entonces aplicando unas cuantas veces la transformación (2). se puede sustituir la i-ésima fila por ceros. La transformación (2) no altera el número dM, por Jo cual, en virtud de Ja propiedad (1). se tiene dM = O. (4) Si la i-ésim.a fila de la matriz M es la suma de dos vectore$ ~ y y, y si las matrices M' y M" se obtienen de la matriz 111 sustitityendo su i-ésima fila por los vectores ~ y y, respectivamente, entonces dM = d,w + dM•· E n efecto, sea S el sist.ema de todas las filas de la matriz M, excluyendo la i-ésima. Si existe en S una dependencia lineal, las filas de cada una de las matrices M, M' y M* son linealmente dependientes, de donde, por la propiedad (3), d,,r = d.w = dM. = O.
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De aqui se deduc~ la validez de la propiedad en cuestión. Si el sistema S constituido den. -1 vectores es linealmente indepeniliente, entonces, como muestran los resultados del § 9, éste se puede completar con un vector a. de modo que resulte un sistema linealmente independiente maximal de vootores del espacio de n dimensiones. Los vectores ~ y y ,¡;e pueden expresar linealmente mediante este sistema. Supongamos que el vector a. figura en esta expresión con los coeficientes le y l, respectivamente; por consiguiente, en la expresión del vector ~ y, o sea, en la i-ésima fila de la matriz M, el vector a. figurará con el coeficiente k + 1. Ahora se pueden transformar las matrices .M, M' y M", restando de sus i-ésimas filas ciertas combinaciones lineales de las otras filas, de modo que en las i-ésimas filas resulten los vectores (k + l)a., ka., y la., respectivamente. En consecuencia, designando con Mº la matriz que resulta de la matriz 111' sustituyendo su i-ésima fila por el vector a, y, teniendo en cuenta las propiedades (2) y I, llegamos a las igualdades: d.11 =(k + 1) d,w, dw = li'llu•, d,.,. =Id,,,•.



+



Con esto, la propiedad (4) queda demostrada. (5) Si la matriz 1'1 se ha obtenido de la matriz M trasponiendo dos jil(ls, entonces r}'M = -dM. En efecto, supongamos que en Ja matriz NI hay qu e trasponer las filas que tienen los números de orden i y f . Esto se puede conseguir mediante una cadena de transformaciones siguientes: primero agregamos a la i-ésima fila de Ja matriz 1111 su j-ósima y obtenemos la matriz NI', resultando, por la condición II, d,w = d,u. Después restamos de la j-ésima fila de la matriz M' su i- ésima fila y obtenemos Ja matriz M" para la que, en virtud de la propiedad (2), se tiene d,w = d~ri Ja j-ésima fila de Ja matriz, M" se diferenciará do la i-ésima íila de la matriz M en el signo. Agreguemos ahora a la i-ésima fila de la matriz M• su f-ésima fila. Para la matriz MF que se obtiene con esta transformación, por la condición Il, se tiene dM"' = = dM., además, la i-ésima füa de esta matriz coincide con la j-ésima fila de la matriz M. Finalmente, multiplicando la f-ésima fila de la matriz M", por el núme1·0 -1, obtendremos la matriz buscada M. Por consiguiente, en virtud de la condición 1, se tiene



d¡;¡ = -dM• = -dM• (6) Si la matriz Ni' se ha obtenido de la matriz M trasponiendo las filas, y la i-ésima fila de la matriz M', i = 1, 2, .. ., n, es la et.i-ésima fila de la matriz M, entonces,



d.w = ±dM;
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donde el signo más corresponde al caso en que la sustitución



1 2 ... n ) ( ª1 ª2 ... 


1MI,



que es lo que so quería demostrar. Simultánr.amente, s in haber uti lizado el teorema de Laplace, queda demostrado de nuevo el teorema del producto de los determ inantes: para esto es suficienle sustituir
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los números dq y d,. en la igualdad (*) por los determinantes de las matrices correspondientes. Terminemos estas consideraciones axiomáticas con la demostración do la independencia de las condiciones I-111, o sea, con la demostración de que ninguna de estas condiciones es consecuencia de las otras dos. Para la demostración de la independencia de la condición 1II, hagamos dM = O para cualquier matriz M de n-ésimo orden. Es evidente que las condiciones 1 y II se cumplen, mientras que la condición I 11 no. Pnra Ja de1noslración de Ja independencia de la condición 11 , supongamos que para cualquier matriz M el número dM es igual al producto de los elementos situados en la diagonal principal de esta matriz. Las condiciones I y lII se cumplen, mientras que la condición 11 ya no tiene lugar. Finalmente, para la demostración de Ja independen-cia de la condición I, bagamos du = 1 para cualquier matriz M. En es~e caso, las condiciones H y rrr se cumplirán, mientras que la condición 1 no.



 CAPITULO IV



NUMEROS COMPLEJOS



§ 17. El sistema de los números complejos En el curso del álgebra elemental varias veces se efectúa un enriquecimiento de las reservas de los números. El alumno que comienza el estudio del álgebra ya conoce por Ja aritmética Jos números enteros y quebrados positivos. En esencia, el álgebra comienza con la introducción de Jos números negativos, o sea, con la formación del primero de los sistemas numéricos fundamentales: del sistema de los números enteros que consta de tollos los números enteros, positivos y negativos, incluyendo el cero, y del sistema más amplio de los núme ros racionales, que cons ta de todos los números enteros y quebrados, tanto positivos como nega tivos. Posteriormente, se efectúa una ampliación del conjunto de Jos números introduciendo los números irracionales. El sistema, compuesto de todos los números racionales e irracionales, so llama sistema de números reales. Ordinariamente, el curso universitario de análisis ma\emálico con\iene una cons\rucción rigu-rosa del sistema de números reales; sin embargo, para nuestra exposición bastan los conocimientos de los números reales que tiene el lector que comienza a estudiar el álgebra superior. Finalmente, al termina.r el curso del álgebra elemental, se amplia el sistema de números reales obteniendo el sistema de números complejos. Naturalmente, este sistema de números sigue siendo menos habitual para el lector que el sistema de números reales, a pesar de que posee unas propiedades muy útiles. En el presente capítulo ·Se expondrá de nuevo la teoría de los números complejos con la extensión y plenitud debida. La introducción de los números comJ!lejos es debida al problema siguiente. Es sabido quo los números reales no son suficientes para resolver cualquier ecuación cuadrática con coeficientes reales. La ecuación cuadrática más simple, que carece do r11íces en el conjunto de los números reales, es



x'• + 1 = 0;



1)
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Cap. !V Números complejos



ahora, nos va a interesar solamente esta ecuación. E l problema que se nos plantea es: ha.y qne ampliar el sistema de números reales hasta obtener un sistema tal de números, en el que la ecuaci61i (J) tenga ya raíz. Los puntos del plano se tomarán como material de construcción de este nuevo sistema de números . .Recordemos que l a representación de los núruoros reales por puntos de un:.t línea. (basada en que so obtiene una correspondencia biunívoca entro el conjunto de todos los ¡¡untos do la recta y el conjunto de todos los números reales, al poner Cll correspondencia a cada 1H11ito de la recta su abscisa; se suponen dados el origen de coordenadas y la unidad de medida) se utiliza sistomáticarnente en todas las ramas do las matemáticas y es tao habitual que, oedinariarnente, no hacemos distinción alguna entre un númorándose sola1nente de que el nuevo sistema de números posea las prO]Jiedades que son el motivo de su creación. Al principio, estas deíiniciones nos parecerán artificiales, sobre todo la del producto. Sin embargo, en el ca¡>Ítulo X se demostrará que ning unas otras dd inieiones de las operac iones, incluso las que a primera vista parecen más naturales, nos conducirían a l objetivo, que consiste en la construcción de una urn pliación de l sistema de números reales, para que la ecuación (1) longa raíz. Allí mismo so demostrará que, en esta construcción, la sustitución de los puntos del plano por otro material, no nos conduciría a wi sistema de núrn.eros diferente, por sus propiedades algebraicas, 


llamaremos producto do los puntos et = (a, b) y do abscisa ac- bd y ordenada ad + be, o sea, (a, b) (e, d)



= (ac -



bd,



ad+ be).



(2) ~=(e,



d) al punto (3)
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De este modo, hemos deünido dos operaciones algebraicas en el conjunto de todos los puntos del plano. Demostremos que esta1



operaciones poseen todas las propiedades principales que ellas misma1 tienen tm el sistema de mí.meros reales o en el sistema. de número1 racionales; ambas son conmutattvas y asociativas, están ligada1 por la ley distributiva y para ellas e:cist


l(a. b) (e, d)l (e, /) = (ac- bd. ad + he) (e, /) = = (ace- úde- ad/ - lx:f, acf - bdf + aáe -T lx:e), (a, b) ({e. d)(e, /)]=(a, b)(ce - df, cf +de)= = (ace-adf- be/- bde, acf + ade + bce- bdf), demues tran que para el producto so cumplo la ley asociativa. La ley dis~ ribu\iva so deduce de las igualdades:



l(a., b)+ (c, d)((e, /)=(a+c, b-1- d)(e, /) = = (ae+ce-ú/-d/, af + cf + be+ de), (a, b)(e, /) + (e, d) (e, f) = (ae- úf, af +be)+ (ce-df, cf +de)= =(ae-bf 1;- ce-df, af -1 be+cf.¡.de). Veamos la cuestión de las operaciones inversas. Si so han dado los puntos ix=(a, b) y ~ =(e, d), su diferencia será un punto (:e, y) tal quo (e, el) + (:e, y)= (a, b). De aquí, en virtud de (2), se deduce que e + :e = a, d + y= b. Por lo lanto, la diferencia de los puntos ix = (a, b) y el punlo ix-~ = (a-e, b- d)



~=(e,



d) es (~)



estn diferencia queda dofinidi1 univocamenle. En particular, el ori¡;on de coordenadas (O.O) sirve do cero, y el punto opuesto al punLo ix = (a, b) será el punto -a.=(-a, -b). (5)



y



S-2$2
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Supo ugamos ahora que se dau los puntos a = :(a, b) y ~ = (e, d), y que el punto ~ es diferente de ce ro, o sea, que al menos un a de las coordenadas e, d no es igual a ce ro y , por consiguiente, c2 + d' rfo: O. fü cociente de In división de a por ~ tiene que sor un 'punto (x, y) tnl quo (e, d) (:e, y) = (a, b). !Je '.lquí, on virtud de (::J), so tiene que,



c:¡;-dy =a, dx + cy= b. Resolviendo eslc sistema de ecuaciones, obtenemos: ac 1- bd X =



cLj- cJ2° '



be-ad



y=



Por lo tanto, paru J3 rfo: O, el cociente'



cL)- d2



t



•



exist e y se determina uní -



voc11 mc11tc: ~ = {~"-



IS



c2 J dt •



be - ad) e• ·; 


(!i)



P oniendo aquí ~ = ce., obtenemos que en nuestra multiplicaciún de los puut


=



(



--d , -c• + -e d-.- . , ) . c2 ,- 11-



(7)



Por lo tanto, hemos construido uu s istema de números rerresentndos por puntos del plano, donde las operaciones con ellos quedan definidas por las fórmulas (2) y (3); ést e se denomina siste-



ma de n1imeros complejos. Demostremos que este sistema representa una ampliación e/el sistema de mímeros reales. Con este fin, veamos los puntos situados en el eje de abscisas, o sea, los puntos de la forma (a, O); poniendo en corres pondencia 111 puu to (a, 0), el núm ero real a, obtenemos evidentemente un a correspo ndencia biunívoca entre el conjunto considerado de puntos y el conjunto de todos los números reales. (Véase la nota del T. en la 1iág. 25) La aplicación de las fórmulas (2) y (3) a estos puntos proporciona las igualdades (a, O) + (b, O) = (a + b, O), (a, 0)-(b, O)= (ab, 0), o sea, los puntos (a, O) so suman y se multiplican ent re sí, igun l quo los núm etos reales correspondientes. Por l o lanlo, el conjunto de pun to11 situados en el c¡c de abscisas, consideratlo como una pa.r/e del sistema de números complejos, no se diferencia en nada por sus
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propiedddes algebraicas del sistema de números reales, representado ordinariamente por puntes de una recta. Esto nos permite oo hacer a continuación ninguna distinción en~re el punto (a, O) y el número real a, o sea, que pondremos (a, O) = a. Eu particular, el cero (O, O) y Ja unidad (1, O) del sistema de números complejos resultan ser los números reales ordinarios O y 1. Tenemos que mostrar ahora que entre los números complejos está contenida una raíz de la ecuación (1), es decir, un número cuyo cu11drado sea igual al número real - 1. Este será, por ejemplo, el punto (O, 1), o sea, el punto situado en el eje de ordenadas a.. la distancia 1 del origen d0' coordenadas, hacia arriba. En efecto, aplicando (3), obtenemos: (O, 1)-(0, 1) = (-1, 0)= - 1.



Designemos este punto con Ja letra i, de modo que i 2 = -1. Finalmente, demostremos que para los números complejos introducidos se puede obtener su expresión ordinaria. Para esto, hallemos primero el producto del número real b por el punto i. bi = (b, 0)-(0, 1)=(0, b); por consiguiente, éste es el pun~o que tiene la ordenuda b y e::;tél sittiado en el eje de ordenadas; además todos los puntos del eje de ordenadas se representan en forma de productos de é;;t.os. Si ahora (a, b) es un punto arbitrario, en virtud de la igualdad (a, b) = (a, O) + (O, b), se tion e: (a, b) =a + bi, o sea, que verdaderamente Uegamos a la expres10n ordinaria de los números complejos; por supuesto, en Ja expresión a + bi, la suma y el producto se deben entender en' el sentido de las operaciones definidas en el sistema do números complejos construido. U na vez introducidos los números complejos, el lector com¡1robará (úcilmente que todo el contenido de los capítulos preced.enJes del libro (la teoría de Jos determinantes, la teoría de Jos sistemas de ecuaciones lineales, la teoría de la dependencia Iin()a) de los vectores y la teoría de las operaciones con las matrices) se generaliza sin restricciones al caso en que se permite el uso de cualesquiera números complejos, y no sólo de los números reales. Por úll.imo, obsérvese que la construcción expuesta del sislema de números complejos nos lleva 1\ la s iguiente pregunta: ¿Se puedo definir lo suma y el producto de los puoLos del espacio de tres dimensiones, de modo que el conjunto de éstos forme un si:stoma de núrneros que contenga al sistema de números complejos o, al menos , al sistema de números reales? Esta cuestión sale íuera de 8*
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los márgenes de nuestro curso y solamente señalaremos que la respuesta e~ negativa. Por otra parte, observando que la suma de Jos números complejos definida anteriormente coincide en su esencia con la suma de vectores on el plano que parten del origen de coordenadas (véase el siguiente párrafo), resulta nalural la :siguiente pregunta: ¿Es posible doíinir para ciertos valores de n el producto de vectores del espacio vectorial real ele n dimensiones, de modo que éste sea, con rospecto a esta multiplicación y a la adición ordinaria de los vectores, un sist.ema numérico que contenga al sist.cmrn ele números reales? Se puede demostrar que esto no se puede hacer si se quiere que se cumplan todas las propiedades do las operaciones que tienen lugar en los sistemas de números racionales, reales y complejos. En el espacio de cuatro dimensiones esta construcción es posible si se pre~cindo de la conmutatividad de la multiplicación; el sistema de números obtenido se denomina sistema de cuaterntones. También es posible una construcción análoga en el espacio de ocho dimensiones, resultando el llamado sistema de números de Cayley. Desde luego, en este caso no hay que prescindir solamente de la comnutatividad del producto, sino también de su asociatividad, sustituyendo esta última por otra menos rigurosa. § 18. Estudio posterior de los números com1>lejos



De acuerdo a la tradición histórica, al número complejo i lo llamaremos unidad imaginaria, y a lol! números de la forma bi, números imaginarios puros, a pesar do que no dudamos de la existencia de ellos, pudiendo señalar los puntos del plano (que están en el eje de ordenadas) que los representan. En la expresión del número complejo cr. eu la forma a. = a bi, el número a se denomina parte real del número cr., y el número bi, parte imaginaria. El plano, cuyos puntos se han identificado con los números complejos según el método expuesto en el § 17, se llamará plano complejo. El eje de abscisas de este plano se llama eje real, puesto que sus puntos representan a los números reales; respectiva mente, el eje de ordenadas del plano complejo se llama eje imaginario. La suma, resta, multiplicación y división d(l los números complejos expresados en la forma a bi, como se deduce de las fórmulas (2), (4), (3), y (6) del párrafo anterior, se efectúan del modo siguiente: (a + bi) +(e + di)= (a + e)+ (b d) i; (a + bi) (c-dl) = (a-e) + (b-d) i; (a + bi) (c+di) = (ac-bd)+(ad+bc) i; a+oi =~+~i.



+



+



+



+



c + di



c2+d2



c' + d'
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Se puede decir que al sumar los números complejos, se suman por separado sus partes reales y sus pa.rtes imaginarlas; parn la resta se cumplo una regl a aná loga. Las expresiones vcrbn les de las fórmulas para multiplicar y dividir serian muy complicadas y las omitimos. No hay neces idarl de recordar la úlLima de estas fórmulas: I



I



cop



a R



-h R



-a Fig.3.



Fig. 2.



solamente hay que lener en cuenta que ésla se puede deducir multi plicando el numerador y denominador del quebrado dado por un número, que se diferencia riel denominador solamente por el signo de la parto imaginaria. En efecto, a l. /¡/



e:¡:-;¡¡=



(a + bt) (e - di) (c - 1 di)(c - dl)



=s



(ac



1



bti)-i- (be- ad) 1 c 2 1 d2



=



ac 1 l>


-1- be -



""-j



ad i d2 •



Ejemplos. i ) (2+5i)+(1 -7i)



(2 + 1) + (5-7)i 3 - 2i; 2> c:~-9i) - (7 + t> = C3-7) + ( -9 -1)i = - 4- 10;: 3) (! ~ 2i)(3-i) = l1·:l-2·(- 1)J + !1-( - 1) + 2·31i = 5 + 5i; !.) :!:~- (23 1 1)(3 - 1) 70 - 201 - - - 2 · 1 .. (3 -1 i) (::1 i) 10 - I L. ;{ . i La representación de los números complejos por puntos del plano co ndu ce al deseo natural de obtener una interpretación geométri ca de las operncionos definidas· para los' números complejos. Es ta es ff1cil de lograr para la suma. Sean dados Jos números a = ~ a + hi y ~ = e + di. U nam os con segmentos el origen de coordenadas coa los pu nlos (a, b) y (e, d) corrcspondieo tes a dichos números, y sobre estos segmentos, como la do.!!, trazemos un paralelogramo (fig. 2). Bs evidente quo el cuarto vértice do este paralelogramo será el punto (a + e, b + d). Por lo tanto, Ja suma de números complejos se efectúa geométrica.mente por la r egla del para./elogramo, o sea por la regla de la suma de vectores que parten del origen de coorde1wdas.
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El número op11esto al número et = a + bi es el punto del plano cornpleio que es '.simétrico al punto o; con respecto del origen de coor· denadas (fig. 3). De aquí se puede obtener sin diCicultad alguna 111 interpretación geométrica de la resta. La interpretación geométrica de la multiplicación y división de los números complejos quedará clara solamente después de que introduzcamos una nueva expresión paPa los números com plejos. Para la expresión del número et en la forma a. = a + bi utilizamos las coordenadas cartesianas del punto correspondiente a este número. Sin embargo, la posición del punto I en el plano queda también determinada, si se conocen sus coordenadas polares: la distancia r del origen de coordenadas al punto y el ángulo q> que formn la dirección positiva del eje de abscisas con la dirección que va desde el origen de coordenadas hacia este punto (fig. 4). b El número r es real y no negativo, siendo O R además igual a cero solarnente para el punto O. Para un número a. situado en el eje real, Fig. 4. o sea, para un número real, el número r es el valor absoluto de a; por esto, a veces, para cu11 lquicr rP'rmero complejo a, a r también se le llaman valor absoluto o múduf1> del número a, representándose por la notación 1a 1 . m :\pgulo q> se llamará argumento del número a y se designará con la notación: arg a•. El ángulo q> puede tomar cualesquiera valores r()alc!'. 1;1 Dlo positivos como negativos, teniendo que medirse los ángu los positivos en dirección contraria a la del movimiento de las agujas del reloj; sin embargo, si los ángulos se diferencian entre sí en 2n o en un número múltiplo de 2n, sus puntos correspondieutes del plano coinciden. De este modo, el argume·n to de un número complejo a tiene infinitos valores, que se diferencian entre sí en números enteros múltiplos de 2n; por consiguiente, de la igualdad de dos números complejos, representados por sus módulos y sus argumentos, solamente se puede hacer la conclusión de que sus argumentos se diferencian en un número entero múltiplo de 2n, mientras que sus módulos son iguales. Solamente para el número O el argumento es indefinido; sin embargo, este número queda completamente determinado por la igualdad: J O 1 = O. El argumento del número éomplejo es una generalización natural del signo del número real. En efecto, el argumento de un número real positivo es igual a cero, el argumento de un número real nega-



k



• No recurrimos ll las denominaciones cor.rientes de las coord1modas polares: radio polur y ángulo polar. '



 § 18. E•tudlo poltertor de lo• núnl


H9



\



tivo es igual a n; en el eje real, del origen de coordenadas parten solamente dos direcciones, las cuales se pueden distinguir por los símbolos: +y-. En el plano complejo hay infinitas direcciones que parten del punto O, diferenciándose por el ángulo que forman con la dirección positiva del eje real. Las coordenadas cartesianas y polares de un punto están liga-das por las relaciones siguientes: a=rcosc.p, b = rsenc.p, (1) que se cumplen independientemente de la posición del punto en el plano. De aquí que r = + V a2 ~ b' . (2) Apliquemos las fórmulas (1) a un número complejo arbitrario  0 = son c.p, o sea, 'Po '-= arga. Por lo tanto. todo número complejo a se expresa unívocamente en la forma (3), donde r = 1 a¡, 


Y=



V3 [ cos



( -



~ } +i sen



(-



~)



J



están dacios en forma trigonom6trica; aquí, 1oc1 = 3, 1~1 ~ 1, 1)• I ~ VJ; n . n 13n ) . arg oc= ¡;, arg ~ = 19 _ n, arg )' = - n ( o bren, arg ~ = T. arg y = 7 7 3 Por olra parte, los números com1,leju,; .



oc' = {-2) ( cos ~



'2( cos 3tt



y =



sen ~ ) , W~ 3 ( cos



+i



, lsen ,-



f



:i -



i sen -} n) ,



3)·· 3 + i cos 43n n ,v = scn.-¡-n



4



ya no están dados en forma trigonométrica, a pesar de que estas e:qm1siones se
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~:fe~~:~., a .l~u'i~ ~~~ ión (3). E"tos números •e eJpresllll en forma trigonométrica



a' - 2(cos.;a+1~eu 3-n ).



a~=rr·



11' - 3



(cos -}n +i sen {n),



fcos(qi + qi')+ isen (


(4)



Hemos uhtenido In exprClsión del producto en Ja forma trigonomcílricll. de dond(l la~l = rr', o sea,



l•,H•ll' I·



¡5¡



es dllCi r, el argummto del producto de números complejos es igual a la suma de los argumentos de los factores*. Claro que estas reglas



se generalizan para c ualquier niimero finito de factores. En el caso de números rea.los, la fórmula (5) proporciona Ja conocida propJedad de los valores absolutos de estos números, mientras que la. fórmula (6), como fácilmente se comprueba, so co nvierte en la regla de los signos de Ja multiplicación de Jos números reales. La divisió n tambiíin goza de propiedades análogas. En efecto, sea a = r (co~ 



+



f



+



= ,;(~:::~.¡¡::: ~')



r (e~tp ;, ;c:'s~ :~ ~:::~;;sen~')



=?-(cos


plo de 2".
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o sea,



= ;, feos(


De aquí se



J



(7)



J



1~ I= ~;1' · .



(8)



es decir, el módulo del cociente de dos números complejos es igual al módulo del dividendo div idido por el módulo del divisor; por otra parte. arg ( ; ) = q>-cp', o sea, arg ( ~) = arget-arg~



(9)



es decir, el argumento del cocü:nte de dos números complejos se obtienerestando el argumento del divisor del argumento del dividendo. El significado geométrico del producto y del cociente se aclara ahora sin dificultad. En efecto, en virtud de las fórmulas (5) 1



a'



a·I Fig. 1;.



Fig. 5.



y (6), para obtener el punto 


+



la del movimiento de las agujas riel reloj, y después hay que alargar este vector r' = 1f3 I veces (:;i O< r' < 1, esto no será un alargamiento, sino una contracción). Por otra parte, de (í) se deduce que para a, = r (cos q> i sen 



+



o sea, 1 a ¡-1 = 1 a.·1 ¡, arg (a-1) = - arga. Por lo tanto, para obtener el punto a.· 1 hay que pasar del punto a, al punto a', situado
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en la misma semirrecta que parte del cero y que pasa por el punto a, a la distancia r -1 del cero (fig 6)*, y después hay que pasar al punto simétrico a a' con respecto al eje real. La suma y la diferencia de números complejos, dados en forma trigonométrica, no so pueden expresar por fórmulas semejantes a las fórmulas (4) y (7). Sin embargo, para el módulo de la suma se cumplen las importantes desigualdades: la l -1~ l < la + ~l < lal



+ IH



(11)



es decir, el módulo de la suma de das números complejos es menor o igual a la suma de los módulos de los sumandos, pero es mayor o igual a la diferencia de estos módulos. Las desigualdades (11) se deducen del conocido teorema de geometría elemental sobre los ladoi< del triángnlo, puesto que como se sabe, 1 a + p 1 es igual a la diagonal del paralelogramo de lados lc.t 1y l ~ I· Si los puntos a, P y O están situados on una recta, se necesita un estudio especial; esto lo dejamos a cuenta del lector. Solamente en este caso se cumple el signo de igualdad en las fórmulas (11). Como a-P = a+ (-P) Y ~ 1 = l~ 1



(12) (esta igualdad es consecuencia do Ja interpretación geométrica del número -p), de (H) se deducen también las desigualdades 1 -



lo:.1-IPl < lc.t -Pl


(13)



es decir, ¡>ara el módulo de la dHereucia se cumplen también las mismas desigualdades que para el módulo de la uma. Las desigualdades (11) so podrían obtener también del modo sigu iente: Sea a = r (co.s 'f i .wn rp}, ~ = r' (eos rp ' i sen fl''); supongamos que la forma trig i sen .p). Sumando por separado tas partos reales y las partes imaginarias, obtenemos: r cos  + r' cos cp' = R cos\jl, r sen qi+r' sen qi' = R sen "ljl; multiplicando ambos miembros de la primera igualdad por CQs ..¡,, ambos miembros de la segunda por sen .¡, y sumando, obtenemos: ,. (cos e¡> cos 111+



+



+



+



• La igualdad la.'l = la.1 se cumple cuando, y sólo cuando lctl = i, o sea, si el punto a está s ituado en la circuníeroncia del circulo unidad. Sr a está situado dentro del circulo unidad, a.' estará situado (uera do él, y viceversa, 


/lal-/fJI k1a - fJt, que se aplicará en el § 23. (Nota de T.)



 .~



+ sen -0






18. Est ..dlo posterior



sen .P) +r'



(cos 


sea,



cos ,¡;+sen



~







los números comple/os



sen



.p) -



R(cos2 11>+



son2'1>),



reos (
) = R.



-Como el coseno nuncl1 es mayor que la unidad, de aquí se deduce la desigualdad r -f- r' :;;..R. o son. la l+ lf:l l :;;..1a. + f:ll· Por otra parte, a =- (et+ + ll) - f:l = (a. f:l) + (- f:l). Do aquí, por lo demostrado y en virtud de (12),



+



la 1-< la + f:l I+1 - ~ 1= 1a+flji +J f:l I, dEl donde l a l-lf:ll ~ fa. + f:ll.



Es menester observar que los conceptos «mayor& y «menor> no se pueden deíi ni r racionalmente para los n úmeros complejos, puesto que éstos, a diferencia de los números reales, no se sit úan en una recta, cuyos puntos est.;fo ordenados de un ¡nodo natural , si no en un plano. Por esto. los números com¡ilejos (no nos referimo:1 a sus módulos) no se pucclen unir nunca con el signo de dcsigualch1d. Números conjugados. Sea dado un número com plejo a = a bi. l!':l número a - bi, que se diferencia de a solamente en el signo de la parte imaginaria, se lh'1na número conjngndo de a y se designa porGt. Recordemos, que al estudiar la di visión de los números complejos recurríamos a los núm eros conjugados, a pesar de que no habíamos introducido esta denominación. Fig. 7. Es evidente quo el número conj ugado ele CX: es cr., es decir, se puede hablar de pares de núm eros conjugados. Los n úmeros reales, y sol amente éstos, so n conjugados co nsigo mismos. Gcomél.ricamenl.e, los números conjugados son punl.Ós si mét ricos entre sí con respecto al eje real (fig. 7). De aquí se deducen las igualdades



+



('14) La suma y el pro1Ztlcto de números complejos conjngados son números reales. l•:n efec to , a l· Cí. = 2a, }



o:a = a2+/Ji=1 a ¡2.



(15)



L a última igualdad muestra que el número® es, incluso, posit ivo para a, =I= O. B n el § 2/i. se verá un teorema c¡ue muestra que la propiedad que acabamos de demostrar de los números conjugados es ca racterística para ésto~.
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La igualdad (a-bi) + (e -di)= (a + c)-(b -1- d) i muestra que el número conjugado de la suma de dos n(uneros es igual a la suma de los números conjugados con los sumandos:



a + ~ = a + ~·



(16)



Aná logamente, do Ja igualdad (a-bi) (e-di) = (ac-úd) - (ad +be) i



resulta que el número conjugado con producto es bgual al producto de los nümeros conjugados con los factores: (17)



U11a comprobación igua ldades



direc~a



muestra que so verifican también las (1.8)



(~) = ~·



(1.9)



Demostremos también la siguiente proposición: si el número a se expresa de cierto modo por Los números complejos ~" ~ ~ • . .. , ~ .. mediante la suma, el producto, la res/a y la división, entonces, al sustituir en esta expresión todos los números ~~ por sus conf1.1.gados. se obtiene et número conjugado de a; en particular, si el número et es real, éste no se altera al sustituir todos los números complejos ~A por sus conjugados. 8sta proposición la demostraremos por inducción sobre n , puesto que para n = 2 ésta se deduce de las fórmulas (16)-(1.9). Supongamos que el número a se expresa por Jos númei·os ~ 1 • ~ 2 , • • • , ~ ... que no son necesariamente diferentes. En esta expresión hay un orden determinado de aplicación de las operaciones de sumar, multiplicar, restar y dividir. E l último acto consistirá en la aplicación de una de estas operaciones a un número 'Vi. expresad ~h + 2 • . • • , ~n por los conjugados. el cambio del núm ero y 2 por y2 . Pero, según una de las fórmulus (16)-(19), el cambio de y 1 y y 2 por 1 y 2 convierte al número a en el número Ci.



-< k-



y y



 .



Extra~ci6n
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de la ralz de los namero• complc¡os
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§ 19. Extracción de la raíz de los números complejos



Estudiemos ol problema de Ja elevación de los números complejos a una potencia y de la extracción de una raíz. Para elevar el número et. = a + bi a una potencia entera y posi tiva n, es suficiente ap licar la fórmula del binomio de NewLon a la expresión (a + + bi)" (esta fórmula subsiste también para los números complejos, puesto que su demostración se basa solamente en la ley distributiva), y después, Jas igua ldades: i 2 = -1 , ¿3 = - i, i 4 = 1; en general i4'< = 1, ¿411+ 1 = i, i4h+2 = - 1, i4h+3 = _ i.



Si el número a está dado en forma trigonométrica , entonces, siendo n entero y pos itivo, de la fórmula (4) del pá.-rafo anterior res ulta la fórmula siguiente, llamada fórmula de A1oivre:



¡r (cos cp + i sen q..)I" = r" (cosncp + i sen mp),



(1)






módulo a esta potencia y se m ultiplica el argwnento por el exponente de la potencia. La íórmula (1) es válida también para los exponentes enteros negativos. En efecto, en virtud de Ja igualdad a - n = = (a-1)", es suficiente aplicar Ja fórmula de Moiv re al número a - 1 , c uya forma trigonométrica viene dada por la fórmula (to) del párrafo ant.crior. Ejemplos. 1) i3' = i, i122 = - 1; 2) (2 + 5i)3 = 23 + 3. 22 - 5i -!- 3- 2 . 52¿2 + 53¿3 = = 8+ 60i-150-125i = -142-G5i;



3)



~



ne



[V2 (cos ~



-:- i sen ~ )



r



4) [ 3 {cos ~ -H sen



-})J-



.·3- 3 [ cos ( - 53



sen ( -



. i. rt ) -,-



3



=






=



3



5



it )



J= 27



1 ( cos 7



5



it



+ t. sen -r;7 n )



la igua ldad (cos 1p + i se n cr)" = cos nip + i sen mp,



-que representa un caso parLicular de la fórmula de Moivre, fácilmente se obtienen las fórmulas para el seno y el coseno 
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parles reales e imaginarias de ambos miembros, se tiene: cos n - ( ~) cos"-2
· sen' q>- ... , sen ncp =



( 7) cos"· 1 q1. sen cp- ( ;



) cos"· 3 qi . sen3 


+



+ ( ~ ) cos"- cp·sen&qi- ... ; 5



aquí (



Z)



es la notación ordinaria del coeficiente binomial



( n)= k



n(n-1)(n -;-~) ... ~n-k + 1)



1·2· 3 ... k



Para n = 2, se tienen las conocidas fórmulas cos 2c¡> = cos2 


La extracción de la raíz de los números com plejos es mucho más complicada. Comencemos por la extracción de Ja raíz cuadrada del número a = a + bi. Todavía no sabemos si ex iste un n(1me1·0 complejo cuyo cuadrado sea igual a a. S upon iendo que tal número existe, por ejemplo, u + vi y empleando la notación ordinaria, se puede escribir: Y a + bi =u + vi. De la igualdad (u + vi)2 = a+ bi resulta, u -v~ = a,}



2



(Z}



2uv = b.



Elevando ni cuadrndo ambos miembros de y sumándolas después, so tiene



las igualdades



(2)



(u1 -vl)' + 4u'i,.2 = (u2 + v2) 1 = ai + b2,



de donde tt2



+ v2 = + y a2 + b2;



se toma el signo más, porque los números u y v son reales, debido a lo cual, el primer miembro dA la igualdad es positivo. De esta igual-
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dad y de la primera de las igualdades (2), resu lta:



u2 =i- (a + Va2 +b2), -



1



..



v2=2(-a+ Va2 + b2). Extrayondo' las raíces cuadradas se obtienen dos valores para u, que se diferencian en el signo, y también dos va lores para v. Todos estos valores soo reales, pues to que para cualesquiera a y b, las ralees cuadradas se exLraen ele números positivos. Los valores obtenidos de u y v no se pueden combinar cutre sí ele modo arbitrario, puesto que, en virtud de la segunda de las igualdades (2), el signo del producto uv tiene que coincidir con el signo de b. Resultan, pues, dos combinaciones posibles de los valores ele u y v, o sea, dos números ele la forma u vi , que pueden servir de valores de Ju raí;,, cuadrada del número c.; es\ os n\1m1lros se diferencian entro sí en el signo. U na prueba elemental, aunque complicada (elevando al cuadrado los números obtenidos, una vez cuando b > O, y otra vez cuando b 


+



proporcionando ésta dos mlore(que se diferencian entre sí en el signo. En particular, ahora resu lta posible la extracción ele la raíz cuadrnda de un número real nega tivo, s iendo los valores ele esta raí:i números im11gim1rios })\1ros. En efecto, si a < () y ó = O, cntouces Y a 2 + b2 = - a, pueslo que esta raíz tiene que ser positiva, por lo cual, u 2 (a --a) O, o sea, u = O, así qt1e Y o= ± vi .



=-!r



Ej


SN\



-~ 21-ZOi. J::n\()tlC~S



u•-+ (J,



=



·v



o• + ó2 =



v2=+



\/ ..\'11 -;



.\(jo -



:!~l.



Por cons iguiente, (2! + 29) = 2;), (-21 -j-29) = 1t, de donde u = :' fi, v = ± 2. Los slgn


'V21-20i ::. ± t5-2i). Las pruebas 
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Supongamos q\1e se necesita extraer la raíz n-es1ma del número o. = r (cos  !- i sen ). Supongamos también que ésta se puede haJJ11r, 1·cs11/tando p (cos O i sen O), de modo que,



+



\p (cos ~ + i sen O)J" = r (cos cp + i sen cp).



(3)



VT,



Según la fórmula de Moivro, P" = r, o sea, p = donde en el segundo miembro fig ura el valor positivo, unívocamente determinado, de la raíz n-ésirna del número real positivo r. Por olra parto, el argumento del primer miembro ele la igualdad (3) es nO. Sin embargo, no se puede afirmar que nO es igual a cp, porque, en realidad , éstos pueden diferir en un sumando que es múltiplo entero del número :l:i. En consecuencia, nO = cp + 2kn, donde k es cmtero y O= 'I' , 2/m .



" "r-{



· · 'J>+2kn . rp+2ht) , Hoc1procar11ente, to111anJ oo¡ numero v r cos--,.-+tsen--,.se tiene que, para cualquier k entero, posi tivo o negativo, la n-ésima potencia de este número es igual a a.. Por lo tanto



"! . ) "í - ( 



+.



tienen los números conjugados entre sí: 2n



+i. sen



4rt



+ z. sen



e, = c.os 3 e~ =



cos 3



2n 1 ;r= -7 ·• 41t



3



1



= - 7 -



. Va } '--:r. . V3 --:r- .



(7)



L



Todos los valores de la. raíz n-ésima del 11úmero complejo a. se pueden obtener multiplicando uno de estos valores por todas las raíces n -ésimas de la unidad. En efecto, sea í:I uno de los valores de Ja raíz n-6sima del número a.. o sea, que í:I" = a., y sea e un valor arbitrario de la raíz n-ésima de Ja unidad, o sea, que &" = 1. Entonces, ((:1&) 11 = í:I "&" = a., es decir, (:le también os uno de lo:; valores de MultipHcando í:I por cada una do l as ralees n-ésimas d e Ja unidad, obtenemos n vuloros diferentes de la ralz n-ósima del número a, o sea, todos Jo:; valores de esta raiz.



va.



Ejemplos. 1) Uno do los valores de l:i raíz cúbicu do - 8 es -2. En virtud de (7), los otros dos serán los números -2e, - 1 - i V3 y -2e~ = 1 + i V3 (véase e l ejemplo anterior 3): 2) Vs1 ticno cuatro valores: 3. -3, 3i, -3i.



El producto dedos ra.ícesn-ésimas dela unidad tambiénesuna raíz n-ésima. de la. unidad. En efecto, si en = 1 y TJ"= 1 , se tiene, (e11)" = = &n'IJn = 1. Por otra parte, el número rectproco de la. raíz n-ésima de la unidad también es una. raíz n-ésima de la unidad. En efecto, sea e" = 1. Entonces, de Ja igualdad e". e- 1 = 1 resulta, & 11 (e-1) " = = 1, o sea, (e- 1)" = 1. En general, toda potencia. de la raí z n-ésima rle la unidad también es una ·raíz n-ésima de la unidad. Toda raíz l•-ésima de Ja unidad l.ambión es miz l-ésima de la unidad para cualquier l, múltiplo do k. De esto se deduce que, considerando todo el conjunto de las ralees n-ésimas de la unidad, algunas de estas raices también son raíces n' -ésimas de la unidad para ciertos n', divisores del número TI. Sin embargo, para todo n existen ralees TL-ésimas de la unidad que no son raíces de la unidad de orden menor. Estas se Uaman ralees primitivas n-ésimas de la
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1



unidad. Su existencia se deduce de la fórmula (6): si se designa con e11 el valor de l a raí z que cor responde al valor dado de k (de modo que e 0 = 1), en virtud de la fórmula de Moivre (1), se tiene:



e}=e,.. Por consiguiente, ninguna potencia del número B1, menor que la i sen ~ n·ésima, será igual a 1, o sea, el número e1 = cos ~ n n es una raíz primi tiva. La raíz n-ésima de la unidad e es primitiva cuando, y s6lo cuando, sus potencias eh, k = O, 1, ... , n - 1, son diferentes, es decir, st con ellas se agotan todas las raíces n-ésimas de la unidad. En eiecto, si todas las potencias indicadas del número e son diferentes, es evidente que éste es raíz primitiva n-ésima de Ja unidad. Si, por· el contrario, e" = & 1 para O< k < l n - 1, entonces, e 1- k = 1, y en virt11d do l as desigualdades 1 l- k n - 1, la raíz e no será primitiva. En el caso general, el núniero e1 hallado anteriormente no serÍt la única raíz primi l.iva n-ésirna de la unidad. Para hallar todas estas raices se aplica el teorema siguiente: Si e es una raíz primitiva n-ésima de la unidad, el número e1' es una raíz pri.mitiva. n-ésima de la unidad cuando, y s6/o cuando, k es primo con ri. En efecto, sea d el máximo común divisor de Jos números k y n. Si el > 1 y 1' = dk', n = dn', cntor1ces,



+











(e'')n' =



elm'



=



eh'n







=(e")"'= 1,



o sea, la raíz e" resulta raiz n' -ésima de l a unidad. Por otra parte, supongamos que d = 1 y que el número e1' es m < n. Por lo tanto, una raíz m-ésioia de Ja unidad, 1 (e")"' = e''"'= 1.







Como el número e es una raíz priJJlilivan-ésima do la unidad, lo que implica que pueden ser iguales a la unidad solamenLe las potencias del mismo cuyos exponentes sean múl Liplos de n, el número lm1 es múltiplo den. Sin embargo, como 1
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§ 20. Operaciones con los polinomios



La teoría de los determinantes y la teoría de los sistemas ele ecuaciones lineales es un desarrollo directo de la rama del álgebra escolar que, comenzando por una ecuaci n de primer grado con una incógnita, nos lleva a los sistemas de dos y tres ecuaciones de primer grado con dos y tres incógnitas, respectivamente. Otra rama del álgebra elemental, considerada más importante, consiste en el paso de una ecuación de primer grado con una incógnita a una ecuación cuadrática arbitraria, de nuevo con una incógnita, y después a \IDOS tipos particulares de ecuaciones de tercero y cuarto grado. Esta rama se desarrolla en una amplia y rica sección del álgebra superior dedicada al estudio de ecuaciones arbitrarias de n-ésimo grado con una incógnita. Esta sección del álgebra es la más antigua. E l presente capitulo, así como algunos de los capítulos ulteriores del libro están relacionados con esta sección. La forma general de una ecuación de n-ésimo grado (donde n es cierto número entero positivo) es (1)



Se supondrá que los coeficientes ao, a 1, .. ., a,.-1, a,. son números complejos arbitrarios y que el coeficiente superior a 0 es diferente de cero. Resolver la ecuación (1) significa hallar para la incógnita x l!IlOS valores numéricos que satisfagan a esta ecuación, es decir, que al sustituirlos en lugar de la incógnita, después de realizar todas las operacion08 indicadas, reduzcan a cero el primer miembro de la ecuación (1). Por otra parte, resulta conveniente sustituir el problema de la resolución de la ecuación (1) por el problema más general del estudio del primer miembro de esta ecuación ao:i;n



+ a 1x



11 -



1



+ ... + ªn- 1X +a,.,



\



(2)



denominado polinomio de grado n en. la indeterminada x. Hay que tener presente que ahora denominamos polinomio a una expresión
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de Ja forma (2), o sea, a una suma de potencias no negativas de Ja indeterminada x, tomadas con ciertos coeficientes numéricos, y no a cualquier suma de monomios como ocurria en el álgebra elemental. E n particular, no se denominarán polinomios las expresiones que contengan l a indeterminada x con exponentes negativos o fra ccionarios, por ejemplo, 2x2 - .!... 3, o ax-a bx- 2 cx-1 d 1



"'



+



+



+



+ +



+ex+ fx 2 , o bien, x2 + 1. Abreviadamente, los polinomios se designarán con las notaciones: f (x). g (x), q> (x), etc. Dos polinomios f (x) y g (x) se supondrán iguales (o i.dénticament.tt iguales), f (x) = g (x), si son idénticos los coeficientes de potencias iguales de la indeterminada. En particular, un polinomio no puede ser idéntico a cero, si al menos uno de sus coeficientes es diferente de cero y, por lo tanto, el signo de igualdad que figura en la expresión de la ecuación de n-ésimo grado (1) no tiene que ver nada con la igualdad de los polinomios que acabamos de definir. El signo = que liga a Jos polinomios se debe entender como una identidad de los mismos. P or consiguiente, el polinomio de n-ésimo grado (2) se debo interpretar como una expresión formal, completamente determinada por el conjunto de sus coeficientes a 0 , a., .. . , ªn• donde a 0 =I= O. El significado exacto de estas palaLras se aclarará mucho más tnrdc, en el cap. 10. Obsérvese que además de la expresión:del polinomio en la forma (2). o sea, segú n las potencias decrecientes de- la indeterminada x, se permitirán tam bién otras expresiones obtenidas de (2) permutando Jos sumandos, como por ejemplo, Ja expresión según las potencias crecientes de la indeterminada. Na turalmente, se podría inlerpreLar el poli nomio (2) desde el punto de vista del análisis matemático, o sea, como una:runción compleja de la variable compleja x. Sin embargo, so debeº, tener en cuenta que dos funciones se suponen iguales cuando son· iguales sus valores para cualesquiera valores de la. variable x. Está claro 
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ros complejos diferent es de cero. E l número cero también se tomará como polinomio; éste es el único polinomio cuyo grad o es i ndefinido. A continuación definiremos las operaciones de adición y mult iplicación para los polinomios do coeficientes complejos. Estas 011eracioncs se introducirán del mismo modo que las operaciones con los polinomios de coeficientes reales, conocidas por el lector en el curso J de álgebra elemental. Dados los polinomios f (x) y g (x) de coeficient es complejos, expresados para mayor comodidad según las potencias crecientes de x: f (x) = ao + a,x + ... + a,._,xn-i + anxn, an 9'= O, g (x) = b0 + b1x + .. . + b,_1x•- 1 + b,x•, b, =fa O, donde n :;i. s, se llamará suma al polinomio f (x) + g (x) = co + c1x + ... + c,.- 1x"- 1 + c,.xn, cuyos coeficientes se obtienen sumando los coeficientes respectivos de iguales potencias de la indeterminada en las expresiones de f (x) y g (x), o sea, C¡ = a1 + b¡, Í = 0, 1, ... , n, (3) donde, para /1 > s, se tiene que suponer que los coeficientes b,+ .. b,+ 2, • • .,• b,. son iguales a cero. El grado de la suma será igual a n, si n es mayor que s; pero, para n = s, puede ocurrir que éste sea menor que n, precisamente cuando b,. = - a,,. Se llama producto de los polinomios f (x) y g (x) al polinomio f(x)·g(x)=do + d 1x + ... + dn t


cuyos coeficien tes so determ inan del modo sig ui en t e:



d1=



~ ah/J1, i = 0, 1, ... , 11 + s- 1, n+s,



(4)



~+1 - 1



o sea, el coeficiente d1 es el resultado do sumar todos los productos de aq uellos coeficientes de los polinomios f (x) y g (x) la swna de cuyos i ndices es igual a i ; en particular , d 0 = a 0 b0 , d 1 = a 0 b, + a 1b0 , .. ., dn+• = anb1 • De l a última igualdad resul ta la desigualdad dn+• 9'= O. P or consiguiente, el grado del, p roducto de des polinomios es igual a la suma ele sus grados. De aqui se deduce que nunca será igual a cero el producto de polinomios, diferentes de cero. P ar a los polin omios, ¿qué propiedades poseen las operaciones i ntroducidas? Las propiedades conmuta tiva y asociativa de la suma son consecuencia inmediata del cumplimiento de estas propiedades para l a suma de los números, puesto que se suman los coeficient"°8



+
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de cada potencia de la indeterminada por separado. La resta resu lta l)osible: desempoíia el papel del c:.ero el número cero, que fue incluido como polinomio; el opuesl.o al polinomio f (x), escrito 1mterior· mente, es el polinomio



- ! (x) = -ao-a1x - .. . -an_ 1xn- 1 -a,.x», La propiedad conmutativa de la multiplicaci6n es consecuencia del cumplimiento de la propiedad conmutativa para el producto de los números y de que en la definición del producto de polinomios, los coeficientes de ambos factores f (x) y g (x) se empleen de un modo equivalente. La propiedad asociativa se demuestra del modo siguiente: si, además de los polinomios f (x) y g (x) escritos anteriormente, es dado también el polinomio h (x) = Co + Ci.1: + ... -l-/1-1x1- 1 + CtX1' C¡ ~ o. el coeficiente de x 1 , i = O, 1, ... , n X g (x)I h (x) ser


Í: (



+s + t



en el product.o [f (x) X



z;



akbl) Cm = 2j aub1Cm. Jt +c= i h+ l+m= i mientras que en el producto f (x) [g (x) h (x)J, ser(i el mí mero ;+rn=f



~ ll1t (



le i;..i = J



2:;



Ir! m- i



b1c,n)



=k+ l+2jm= i a1,b1Cm .



que es igual a él. Finalmento, el cumplimiento de la ley dis tributiva se deduce de la igualdad



ptieslo que el primer miembro de ésla es el coeficiente de x1 en el polinomio J/ (x) g (x) 1h (x) y el segundo miembro es el cocficien· le de Ja misma pot.cncia ele la indeterminada en el poli11omio f (x) h (x) + g (.-r:) h (x). , Obsérvese que en el producto de los polinomios, el número 1. considerado como polinomio do ~rado cero, descmpeiía el papel de la unidad. Por ot.ra pm·te, e l polinomio f (J:) posee un po/i11omlo recíproco ¡-·1(.r ), f (.r) ¡-i (x) = 1, (5)



+



cuando, y sólo cuand-0, /(x) es un polinomio de gracia cero. En efecto, si f (x) es un número a, di ferente de cero, el polinomio recíproco es el núm ero a-1• Pero si f (x) es de grado n 1, el grado del pri rncr miembro de Ja igualdad (5), en caso de que cxisl.ic;;c el polinomio 1 ¡- (x) no sería menor de n, mientras que en el scg11111lo miembro Hgura un ¡)o\ino111io do gra1\ o t'ern.



>
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Dt• uquí so deduce Que para el producto de polinomios no existe la operación inversa, la división. En este sentido, el sistema de todos los polinomios de coeficientes complejos se parece al sistema de todos los 11ún1eros enteros. Esta analogía se manifiesta en que para los polinomios, al igual que para los números enteros, subsiste el algoritmo de la división con resto*. Para el caso de los polinomios de coeficientes reales el lector ya conoce este algoritmo por el álgebra e lemental. Pero, como consideramos ahora el caso de polinomios con coefic.ientes compJejos, tendremos que hacer todos Jos enunciados due aquí se requieren y las demostraciones correspondientes. Para cualesquiera dos poUnomios f (x) y g (x) se pueden hallar unos polinomios q (x) y r (x). de tal manera que



f (x) = g (x) q (x) + r (x), (G) donde el grado de r (x) es menor que el de g (x). o bien, r (x) = O. Los polinomios q (x) y r (x) que satisfacen a esta condición se determinan unívocamente. Demost1·emos primero la segunda parte del teorema. Supongamos que existen también unos polinomios q-(x) y (x) que satisfacen a Ja condición f (x) = g (x) q(x) (x), (7)



r



+r



donde el grado de r (x) es de nuevo menor que el de g (x)**. Igualando entre :sí los segundos miembros de las igualdades (6) y (í). se tiene: g(x) ¡q(x)-q (x)] = f (x) -r(x). El grado del segundo miembro de esta igualdad es menot que el de g (x), mientras que si q (x) -q (x) >FO, el grado del primer miembro sería mayor o igual al grado de g (x). Por esto, tiene que ser q (x) - q (x) = O, o sea, q (x) = q (x), de 


r



ªn-



ªn•



• Denominada también división entera (N del T.). •• O bien r (:r)=O. En adelante, esto caso no se va a ex el u ir



 .~
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se obtiene un polinomio cuyo grado es menor que n. Designemos este grado por ni. y el coeficiente superior del polinomio / 1 (x), por a.10 • Si todavía n 1 s, ponemos



>-



/ 1 (x)-



ª;: xn1-•g (x)



= / 2 (x),



(81)



designamos con n 2 el grado y con a 20 , el coeficiente superior del polinomio fz (x), poniendo después fz (x)-



ªb2:



x•12 -• g (x) =



/3 (x),



(82)



y etc. Como los grados de los polinomios f 1 (x), f 2 (x), decrecen, n>n 1 > n 2 > ... , después de repetir este proceso un número finito de veces, obtendremos un polinomio h (x) : ªk - 1, O fh-t (x)---ú x n ,,_, -•g ( x ) = fh (x), 0



cuyo grado n 4 será menor que s, terminando así el proceso. Sumand


f (x)- ( :: x"-' +



ªb•: x"• - • + ... +



ªh¡;~· o• xnh-1 - !) g (x) = Íh (x),



o sea, que los polinomios ,..n t- • ~ -L ~ q (X) -- !.o ••• , ••• ' úo



r (:r) =



x11'< - 1-s



'



!h (x)



satisfacen verdaderamente a la igualdad (ti), siendo realmente el grado de r (x) menor que el de g (x). Obsérvese 


§ 2 1. Divisores. Máximo común divisor Sean dacios unos polinomios f (x) y q> (x), diícrentes de cero, con coeficientes complejos. Si el resto de Ja división de f (x) por q> (x) es igual a cero, o como también se dice, si /(x) se divide (o es divisible) por q> (x), entonces el polinomio 
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El polinomío q> (x) es divisor del polinomio f (x) si, y sólo si, existe un polinomío ip (x) que satisfa.ga a la igualdad /(x)=  (x) tienen  (x) y g (x) = = h (x) ip (x), y, por lo tanto, j (x) = h (x) (1jl (x) 
 (x) X (x) resulta: f (x) ± g (x) = 
 (x). En efecto, s i f (x) = q> (x) 1jl (x), se tiene: f (x) g (x) = = 



/1 (x) gt (x) + /2 (x) g2 (x) + ... + fh (x) {Jh (x),
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donde g 1 (x), g 2 (x), ... gk (x) son unos polinomios arbitrarios, tainbíén es divisible por q¡ (x). V. Todo polinomio f (x) es divisible por cualquier polinomio de grado cero. En electo, si (x) = ao:i:" + a 1x"-1 + ... + ª"'' y c es un número arbilrario, diferente de cero, o sea, un polinomio ¡¡rbitrario de grado cero, entonces f(x) = c (~xn + ~xn-1 + ... +~). e



c


e



e



VI. Si f (x) es divisible por  (x), f (x) es también divisible por (x), donde c es un número arbitrario, diferente de cero.



En efecto, de la igualdad f (x} = 
 (x), el grado del cociente de Ja división de f (x) por  (x) tiene que ser igual a cero, es decir, f (x) = dcp (x), d-:;/= O, de donde cp (x) = a-1 J (x). De aqui resulta la siguient.e propiedad: VII l. Los polinomios f (x) y g (x) son. divisibles entre sí cuando, y sólo cuando, g (x) = cf (x), e =fo O. Finalmente, de VIJI y l resulta la propiedad: IX. Todo divisor de u1t0 de los dos polinomios f (x) y e/ (x), donde c ::¡,: O, es divisor del otro. l\hhimo común divisor. Seail ciados unos polinomios a~bítta rios, f (x) y g (x). El polinomio  (x) se llama divisor común de f (:r) y g (:t), si es divisor de cada uno de estos polinomios. La propiedad V (véase más arriba) muestra que todos los polinomios de grado e.ero )ler\.enecen al conjun~o de los divisores comunes de los polinomios f (x) y g (x). Si éstos no tienen más divisores comunes, se dice que son primos entre sí. En el caso general, los polinomios f (x) y g (x) pueden poseer divisores dependientes de :r. ln trnduzcamos abora el concept.o de má:i;imo común divisor de estos polinomios. Serí¡¡ incómodo tomar tal definición, según Ja cual el máximo común divisor do los polinomios sería el común divisor de mayor grado. Por una parl.e, no sabemos todavía si f (x) y g (x) pueden poseer o no muchos divisores comu11es dislintos de mayor grado, que no sólo se diferencien entre sí en un fact.or de grado cero, por lo que esta definición re::;ultaria muy indeterminada. Por otra 1llH'te, el lector ya conocerá por Ja ari tmética elemental Ja forma de obtener el máximo común divisor de números enteros. y sabrá que el máximo común divisor (j de los 11úmeros enteros 12 y 18, no sólo es el



f (x) = lccp (x) 1· fc1
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mayor de los divisores comunes de estos números, sino que también es divisible por cualquier otro de sus divisores comunes; en efecto, los demás divisores comunes de los números 12 y 18 son: 1, 2, 3, -1, - 2. - 3, - 6. Por consiguiente, para el caso de los polinorn ios, aceptaremos la siguiente definicióu: Se llama máximo común divisor de los polinomios f (x) y g (x), diferentes de cero, al polinomio d (x) que es común divisor y que a la vez es divisible por cualquier otro divisor común de estos polinomios. El máximo común divisor de los polinomios f (x) y g (x) se designa con la notación (/ (x), g (x)). Con esta definición no se aclara el problema de la existencia del máximo común divisor para $:Ualesquiera polinomios f (x} y g (x). Ahora se dará una respuesta positiva a este problema. A la vez, se señalará un método para hallar el máximo común divisor de los polinomios dados. Por supuesto, aquí no se ¡)Uede emplear el método con el que ordinariamente se baila el máximo común divisor de los números enteros, puesto que para Jos polinomios no tenemos por ahora nada parecido a la descomposición del número entero en un pToducto de factores primos. Sin embargo, para los números enteros ª' isLe también otro método, denominado algoritmo de las divisiones sucesivas o algoritmo de Euclides; este método también puede aplicarse a los polinomios. El algoritmo de Euclides para los polinomios consiste en lo siguiente. Sean dados los polinomios f (x) y g (x). Se divide f (x) por g (x) y se obtiene por lo general un resto r 1 (x). Se divide luego g (:e) por r 1(x) y se obtiene el resto r 2 (z), se divide r 1 (:e) por r2 (x), etc. Como Jos grados de los restos van disminuyendo todo el tiempo, en esta cadena de divisiones sucesivas llegaremos a un lugar en el que la división será exacta y el proceso se terminará. El reste r" (z ), por el que se divide exactamente el resto anterior r1t-t (x), será el máximo común divisor de los polinomios / (x) y g (x). Para la demostración , escribamos lo expuesto en las líneas anteriores en forma de la siguiente cadena de igualdades: f (z) = g (x) q 1 (x) r 1 (x), g (x) = r1 (x) q2 (x) r2 (x), r 1 (x) = r 2 (x) qs (x) + rs (x), (2) r,. _3 (x) = r,._2 (x) qh- i (x) + ri.-1 (x), r,,_ 2 (x) = r,._1 (x) q11. (x} (x), (x) = r,. (x) qh+1 (x).



+ +



r,._,



+ r,.



r,.



l f



J



La última igualdad muestra que (x) es divisor de r1t-t (x). De aquí resu lta que ambos sumandos del segundo miembro de la
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penúl tima iguald ad son divisibles por r 1, (x), y por lo tanto, rk (x) también es divisor de rh- 2 (x). A continuación, subiendo del mismo modo a los otros renglones, obtenemos que r,. (x) también es divisor de r,. _ 3 (x), ... , r 2 (x), r 1 (x). De aqui, en virt\\d de la sogunda igu aldad, resulta que rk (.x) es divisor de g (x), de donde. en virtud de 111 primera igualdad, también es divisor de f (x). Por lo tanto, rk (x) es un divisor común de f (x) y g (.x). Coosideromos ahora un divisor común arbitrario 



tienen un máximo común divisor x 2 - 2 con coeficientes racionales, a pesar de qu e tienen uu comú11 divisor x - Jí [ cuyos coeficientes no son todos racionales. Si d (x) es el máximo comú n divisor de los polinomios f (.:r.) y g (x), como muestran las J)ropiedades VIII y 1X (véase la pág. 139), por máximo común divisor se podría tornar también el polinornio cd (x), don.ele e es un 11úiucro arbitrario, difercute de cern. En otras palabras, el m.ái·iJno com1in divisor de dos pol.inomios se determina salvo un factor de grado cero . .En virtud de esto, se puede cu n,·cnir en que el coeficie nte s uperio r del máx imo común divisor lle dos pol inomi os s.e a s iempre ig ual a la unidad. ApJicar1rlo e,;l.a condición, se puede afirmar que dos polinomios son primos ent re si cuando, y sólo cuando, su máximo común divisor es igual a la unidad. En efecto, p or máxim o comúu divi:;or de dos polinomios, primos entro sí, se puede tomar cnalquier número diferente de coro¡ pero i;i este número se multiplica por su elcrncnlo recíproc.o, obtenemos la unidad.



 l': jcmpl o. Hallar ol máximo comúu divisor do los polinomios / (x) ~ z' + 3z3 - zZ-4z - 3, g (z) - 3..e3 + 10.c2 + 2.r-3. Pnra ovitar coefi cion t cil frnccionarios, al apli ca r ol a lgoritmo do Euclides n los polinomios con cooficiontos en t oros, se ptaedo mu llí plicar el dívidondo o simplíficu r el divisor por cua lquier número diferente do cero, no sólo ni comen· znr 11lguna de las divis iones sucesivas, sino ttunbi6n durante el proceso do la div isión misma. Naturalmente, esto conduci rá a una alLeración dol cocionto, pero los restos quo nos interesan adquirirán so lamento un factor de grado coro, lo que. como yn sabemos, a l buscar el máximo común divisor, es admisible. Dividimos / (z) por g (z), multiplicando proviamente f (z) por 3: 3.c4 -f 9z3 - 3z2- 12.1:-9 , 3zS ..L.. 10z2 + 2.1:-3 3.i:' + 11).r,a f- 2z2 - 3.t z+ 1 - z3 - 5zª -9.i:-!) (mu\tipli cnmos por - :1) 3z3 -J- J5.r2+27x -J 27 3Za + 10z2+ 2.z; - 3 s..~ + 25z 30.



+



l'or lo tanto, después do s lmplificar por S. el primor rest.o es - z2 .¡ Sx ;· 6. Dividimos o\ polinomio g (z) por tíst e: 3r3 1 IOz~ -! 2.r-3 1z2+ sx 1-6 3.i - 5 3>3 . t5z2 ..L 18.r _:_1').z:2 - t6x-3 - 5.r2- 25x - 30



r1



(z) =



9.i: -, 27.



l'or consii;:ui cntr , 


' i (.r) s~rú el úl Limo resto, por el que se divido oxnctamenle ol rest o an t erior. Por lo tanto, éste es el múximo común divisor: (f(x), g (z)) = z+3.



Apliquemos el a lgo rilmo de E uclides 1>nra la demostración del teorema siguiente: St d (x) es el máximo comiín divisor de los polinomios f (x) y g (x), existen tales polinomios u (x) y v (x) que f (z) U (z) C (z) V (z) = d (z). (3)



+



Siempre se puede suponer que, si los grados de los polinomios f (x) y g (x) son mayores que cero, el grado de u (x) es menor que el grado de g (x) y el grado de v (x) es menor que el grado de f (x). La demostración está basada en las igualdades (2). Si se tiene en cuenta que r,. (x) = d (x) y se pone u 1 (x) = 1, v 1 (x) = - q,. (x), según lu penúltima de las igualdades (2), se tiene: d (x) = (x) 1 (x) + r11.- 1 (x ) v1 (x).



r,._, u



 § 21. Divisores. Máximo común divisor



143



PoniendQ aquí la expresión de r,._ 1 (x) mediante r,._3 (x) y '"- 2 (x), se obtiene de la igualdad anterior (2): d (x) = '1t:-s (x) Uz (x) + '1t:-2 (x) V2 (.x), donde, evidentemente, u 2 (.x) = v 1 (x). v 2 (x) = u 1 (x)- v 1 (x) q1t:- 1(x). Continuando el ascenso por las igualdades (2), se llegará, finaimente, a la iguuldad (3) que se quería demostrar. Para la demostración de la segunda afirmación del teorema, supongamos que se han hallado ya los polinomios u (x) y v (x) que satisfacen a la gualdad (3). pero que el grado de u (x) es, por ejemplo, mayor o igual al grado de g (x). Dividamos u (x} por g (x}: u (x) = g (x) q (x} +r (.x), donde el grado de r (x) es menor que el grado de g (x), e introduzcamos esta expresión en (3). Se obtiene la igualdad. f (x) r (x) + g (x) {v lx) + f (x)]q(x)J = d (x) . . El grado del factor que figura con f (x) es ya menor que el grado de g (x). Por otra parte, el grado del polinomio que figura entre corchetes es menor que el grado de f (x), puesto que, en caso contrario, el grado del segundo sumando del primer miembro no seria menor que el grado del producto g (x) f (x), y como el grado del primer sumando es menor que el grado de este producto, todo el primer miembro seria de grado mayor o igual a g (x) f (x), mientras que según nuestra suposición, el polinomio d (x) es de menor grado. Así el teorema queda demostrado. A la vez, tenemos que, si los polinomios f (:.e) y g (x) tienen coeficientes racionales o reales, los polinomios u (x) y v (.x) que satisfacen a la igualdad (3) se pueden elegir de modo que s us cooficientes sean racionales o, respectivamente, reales. Ejemplo. Hallemos los polinomios u (x} y v (x) que satisfacen a la igualdad (3), si /(x) = z3- z 2-I 3z- 10, g(z} = x ª -/- 6.c2- 9.< - 1':1. Apliqueroos el algoritmo de Euclides a estos polinomios: ahora, al efectuar las divisiones ya no se puede permitir ninguna alteraci6n do los cocientes, puesto que éstos se emplean para hallar los polinotnios u (z) y v (z}. Obtenemos el siguiente s istema de igualdades: /(:r) = g (r ) -J- ( - 7x2-¡. 12x-! 4); 54) . 235 1 g(x) = (-7.


De aquí sal o que (f(x), g (z)) = .:r -2 y qu o 7 5'1 7 5 ii(.:r) ~ 235 x -¡ W5 • v (x) = - 235 z - 235 .
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Aplicando ahora el teorecna dernostrndo u polinomios, primos enl.re sí, obt.en()mos el siguiente resultado: Los polinomios f (x) y g (x) son primos entre st cuando, y sólo cuando, existen uno.~ polinomios u (x) y v (x) que satisfacen a la igualdad / (x} u:(x) + g (x) o (.-r.) = 1. (4) J)as;indose en ost(J resultado so pueden demostrar unos cuantos teoremas sobre Jos polinomios pr imos ent re s í, que, aunqt1e sencillos, son importantes: a) Si el polinomio f (x) es primo con cada un (x), también. es primo con su producto. En efecto, scgún .;(1), existen unos polinomios u (x) y v (x) tales que / (x) u (.:e) + •P (x) v (x) = 1. llfoltiplican (x), obtenemos:



f (x) {u (x} tji (x)l + [lf (.:i:)"lji (x)I u (x) =



~' (x),



de donde se deduce que todo común divisor de f (x) y q> (x) '!> (x) es tambi&n divisor de '\' (x); sin embargo, según la condición, (f (x), ljJ (x)) = 1. b) Si e.l producto de los polinomios f (x) y g (x) es di11isible por 
 (x) .~on primos entre sí, g (x) es divisible por q> (x). Bn eifecto. multiplicando la igua ldad f (x) u (x) + q; (x) v (x) = 1 pot· g (x), obtenemos: lf (x) g (x)J u (x) + 'I' (x) [v (x) g (x)J = g (x). Ambos sumandos del prirr,c:r miembro do esta igualdad son divisibles



por 
(x). c) Sí el polinomio f (x) es divisible por cada uno de los polinomios q> (x) y 'IJ (x), que son primos entre sí, entonces f (x) también es divisible por set producto. En efecto, f (.x) = 
 (x). Por esto, según b),  (x), iP (x) = 'lj> (x) ij) (x), de donde f (:r;) = = l
 (x)l 'ii (x). La deHnición de máximo común divisor se puedo generalizu al caso de cualquier sistema finito de polinomios. Se llarna máxima común divisor de los polinomios / 1 (x), fz (x), .... /, (x) a su divisor común que es divisible por cualquiet otro divisor cojnún de 10$ mismos. La exh;tencia del múximo común di visor para cualquier



 .\~



22. L4s raíces de los polinomios



sis~ema 'finito de polinomios es consecuencia del siguiente



teorema, que facilita tambié n un procedimiento para su cá lculo. El má :i;imo común divisor de los polinomios f 1 (x), f 2 (x) • ... , f, (x) es igual al máx imo común divisor d el polinomio f. (x) y del máximo común divisor de los polinomios / 1 (x), fz (x), ... , la-1 (x). En cfccto, el teorema es evidente para s = 2. Por esto, supondremos que el teorema subsiste 1>11ra el caso s - 1, o sea, c¡ue, en particular, ya está demostrada la existencia del máximo com ún divisor d (x) de los polinomios / 1 (x), /z (x), ... , f.-i (x). Designemos mediante d (x) e l máximo común divisor de los polinomios d (x) y / , (x). Es ev id ente que tiste es un divisor común de todos los polinomios dados. Por otra parto, cualquier otro divisor común de estos polinomios es también divisor de d (x) y, por lo tanto, de d (:r). En particular, se dice que / 1 (:r), / 2 (:r), .... Is (x) es un sistema de polinomios, primos entre sí, si los únicos divisores comunes de e ll os son los polinomios de grado cero, o sea, si su múximo corn\111 1livisor es igual a 1. Si s > 2, puede ocurrir quo e:stos polinomios 110 sean primos entre sí dos a dos. Así, pue.


f(x) = x 3 -7x2 ·1- 7x + 15, g(x) =x2 -x-20, h(x) = x3 + .c2 - 12x primos entre s í, ;i ¡wsa r ele f(Uc (j(x), g (x )) = x-5, (f(x), h(.x))=:~-~1, (g(x), h(.c)) = .x -J- 4.



.


l•: I lector obtendní fácilmente 1a generalización de los teore ma s a) - r.), dcmostrndos a11tcriormcntc, sobre los polinomios primog t>lll.rr• ~í. par•1 el c11so de cmdquicr número finito dci polinom io:



§ 22. Las raícc.c¡ de los polinomios E11 el § 20 nos encontramos con Jos valores de un pol i11 omio, c: uando se hablaba clol p1111Lo de vista teórico-func ional riel conce¡>lo de polinomio. H ccc)l'


(1) t'" 1111



polinomio y e es



f



1111



(e) ~ a 0 c



número , el número 11



+ a c"- + ... -: ª"• 1



1



nhlcn ido por la susliluci(Jn de la indeterminada :J: por el número c. en la expresión ('1) de f (x), y por la realizaciún consig11ientl~ de h1s operaciones indicadas, se denomina valor del polí11om.io / (.e) para )' ·- c. Se comprende que, si f (x) = g (x), en el senl.ido de la igual1111.d algebraica de polinomios definida en e l § 20, ent.o nces f (e) g (e) para cua lquier c.
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Fácilmü11lc ;;o ve también qu e si ll' (.1:) ~ .



se lie'ne



f (x) + lt (.t),



1r(c) ,~ /(c)



'~ (.i:) '~



f (x) lt (x).



:· g(c), \j;(c) = f(c)g(c).



En otra;; palabras, considerando a Jos polinomios desde el punt.o de vista teúrico-íu11cional, Ja suma y el pro


+



Tolllando los valore~ de ambos miembros dl• esta igualdad para x = c, ohle11emos: f(c) = (c-c)q(c}-' r -- r, lo cual demuestra el teorema. De aquí se deduce Ja importante concl usión : El número e es raíz del polinomio f (.~) cuando, y sólo cuando , f (x) es divisible por x - c. Por otra parte, es eviden te q\1e s i f (x) es divisible por algún polinomio de primer grado ax -1· b, es divisible también por el polinomio x - ( - ~ ) , o sea, por un polinomio de la fot·rna x -c. De este modo, la averiguación de las ra.íces del polinomio f (x) es equivalente a la a.veriguación de sus divisores lineales. En vi rtud de lo expuesto anleriormenle, el siguiente métod o de divi siú11 de un polinomio f (x) por el binomio lineal x-c es de especial interés, pues es más simple que el algoritmo gcn~ral de di• También se dice 
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visibn de los polinomios. Eiite método se 


y supongamos que



donde



f (:r.) =



(.~ -



e) q (x ) + r,



(3)



q (x) = b()l:"- 1 -:- ú,x"-2 + b2 x"-a -!-· ... + IJ,.- 1 •



Igualando



1~11



(3) Jos coC'firic11les de poLc11ci111; igua les de x, oble-



11cmos:



ncl = bo,



a, = b,-cb0 , a2



~ {¡~-cbi.



a,, - 1 =



ª"



Ún- 1 -cb,,-'2.,



- r - cb,} - i·



De Hf.IUÍ ~e deduce que b0 = a 0 , b1, == cb" _ 1 ; . ª"' !~ = = 1, 2 . .. . , n - 1 , o sea. se obtiene el coefic iente b,. multipli-



cando e l cqeficiente anlerior b1, - 1 por e y agregándole el coe ticiente c;orrespondientc a~; finalmente, r = cb,. - 1 - , a.. , es dec ir. e l resto r, que como ya sabemos es igual a f (e), se obtiene por Ja misma rc~gh1. Por Jo ta nto, lo,; coefidcnles del cocie nt e y C'l rC'sto se pueden obtener rnc11sivame11le mediante unos cálculos del mb1110 t. ipo; éstos ,.e real izan de acuerdo u un csqt1l'llHI, como se muestra en lo;; s iguienll'S rjornplos: · 1. l>iviclir / (J-) -= 2.i;~ - ;r. 1 - :i:r" . x -- 3 \lur .z: - 3. Formemos una tnhln coloc;indo ~n.hre IA raya o~ cot~fici


I



l)or lo



el



ttuHo ~



Cof'f i c i~utc



q (x) - Zr4



,\' 1•1



l'l'S lo , r .



~.



Uu:H·ac.lo es fir"



,.~ ·.I r - !)



l>ivi•lir /(.r) · x •- ¡;,.a



'¡ ( - ¡; t - !l



l'or co11~i~t1i


J2x2



!



:lli.r ! IO!l,



:l2L



j (:J)



- J 


por x



l.



- · !I ·tu - 1; -:i.



1



I¡



q(x) -· •·'·1- !),-2 ' f!)r - G, y t•I n·~lo (r '



/ -



l)



- :1



10•
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Estos ejemplos muestran c¡ue Ja regla de Homer se puede utiti za.r también para calcular rápidanumt11 el valor del polinomio para



un valo r dado de la indeterminada. . n a íces múl t iples. Si e es una raíz del polinomio f (x), o sea, s1 f (e) = O, entonces, como ya sabemos f (x) es divisible por x - c. Puede ocurrir que f (x) no sólo sea divisible por Ja primera potencia del binomio lineal x - e, sino también por potencias superiores. De todos modos, siempre existirá un número natural k tal que f (x) sea divisible por (:i: - c)h, pero no por (x - c) i.+ l. En consccucnC'ia,



f (x) = (x- c)1'
 (x) ya no es divisible por x - e, o sea, el número e no es raíz do 


El concepto de raíz múlLiple osl.á estrnchamente ligado co n d 'Concepto de clcrivada do! polinomio. Como estamos estudiando los polinomios con coeficientes complejos cualesquiera, no podemos utili-iar d irecla mente el concepto de derivada que so introdujo en el ·curso de an{disis matemático. Todo lo que se diga a continuación :se debe considera1· como una de fin ic ión de la derivada de un poli nomio, independiente del curso ele aná lisis: Sea dado un polinomio de n-ésimo grado f (x) -"' aox" + a,x"- 1 ! ... l/.n-1X + an



+



con cualosquiera coefici cutcs complejos. El polinomio de (n ésimo grado, f' :(x) = naoX"- 1 ·I (n-1) a,~:" -~ + · .. ¡- 2a,.- zX



se llama'j derivada' (o derivada de cero y' de a cero. La deriva da de del polinomio f (x) y



1) -



+ ªn-1•



derivada primera) del polinomio f (:e). La un polinomio de grado cero se supone igual la deriva da primera se llama derivada segunda se designa con /" (x), etc. Es evidente que



/M (x) = n! a 0 ,



+



por lo cual ¡< (x) = O, ' es decir, la (n 1)-ésima derivada de un polinomio de n-ésimo grado es igual a cero. En el caso de polinomios de coeficientes complejos no podemos u til izar las propiedades de la derivada que fueron demost.radas en el curso de análisis para los polinomios de coeficientes reales, sino que tenemos que demostrar de nuevo estas propiedades utilizando solamente la definición de derivada dada anteriormente. ~ Aquí nos interesan las siguientes propiedades que, como se suele decir, re11 H>



 .~
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presenl-


+ g (x))' =



(/ (x) · g (x))' =



f' (x) + g' (x). f (x) g' (x) + f' (x) g (x).



(4) (5)



Eslas fórmulas se comprueban fácilmente mediante un cálculo directo, tomando por f (x) y g (x) dos polinomios arbitrarios y aplicando la definición de derivada dada anteriormente¡ recomendamos al lector hacerlo. La fórmula (5) se generaliza sin dificultad al caso de un producto de cualquier número finito de factores, de donde, de un modo ordinario, se puede deducir la fórmula para la derivada de una potencia: 1 (/ ' (x))' = kfh-1 (x) f' (x). (6) Nuestro propósito es demostrar el teorema siguiente: Si el número e es una raíz k-múltiple del polinomio f (x), entonces, para k > 1, éste será una raíz (k - 1)-múltiple de la derivada primera de este polinomio; si k = 1, el número e 110 será raíz de /' (x). En efecto, sea /(x) = (x-c)1' (x) = = (x - c)''-1 ((x -c)
(x)]. t::l primer término de la suma que figura entre los corchetes es divisible por x - e, mientras que el segundo no es divisible por éste; por consiguiente, toda esta suma no puede ser divisible por x - c. Teniendo en cuenta qne el cociente de la división de f (x) por 1 (x - c) '-1 se determina univocamente, resulta que (:r - c)h-i es la máxima potencia del binomio x - e por la cual es divisible el polinomio f' (x), como se quería demostrar. Aplicando unas cuantas veces este Leorema, obtenemos que la raíz k-múltiple del polinomio f (x) es raí z (k - s)-múltiple de la s-ésima derivada de este polinomio (k > s) y que por primera vez no será raíz para la k-ésima derivada de / (x). § 23. Teorema fu n damental



Al estudiar en el párrafo anterior las ralees ele los polinomios, no plnnteamos el problema de la existencia de raí ces para cualquier polinomio. Se sabe que existen polinomios ele coeficientes i·e:ilcs que no tienen raíces reales como, por ejemplo: x 2 + 1.. Se podría espe r;ir 
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entre los números complejos, sobre lodo i:. i se co nsideran polinomios co n cualesqui era coericienles complejo::i. Si esto fuese nsi, se necesitaría una amp liación ulterior del siste ma de los números co mplejos. Sin embargo, en realidad, subsiste el siguiente teorema funda menta l del ál~cbra ele los núml'ros co mple jos: Todo polinomio de cualesquiera coeficientes numéricos, cuyo grado no sea menor que la unidad, tiene por lo menos una raíz, generalmente, compleja. Este teorema es uno de los adela ntos miís grandiosos de toda la matemática y encuentra aplicación en lns mi'1s diversas ramas de la ciencia. En particular, en él se basa toda la tcorl a ulterior de los polinomios co n coeficientes numéricos. P or esta razón, le llamaban antes (y a veces ahor11 tambi~n le llaman) «t.eorcma [u11darne11t.al del ¡\(gobra supe rior». No obst.ante, el teorema fundamental no e:; puramente algebraico. Todns sus demostraciones (des pués de Gauss, que fue el primero en demostrar c;;l.c Lcorenrn n fines del siglo XVI 11 . se ha llaron muchas otrlls demostraciones), en tal o cual grado, cmpleun las llamadas propiedades t opológicas de los números reales y complejos, o sea, las p1opiedades que están ligadas a la continuidad. En la demostración que se va a ex poner ahora, el polinomio f (.r) de coeficientes complejos se va a considerar como una función de la vrtriable compl eja .r. Por lo tanto, x puedo tomar cualesquiern valores complejos, o como suele decirse, teniendo en cuenta el métod o de conslrucción de los números complejos expuesto en el § 17 , In variable x varía en el plano complejo. Los valores de la función / (.r) t11mbién serán números co mplejos. Se puede suponer que est.os va lores se señalan en otro ejemplar de plano com plejo, del mismo modo qne en el caso de las funciones real es de l a variable real los valores 1le la vaiiable independiente se señalan en una recta numérica (eje de abscisas), y los valores de l a función, en olra (eje de ordenadas). La definición de función continua que conoce el lector por e l curso de análisis matemát ico, se generaliza también para la función do In vnl'iable compleja, donde en el enunciado de Ja definición se deben sustituir los valores absolutos por los módulos. Precisa ndo, la función compleja f (x) do In va ria ble compl eja x se lla ma continua en el pu1ito r 0 , si para cualquier número rea l positivo e se puede elegir un número real positi vo 6 ta l que se cumpla la desigualdad



'i (ro.+ ')-! (ro)I 


 .$ 23. Teorema funrlamen/a/
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Un polinomio f (:i:) rep resenta una función continua de la va riable 1:umple¡a x . Se podría efectua r la demosl ración de esLe leorema del mismo modo que se hace en e l curso de aná lisis malemálico, o sea, demostn1ndo que la suma y el producto de funciones con t,inuas lambién so n continuas y observando que una función que const.antemente es igual a un mismo número com plejo, es continua. S i n embargo, ;.iqní procede remos de olro modo. Demostraremos primero un caso particular de l teoi·oma: la continuidad de f (x) en el punto x 0 = O, s uponiendo que el término independ iente del po li nomio f (x) es igual a coro. Eu ot.ras palabras, demostrarem os el siguiente lema (en lugar de h se escribirá x): Lema 1. Si el térmi1111 inclependiente del polinomio f (:t) es igual a erro:



o sea., f (O) ~ O, uitoncex pa.ra cualquier e > O existe 1111 número > O tal, que 11 (:r) 1< e para t.odos los x que s111 isfaccn a 1a con


.~



1·: 11 efcct.u, sea A ,. m¡íx (111 0 1, la 1 I, ... , la,._1 1) . SC'a dado el número f'. Demostremos c¡ue e l 11 úntero ('



Ó=



(1)



.!Te .



,-a ti sface a las co11


1f (x) 1< Jao 11.r I'' -i 1a, 1¡ .'l: \'1-1 :- · · · 1· I ªn - 1 J 1-'l: 1


l f(l;)\ 


1-r 1



por lo cual,



A \z] - Jx!"+l i



- 1xi



t3 y como, cu virtud de (1), 6 < ·I . j.c \- 1.r!»+I !X I l - !.e l < 1-lx l ' 11 - "-



J/(a·)I < ~


A -¡



- 1'.



e



como se quer ía demostrar. Deduzcamos ahora la fórmu la que sigue. Sea dacio u11 polinomi o
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con cualcsc111iera coeficientes complejos. Sustituyarnos x por la ::;unta x + h , do11deh c:;olra indct.erminada. Desa n ollandoen el primer miembrocadv una de las )loleocias (x -l·h)1•, k


+



c¡ue el lecto r f:ícilmenle puede comprobar, o sea, Ja fórmula ele Taylor, que proporciona el desa rrollo do f (;r h) on potencias del «incromenl.o» h. La con tinuidad de un p


+



C¡



=



f' (xo),



Cz



=



~I f" (xo),



....



Cn



= ~!



fM (xo)·



El polino111io 
 O existe un 6 > () ia\ que \ 



(xo + h)-f (.i-o) 1 


para h < 6, r¡u e es lo 1¡uc so queda demos trar. De l:i desigualdad 11 f(xo+ h)1-J/ (xo) J l < lf (:co+ h)-f (xo) 1, basada eo la fórmula (13) del § 18, y de l a continuidad de un polinomio, que acabamos de demostrar, se deduce la continuidad de 1n6dulo 1f (x) J del polinomio f (x); es evidente que esto módulo es una función real no negativa de la variable compleja x. Ahora se demostrarán unos lemas que se empleara en la demostración del teorema fundamental. Lema sobre el módulo del tér mino superior. Dado un polinomio de n-ésimo grado, n :> 1, f (x ) = aox" + a 1x"- 1 a2x'• -2 + ... -t- an



-r



de coeficientes complejos arbitrarios, si k es un número rea.f positivo cuafqu.iera, para los valores de la indefrrminadci ..r. cuyos módulos son su.ficientemente grande.~. se ve rifica la desigualdad (2)



es decir, el m!Írlulo del término superior l!S mayor que el módulo de la suma de todos fos demás término s, y además , una cantidad arbitraria de veces.
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l.::tt efecto,



~ea



A ol 111tíx i1110 de Jos múdulo." de los coeficientes



~ntouces



l "" l< !U 1 l l:i: l"-1 + 1az1 1x ¡n-2 + · · · • 1Utt 1•...¡ 1¡ ¡n-1 :. ¡ ¡11-z - L 1) __ A JJ.r.z;J"f-1 T .,,, I \ X ' .'t , , , • ' 1 •



1ri,x'l-1 + aix"-• + · · . . • .



(vé11se en el § 18 las ¡lropiedacles de los módulos de Ja suma y el producto do nú meros co111plcjos). S u pon iemlo 1 x \ > 1, se obtiene: ¡ .r1•- 1 r .:i:J" l.&f - 1  1, satisface lfünhiéu a la desigualdad kA



l~~!'.'. 1



«



faoxnl = lno l l.rl", ( 3)



Como ol segu ndo mie m bro de la desigua ldnd (3) os mayor q 110 1, se puede afirma r que paru los valores de x que satisfogau a esta des igua ldad. ~ c umple la desigualdad (2), la cual denruc:-;Lra e l lema. Le ma sob re el 1•reci mit'11lo del módulo de un 1wli11om io. /111ra lodo poli11omio



f



(x) de corfirfrnles complejos, cuyo ¡:rndo no sea 111c11ur



1¡ue la u11idad, y para cualquier número real ¡111.~itii·o fi l flrbitrarin-



1111:1111' grande, se p11 ed1' rlt'¡:ir un númrro r f'o l positivo N I f (:r) 1 > Jlll p ara 1 .1· 1 N.



>



Sea



/al, qu1-



Eu virt.utl de Ja fórmula (li) 


l /(.r) I



ln,,.r"



(a,x"· ' + ...



...i



a,,) I



( n,,x" 1-( n 13;"- 1 !- .... u,. ¡. Apliquomos el Jenrn soltrC' el ntúdu!o clol térmiuo superi11r. S up()· k ~ 2, c x is l c 1111 111í1m•1·0 J\' 1 ta l que



11i


1ª0·1 "'1 :-· '!. I n,.'t"-• + -· · . parn



l:r l > N,_



(1,.



l.
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.tu.t



rnlus



De aquí que 1a,x"- 1 1 •.. 1 ª" t 



;f l ao.t" 1,



o ~Nt, e n vi rtucl d e (li), 1



1



! f (x) 1> 1Oox" 1- ;r 1Oo.i:n1 · T J ªu·n1Lr11 de esta desigualdad í'l' r;i mayor que M para



'



1"/-:;sr



lxl>lv! ~ J'



Taol'



l' or lo Li1nLo , 1f(x)1 > M para 1x1 > N nHíx (J',.· 1, N!)· Su p111~ de aclarar e l s ignificado de este lema 111c1lianle la sig uiente i l 11sLrnció11 geométrica, q uc !'e e ntpl ea r•í a ntl'n ttrlo en este p I módulo de 1111 poli110· o mio, demost rarlo a11terio1·ment.e, los extreFig. S. mos de esl.as pcrpoudicu larcs íormar1í11 • 1111a s uperfi cie a lo.hoada conlin11a, s it1111 rlu :;ohro el plano eompll'jo. El lema sobro el c1·ecimienlo del mú d11lo de un polinomio muestra que al a11men\11r lx0 ¡,esta superficie !'e rtl cja mi1s y m•Ís del pln110 complejo. a11nq11c, naluralmenLc, c;.tc 11 lcja111ie11lo no es monótono. La íig. 8 rcprl'!'Cnla esquemáticamc11tl' 111 línea tic inter,;occión d e esla superficie con un plano perpendicular ul plano complejo y pasa por el punto O. E n la demostración, el papel fu11damc11tnl Jo desempel1a el si guionto loma:



V



L ema de D'Al ernbcrt. Si para x = :i: 0 el polinomio f (x) de grndv n, n :,;;;.. 1, no se anula, f (x0 ) .¡. O y, por lo tanto, 1f(xo)1 >O, se p11ede hallar un incremento h, generalmente complejo, .la! que



I / (xo + h 1


+



r



+



Por la condición, a·0 no es ruíz de f (:t'). S in embargo, este número puede ser eventua lmente, rníz de f' (x), y 1.111n hién puede 1ocurrir que



 .~
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:(xo) ,_ O, f(xo)=l=O.



>-



Ta 1 k existe, puesto q11l' s i a0 os el coeficic11Lo s uperior del polinomio



j (x). en Lances



l'or lo tanto



1



1tk+1



'{k"I)'!



/


, •••



h" + lif



j ( n) (



·'o·)



Algunos de los uúrneros /' 1'~" (.T 0 ), . . . . ¡


Cj



~



l


11,



ohtiene: ((ro 1- h)



/(ro) t>, Jllll'.~ lo



c¡uo



e,, =I= U,



/(:ro+hl = (l , e lt") , e¡/• ( f (.to} ' /¡ I /¡ P11 ~1111rl o






h



C/1



•••



1



..!:!!... f¡"-1') r1,



.



a Jos módul os so ohticnc:



1(ro 1 li) 1~ l 1 1 r ¡/ 1 1e h~ 11~ h f (ro) """ h ' k e¡,



(5)



!l asta a hora no hemos hocho ninguna SllJlOSicicín sobro e l incrc111onto h. Ahora va mos a c·h'gir h; adorn;is, clo¡.:iromos su módu lo y su argumento por ~c¡>ani do. El mú


Ch



polinomio cu h ::-i 11 lt•rmiuu indcpcndic 11tl', cu Yirtud del Jcnrn 1 ( suponirndo e - -!r) , se puede lw l lnr 1111 61 la 1 que'



C's 1111



l..'.:!!.±! /¡ (f(



1111ra



lhJ< 61•



1 •.•



+ ~h" -'' (h



1 , 7'



...



(fi)



l'or ol rn parte, (7)
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para



" ch¡-•. 11i 1< 62 = V1



SupoDgamos r¡uo el módulo de h se ha elegido de acuerdo a la desigualdad (8) 1h1 < mín (61. 62)· Entonces, en virtud do (6), Ja desigualdad (5) se convierte en la desigtialdad estricta (!l)



un poco más adela nte utilizaremos Ja condición (7). P ara Ja elección del argumento de h, exigiremos que el número chh1, sea real y negativo. E n otras palabras, arg (.c 1,h1') = arg c11 k arg/t = n, do donde n - argck ( '10) arg h = k •



+



Con es ta elección de h, el númoro chl/' se diferenciará do su valor absoluto en el s igno, chh'' = -1 c,,h'' I; por consigu iente, aplicando la desigualdad (7),



11 + c,Ji'' 1=l1-1 c,,h'' ll = 1 -1 c,,h" ¡. Eu consecuencia, eligiendo h do acuerdo



a las condiciones (8)



y (10), fa des igualdad (9) toma Ja forma



f (.ro + h} 1 f (.ro)



1< 1-I e1th 1' 1+ _!_1 e1 h 1' 1= 1- _!_ 1e h 1' 1 2 2 h ' '



o sea, l



/(.ro + li) 1 f (xo)



J/(xo + h)J < i



11 (zo) J



'



de donde resu Ita



lf(xo + h)l < I /(xo)I. lo que demuestra el loma de D'Alombert. Mediante la ilustración geométrica que se dio anteriormente, so puede ac larar el lema de D'Alembert del modo siguiente. Supongamos que 1 f (x 0) 1 > O. Esto significa que la Longitud do la perpend icular al plano complejo, trazada por el punto x 0 , es diferente de cero. Entonces, según el lema de D' Alembert, se puede hallar un punto x 1 = Xo h tal que 1f (x,) 1< 1f (xo) 1, o sea, la perpendicular en el punto x 1 será más corta que en el punto 1.:co. y, por consiguiente, la superficie formada por los extremos de las perpen-



+
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diculare.s estará eJ\ esle punto uuevo un poco más cerca del plano complejo. Como so ve por la demostración de l lema, el módulo de h se puede suponer lo más pequeño que se desee, o sea, el ]>unto x 1 se puede elegir cuanto más cerca de x 0 se quiera; sin embargo, no ap1icai·emos u continuación esta observación. Es evidente que son raíces del polinomio f (x) los números complejos (o sea, Jos puntos del plano complejo) en los que la superficie formada por los extremos de las perpendiculares est.á en cont.acto con este plano. Basándose solamente en el lema de D'Alembert no se puede demostrar Ja existencia de tales puntos. En efecto, aplicando este lema se puede hallar una sucesión indefinida de puntos .xo, x 1 , xi, ... , tal que (11) Sin embargo, de aquí no se deduce la existencia de un punto tal que f (x) = O; pues una sucesiún decreciente de números reales positivos (11) no tiende necesa riamente a ce ro. BI examen ulterior se basará en un teorema de la teoría do las funciones de la variable compleja que generaliza el teorem


x
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•11•



rafees



Ahora podemos pasar a la demos tración directa del lI/(0)1 para 1x1 >N. Se comprende que In gene raliznción del leoronrn do Weierslrass indicada anteriormonlo es aplicnhle n la función I / (x) 1 para cua lquier círculo cerrado ¡;; elegido. Tomemos por E e l círculo cerrado, limitado por la circu11fore11cia de radio N con centro en el punto O. Supongamos c¡ue en el círculo E, la función I / (x) 1 alcanza el mínimo en el punto Y 0 ; ento1H'e1', en particular, se tiene: I / (x 0 ) 1~ I / (O) I · F¡ícilrncntc se oliserva que en todo el plano complejo la función 1 f (:r) 1 alcanza el mínimo en el punto x 0 : s i e l punto x' estú s ilttlltlo fuern de E , l'e tiene 1x'1 > N, por lo c11ul,



I / (x') 1> 1f(O)1 ¿,I /(xo) 1Fi nul mente. de aquí se deduce que f (xo) O, o sea, que .ro es raí;; de f (x); l'i íuese f (x 0 ) :fo O, entonces, por e l lema de D'Alemberl, existiría un punlo x 1 tal qu e 1f(x1) 1< I / (x0 ) 1; sin embargo, esto contradice a In propiedad del punto x 0 que acabamos de eslublcccr. En el § [1fí so dari1 otra demostración de l t eorema fund amc 11t11 l.



§ 24. Consecuencias del teorem a fundamental



Sea dado un polinomio de n-ésimo grado,



f (x) =



lloX"



n::;;,:. 1 ,



+ 


( 1)



con cuulesquiera coeíicicntes complejos. De nuevo lo co11sidenin1ol' como una expresión algebraica formal, determinada completament e po.el co11juolo de . sus coeficientes. El teorema fundamental de existencia de la raíz, demostrado en el párrnío nntcrior, permile 11íirmar la existencia de una raiza 1 de f (x), que puede ser real o complejn. Por lo lanlo, el polinomio f (x) se puede de1'compo11er en la formn f (x) = (x-a1) 
 (x) so11 de 11uevo núm eros reale>1 o complejos y, por consiguie11le, q¡ (x) tiene una raíz a 2 , do dond e, /(x) = (x- a 1) (x-a2) 1¡ (x).



Continuando de este modo, después de un número finito de oporacioncs, obtendremos la dcsco m1>0sici6n del polinomio f (:r) de néshno grado en un producto de n factores lineales, / (x) = 110 (x - a 1)(x-a2) ••• (.e - a,.). (2)



 .~



24. Consewt11clas dtl /eortma /un


t 59



La causa de la a parición del cooíiciente a0 es la sigu iente; s i e n el seg undo m iembro do la exp resión (2) figu rase cie rto coeficieole b, de:


sici6n de este tipo, salvo el orden de los factores. En e fec to, :rn pongnmos qu e haya otra descomposición f(x) = a 0 (x- f3,)(x - f3 2) . . . (x - f3,.). Oc (2) y (3) llº deduce la ig ualdad (x - a 1)(x - cx 2 ) ••• (x-a.,,) - (x- f3 1)(x - f3 2 ) •• • (x- f3n)·



(3)



(4)



Si la raíz cx1 fuese distinta de todas las f3 h j -- J , 2, ... , n, s usl i t.uyc ndo eD (4) cx 1 en lugar de la indeleJ"minada, obtend ríamos ce ro e n el primer miembro, mi e ntras que 011 e l seg undo miembro, 1111 11ú111e ro difere nt e 1le ce ro. l' o r lo tan t o, toda raíz a 1 es i¡:ttnl



a cierta rníz f3 1 , y viceversa.



Oc aq uí l odavin no se cl ecluce la identid ad de l as descomposiciones (2) y (3). En efecto, entro las ra íces e:t1, i ~ 1. 2, .... 11, puede ha ber igua les c utre sí. S uponga mos, por ejemplo, que s ele csllls raíces son ig11alcs a a 1 y que, por otra par le:', c utre las rníces ~ ;. j = 1. 2, . . ., 11 , hay exact.urnontc t iguules 11 la raíz a. 1 • Se ncccs it n d c111ostr11r qu e s ~ t. Como el grado el e un pro du cto de polinomios es igual a la s uma de los grados de los factores , el producto de dos polinomios d ifere 11tcs de cero, no p uede ser igua l a cero. De aquí se deduco que si do.~ productos de p olinomios son iguales entre sí , ambos miembros dr /r¡ igualdad .~e p1t


/ (.:r ) lf (.e) .v •1· (.1·) •f · O, de In ig ualdad



= g (x) 



l/ (:i") -g (x) I 'f (x) = U SI'



deduce:' que



O :-.l'H.



f (.c) -



l!(X) =Ü,



f (..r) = g (x).



Ap l iquemos ('S t o a la igmlldacl ('1). Si, por ejc111plo, fu eses > t, "i111pl ificando amlio:< miembros de In igualdad ('1) por rimcr miem hro co11tc11 rlrí¡¡ e l factor x - a. 1 , 111ic11lras que e l :1nposic iú11 (2) d(' ( po li110111 io / (.r) cp1cc:la dt•mo:< t rllda.
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Heuniendo todos los factores equivalentes, se puede escribir Ja descomposición (2) en Ja forma* / (x) =



donde



a0 (x-


(!'i)



+ ...



k1+ k2 + ki = n. Aquí se s upone que entre las n1íccsa 1, a 2, ... , a, ya no hay iguale.•. Demostremos que en (5), el nlÍ.mero k;, i = 1, 2, .. ., l, es el orden de multiplicidad ele la raíz a 1 del polinomio f (x). En efecto, s i este orden es igual a S;, entonces, k 1 ~ s1• Sin embargo, supo ngamos que k, '< s1• En virtud de Ja defi ni ción del orden de mult.iplicidad de la ri1Í z , para f (x) subsiste la clescomposi ción f (x) = (x -a,)'1 rr (:e). Sustituye ndo en esta descomposición el factor cp (x) por s u descomposición en (ac tores lineales, obte ndríamos uoa descompos ición de f (x) en fac tores lineales, diversa de la descomposición (2), o sea, llegaríamos a UJla contradicción con la unicidad de esta dcscomposircma: Si los polinomios f (x) y g (x) de grado no superior a n, toman valo res iguales para más de n valores de la indeterminada, entonces f (x) = g (x). En efecto, en nuestras condiciones, el polinomio f (x) - g (x) tiene más de n ra íces, y como es de grado no s uperior a n, se cumple Ja igualdad f (x) - g (x) = O. Por lo tanto, teniendo en cuenta que hay una infinidad de diversos números, se puede afirmar que para dos polinomios f (x) y g (x) cualesquiera existen tales valores c de la indeterminada x que f (e) ::/= =/= g (c). Tales c no sólo se pueden ballar en tre los números complejos, sino tambjén entre Jos números reales, entre l os 1·acionales e focluso entre Jos números enteros. Por consiguiente, dos polinomios de coeCicien tcs numéricos que t ienen 


 § 24. Consecuencias dd ltortma fundamenta l
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de coeficientes numéricos la eq1ii11alencia de las dos definiciones de igualdail de los polinomios (la algebraica y la teórico-funcional), indicadas en el § 20. El teorema demostrado anteriormente permite afirmar que un



poli11omio de grado no mayor que n se determina completament-e por sus valores para cualesquiera valo res distintos de la indeterminada, tomados en cantidad mayor que n. ¿Pueden ser arbitrarios estos valores del polinomio? Si so supone que se dan los va lores del polinomio para n 1 valores diversos ele la indeterminada, la respuesta es positiva: siempre existe un polinomio ele grado 110 ma.yor que n, que 1 diversos valores dados de tome unos valores pre/ ijados para. n



+



+



la i11determi11ada.



En efecto, supongamos que se necesita hallar un polinomio de grndo no mayor que n tal, que para los diferentes valores de Ja indeterminada a,, a~, . . . , an + i. Lome respectivamente Jos valores c,, c2 , • • • , Cn H· Este polinomio es:



/ (.:i:) =



n ¡ t



)'



i= I



e; (r - a,) ... (z-a¡_, ) (z - ai.1) ... (z-onttl . (o¡-'1 1) ••• (a¡-01- 1) (a¡ - n1.1) ... (a¡-l• n+1)



( ) 6



En efecto, su grado no es rnayor qoe 11, y el v¡)Jor f (a1) es igual a c1• La fórmu la (6) se denomina fórmula dt• interpolación de Lagrange. La cl e uornina ciún «de int.erpolació11* se dclic a que, conociendo los valores del polinomio en n 1 puntos, so pueden hall ar por esta fórmula s us valores en C11;llesarénlesis que figuran en el segundo miembro, reduciendo luego los términos semejantes y comparando los coeficientes olJLenid os con los coeficientes de (7), se obtienen las siguientes igu;ildndes, denominadas fórmulas de Vfota., que expresan los co1>ficieu t cs do! polinomio mc'diantc s us raíces: a, -= - (a1 +a 2 -1- a,.), ltz _,, a:,0:2 + a:,0:3 + . · . -:- ª'ª" -i- 


+



+ ...



+



lln- 1= (-1) - 1 (a,a.2 ... Cln-1 + lln = ( - 1)na1Ct2 · · · C.Cn. 11



a11X2 ••. CXn-zCXn+ •••



-i



a2C1.3 •••



• Aquí se toma cada ra íz múlli11lc el número respectivo do t



1 -::~:!



v~cs.



a,,),
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Pol' lo tanto, en el seg undo mi emb ro de la k-ibima igualdad, k = 1, ::!, . .. , n , figura una surn¡i de Lo•lm; lo.-; productos posibles eg1111 que k :f\o('ii.la~ sus mices. ,\ si . ¡oucs, ha ll~mos e l 11oli11ornio f (x) 1)(: cuar·to grado, de 1110110 


ª• = -(5-2 + :j -:- 3) ~ - ~l.



11 2 '>-(-:!) -1- 5· 3 !- ii ·3 H- :!J-:l t ( - 2¡.:1 : 3.3 - t7, "' ~ -l~•·(-2)·3· l-ii·( - :!)-:l : ;,. 3 .;¡ H- 2)-3·31 3:~ .



ª"-· 5 · ( -:!)-3·3 ~ -00, por lo c· ua l



f (x) =



x• - 9:..-~



-l-



17;¡;2 :_ 33.r - HO.



Si el coeficiente superior (In dci polino111 io / (x) es diferente de t, para la aplicación de las fórmulas de Victa es neccsa rio di vidir pri111ero lodos los coeficientes por ct 0 , pues esto no iufln~·e en las raíces del polinomio. En este caso, las fúrmulas do Victolinomios de coeficientes reales. Precisamente en est as consecuencias está basada la importanci a excl usiva del teorema fundamental antes mencionado. Supongamos que el polinomio de couficientes reales



/ (x) = aox" + 1i 1x"- 1 + ...



+ On- 1 + a,.



ti ene la raíz imaginaria a, o sea , r¡ue no


1- n 1a"-1 + ... ··i



lln- 1


i· a,, =0.



Ya sabemos que no se infringe la última igualdad al s ustit uí!' to


-r·a,ctn-1 + . .. +an-1-; : alt =



O,



 .~
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o sea,



f(a) = O. Por lo tanto, si un número imaginario aes una raíz de un polinomio f (x) de coeficientes reales, el número conju.gado también es una raíz de f (:e). Porcousiguíente, el polinomio f (x) es divi~ible por el trinom io cuadráliro



a



(8) cuyos coeficienles, romo ya sabemos por el § 18, son reales. Aplicando esto, demostremos que las raíces a y del polinomio t (x) són de un mismo orden de multiplicidad. En efcclo, supongamos que los é)!'(lencs de m11lliplicidad de estas raíces son /,; y l, y que, por ejemplo, k > l. Entonces f (x) es divi siblé por la l-é.


a



El polinomio q (x), como cociente de dos polinomios de coeficientes reales, también liene coeficientes reales, pero, en contra de lo demostrado anteriormente, el número a es raíz de éste de orden (k - l), mientras que el número no es raíz. De 


a



§ 25. l' racci\mcs racionales En e l C\trso de análisis malcmálico, además do las funciones racionales enteras, llamadas polinomios, se estudian también las funciones racionales fracciona.rías; óslas~on los cocientes~~~) de dos funciones raciono les cnleras,donde g(x) =;t=O. Con estas funciones se cfcclt'.ian operacio11.
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nes algebtaicas según las mismas leyes con que se opera con los números racionales, o sea, como con quebrados de numeradores y denominadores enteros. La igualdad de dos funciones racionales fraccionaria s o, como en adelante se diro\, de dos fracciones racionales, se entenderá también on el mismo sentido que la igualdad de quebrados en la aritmética elemental. Para precis


Toda fracción racional es igual a una fracción irreducible, determinada 11nívocamenle salvo un factor de grado cero, que es común para el numerador y denominador. L::n ofecto, cualquier fracción racional se puede si mplificar por ol múximo común divisor de su num erador y denominador, después de lo cual resulta una fracción irreducible igual a Ja dacia. Después, si las fr;i cciones irreducibles /(x) y 


g (x)



si



f (x) \ji (x) =



(z)



g (x) 



(1)



como f (x) y g (x) son primos entre sí, vor la propiedad b) del § 21 se deduce que q> (x) es divisible por / (x); y como q> (x) y ij> (x) son primos entre .~í, resulta que f (x) es divisible por cp (.:r). Por lo tant.o, f (.z:) = cq> (x), y de (1) se deduce que g (x) = e ij> (x). Una tracción racional se dice que es propia, si el grndo del numerador es menor que ol grado del denominaclor. Si convenimos en considerar al polinomio O como una fracción propia, s ubsiste el siguiente teor ema:



Toda fracción racional se representa de un modo único en forma de una suma de un polinomio y una fracción propia. En efecto, si se da una fracción racional ~~:~y si, dividiendo el numerador por el denominador, se obtiene la igualdad f (x) = g (x) q (x) + r (x), donde ol grado de r tx) es menor que el grado de g (x), entonces, como fácilmente so comprueba, / (z}



g (z) = q (x)



Si también se cumple Ja igualdad f (x) g (x)



r (x}



+ "ilW . 



= q (x) + ij>(x)



'



 §
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25. Frac/ones raciona/e.



donde el grado de tp (x) es menor que el grado de 1p (x), entonces resulta la igualdad x)- -(x)= (x)r(x) q( q 1J>(:i:) g (r) 1jJ (x) g (x) · Como en el primer miembro figura un polinomio, mientras que en el segundo, uml fracción propia, resulta: q(x)-q(x)=O y 


r(x) = Ü. g (x)



Las fracciones xacionalcs propias pueden ser sometidas a un examen ulterior. Recordemos para eslo que, como se ha seiialado al final del ¡iárraCo anlerior, son polinomios reales irreducibles los de la forma x - a, donde a es real, y los de la formii x 2 - (f3 if) x + f31i, donde f3 y j3 es un par de números imaginarios conjugados. Como fácilmente se comprueb11, en el c11so complejo desempeñan un papel an•ílogo los polinomios de la forma x - a, donde a es un número ('OmpJejo cua lquiera.



+



+



La fracción racional propia ~ ~=: se llnma simple, si su denominador g (x) es una potencia de un polinomio irreducible p (x), k ;;;:d , ' • ~¡?(X) = pk(x),



f (x) es menot· que el grado de p (x). Suhsisle también el siguiente t eorro-



y el grado del numerador



pia



e (:c~~\x)



, dond e lo:; polinomio;; g (x} y h (x} son primo:; entre sí:



(g (x). h (x)) = 1. l'or consiguien lo , en virtud del § 21, ex is l


u



v



g(.•} li (x)+h (x) v(l·) = l. De aquí,



g (x) [Ü (l') f (1·)] + h (x) IV(x) / (x) ] = f (:r:). (2) Supongnmos que dividiendo el producto 11 (x) f (l') por h (x), so obtiene un resto u (x), cuyo grado e>< menoi- que el grn•lo cll' h (x). En osle ca.s o, la igua.ldo.d (2) se puedi-! escrillir del 111od.o si¡; uiente: (3) g (x) u (:r) -1 h (x) v (x) = f (x), donde v (x) es im poliuornio cuya expresión se podría lrnLer e~crilo sin dificu h:id. Co1110 el grado del prorlucto g (x) u(.,.) es menor que
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el grado del producto g (x)h (x) condición, para el polinomio f (x), de grado menor que g (x) h (x) y, será menor que el grado de g (x).



v (x)



/ (x) g (x) h (x)



y esto mismo es cierlo, según Ja el producto h (x) v (x) será también por consiguicnle, el grado de v (x) De (:3) se deduce ahora la igualdad



=



g (x)



+



tt (x)



h (.r.)



'



en cuyo segundo miembro figura una suma de fracciones propias. Si al menos uno de los denominadores g (x), h (x) se descompone en un producto de fact.ores primos entre sí, se puede crecluar la descomposición ulterior; continuando de este modo, se obtiene que cualquier fracción propia se descompone (!n una suma de unas cuantas fracciones propias, cada una de las cuales tiene por denominador una potencia. ele un polinomio irreducible. Más exactamente, dada una fraccibn propia ~ ~~~ , cuyo denominador ¡>osee la descompos ición en factores irreducibles g (x) = p~1 (x) p~• (x) ... p:1 (x)



(por supuesto, siempre se puede suponer que el coefici ente s uperior del denominador de la fracción racional es igual a Ja unidad), s iendo p 1 (x) =/= p 1 (x) para i =/= j, se tiene .12)_=~+ g (x)



p~i (x)



u2(.:)



p~• (x)



+ · · · +~· p~I (%) '



todos los términos del segu ndo miembro de esla igualdad son fraccio· nes propias. No queda más que con.o;iclerar una fracción propia de la forma ;h~~ donde p (x) es un polinomio irreducible. Aplicando el algoritmo de la división con resto dividimos rt (x) por ph-i (x), Juego, el resto obtenido lo dividimos por p 11 - 2 (x), etc. Llegamos a las siguientes igualdades: u (x) = p lt-i (x) s1 (x) + u, (x), u 1 (x) = p 11 - 2 (x.) s2 (x) !t2 (x),



,



+



U1t - 2



(x) = p (x) sh-1 (x)



+ uh - 1 (x).



Como, por la condición, el grado de u (x) es menor que el grado de pk (x), y el grado de cada uno de los restos zt 1 (x), i = 1, 2, . . . , I• - 1, es menor que el grado del divisor correspondiente p 1•- 1 (x), los grados de todos lós cocientes s1 (x), s2:(x), .. . , (x) serán estrictamente menores que el grado del polinomio p (x). El grado del último resto uh - i (x) será también menor que e l grado de p (x).



s,,_,



 .~



25. Fracclon.t$ racionales



De las igualdades ohLenidas, resulta: u (x) = p 1•- 1 (.x) s 1 (x) + p1' · 2 (.x)s2 (x) + ...
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+ p (x) s,,_ 1 (x) +



Ui.-t



(x).



Ou aquí, oblencrnos la representación buscada de la fracción raciotJal ~ en forma ele una suma de fracciones simples:



p'' (x)



u(x)



p1' (z)



=



11¡¡_1 (x) ...L.~+



p'' (z)



· p''-1 (z)



.. +



•2(z)



·



p2 (x)



+



s 1 (x) p (x) •



El teorema fundamental queda demostrado. Este se puede completar con el siguiente teorema de unicidad: Toda fracción racional propi


p:•



en una fracción cuyo denominador es p 1 (l) y cuyo numerador



p:•



e,,; el ¡>roduct.o u (x) p~: (:r) .•. (x). EL numerador no se di,·ide exactamente por el denominador, puesto que el polinomio P1 (x) es irreducible y todos los factores del numerador son primo:; con él. Efectuando la división con resto se oblicnc c¡ue es igmtl a cm·o la suma de un poli uomio y una fracción propia difcre11tc de cero, lo cual e~ imposible. Ejemplo.



Dcscompon~r ~"



una suma de fracciones simples la fr;acción pro-



/ (x)



real IJ (x) • donde / (z) ~' 2z4-10x3+ 7x2 + 4x + :1, ¡ 2x2-3x 1-2.



g(x) = x•-2.c3 f¡Ít' ilmentc se comprueba que



g (x)'- (.r 1· 2)(x-1)2(.:2 .¡. 1).



dondo cada uno ele los polinomios .r + 2, :& - 1, t.coría quo acabamos 


z2



+



1, es irreducible. De Ja tiene



dcseolJlpo~ici ón hu~cadn
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que tenor la forma



lJ&_="-' - + --IJ_ c_-1- Dx + E g(x) x -f- :1. (:i:-1)2 · x-1 ' .:r2 + 1 ' -L



(4)



donde Jos números 11, IJ, C, D y E tienen que ser todavla buscados. Do (4) ~e deduce la igua ldad f (x) -= .-1 (.:i:-1)2 (x2 + 1) +D(z-1-2) (x2 f- 1) +e (z ¡.. 2) (x-1) (z2 + 1) jDx (x+2) (x-l)Lf-E(z + Z)(z-1)2. (5) Identificando los coeficientes de iguales potencias de la indeterminada x 011 ambos miembros de la i~ualdad (5), obtendríamos u.n sistema de cinco ecuaciones lineales respecto a cmco incógnitas, A, D. C, D y E; como se deduce de lo demostrado anteriormente, esto sistema tiene una solución que además, es única. Sin embargo, procederemos de otro modo. Poniendo on la igualdad (5) x = -2, obtenemos la igualdad, 45A = 135, de donde (6) ..t - 3. Poniendo luego en (5) x = 1, obtenemos , 6R = 6, o sea



+



ll ~ L



Después tle osto, po.ne1nos en la igualdad (5) " = O y :r: Teniendo en cuenta (6) y (7), obtenemos las ecuaciones -2C + 2E ~ 1, } -ltC-4D+4E - - 8. De ac¡u í, D = J.



(7)



= -1, sucesivamente. (8) (9)



Pongamos, finalmente, en la igualdad (5), x = 2. Teniendo en cuenta (G), (7) y (!I), llogl\mos a la ecuación 20C -H .E = -52, que junto con la pri mora de las ecuaciones (8) da C = -2, E = - 3. Por lo tanto, f (.:r) 3 1 2 x- 3 -¡¡-(X)= :r: + 2 + (.:i: - 1)2 - -;=-¡-+ :r:2..¡.. 1 .



 CAPITULO Vl



FORMAS CUADRATICAS



§ 26. Re ducción de una forma cuaclrá lica a la fonna canónica



La teoría de las formas cuadráticas tiene su origen en la geometría analítica, más precisamente, en la teoría de las curvas (y superficies) de segundo orden. Es bien sabido que la ecuación de una curva central de segundo orden en el plano, después de tn1sladar el origen decoordenadas rectangulares al centro de esta curva, tiene la forma Ax2 -l 2B:i:y ;- Cy~ = D.



(1 )



Se sabe también que se puede efectuar una rotación de los ejes coordenados en un ángulo a, o sea , un carnhio ele las coordenadas x, y, por las coordenadas x ' , y': x "" x' cosa - y' sen a, } ce. + x' cos a,



y = x' son



(2)



de modo que en las nuevas coordenadas Ja ecuación de la curva tome· la forma «canónica»: A'x' 2 + C'y' 2 = D; (3) por conin de coordenadas (2) se puede i11Lerprctar como una lran~ formación lineal de las i11determinaJas (véase el § 13). la cual, además, no es degenerada, puesto que el determinante de sus coe[icient.cs es igual a la unidat\. Esta transformación se aplica al pri111er miembro de la ecuación ('l). Por lo tanto, se puede decir qu e medi1uite Ja t¡·ausformacibu lineal no degeuerada (2), el 1n·imer miembro de la ecuación (1) se co11vierlc en el primer miembro de la ecuadón (3). Numerosas aplicaciones reclamaron la claborflciún de una teoría análoga para el caso en que el número de las jndeterminadas, en lugar de dos, se;1 igual a cua lquier n, y Jos coefici en tes sean, o bien números reales, o bien números co mplejos cualesquiera. Generalizando la expresión que figur
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Se llama forma cuadrática f en las n indolerminadasx1 , Xz, a una sumn, en la cual cada término o es el cundrndo de \1na de cslas indelerminadas o os el produclo do dos inclcterminndns diversas. U na forma cuad rúlica se llama real o compleja según que s us coeficientes sean númerns reales o cunlesquiera números complejos. Suponiendo que en la formu cuadrál ica f ya so ha hecho la reducción de términos semejantes, hagamos !ns sigu ientes notaciones para lo:; coeficientes de la misma: el coeficiente de xf lo designaremos por 11 11 , y el coeficiente del producto x 1x 1 , para i :/= j, por 2n , 1 (icompárese con (1)1). Como x 1xJ = x i:i: 1, el coeficiente de es te p1·oducto se podría indica r lambién con la notación 2a¡¡, o sea, las nolacionc~ introducirla~ s 11ponon el cumplirnicnlo de la igualdad:



., x,. .



(4) El Lórmino 2aux¡x¡ se puede escribir ahora en la forma 211¡ ¡X¡X¡



=



(l¡¡X¡ X¡



+ a¡¡XjX¡,



y toda la forma cuadr


I=



n



n



~ ~ ll¡¡X¡X¡;



(5)



i = I i= I



e n pa rlicular, para i = j re:;ulta el término alix?. Con los coeficien tes a11 se puede formar, ovidentemente, una matri z cuadrada A = (a 11) de orden n; ést a se llama matriz de la forma cuadrática /, y su rango r, rango de esta forma cuadrática. Si, en particular, r = n, o :;ea, si la matriz no es degenerada, la forma -0uadrática f también se llama no degenerada. En virtud de la igualdad (4), los elementos de la matriz A, simétricos con respecto a la diagonal principal, son iguales entre si, es decir, la motriz A es simétrica. Reclprocamente, para cualq uier matriz simétrica A de orden n se puede indicar una forma cuadrática (5) en n indeterminadas, cuyos -0oeficientes son los elementos de la matriz A. La forma cuadrá tica (5) puede ser eS-Orita en otra forma, aplicando el producto de matrices rectangulares, definido en el § 14. Conven· gamos primero en hacer los siguientes notaciones: dada una matriz cuadrada A, o en general, una matriz roclongular, se design ará por A' la matriz que se obtiene transponi endo Ja matriz A . Sí los matrices A y B son toles que está definido su producto, -entonces se cumple la igualdad: (AB)' = B'A',



(6)



 § 26. Reduccl6n de nnn. forma ciiadrátlc11 a la forma cnnónic11



11'1



sea, Ja matriz transpuesta del producto es igual al producto de las matric1!S transpuestas de los factores, pero tomadas en orden inverso. En erecto, si está definido el producto AB, también estará definid o ('( producto B' A', lo que se comprueba íácilmente: el número de ~·olumuas de la matriz B' es igual al número de filas de la mat ri7. A'. El elemento de la matriz (AB)' que íigurn en :


min;1clas:



:


:i:z



X=



.



( x,,



.



X es una mattiz do n íilas y 11na colun1111.1. Tranl'po11i


 ii 2



Cnp. VI Formas cuadrótfro.• .



Mul t ip li


X¡ =



..



~



q¡¡,y¡,,



i



~



1, 2, . .. , n,



(8)



h~t



de matriz Q = (


f = Y'(Q'AQ)Y, o f '"-" Y'HY,



do11do



ll = Q', IQ. La matriz B e>' ~i m lit rica. puest.o q11i>, ('ll ,. i rt 11d de la igt1


B ' _, Q'A'Q = Q' AQ = IJ. Por lo t.anlo, queda demostrado el sig uic11l e t eorema: Una forma cuadrática en n indeterminadas de matriz A, después de efectuar uiut tran sformación lin eal de las indetnminaclas de matri z Q, se convierte en una forma cuadrática en las nuevas indeterm inadas, siendo la matriz de esta fu mm el producto Q' A Q. Su pongamos a bora quo se cfccLúa 1111a transformación li nea l no degenerada, o sea, que la matriz Q y, por lo tan to , también 111 m atriz Q', no son degeneradas. l.:a este c;1so, so obtiene el prodt1ct


 .~ 26.



Rtd«cctó11 de



""ª /orm'



cuadl'állca n ta forma ca11ó11ica
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Ve


()



º)



b2..



'



. &,.



~



la exige nc ia de que esta matri1. tenga e l rango r es equiva ente a la suposición rl c que en su iliagonal principal figurou ex cta 111ent c r elementos diferente;; de cero. Pasemos a la clemoslrnciún de l siguienle teo rema fundament a l sobr e las foruws cuadríil.icas . 'l'oda forma cuadrá tica puede ser reducida a la forma canónica mediante una transformación lineal no degenerada. Si es que se considem una forma cuadrática real, todos los coeficientes d11 la transformación lineal indica!la se pueden suponer reales. Este t.eorcma subsiste 1n1 ra el caso de formas cuadr:íl cus en un a indeterminada, puesto que son de l
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Sea clada una forma cuadrática



f



=



±±



a ¡¡X¡X¡



f==t



('12)



; :a t



en n indet(~ r111inad;1s x 1 , :c2 , • • • , x,, . Vamos a procurar hallar una transforma ción lineal 110 degenerada dC" tal modo que sep'1 re ele f el cuad rad o 


f =a~tyi + f!,



( 14)



donde g será ahora u11a forma c uaclr
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Esta no es degenerada, pues to q1.1e su delerminante es:



1 -1 1 i



o ... o o .. . o



o o 1 ... o o



= 2 =f.= 0.



0'1. .. 1



Como result.ado de esta tran sformación, el término 2a12.x1.x2 tomará la fwma 2a,2X1Xz = 2a 12 (z1-z2) (z,



+ z2) =



2a1i=i-2a, 2z;,



es decir, en la forma f aparecerán a Ja vez los cuadrados de dos indeterminadas con coeficientes diferentes de cero, que no podrán simplificarse con los demás términos, puesto que en cada uno de estos últimos hay por lo menos una de las indeterminadas z 3 , • • • , Zn·



Aho1·a nos encontramos en las condiciones del caso considerado



anteriormente, de modo que con otra transformadón lineal más, no clrgoncrada, se podrá reducir la fornia f 1\ la forma (14). Para terminar la demostración no queda más que seüulal' que la forma cuadrática g depende de un número menor que n de indeterminadas, y por la hipótesis do la inducción, .se rocluc:o a Ja forma canónica medían te una transformación no degenerada de fa~ i 11determinador lo tanto, mediante dos o tres transformaciones lineales no degeneradas (que se pueden sustitu ir por una sola transfornrnción no degenerada: por su pro· duc~o), la forma cuadrática f se reduce a un:\ suma de cuinhados de las indetermi1iadas con ciertos coeficientes. Como ya s11bcmos, el número de estos cua en la dentM· tración, se aplica el método expuesto para separnr s ucesivam(•nlc los cuadrados do las inclelerminadas. F:jc01 plo. Heducir lll forma c uadráLi ca a la forma canúnica.



( lli)



 Gap. VI Formas cuadráticas



176



Debido i1 la ausencia en esta forma de los cuadrados de las indet.ermina


.%1 = !f1 + !fz,



de urntriz 1 - 1



A~



(



1



o



X3 = !/3



º)



1 O , o1



d(•s puós do lo cual so obtiene:



f = 2yi - 2yl - liY1Y3-8Y2!/3. Abora, el coelicicnte de yj es dilerenle de cero y, por esto, en nuestra forma se puedo separar el cuadrado de una indelertninada. Haciendo



Z1 ~ 2y1 - 2y3, '> SM,



•2 ~ Yi ·



%3 ~ y3,



efcctwu>do la Lransfornw c.ibn lineal c.uya inversa tione Ja matriz



8 =- (



~~



: ) •



o o1 la forma



f so retluce n In forma 1 f =z zf - 2z~ -2z~-8ziz3 •



Por ahora solamente so ha se¡Jarado el cu:idrado de la indeterminada • 1 , puesto que la (orma contiene todavia el producto de las otras dos indeterminadas. Aplicando la desigualdad de cero del coeficiente de:~, empleamos de nuevo el método cxpn


tz -



-2z2-'iz3, 13=:3,



c uya inversa tiene la matriz



C=(:o - o~-~) · 1.



se reduce, fiualmeute, la forma f a la forma canónica



f=



! ti-! tl+Gt~.



(17)



T..a translormacióo lineal que reduce simultáneamente la forma (t6)



a Ja forma;(17) t.ione por matriz el producto



wc~c -~ -}
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:\>ledianlc una sustitución directa ~ puedo comprobar quo la lrans!onnación lineal no degenerada (puesto que el dctonninanto es igual n - -} ) t



l



X¡ = ;rt 1 + 71~ -J 313.



t 1 .l"2 - yl1--zl2-l3,



transforma (16) en (t7).



La leoría ele la reducción de una forma cundráLica a la forma canónica se ha elaborado por analogia con la teoría geométrica de las curvas centrales de segundo orden, pero no puede suponerse que es 1111a ge11ernliznción ele esta última. En efecto, en nuestra teoría :;e permilí a la nplicación de cualesquiera transformaciones lineales no degc11crnilfls, micnlrfls que la reducción de la ecuación ele una cun·a de segundo orden a la forma canónica se consigue aplica ndo transfonnadoncs lineales de una forma (2) muy especial , que representan rotaciones del plano. Sin embargo, esta Lcoría geométrica >'e pucllc generalizar ;ti caso de formas cuadrilticas en n indeterininudns con coeficientes reak'S. En el cap. 8 so liará una exposición ele esta ~enorn l ización, denominada n >


Gcnern lmcnLe, la íorma canónica a que so reduce una fornrn cuadrática dada no se determina unh·ocnmcnle, pues toda forma cua1lrál ioi se puede reducir a la forma cn11ónicn de muchos modos. Asi, la forma cuadráti ca f = 2.:r 1x 2 - 6xix3 2x3 x,, consirlerada en el r 


+



x, =



11 -; 3L2 -1- 213,



X2 =f1 -



l2-213,



X3=



lz



se reduce u la forma ca nónica t = 2t;



+lit;- st;,



distinta ele la olilc11ida an lerior111cnlc. Surge lu pregunta: ;.Q11¡.: lic11c11 ole c.omíin las diver,:as formas cundrúli cas canónicas a que se reduce In for11111 f dada? Como veremos. csln rue.slióri c::;t[t cstrcclJamenLc lil(nda con la siguiente pregunta: ¿cuál es la condicióu para que u1111 de l


 li8



CtJp. Y/. Formas cundrltJicas



Sin embargo, lu respuesta a estas ¡wcg untlls depende ele que seno reales o complejas las formas c11a


Esta reduce f a la forma f = z; i- z; +



. . . + z;',



(1)



denominada norma.l, la c m1l es, simpll:lmc11lc, la suma de los ('11!ldr11dos 


Dos forma.s cuadráticas cornpfrjas en n i1ule terniinadas se reducen una a otra mediante transformaciones lineales 1w degeneradas con coeficientes complejos cuando, y sólo cuando, éstas son de un mismo rango. Do este teorema se deduce s in dificult11d que puede ser forma canónica de una forma cuadrática compleja de rango r cualquier suma de cuadrados de r indeterminadas con cualesquiera coeficientes complejos diferentes de cero. El asu11to se complica si 1;e conside ron formas cuadráticas reales y, sobrl:l todo, si se permilcn solamente transfor maciones linl:lales con coeficientes reales, cosa muy importa nte. En este caso. y1.1 no se puede reducir cualquier forma a la forma ('1), puesto q11e probablemente se tendría que efectuar la extracci6n de la raíz cuadtada de un núm ero negativo. Sin embargo, si llamamos ahora forma normal do una formn cuadrática a la suma de lol:l c ua drados ele unas cuantas indeterminadl1s, tomadas con los coefici onttw .:....1 o - 1, se puede demostrat· lácilmenlo, que cualquier forma cu.adrálica re
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reducin a la forma normal mediante una transformación lineal no degenerada con coeficien /l'.~ reales. En efecto, la forma f en n ind e te rmin adas, de rango r, se reduce a la forma canónica, t¡ue se puede escribir del modo sig11 ie nte (camhinndo la numeración de la:; in


don de todos los nínnoros c1 , •• • • e,,; c1d 1, •• • , e,, ;;on diJcrentes de cero y posit.ivos. Entonces. la transformación liueal no degenerada con coeficientes rcale:; pa ra i -- 1, 2, .... r, Z¡ = Y¡ para j = r -. 1. . .. , 11., red ucf? f a la forma no rurn 1,



Z¡ . v;:;y¡



E l núm e ro tota l de cmHlrailos c¡nc fig 1m1n aquí e:; igua l a l rango 


f



~



!!; + ... -1- y~ -



yf.+ 1 -



••• -



y; =



=z! : ... -'. -z7-zl+1- ... - z;.



(2)



Como el paso rle las inrlel ermi narl;is x 1 , :i:2 , . . .. ~· .. ¡1 las ind e terminadas Yi. y 2 , ••• , 11 11 era una t.r1111síornuu:ión lineal no cl cgcncrndn, h\:s segnnd


"



¿j $ -:.



Arniloga rncnl()



..



Zj



O¡~.:l's t



= 1, 2, . . . , n.



(3)



j = 1,2, ... ,n.,



(4)



i



I



~ b;¡:C¡, I• 1



dornl e el det e rminanl e ¡\e Jo¡; c nefi cicnt es es de m1c''º dif..-rc11\,e de cero. Lo:; coeficie11les en (3). ;11 igua l que en (4) , son nún1eros reales. 12•
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Supo1Jg¡)JJH>s :ihora l sist-. emn de igua ldades: y 1 O, .. . , !J11 = 0, Z/11 = 0, . . . , ::, = 0, ... , ::n = O. (5)



Si los primeros mi embros de est as igualdad1\S se s ustil.uyen r•or s us



expresiones (:3) y (11), ,;e obliene un sistema den - l + k ccu::tcioncs lineales homogé11cas co n n incóg niLus .'!:1 , :r: 2 • . . . . x 11 • El 11ú1nero de ecuaciones en est0r sus expresiones (3) y (4), y pongamos d espués en lugar de las indclcnninMlas los núm erosª" a~ • ... , a 11 • Si, para ab re viar, se designan c.on Yr (a) y Zj (a) Jos valores de l a,,; indeterminadas y 1 y ZJ> qu e so obtienen clespués lle esta sustitución, la igualdad (2) se conv ierle, en virtud de (5) , en la ig ualdad -Ylr + 1 (ce) - ... - !Ji (a) = z; (a) + ... + zJ (a). (li) Como tod os lo,; coefi cientes en (3) y (4) son reales, todos los1;1ai1dratJos que fi gura n en la ig ualdad (li) so n positivos; por co nsigui ente. de la igualflad (G) se deduce la igualdad 


 -~
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27. ley de Inercia



Demostremos ahora el siguienLe teorema: Dos 1 formas cnadráticas en n indeterminadas con coeficientes reales se reducen una a otra mediante transformaciones Lineales reales no degeneradas cuando, y sólo cua.ndo, tienen el mismo rango y la misma signatura. En ofecto, supongamos que la forma f se reduee a la forma g mediante 11na transformación l·eal no degenerada. Ya se sabe que esta t,ransformación no altera el rango de la forma. Esta tampoco puede alterar la signatura, puesto que, en caso conl1·ario, las formas f y g se reducirían a diferentes formas normales, y la forma f se reduciría a ambas formas nor males, lo cual contrad ice a la ley de inercia. Recíprocamente, si las formas f y g tienen un mismo rango y una misma signatura, entonces se reducen a una misma forma normal y, en consecuencia, se pueden reducir una a otra. Si se da una forma cuadrútica g en la forma canónica



g = h,y1-1- b2y; +



... ..!.. ú,y;.,



(9)



con coeficientes reales tliícrentes de cero. el rango es, evidentemente, igual a r. Fácilme11le se ve, empleando el método aplicado anter iormente de reducción de esa forma a la forma normal. qu


+ a2x2 + ... + anX



11 ,



'lj; = b1x 1-i- Ú1 .-r2



+ ... -l b,.x,.,



se obtiene, ev id cntemeute, una forma CtHHlrátic11. ~o cu11lquier fo1·nrn cuadrática se puede representar e n forma de un pro1luclo de dos formas lineale>le. Una forma cuadrática cornp/ejn f (x., :r. 2 , • • • , :i:11 ) c.~ di•scomponiblt> cuando, y s son propon;io11alcs, 1j) - · C\j),
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siendo e =I= O, y lo forma 1p no es nula, :;upondromos que a¡, por ejemplo, es diferente do cero. Ento11cos la transformación lineal no 


rcd11Ct' la forma cu11uroílica  a la forma 1ri¡i



cy¡.



Como e n el segundo miembro figura una forma cuadrática de rnngo 1 , la forma c11adrí1Lica 1pi¡i tambión Lcnd ní e l rnngo 1. Fina lmente, s i las formas lincnl e.s cp y 'ljJ no son proporc ionales, s upondremos que



1:: ;:: 1=I= o. Entonces la 1ransformación lineal y1=



!/~



a 1.x1 1 a~:r: 1- • ••



" b 1X 1



+ a,,x,,,



1· b~Xz + ... 1· &,,.Xn,



3, 4, ... , n



y, ·= x 1 para i



no sení dege nerada; ésta rcducir:í la forma cuadrática forma 


t¡'lj>



a la



!/1!fi ·



En el segu n do 111ic111IJ1·0 figura una forma cuadrática de rango 2, qu e en e l caso d e coeficientes rea les Lc ndnÁ la s ig natura O. Pasemos a la clcmosLración de la afirmaci


/ = cu!. c=faO, o sea, a la forma



f - (cy,) Yt· Expresando linealmcnLo y 1 mediante x ., x 2 , • • . , Xn, se obLiene la representación de la forma f en un producto de do~ formas lineales. Final mente, una forma cuadráLica real f (x., x 2 , • . • . . . , x,. ) de rango 2 y sign aLura O, media nl o una transformación li neal no degenorudu, se redu ce a Ja forma f



= u:-



u;;



a esta misma forma se puede reducir cualquier forma cuadrútica compleja de rango 2. Sin embargo, y; - !/; =, (y, - Y2)(Y1 1 112).
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y en el segundo miembro, después de sustituir y 1 y y 2 por sus expresiones lineales mediante Xt. X2, . . ., Xn, resultará el producto de dos formas lineales. Así, el teo1·ema queda dem ostrado. § 28. Fonnas definidas positivas



Una forma cuadrática f en n indeterminadas con coeficientes reales se llama definida positiva, si se reduce a una !orina normal que consta de n cuadrados positivos, es decir, si tanto el rango como el índice posilivo de inercia de esta forma son iguales al número d e las indeterminadas. El siguiente teorema da la posibilidad de caracterizar las formas definidas positivas, sin reducirlas a la forma normal o canónica. Una forma cuadrática f en n indeterminadas .t"¡, x 2 , . • • , Xn con coeficientes reales, es definida positiva si, y sólo si, para cualt:squiera valores reates de. estas indeterminadas, no simultáneamente nulos, La forma toma valores positivos. Demostración. Supongamos que la forma f es definida positiva, -0 sea, que se reduce a la forma normal



f = Y! + y; + .. . + y~,,



donde



(1)



n



!Ja= L}a;j.t"¡,



i = 1, 2, ... ,



n,



(2)



i= I



siendo dife rente do coro e l determinante de los coeficientes reales a.11 • Si se quieren poner en f valores reales arbitrarios de las indeterminadas x., x2, ... , x,., a l menos uno de los cuales es diferente de cero, se pueden ponerlos primero en (2) y, después, los valores obtenidos de y¡, en (1). Obsérvese que los valores obtenidos en (2) para y 1 , J/2, . . . , Yn• no pueden ser simultáneamente iguales 11 cero, puesto que en caso contrario resultaría que el sistema de ecuaciones lineales homogéneas n



~ a1 Jx¡ -~ O,



i= 1, 2, ... , x,



j=I



poseería solución uo nula a pesar de que su determinante es diferente de cero. Sustituyendo en ('1) los valores obtenidos de Yi. y 2 , . . . . y,. so obtiene 11n valor de la forma f, igual a la 3uma de los cuadrados den números reales que no son todos iguales a cero; por consiguiente, este vnlor es estrictamente positivo. Recíprocamente, supongamos que la forma f no es definida positiva, o sea, que su rango o s u indice positivo de inercia es menor que n. Esto s ignifica que en su forma normal, a la que se reduce tr1cdi
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o bien fa lta, o bien figura con el signo menos. Demost remos que en este caso se illleden elegir pnr11 las i11clc tcrminnd11s x., x 2 , • • • , x,. unos va lores reales, no todos iguales n cero, do modo que el valor de esta íormn pnra estos valores de las indctcrmi rrndas !;ea igual a cero e incluso 11egativo. Tales son, por ejemplo, los valores que se obtienen pnra x,. x 2 , ••• , Xn al resol ver por la regla de Cramer el sistema de ecuaciones lineales que resulta do (2) para y 1 = y 2 = = ... = Yn - 1 = O, y,. = 1. En efecto, para estos valores de las i ncletcrminaclas .1:1, x 2 , • • ., x. In forma es igun 1 a cero, si y~ no figura en In forma normal, e igun l a - 1, si y~ figura en la forma normal con el signo menos. El Lcorema que acabamos tic demostrar se empica en torios los casos donde se aplican las formas cuadritiva o no. Para este fin sirve otro teorema quo enunciaremos y demostraremos de~pués de quo :se int roduzca un conce pto nux iliar. Sea dada unn forma cuadrática f en n indetermi nadas de matri7. A = (a 11). Los menores do orden 1, 2, .. ., n de esta matriz. siLuodos on el ángulo super ior de la i7.q11icrda, o sea, los menores



ª1 11



ª



11



a,~ 1 . '



1 ª21 1122



ali .. . ,



a13 · · •



ªu ª•2 · · · ª'"



a1A



a21 ª22 • • • a21c •••••.•



' . .



ll!?t



ªzz · · · ª2n



•1



ª"1 ªh2 ••• ª'"'



el último de los cuales, evidentemente, coincide con el determinante de l a matriz A, se llaman nunores principales do la forma /. Subsisto el siguiente teorema: Una forma cuadrática f en n indeterminadas con coeficientes reales es definida positiva si, y s6Lo si, todos sus menores principales son estrictamente positic;os. Demostración. E l teorema os cierto para n = 1, puesto quo en este caso la forma es ax2 y, por lo tanto, es definida positiva si, y sólo si, a > O. Por esta razón demostraremos el teorema para el caso de n indeterminadas, suponiendo que ya est.á demostrado para las formas cuadráticas en n - 1 indeterminadas. Hagamos primero la observación siguiente: Si una forma cuadrática f con coeficientes reales quo formnn una matriz A , so somete a una transformación lineal no degenerada de matriz real Q, el signo del determinante de la forma (o sea, del determinante de s1¿ matriz) no varía. 1 En efect o, después de la transformación se obtiene una forma cuadrática cuya matriz es Q' AQ; poro, como 1Q' 1 = 1Q 1. resulta:



IQ'AQl=IQ' l·IA l·IQI = 1A l·IQI'.



 .§ 28. Formas definidas positivas



i85



o sea, el determinante 1 A 1 se multiplica por un número positivo. Supongamos ahora que se ha dado una forma cuadrática \



f=



i.



,. 2;



;=t



a¡p¡X¡.



Esta se puede escribir en la forma n-1



f = 



X z , · · ·, Xn-1) + 2



2;



a1nX1Xn



t=I



+ annX~,



(3)



donde 
rincipales de Ja forma /, menos con el último. Supongamos que la forma f os definida positiva. En este caso, la forma 
rincipales de la forma f, menos el último, son estl"ictamentc positivos. En lo que se refiere al último menor principal ele la forma f, o sea, al determinante de la misma matriz A, éste es positivo debido a las razones ~iguientes: como la forma f es definida positiva, mediante una transformación lineal no degenerada, ésta se reduce a la forma normal que consta de n cuadrados positivos. El determinante de esta forma normal es estrictamente positivo y, por esto, en virt.ud ele la observación hec ha anteriormente, es también positivo el determinante de la misma forma f. Supongamos ahora que todos Jos menores principales ele la forma f son estrictamente positivos. De aquí se deduce que son positi· vos todos los menores principales de la forma cp, y por la hipótesis de inducción, ésta es definida positiva. Por consiguicnto, exist.e una transformación lineal no degenerada de las indeterminadas x 1 , Xz, . . . , Xn - 1 que reduce Ja forma 



n-t



f = ,2;,



y; + 2 ,~



b;nYiYn



+ b,.ny ~ ;
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Lns expresiones exactas de los coeficientes b1,. no tien en interés alguno. Como Yi + 2b1nY1Yn = (Y1 b,,.y,.) 2 - úr,.y~. en virtud de (4), la lransformaci6n lineal no degenerada i = l ,2, ... . n-1, Zn ~ Yn reduce 1;1 íornu1 / a In forma canónica



+



n-1



f



2j



=



1= 1



z; cz;,.



(5)



-!..



Para demostrar que la formu f es definida positiva, no queda más 11ue demost rilr que el número e es positivo. E l determinante de la formn que figura eu el segu nd o miembro de In iguald


defin ida posilivn, ya que sus menores µrincipa les



" I" I 1 2



;), ~on



2 1 = 1•



5



2



:l



-l,1



l -2 = 1 5



-~ - ~



pos itivos. 2. La forma cuadr1iticn



/ = 3zi l- x? -l- 5zH- 4x1.:t2 - Sx¡;r;3 - 4x2z3 no es definida positiva, puesto que su segundo menor principal es negativo 3 ·21 ! = -1.



12



Obsérvese que por analogía con las formas cuadráticas definidas positivas se pueden definir las formas definidas negativas, o sea, unas formas cuadráticas no degeneradasconcoeíicientes reales cuyas formas normales contienen solamente cuad rados negativos de las indeterminadas. Las formas cuadráticas degeneradas, cuyas íonuas normales constan de cuadrados de uo mismo signo, se llaman a veces semidefinidas. Finalmente, las formas cuadráticas, cuyas formas normales contienen cuadrados de !ns indeterminadas, tanto posi.t ivos como negativos, son indefinidas.



 CAPITUl.O VII



ESPAClOS I.lNEALE.'



§ 29. Deí in iciún del esp acio lineal. Isomorfismo La definición do e~1>ucio vectorial do n dimensiones dudn en el § 8, co menzaba con lu definición de un veclo r de n dimensiones como un s istema ordenado de n números. Pnrn los vectores de n dimens iones se definieron luego la suma y e l prorluct.o de ellos 1>or números, lo cua l condujo a la noción de espacio vectori11l de n dimensiones. Los primeros ejem¡> IO!! de espacios vectoriales son los conjuntos de vectores-segmentos que parlen del origen de coordenadas, en el plttno o en el espacio tridimensional. Sin em bargo, Lrataodo estos ejemplos en ul c urso de geomelrla, no siempre creemos necesal'io determinar los vcrlor 111 contra ria cu cuso de que a. sea neg;1livo). En el caso general, la111hié11 csconvc11icnle lraccr uua deíirrición ~si11 recurrir a coord c11;1das» del espacio ,·ectorial, es decir, hacer una tlt)[inición que 110 neccsilc determinar los vcct.orcs como sistemas unlcrwdos de 11Ílmcro>1. Alrorn se dal'Ít Ln l 1le fi11i c iún. Est.a definició11 1•s a x iomáti ca , p uc,.; en e ll a no se t.rnt.a r{1 d e las propiedades de c11d11 \'CCLor por separado, s in o c¡ucsc cnu111< l'Ull los vectores. Sen dad1i 1111 conjunto V; sus l' IC111e11Lo;;; s(' d1•sii.cnarú11 con ll'Lras latinas minúsculas: a, 11. e, ... •. Supongamos también que 11•11Los a, b ele V un olcmcrtto ttnívocarnunlc clNcnninado a b do I ' , de110111i11aclo suma,



+



• t\ Jifcrel\cia de lo co11v(11iido on 1•! capítulo 2, CI\ e l lll'


y 011 ol
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y la multiplicación de un elemento por un número real, scglin la cual, el producJ.o aa del elemento a por el número a está unívocame11te determinado y pertenece a V. · Los i!lernontos de l conju nto V so llamarán i:ectores y el mismo conjunto V, espacio lineal (o vectorial, o a/in) real, si las operaciones indicadM poseen las propiedades 1- VI 11 que s iguen: l. La suma es conmutativa, a -:- b = /1 -:- a. 11. La suma es asociativa, (a 1· b) -:- c ,,,, a+ (b c). 1ll. Ex iste en Vun elemento nu.lo (cero) O, que satisface a Ja condición: a + O = a para todos los a de V. Aplicando I, es fácil de1Hostrar la. unicidad del elemento nulo: s i 0 1 y 0 2 son dos e lementos nulos, s.o tiene: 01-!·Di = 01, 01 +Oz = Oz + 01 = Oz, de do11de 0 1 = 0 2 • IV. Para to1lo elemento a de V exisl e 11n elemento opuesto - a., que satisface a Ja co11dició11: a + (- a) = O. Fácilmente se comprueba, en virtnd de ll y l , la unicidad del elemento opuesto: si (- a) 1 y (- a)z son dos elementos opuest os de a, entonces, (-a), + l


+



de donde (- a) 1 = (- ah, De l


b -l- X = IL. (1) En efecto, se ruede ponel' a-b = a + (-/>), pues (


&+
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(a ·!.. P)a = aa + pa;



V II. (ap) a= a(Pa); VIJI. i·a = a. Seiinlemos algunas de las propiedades axiomas:



e lemen tales de estos



a·O = O.



111 En efecto, para un a do V,



aa = a (a + O) =aa + a.·O,



o sea ,



a·O = a.a - aa = aa + 1-(cca)J = 0, O·a = O,
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clonde en el primer miembro figura el número cero, mientras que e n el segundo miembro, el e le mento nulo de V. P11ra la demost.rac ión , tomemos cualquier 11ú111ero a. Ent.onces GT.


do donde



• (a. + O)a = cca + O·a,



O·a = aa-a.a =O.



13 ). S i a.a = O, entonces a = O, o bienª "' O. ~n e fecto, si a =;il= O, e s decir, que exist.e e l núm ero c::t-1, entonces



a= i



·11



=' (cc 1a.) 


En efecto.



aa .:_ et( - a) = ce la+ (-a.)) = a·O = O, o sen, e l elemento a ( - 11) es opu esto al eleme nto aa.



1;;1.



(-c::t)


En rt>alidad,



a.a. + ( -



o



a ) a.= la + ( -a)) a = Ü·lt ~ O,



e l elemento ( - a) a es opuesto al e lemento ex.a. [()). a(a-/J) =c::ta-ab.



>;Ca,



En CÍC'C l o, en virtud dt• 141. tend remos a (ll - b) =~ ala + (-b)I = aa + a (-b) =aa + (-a.b) = a.a-ah. 171. (a-P)u=aa-pa . Se tiene, en efecto



(a - P)


+ (-~ll) = aa -



P
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Cnp. V II . F:spacios lit1Mles



Oliisi-rvc;;e rpw los n .~iomns y la;o; conscc11encias rnnmeraclnS< se crnploar;ín a rnn l i1111nció11 sin re$er\'as c>."pcdules. Antes se dio la tlefi11ición ele csp¡¡cio li11en l real. Snponiond() qne en el co11junt.o V 110 sólo so ha dolcrmi11a1l o •!I producto por 11ú111oros rnalcs, !'d 110 tambi én po r c nulesquiern números complcjo11 1 co11sc rvurnlo los mi;;mos axiomas 1-VI 11 , o hti ene la rl efin ición do f'Sflnrio lint>al complt'jo. Para fijar itlc11s, St' examina rán a cont.in un(·iún los es1n1cios lineales reales; si n cmabargo, todo lo que se 1Hgu rn d pn'St' nh· c·npítulo se rcfir-rr la.m bién palabra por palabrn a l c:»SO de l's¡mcios lim·ales complejos. Es f:ícil :n ojcmplos de espacio:-: lirn•all':1. Co11:sidere1110.~ todas f¡i;; :-ucesioncs po:


"º



n ...., (a,a 2 ,



..••



a,., ... ).



u1s nperar.ionc;:, con lns sucesiones se efcct(11111 componente a com pom!nt.c: si ¡, =- (fl,, 132. · · · · ~n• · • · ), si' ticn e n + b = (a , :. 13., CXz + flz, ...• a,. ' ~n. · .• ); por nLrn parle, para c ualquier número rea l y, '\'ti



(va,t11a.2 ,



• . . ,



yr1..,.. ... ).



o



Todos los ax iomas 1- Vlll se cump len, sea, res ulta un esp1rni real lo que está convenido en la teoría de las funciones, es decir, como la suma y el produc to por un número de lo~ valores de las funcio nes para cada valor ele la va riable inrlopen rli cnle. Iso morfismo. N11ost ro obíeli vo próximo consiste en la elccció11, entro todos los espacios . fi nen les, de aquellos que nalur almcnto sepueden llamar es¡n1 cio~ ele dimension es fi 11 ita:s. Jutroduzca mos primero un concepto ge11crnl.
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En la definición de espacio lineal se hablaba de las propiedades de ln s operaciones sobro los vectores, pero no ~o dec ía nada de Jos propiedades de los mi smos vecLores. En virtud de es to, puede ocurrir que, rrnnque los vectores do clos es pacios lincnlcs dados sea n comp letumc11to disLi nt os por s u naturnleza, estos d os espacios no se distingan e n mida desde e l punl o de vista de la s propiedades de las opera ciones. La defini c ión exacta es: Jlos espacios lineiunívoca - d e modo c1uo a cada v ector a de V se asocia un vect or a' de> V', llamad o image n del vecto r a, len ie ndo 


(ri -1 b)'



o



11'



7 l/.



(2)



y la irnngroducto dl• In imagen el!' este n·


(:3)



Seiialcmos. que la co rrcs po11de nc ia biunívocn entre los espacios 11 que satisface a l t1s co ndiciones (2) y (:1) , so llama correspon-



y V'



de11cia de isomorf ismu. J\:;í, µues, el espacio do los vectores-seg111t•11los on e l plano, que parlc11 dl'I origen ele coord e nad as, es isomorfo 111 espacio VC'Cloriul de dos dime n s ioues fornrnclo por p a res ordc11ados de númr ro:< rea les: so obt icnc una corrcspondenria de i~omorfi:;1110 c nt re cslos e:


30. E.'lpa


Como Í;Íc ilm cnlo p11cílc l'nmprobar e l IC'rl.or, la~ dos dc fi 11i cio nprn


*
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solamente lns operaciones con los vectores y, por lo tanto, so pueden general izar para el caso de espacios li 11eales cualesquiera. Por esta razón, eu los espacios lineales definid o:; axiomí1ticamente so puede hablar de si:itemas de vectores linealmente indepcndiente5, de sistemas li1walmcnte indepc11dientes mtix imales (en ca:;o de que existi esen), ele. Si los espacios lineales V y V' son isomorfos, nitonCl's un sistema de vectores a,, a 2 , . •• , a1i di' V es linealmente dependien te si, y 110/0 si, es l.inealm~nte dependlmte el sistn11a de sus im6genes a;, a~ . . . . . . . , a1i en V.



Obsérvese, que ~i la correspondencia a _,. a' (para todos los a tl o V) es unn corre:;pondencia de i~omorfismo onlre V y V', entonces la rorres pondencia iuversa a' _ .,. a. también os de isomorfismo. Por esto, es suíic ionto ex:uninar e l caso en que el sistema a,, a 2, .... sea linealmente depentlieute. Supongamos que existen unos números a., a~, ... , a1i, uo simultáneamente iguales a cero, tules que



ª•



ct1ll1



+ et2Uz + · · · + ClkUh = Q.



Como ya sa bemos, la i1uagcn del segundo miembro de esta ig unldad en el isomorfismo co nsiderado es el cero O' del espacio V'. Tomando la imagen del primer miembro y aplicando unas cuant.as veces (2) y (3), so obtiene: a1a; + a 2a;+ ... + ahaí,= 0', o sea, el s isloma a;, a; . ... , aí. resulta también linealmente dependiente. Espacios de dimensiones fini tas. Se dice que un espacio lineal V os ele climensi6n finita, si se puede hallar en él uu sistema finito de vectores linealmente independiente ma ximal; cualc¡uier sistema ta l de vectores so denominará base del espacio V. Un espacio lineal de dimensión finita puede poseer muchas bases diversas. Asi, en el espacio de vectores-segmentos en el plano, cualquier par de vectores, diferentes de co ro y no situados en una recta, forma una base. Obsérvese, que nuestra definición de espacio de dimensión finita no responde a la pregunta si pueden existir o no en este espacio bases, compuestas de diferente número de vectores. Incluso, se podría suponer que on algunos espacios de dimensión finita existan bases con un número arbitrariamente grande de vectores. Ahora aclararemos la situación real existente. Supongamos que el espacio lineal V posee una base (1)



compuesta de n vectores. Si a es un vector arbitrario de V , como (1) es un sistema linealmente independiente maximal, 'a se expresa



 .~ 30. F,spCICÍO$ de tlim.e11.


l!l3



linealmente mediante este sistcnrn:



'



a = r,c 1e1+ et.2e2 + ... + a.,.e,.. (2) Por olra parle, como e l s islema (1) es linealmen te independiente, la expresiírn (2) del vector a es única: si se tiene de donde i = 1, 2, ... fl,. Por lo tanto, al vector a le corresponde unívocamente la fila f



(3) de los 


¡, ~ B1e1 -:· B21:2 + ··. -!-~,.en.



a+b = (et.1 + P1)e 1+ (a2 + P2)e2 -i- ... + (et.n +fl,.)en, es decir, a la su11w. de los vecto res a y b le correspo11dc la. suma de las filas de sus coo rdenadas en l


+ . · · + (Tet.n) en. clor a por wi nümero y ll: corresponde el producto de la fila osee tma base de n uectores es isom.orfo a un espacio vectorial de filas de n dimensiones. Como yn s"bemos, en una correspondencia de bomorfo;mo entre l os espacios lineales, a u11 sist.c ma 


o se11, al producto de un



13-252



i,·1..
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di.ente le corresrionde otro sistema li nealmente dependiente, y viceversa; por 1o ta111.o, a un sistema liuealmente independiente Je corresponde otro sistema linealmente independiente. De aquí se deduce que en una correspondencin de isomo rfi smo, a. la base le corresponda ww base. En efecto, suponga mos que en 1urn correspondencia do isomorfismo entre los espacios V y V', a Ja ln1~e e,, e2, . . . , e,, del espacio V le corresponde el s isterna de vectores e;, e; . ... , e;, del espacio V' que, 11unque sc11 Jinelllmcmt.e indopt•nNhar que los ejemplos de espacios lineales reales indicados anteriormente, el e~pacio de sucesiones y el espacio de funciones, no son espacios de dimensión finit.a, pues, en cada uno de ellos el lector hallará sin dificultad sistemas linealmen te independientes que constan de un número de vectores arbitratinmente grande. Rcla


e;, e;, ... ,



+
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igual a la unidad y todas las demás iguales a cero; ahora, todas l as bases d!V espacio son para nosotros equivalentes. Veamos In cantidad de bases que se pueden hallar en el espacio lineal de n dimensiones y cómo están ligadas estas bases entre sí. Supongamos que en el espacio lineal V de n dimensiones se han dacio las bases



(4)



y



e;, e;, ... , e~.



(5)



Cada vector de la base (5), del mismo modo que cada vector del espacio V, se expresa unívocamente mediante la base (4), n



e;=



La matriz



2;



i- 1



i = i. 2, .. ., n.



t1 1e1,



T = ( T'.1 .. : .. Tn.1



~·". )



(6)



'



• · · t'nr~



cuyas filas son filas de lns coordenndas de los vectores (5) en 1: base (4), se denomina matriz de cambio de la base (4) por la base (5). En virtud de (6), la relación entro las bases (4) y (5) y la matriz de cambio T se puede expresar en forma de \lna igualdad matricial:



:i •



rl ~~



l l[ f



.



;~ lJ



T 11 T12 • • • 'f111 T21 T22 • • • 'f211



•



l~,,: ~n~ ~"~' J e~, .. ·:



(7)



=



o, en la form11:



e' = Te. donde con e y e', so han designado, respectivamenlt'. las bases (4) y (5) escri tas en columna. Por otra parte, si 1" es la mal riz de cambio de la base (5)



por la base (4), se ti e no



e = 'I''c'. De aquí



e=(T' T)e, e'= (T7'') e',



y, como lns bases e y e' son linealmente independie ntes, resulta 1''1' = TT' = E, de donde T' =



r-•.
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Con esto, queda demostrado que la matriz de cambio de una ba.se por otra es siempre una matriz no degenerada. Toda matriz cuadrada no degenerada de orden n can elementos reales es la matriz de cambio de una base dada clel espacio lineal real de n dimensiones por otra base. En efecto, s upongamos dad11 la base (4) y fa m11triz J', de orden n, no degenerada. Tomemos por (5) el sistema de vectores, para los que las filas de la matriz T son filas de coordenadllS en la base (4); por consiguiente, se cumple la igualdad (i). Los vectores (5) :so11 linealmente independientes, puesto quo la dependencia lineal entre ellos daría lugar a la dependencia linc11l de las filas de la matriz T, lo cual es absurdo, pues T no es degenerada. En consecuencia, el sistema (5), siendo linealmente independiente y constando de n vect ores, es una base de nuest.ro espac'.io y ln matriz T es J11 mnt.riz de Gambio de La base (4) por la base (5). Vemos, pues, que en el espacio linea 1 de n dimensiones se pueden hallar tantas bases diversas, cua ntas matrices cuad radas diversas no degeneradas de orden n existan. Claro lJUe, en este caso, dos bases que consten de los mismos vectores, pero escritos en orden diver~o, ;;e consideran diferentes. Ttans formación de las coordenadas de un vector. Supongamos que en el espacio lineal de n dimensiones so han dado las bases (4) y (5) .con la matriz de cambio T = ("r 11), e'=Te. Hallemos la relación existento entre las filas de coordenadas de un vector arbitrario a en estas bases. Supongamos que n



a= ~



(8)



a¡eb



1~ 1



n



a = ~ exíei. 1~1



Aplicando (6), resulta:



a=t~ ex;( ; ~ 't1Je1) = ; ~ ( ~ czi•11) e¡. - i - 1 - 1 i=• Comparando con (8) y aplicando la unicidad de la expresión de un vector mediante la base, so obtiene: n



a.¡ = ~ exi•1J. i=I



j



= 1,



2, ... , n,



o sea, se cumple Ja igualdad matricial: (ext. ex~, . .. , a.n) = (ex;, a;, ... , a~) T.
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Por lo tanto, la fila de coordenadas de un vector a en la base e e11 igual a La fila de coordenadas de este vector en la base e', multiplicada a la derecha por la matriz de cambio de la /Jase e por la base e'. Nuturulmente, de aquí so deduce la igualdad (ex~. ex;, ... , a~)= (a., a 2 , ••• , a,.) 1'- 1 • Ejempl o. E"aminomos ol espacio lineal real de tres dimensiones con la base ~·~~



Los voct ores



~)



.; .. Se1-•2-2e3,



}



•2 - 2


(10)



·· - - 2•1 + •2+•3 lambión forman una baso on esto espacio, siendo



r-( ~ -~ -~). -2



1



1



la matriz de cambio de (9) por (10); de donde



r -1 Por oRlO, el vector



= (-~ -: -~ ) . 8 -3



t7



a = e1+ 4ez-e3



tieno on la baso (10) la fila do coordenadas 3 -1 (a;. a;, a3l = (1, 4, - t) -2 1 ( 8 -3 o sea,



-~) 17



( - 13, G, -27) ,



§ 31. Trnnsfonnaciones lineales



Ya nos encontrarnos en el cap. 3 con el concepto de transformación linea l de las indeterminadas. E l concepto que so va a introducir ahora lleva el mismo nombre, pero t.iene dHercnto carácter. Ahora bien, so pueden indicar ciertas relaciones cut.ro estos dos conceptos homónimos. Sea dado un espado lineal real de n dimensiones, que Jo designaremos con v.. Exatninemos una transformación de est.e espacio, o sea, una correspondencia que asocia a cada vector a del espacio V,. cierLo vector a' de esto mismo espacio. El vecLor a' se llama image11 llcl vccl or a en la tra11s íormación considerada. S i JI\ Lransformació11 so designa con q¡, convendremos en designar la imagen del vector a con aq¡ y no con (a) o q>a, como es usual para
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el lector. Por lo tanto a' = a


formación lineal de osle espacio, si ésta transforma la suma de dos vectores cualesquiera a, ben la suma de las imágenes, de eslos vectores, (1) (a+ b) 



W



De esta definición resulta inmedi11 ta mente que la transformación lineal del espacio lineal transforma cualquier combinación lineal de los vectores dados a¡, a 2 , •• ., a 1, en la combinación lineal (con los mismos coeficientes) de las imágenes de estos vectores: (a1a1



+ ª2ª2 + ... + a1,an) q> = ª• (a1



(3)



Demostremos la siguiente afirmación: Para cualquier transformación lineal 



y la imagen del vector opuesto al vector dado a, es el vector opuesto



a la imagen del vector a, (-a)



En efecto, si b es un vector arbitrario, en virtud de (2), se tiene Oq¡ = (O·b) 
= (-1)(a
.



El concepto de transformación lineal de un espacio lineal surgió como una generalización .de la transformación afín del plano o del espacio de tres dimensiones, tratada en el curso de geometría analítica; en efecto, las condiciones (1) y (2) para las transformaciones afines se cumplen. Estas condiciones también se cumpJen para Jas proyecciones de los vectores en el plano o para las proyecciones sobre una recta (o sobre un plano) en el espacio de tres dimensiones. Por lo tanto, en el espacio lineal de dos dimensiones, de vectoressegmentos que parten del origen de coordenadas en el plan.o, la transformación de cualquier vector en su proyección sobre un eje que vase por el origen de coordenadas, es una transformación l ineal.
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Son ejemplos de transformaciones lineales en un espacio arbitrario Vn, Ja transformación idéntica e, que mantiene a cada vector a en su sitio, ae = a, y la transformación nula w, que transforma cualquier vector a en el vector nulo, aco> = O.



Estudiemos ahora espacio Vn. Sea



todas las



t.ransformaciones



lineales del



(4) una baso de este espacio; igual que antes, la base (4), colocada en columna, se designará con e. Como cualquier vector a del espacio Vn se representa uní vocameote en forma de una combinación lineal de los vectores de la base (4), la imagen del vector a, en virtud do (3), se expresa mediante las imágenes de los vectores (4) con l os mismos coeficientes. En otras P


2, • • . , n.



(6)



La wlicidad de Ja transformación 



"



a=~ a;e¡ i= l



es su expresión en la base (4), supondremos que a



"



~Ct.¡C¡ . i -+- i



Demostremos que est.a frnnsformación es lineal. Si



"



b = ~~¡e¡ i:ou t



(7)
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es cualquier otro vector del espacio, se tiene



fl



=



L;



"






i= t



+ i =~t f31c1 =



mp ·!· be¡;.



Si '\' es 1111 número cualquiera, culonc.es 1'l



(V


l ¿:;



(ya,) ei)



qi ,,_,



f=: t



n



tt



i= I



i= t



~ (va1) c; = y ~



a 1c1



=y (n


E n lo que se refiere a Ja igualdad (l:i), ésta se cumple debido a la definición (7) de la lransformación lf', pueslo que tod11s la coordenadas de l vector c1 en la base (4) son iguales a cero, excepto la i-ésima coordenada , que es igual a la unidad. Por consiguiente, hemos establecido una correspondencia. biunívoca entre todas las transformaciones del espacio lineal V,. y todos los sistemas ordenados (5) formados por n vectores de este espacio. Sin embargo, todo vector c 1 posee una dctenn inada expresión en Ja base (4) ,



"



ce = 2} aueb i- 1



i =



1, 2, ... , n.



(8)



Con las coordcnaJas del vector c 1 en la base (4) se puede form ar una matriz cuadrada A = (au)



(9)



tomando por i-ésirna fila Ja fila ele coorde11adas del vect01· c 1, i = = 1, 2, .. . , n. Como el · sistema (5) es arbitrari o, l a matriz A será una malrit. cuadrada arb itraria de orden n con elementos reales. Por lo tanto, resulta una correspondencia biunh•oca entre todas las transformaciones lineales del espacio Vn y todas las matrices cuadradas de orden n; por supuesto, esta correspondencia dependo de la elección de la base (4). Se dice que la matfri A deterntina lt\ Lt·ansformación lineal  en la base (4), o, abreviadamente, que A es la matriz de la transformaci6n lineal q> en la base (4). Si designamos con ec:p la columna form ada por las imágenes de los vectores de la base (4), entonces, de (6), (8) y (9) se deduce la siguiente igualdad ma l.ricia l , que describe totalmente la .relación existente entro la. tri\llsformación lineal cp, la base e y la matriz A que determina esta transform ación lineal en esta base: (10) ecp = lle. He aquí cómo se bailan las coordenadas de la imagen a
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a en la ' misma base y la matriz A de la transformación lineal cp. Si



.



a=~ a.1 e,. i=t



se tiene



lo que es equivalente a Ja igualdad matricial acp = (a.1, a.2 , •. • , a.,.) (eq>). Aplicando (10) y teniendo en cuenta que la multiplicación de las matrices es asociativa también cuando una de las matrices es una columna formada por vect.ores (lo cual fácilmente se comprueba), resulta: aqi = l(a.1> a 2 , ••• , a,.)AJe. De aquí se deduce que la fila de coordenadas det vector a



A=(-~o -4~ ~). 1 Si



entonces



(5, 1, - 2)



o sea,



-2 (



'l



o 4(P '~



1



º)



3 2 = ( - 9,



rn. O>.



-4 1 -9e1 + t6e2.



Relación entre las matrices de una transformación lineal en diversas bases. Naturalmente, la matriz que determina la transformación lineal depende de Ja elección de 111 base. Hallemos la relación entre las matrices que determinan uni\ misma transformación lineal µero en bases diferentes. Sean dadas las bases e y e' con la matriz ele l:ambio T. e'=Te, (11) y supongamos que Ja transformacióu line11l q:> se determi11a en estas bases poi· las matrices A y A', 1·espectivamcnte, e1r=Ae, e'111=A'e'. (i2}
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En virtud de (11), la segunda de las igualdades (12) da lugar a la igualdad ('J'e) tp = A' ('J' e). Pero (J'e) 


(T¡ 1, r1 2 , ••• , T 1n)



es



la



i-ésiriia fila de



Ja



+ t¡2e2 + ... + i:1nen) e¡;= T¡ 1(e1q;) + t¡z (e21~ ) + ... + T1n (enq;).



(i:11e1



Por lo tanlo, en virtud de (12), (Te) 


< 



Si al menos para un i, 1 i n, la i-ésima Cila de la matriz TA fuese diferente de la i-ésima fila de la matriz A' T, entonces dos distintas combinaciones lineales de los vecl.ores e., ez, ... , l!n ~esu l tarían iguales entre sí, lo cual es absurdo, puesto que la base e es linealmente independiente. Por lo tanto, TA=A'1',



como la matriz de cambio T no es degenerada, de aquí resulla que A'= TAT-1, (13) Dos matrices, B y C, se llaman semejantes, si están ligadas por la igualdad C=Q- 1BQ, donde Q es una matriz no degenerada. En este caso, se dice que la matriz C es la transformada de la matriz B por Ja matriz Q. Por 1o tanto, las igualdades (13) demostradas anteriormenie se pueden enunciar on forma del siguiente importante teorema: Las matrices que determinan una misma transformación lineal en diferentes bases, son semejantes entre sí. Además, la matriz de la transformación lineal q¡ en la base e' se obtiene transformando la matriz de esta transformación en ta base e por la matriz de cambio de la base e' a la base e. Subrayemos que, si la matriz A determina la transformación 



también determina la transformación q> en cierta base, precisamente, en la base que se obtiene de la base e median le la matriz de cambio Q-1 .
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Oper4.eJones con las transformaciones lineales. Como ya se demostró, asociando a cada transformación lineal del espacio Vn su matriz en una base fija, resulta una correspondencia biunivoca entre todas las transformaciones lineales y todas las matrices cuadradas de orden n. Es natural esperar que a las operaciones de adición y multiplicación de ]as matrices, y también a la multiplicación de una matriz por uu número, les correspondan unas operaciones análogas con las transformaciones lineales. S~an dadas en el espacio Vn las transformaciones 
 ip, determinada por la igualdad a(q> + 'IJ)=a· La transformación cp + 'IJ es lineal. En efecto, para cualesquiera vectores a y b y cualquier número a,



+



0+~~+~=0+~qi+0+ijt=



= aq> + bqi+a'l!>-1- b'IJ =a (qi+ \jl) + b (
=a (a
'ljl determinada por Ja igualdad a () = (a
'ljl es li11eal: (ij>) = l(a +' b) q>) 1j> == (acp + bc¡1) 1j> = = (aq>) 'ljl + (bcp)'ljJ =a (q>'ljl) + b ('ljJ) =[(eta) q>) I)> = (a (aq¡)j 'ljl =a ((acp} 'ljJj =a (a ()J. Finalmente, llamemos producto de la transformación lineal cp por el número x a la transformación xq> determínada por la igualdad



a (xq;} =" (mp);



(16)



de aquí que en la transformación q> las imágenes de todos los vectores se multiplican por el número x. La transformación x
 l = x (a~+ b~) = = x (aq¡) + x (bq;) = a (xqi) + b (x
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Su1>011gamos que en la base e1 , e 2 , •• ., en, las transl'otmaciones q> y 1j; se rlcl


n



n



t:1(1¡: + 1J>} =e1tp + e11jl= ~a1¡e1+ ~/3iie¡ = }J(aiJ + /31¡)e¡, j=I



i= I



i=I



o sea e(lf + 'ljl) = (A + B) e. Por lo tanto, la matriz de la suma d11 transformaciones lineales en cutdquia base t:s igz¿at a la suma de ltts matrices de estas transformacio1u:s en esta misma base. Por otra parte, en virtud de ('15),



o sea, e (



En otras palabras, lti matriz del producto de transformaciones lirze


o sea, .



(xlJl) =



X



n



''



1= 1



j =- 1



(e1cr) = X ~ r:J.;;e.¡ = ~ (XCGij) e,,



e (x



Por consiguiente, ta matriz que determina en cierta base el producto de la transformación lineal 
 en esta base por el número x . Oe los resultados obtenido!'\ se deduco que las o¡>eracione~ con las transformaciones lineales poseen las mismas propiedades que las operaciones con las matrices. 1\ sí, ¡me:;, la :;urua de transformaciones lineales es conmutativa y asociativa, y el product.o es asociativo, aunque para n > 1 110 es conmutativo. Para las t.ransformaciones lineales existe la resta unívoca. Obsérvese también q11e entre las trans-
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formaciones lineales, la transformación idéntica e desempeña el papel de la unidad, y la transformación niila ro, el papel del cero. En efecto, ea cualquier base, la transformación e se determina por Ja matriz unidad, y Ja transformación oo, por la matriz nuln. § 32. S ubcspacios li neales U n subconj unto L del espacio lineal V se llama subespacio líneal de este espacio, si éJ mjsmo es un espacio lineal con respecto a las operac iones de suma de vectores y de mul tipl icación de un vector por un número, determinadas en V. Así, pues, en el espacio euclídeo de tres dimensiones, el conj unto de vectores que parten del origen de coorde nadas y que est{ln situados en un plano (o en una recta) que pasa por el origen, es un su bespacio lineal. Para que un subconjunto no vacío L del espacio V sea 1m subespacio lineal de éste, es .mficie1ite que se cumplan las co11dicio11es siguientes: 1. Si los vectores a y b pertenecen a L, el 1;ector a b también p ertenece a L. 2. Si el vector a p ertenece a L, el vector cw también pertenece a L para cualq1úer valor del mímero o:. En efecto, en virtud 


+



(1) y de~ ignomos con L el conjunto de todos lo~ vectores qu e son combi-



naci6nes lineales de los vectores (1). Demostremos que L es un su bcspacio lineal. En efecto, si



se tiono
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o sea, el vector b +e pertenece a L; también pertenece a L el vector yb = (ya,) a1 + (yaz) a2 + ... + (va,) a, parn cualquier número 1'Suele decirse que este subespacio Jinonl L está engendra.do por el sistema do vectores (1); en particular, los mismos vectores (1) pertenecen a L. Por cierto, todo subespacio lineal de un espacio lineal de dimensi611 finita se engendra por un sistema finito de vectores, ya que, si el subespac io no es el nulo, posee incluso una base finita. La dimensión del subcspacio lineal L no es mayor que la dimensión n del mismo espacio Vn. siendo igual a n solamente cuando L = Vn. Evidentemente, la dimensión del subospacio nulo se debe lomar igual a cero. Para cualquier k, O < k < n, en el espacio V,. existen subespacios lineales de dimensión k; para esto, es suficiente considerar el subcspacio engendrado por cualquier sistema de k vectores linealmente independientes. Supongamos que en el espacio V se han dado los subespacios lineales L 1 y L 2 • Como fácilmente se comprueba, el conjunto de vectores L 0 que pertenecen simultáneamente a L 1 y a L 2 , es un subespacio lineal; ésle so llama intersecci6n de l os subespacios L 1 y L 2 • Por otra parte, también es un su bespacio lineal la suma L do los subcspncios L 1 y L 2 , o sen, el conjunto do todos los vectores de V que se rep resentan en forma do una suma de dos vectores, uno de los cuales pct·tencce a L 1 y ol otro, a L 2 • Si d1o d 2 , d 0 y d son las di111011sionos respectivas de los s ubespacios Li. L 2 • L 0 y L, se cumple Ja igualdad: (2) d = d 1 + d~- 


ª"



«2 • . • • , ªdo• Cd o+ i. •• ·, Cd2 (5) del subespacio L 2 • Aplicando la definición del subespacio E, se observa si n dificultnd que listo se engendra por el sistema do vectores



ª"



ª2• .. ., lldo• bdo+ i. .. ., bd.,



Cd0 +i. •• ., Cda•



(6)
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Por consiguiente, la fórmula (2) quedará demos trada s i se dem uestra que el sistema (6) es linealmente independiente. Supo11ga mos que se cumple Ja igualdad o;1a1



+ Ct;zClz + · · · + 


+ · · · + ~d,bd, + + i'do+ t Cdo+I + · · · + i'd2Cd2 = Q ~do+1ba0 +1



con ciertos coeficientes numéricos. Entonces,



+ aza2 + · · · + o;a ad + ~d 0 +1 ba0+1 + · · · + ~d 1 bd, =



d = a1a1



0



=



0



-Ydo+ tCd0+



t-



· · · -Vd1Cd2·



(7)



El primer miembro de esta igualdad pertenece a L., el segundo, a L 2 • Por cousigu iente, el vector d, que es igual tanto al primer miembro como a l segundo miembro de esta igualdad, pertenece a L 0 , por lo cual se expresa linealmente mediante la base (3). Sin embargo, el segundo miembro de la igualdad (7) muestra que e l vector d también se expresa linealmente mediante Jos vectores cd 0 + 1 , . . . . c,¡ 2 • Corno e l sj,;l.ema (5) es li nealmente independiente, resulta que todos Jos coefic ientes 'Ydo+" . . .. 'Vd• son iguales a cero, es decir, d = O, y por lo tanto, como el sistema (4) es linea lmente independiente, también son iguales a cero todos los coeficientes a¡, . . . , aa 0 , ~,10 + 1 , . • . , ~d.· Con esto, queda demostrada la independencia lineal del i;iste· ma (li). Se recomienda a l lector comprobar que nuestra demostración es v;ílida también para el caso cu que el subes¡rncio L 0 :,;ca nu lo, o .se'alorcs y núcleo de una transformación lineal. Supongamos que en el espacio lineal V,, es dndn una transformación linenl  también L'S W l subespacio lineal ; en particu lar, el conjunt.o 1111 11> de las imágene::; de lodos los veclon•;; del espacio V,. es también un subespacio lineal; este conjunto :;e llama campo de valores de la tram;formaciún (p. Hallemos la dimensión 1lcl campo de valores. Pu
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e2 ,



En efecto, supongamos que 



vecL01·es



e1endieote, maxirnal del sistema (8) será base del subespacio V,,1p. Pero, el max.imo número do vectores linealmeuLo inuepetu.lientes del sistema (8) es igual a l máximo número de filas linealmente imlcpendientcs de la matriz A, es decir, es igual al rango de esta nrntriz. El teormna queda , no es, pues, vacío, y es, evidentemente, un subespacio lineal. Este subespacio se denomina núcleo de .l a transformacic'in cp, y su d imensión lleva el nombre de defecto de la mi!lma. Para cualqiiier transformación lineal 



ª"



Ea el espacio V n se pueden elegí r tales vectores (10) b2 , b 2 , ••• , b,. que b1q¡ =a;, i = 1, 2, .. . , r; evidentemente, Ja elección de Jos vectores (10) no es única. Si alguna combinación lineal no trivial de los vectores (10) se transformase en cero y, en particular, si los vectores (10) fuesen linealmente dependientes, los vectores (9) también resultarían linealmente dependientes, en contra de la suposición. Por esto, el subespacio lineal L engendrado por los vectores (10), tiene la dimensión r, y su intersección con el subespacio N (q¡) es igual a cero. Por otra parte, la suma de los subespacios L y N (q¡) coincide con todo el espacio Vn. En efecto, siendo e cualquier vector del espacio, el vector d = c



el vector b se expresa mediante el sistema (10) con Jos mismos coeíicientes con que se expresa el vector d mediante la base (9). Por consiguiente C = b+(c-b).



 donde el yec tor c-b pertenece al subespacio N (



Ut transformación cr-1 es lineal, iiuesto que (tt
) cp- 1 = f(a + b) c:p] cp-1 b, [a (a



+



=et+



lle la definición de Ja transformación






se deduce que



(H} 111ismas igualdades (11) se pueden considerar como la definici(m la transforma1~ión inversa. De aquí y de los últimos resultados de l párrafo anterior, se deduce que si una transformación lineal q> 110 degenerada se determina en cierta base por lci matriz A, que no es dPgenerada. en virtud de la. propiedad 1, entonces la transformación 


la~ d



1• - 252
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§ 33. Raíces características )' va lores propios Sea A = (0:1;) una matriz cuadrada de orden n con element.os reales. Sea, por otra parte, 1. una indeterminada. Entonces la mnlri1. A - 1.E, donde E es la matriz unidad ele orden n, se llama matri z característica ele Ja mnt.riz A. Como en la diagonal principal de Ja matriz 'AE, figura A., siendo iguales a cero todos los demás elementos, resulta att - íl a, 2 .. · ª1" .) A -A.E = ct21 ..E 1= 1Q-l (A-J..E) QI=



+



= IQf-1 ·! A-1..Ef·f Q.j = f A -



Mi:¡. que es lo que se quería demostrar. EIJ virtud del teorema demostrado en el § 3f sobre Ja relación entre las matrices que determinan \lfia transformación lineal e n diferentes bases, se deduce que a pesar de que la transformación lineal q> se puede determinar por diferentes matrices en bases diversas. sin embargo, estas matrices tienen un mismo conjunto de ratees características. Por consiguiente, estas ralees se pueden llamar ra fees caracterf.sticas de la mis1na transformación q>. Todo el conjunto de estas ralees características, tomando cada ralz con el mismo orden



 § $3. Ralees caracterhttcos y valores propios
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de multiplicidad que tiene en el polinomio característico, se llama espectro de la transformación lineal q>. Las raíces características desempeñan un gran papel en el estudio de las transformaciones lineales. El lector tendl'á muchas oportunidades para convencerse de esto. Por ahora, indicaremos una de las aplicaciones de las raíces características. Supongamos que en el espacio lineal real V n se ha dado una transformación lineal q>. Si en este caso el vector b, diferente de cero, se transforma en otro que es proporcional al mismo vector b, bcp = /..0 b, (1) donde /.. 0 es cierto n úmero real, el vector b se 1\ama vector propio de la transformación q> y el número /.. 0 , valor propio de la misma; además, se dice que el vector propio b corresponde :il valor propio /..0 • Obsérvese que como b =fo O, e l número /, 0 que satisface a la condición (1) se determina para el vector b unívocamente . Subrayemos luego que el vector nulo no se considera vector propio de la transformación q>, a pesar de que satisface a la condición (1) para cual· quier /..0 • La rotación del plano euclídeo alrededor del origen de coordenadas, en un ángulo que no sea múltiplo den es un ejemplo de transformación lineal que carece de vectores propios. Otro ejemplo de caso extremo es \a dilatación del p\ano; aq\ii todos los vectores que parteT1 del origen de coordenadas se alargan, aumentando de longitud poi· ejemplo, cinco veces. Para esta transformación lineal, son propios todos los vectores no nulos del plano; todos ellos corresponden al valor propio 5. Las raíces características reales de la transformación lineal , (si es que éstas existen), y sólo éstas, son valores propios de la misma. En efecto, supongamos que en Ja base e,, e 2 , •• ., e,., la traosformaci6n q> tiene la matriz A = (a, 1) y sea n



b = ~ (3 1e 1 ie::= t



un vector propio de la tra nsformaci(m (f, b



fl1a11 + f32a!1 fl1a12 f32a 22



+



+ · · · + flnani = + .. . + (3,,a,,2 =



Áofl1• /,of32,



(3)



(4)
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Como b :f= O, no todos los números ~. . ~ 2 , ••• , ~.. son iguales a cero. Por )o tanto, 011 \'Íl'tud de (1), el sistema de ecuaciones lineales homogéneas (ct11 - Ao) :i:1 +0:21X:d - .• . + ~1Xn=O,



(5) 0:111X1 -!- CL21iX2



+ ... -1



(o:M - Ao) Xn = O



posee solución no n11la; dc donde s11 determinante es igual a coro,



ª" - Ao, C


et2i. ª22 -



AJ).•



=0.



(6)



Transponiendo, resulta (7)



o sea, ef valor propio J. 0 es, en efecto, raíz cai:actel'ística de la matriz A y, por consiguiente, de la transformación q¡; naturalmente, éste es real. Recíprncamente, supongamos que /, 0 es una raíz característica real cualquiera de Ja tJ'ansformación rp y, por consiguiente, de la matl'iz A. Entonces, se cumple la igualdad (7) y, por lo tanto, también la igu¡ildad 16) obtenida de Ja (7) por transposición. De aquí se deduce que el sistema de ecuaciones lineales homogéneas (5) posee solución no nula, e incluso real, puesto que todos los coeficientes de este sist


(J3i. J32•.. .. J3,.),



(8)



se verifican las igualdades (4). Designemos con b el vector del espacio V,. que tiene la fila de coordenadas (8) en la base e1 , e2 , • • • , e,.; está claro que b rf= O. Entonces, se verifica la igualdad (3), y de (4) y (3) so deduce (2). Por lo tanto, resulta que b es un vector pl'Opio de la transformación q¡, cor1·espondiente al valor propio A.0 • El teorema queda demostrado. Obsérvese . que si se examinase un espacio lineal complejo, no habría necesidad de que la raíz caracteristica fuese real, o sea, quedada demostrado el teorema siguiente: l~ raí.ces características de una transformación lineal del espacio lineal comple¡o, y sólo ellas, son valores propios de esta transformación, De aquí se deduce que toda transformación lineal posee vectores propios en el espacio lineal complejo.



 § 83. Raku earoetullttca1 y ualorts propios
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Volviendo al caso r eal considerado, seiialomos que el conjunt.o de los vectores propios do la transformacióu lineal cp que corresponden a l va lor propio A. 0, coincide con el conjunto de soluciones reaks no nulas del sistema de ecuaciones lineales bomog6n eas (5). De aqui 5-0 deduce que el con;unto de vectores propios de la trans-formaci6ri lineal 
 = A.1e1 oq uivnl o a que en la Hísima fi la de la matriz que clelermiua la tmn sforrnació n lineal en Ju baso indicada, sea n ig1111les a cero l odos lo>< eleo1cnlos que eslén Cuera do la d iagona l principal. y que en Ja diagona l principal (o sea, en el i-ésimo l ugar) [igurc el número i.;. los vectores propios b,, b 2 , • • • , b11 de la transformaci6n lir1eal  que corresponden a diferentes valores propios, forman un sistema linealmente indeperuiierite. Demostraremos esta afirmación por el método de inducción sobro k, puesto que para k 1 se cumple: u11 vector propio, diferc11te de cero, forma un sislemn linealmente inrlcpondiente. Supongnmos quo i = 1, 2, .. . ' k, do udo A.1 


+ a2b2 + ... + ahbh =O,



donde, por ejemplo, a, , o btendriamos a 1A.1 b1 + a 2i..2b2 a.,,'A,,ú,, - O.



+ ... +



(ti) miembro~
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Rest.ando de aquí Ja igualdad (9) multiplicada por :>....,, resultaría et, p.. t - f..k) b, et2 ('Ai - 'Ah) b2 + . . . 1- ah- 1 (i..h- 1-A.A) bk - 1 =O,



+



lo que  del espacio lineal real Vn tiene un espectro 1;imple, si todas sus raíces características son reales y distintas. Por consiguiente, la transformación q> tiene n valores propios distintos, de aqu í que, en virtud del teorema demostrado, en el espacio Vn eitiste uoa base compuesta de vectores propios de esta transformación. Por lo t anto, toda transformación lineal con espectro simple puede determinarse por una matriZ diagonal. Pasando do la transformación lineal a las matrices que la determinan. obtenemos el resultado siguiente: Toda matriz cuyas raíces características son reales y distintas, es semejante a una matriz diagonal o, como suele decirse, se reduce a la forma diagonal.



 CAPITULO
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ESPACIOS EUCLIDEOS



§ 34. Definición del espacio euclídeo. Bases ortonormalee



El concepto de espacio lineal de n dimensiones no generaliza en gran medida el concepto de plano euclídeo o de espacio euclídeo de tres dimensiones, pues, en el caso de n dimensiones, para n > 3 no está definida ni la longitud de un vector, ni el ángulo entre los vectores, resultando imposible el desarrollo de la rica teor[a geométrica, que conoce bien el lector paran = 2 y n = 3. Sin embargo la situación tiene salida del modo siguiente. Por el curso de geometria analítica se sabe que en el plano y en el espacio de tres dimensiones se puede introducir el concepto de producto escalar de vectores. Este se define inediante la longitud de los vectores y el ángulo formado po1"ellos. No obstante, resulta que la longitud del vector y el ángulo formado por los vectores se pueden expresar a su vez mediante los productos escalares. Por esto, definiremos axiomáticamente el producto escalar en cualquier espacio lineal de n dimensiones mediante algunas propiedades bien conocidas del producto escalar de vectores en el plano o en el espacio de tres dimensiones. Además, teniendo en cuenta los objetivos inmediatos, debido a los cuales fue introducido este apartado en el cw·so de álgebra superior, aquí no se dará la definición de longitud de un vector y de ángulo entre los vectores. Al lector que le iotereso la construcción de la geometría en el espacio den dimensiones le recomendamos que consulte literatura más especializada; en pdme1· lugar, la del álgebra linea!. En este ca]lítulo, a excepción del final del presente párrafo, se examinan siempre los espacios lineales reales. Diremos que en el espacio lineal real V n de n dimensiones está definido el producto escalar, si a cada par do vectores a, b se ha puesto en correspondencia un número real, designado por Ja notación (a, b) .Y denominado producto escalar de los vectores a y b, -cumpliéndose las condiciones siguientes (aquí, a, b, e son vectores arbitrarios del espacio Vn• a es un número real cualquiera): l.



(n, b) = (/J, n).
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11.



(a+ b, e) = (a, e) + (b, e). (aa, b) =a (a , b).



1II .



IV. Si a .¡., U, el cuadrado escalar dol \'CClor a es estrictamc11ll• positivo, (a, a) > O.



De 111, pa ra a = O se deduce la igualdad (O, b) = O,



(1)



o sea, el producto escalar del vector nulo por cualquier vector bes ig11al a cero; en particu lar, es igual a cero el cuadrado escalar del vector nulo. De ll y J11, se obtiene inmediata111c11Lc la s iguien te rórm ul a para el producto escalar de las combi naciones lineales de dos s istemas de vectores: ~



1



lt



( ~ a 1a,, ~ ~¡b¡) = ~ a,~ 1 (a¡, b¡). 1-1 ;~t i• t



{2)



Si en el es pacio lineal de 11 dimensiones está defiuido el producto esca lar, tÍSLO se Uama espacio euclideo do n dimensiones. Pam cualquier n, se puede definir el producto escalar en el espacio lineal Vn de 11 dimensiones, o sea, este espacio se puede convertir 1'11 eucltdeo . .l!:n efecto, tomemos en el espacio Vn cualquier buse e1 , e2 , • • ., ,.,. • Si n



a=



l;



TI



Ct.¡C¡,



b=



i-=- 1



¿;



1- 1



~ 1 e,,



suponemo"• n



(a, b) = ~ a, ~ , .



(3)



1- 1



Fácilmente se co mprueba que se cumplen las condiciones I -IV. o sea, que la igualdad (1) determina el producto escalar en el espacio Vn. Vemos, pues, que generalmente, en el espacio lineal den dime11 siones se puede definir el producto escalar d e muchos modos; naturalmente, la defü1ición (3) depende de la elección de la base. Sin embnrgo, no sa bernos por ahora si el producto escalar se puede i ntroducir de algún modo que de principio s ea diforente. Nuestro próximo objetivo consis te en examinar todos los modos posibles de convertir el espacio lineal de 11 dimensiones en espacio euclídeo y en establecer que, en cierto sentido, para cualquier /i existe un solo espacio euclídeo de 11 dimensiones.



 .~



34. Deftnlcíón del espacio ef.l.Clíueo. Bases ortonormales



211



Sea dado un espacio euclídeo arbitrario En de n dimensiones. o sea, qúe en el espacio lineal de n dimensiones está definido arbitrariamente el producto escalar. Se dice que los vectores a y b son ortogonales, si su producto escalar es igual a cero, (a., b) =0. De (1) se deduce que el vector nulo es ortogonal a cualquiei· vector; sin embargo, pueden existir también vectores ortogonales no nulos. Un sistema de vectores se denomina sistema ortogonal, si todos los vectores de este sistema son ortogonales ent.re si dos a dos. Todo sistema ortogonal de vectores no nulos es linealmente independiente. En efecto, sea dado en En un sistema de vectores a,, a 2 , • • • , ah • donde a 1 =!= O, i = 1, 2, ... , k, y (n1, a¡) = 0 pura i =!= j. {l1) Si a,a, + ª2ª2 + ... + aka1, = O, mu!Liplicando escalarmenle ambos miembros de esta igualdad por d vec tor a¡, 1 


=



De aquí, como (a 1 , a 1 ) > O según IV, se tiene a 1 =O, i 1, 2, •. ., le, como se quería demostrar. Ahora se va a describir e l proceso de ortogonalización, o sea, un método para pasar de cualquier s istema de k vectores



(5) linealmente independiente, del espacio euclideo En, a un sistema ortogonal, compuesto también de le vectores no nulos; estos vectoro:; se indicarán mediaate b 1 , b 2 , . . . . bh. Hagamos b1 =- a 1 , de modo que el primer vector del sistema (fi) quedará incluido en el sistema ortogonal que se coastruyc. Hagamos luego b2 = a 1b1 ª2· Como b 1 = a, y Jos vecl,ores a 1 y a 2 son linealmente independientes. el vector b2 ser¡( diferente de cero para cualquier número a 1• Elijamos este número de modo que el vector b2 sea ortogonal al vector b1 : O= (b1, /¡ 2) = (ú,. a,bd- a2) = a, (b11 b1) + (b" a2), 


+
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Supongamos que ya está construido el sistema ortogonal de veclores no nulos b 1 , b2 , • • • , b 1; supongamos, además, que para cualquie< i, 1 .,;;; i < 1, el vecl o1· b; es combinación lineal de los vectores a 1 , a 2 , • • • , a1• Ent.onces, esto mismo se cumplirá también para el vector b1 +i. si ést() so elige de la forma siguiente: b1+1 = a 1b 1 + o.2/J2 + .. . + a1b1 -t alH· En esle caso, el vector b 1+ 1 será diferent() de cero, puesto que el sistema (5) es linealmente independiente y el vector a 1+ 1 no está incluido entre los vectores b1 , b2 , . • • , b1• Los coefieientes a;, i =~ '1, 2, ... . . ., l se eligen de modo que e l vector b1 + 1 sea ortogonal a todos los vect.ores b1 , i = 1, 2, ... , l: O= (b1, b1+ 1) = (b;, a1Ú1 + 


o sea.



a1 =



(b¡, •1+ 1) - ~,



i ~~ ·1,



2, ... ,l.



Continuando este proceso se conslruye el sistema ortogonal buscado b1 , Ú2, . . . . bh. Aplicando este proceso de ortogonalización a cualquier base del -espacio En, se obtiene un s istema 01·togonal de n vectores no nulos, es decir una base ortogonal, pues, por lo demostrado, este sistema es linealmente independiente. Recordando 


Si



a* _9,



de donde (a, a) > 0, el paso al vector i



l-/ (u.-



·



u)



(1
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se denominará normalización del puesto q\ie



(b, b)=



(-v (a,t a) ª·



V (a,t



a)



v~ctor



a) =
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a . El vector b es normal,



(.V(a,1 a) )2



(a, a)=1 .



Una base e1 , e 2 , • • • , en del espacio euclídeo En se llama ortonormal, si ésla es ortogonal y t.odos sus vectores son normales, es decir, si (e1 , e¡) = O para i#'j, (ei.e1)=1, i=i,2, ... ,n.



(6)



Todo . espacio euclfdeo posee bases ortonormales. Para la demostración es suficiente tomar cualquier base ortogonal y normalizar todos sus vectores. Con esto, la base se mantiene ortogonal, puesto que, para cualesquiera a. y f3, de (a, b) =, O, se deduce que (a.a, f3b) = a.f3 (a, b) = O.



La base es. e2 , •• •• , en del espacio euclídeo En es ortonormal si, y sólo si, el producto escalar de dos vectores cualesquiera del espacio es igual a la suma de los productos de las coordenadas correspondientes de estos 1:Pctores en la base indicada, o sea, si de 11



.,.



~ a.1e¡, b ~ ~ f3ieJ



fl =



(7)



j ..;;. f



'i= J



se 


"



(a, b) ~ ~ a. 1 ~ 1 •



(8)



f• t



E11



efecto, si para nuestra base



S(!



vcrifica11 las il{ua ld udcs (H).



se t ie11e n



(n, b)



= (~



i ~t



n



11



a.;e;, ~ J- 1



f3;e;)



,L.



= i.



i=•



11



a.;f3J (e;,



P1) -~ ~



a¡f3¡.



t =-:: t



Recíprocamente, s i nuest.ra base es tal, que para c11alesc111iera vectores a y b expresados en esta base en la forma (7) se cumple la igualdad (8), entonces, tomando por a y b dos vectores cualesquiera de esta base e1 y e1' iguales o diferentes, las igualdades (6) se obtendrán de (8). Confrontando este resultado obtenido con la demostración anterior de la existencia de espacios euclídeos de n dimensiones para cualquier n, se puede enunciar la siguiente proposición: sí en el



espacio lineal de n dimensiones V" se ha elegido una base arbitraria, en V" se puede definir el producto esca.lar de modo qu.e en el e.~pacio euclídeo obtenido ln base elegida se.a u.na de las bases ortonormales.
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Jsomorfismo de los espacios euclídeos. Se dice que los espacios euclídeos E y E' son isomorfos, si entre los vectores de los mismos se puede establecer una corresponclencia biunívoca tal, que se cumplan las condiciones siguientes: 1) est.a correspondencia es una correspondencia de isomorfismo entre E y E'. considerados éstos como espacios lineales (véase el§ 29); 2) en esta correspondencia se conserva el producto escalar; en olras palabras, si las imágenes de los vectores a y b de E son los vectores a' y b' de E', respectivamente, entonces ((t, b) =(a' , b'). (9) De la condición 1) se deduce inmediatamente que los espacios euclídeos isomorfos tienen una misma dimensi6n. Demostremos la afirmación 1·ecíproca: Dos espacios eudídeos cualesquiera E y E' que tengan una dimensión n, son isomorfos entre sí. En efecto, elijamos en los espacios E y E' las bases or tonorma les y, respecti vamenle,



(10)



e;,



e;, ... ,



e~ .



(11)



Poniendo en correspondencia a cada vector



de E el vector n



a'=~ a 1eí i-=l



de E', que tiene en la base (11) las mismas coordenadas que tiene el vector a en la base (10), se obtiene. evidentemente, una correspondencia de isomorfismo entre los espacios lineales E y E' . Demostremos que también se cumple la igualdad (9): si n



b'= ~ l31eí, 1-1



entonces, en virtud de (8) (téngase en cuenta que las bases (10) y (11) son ortonormales), n



(a, b) = ~ cx1(31 = (a', b'). 1-1



Es natural que los espacios euclídeos isomorfos no se deben considerar diferentes. Por esto, para cualquier n, existe solamente un espacio euclídeo de n dimensiones en el mismo sentido en que para cualquier 1i existe solamente un espacio lineal real den dimensione!'.



 § 85. 1'falrlcei orlof(onalu. transformaciones ortogonales
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PAra _\e l caso de espacios lineales complejos, los conceptos y resultados dol presente párrafo se generalizan del modo sltfulenLe: un espacio lineal complejo se llama espacio unitario, si en ól está definido el producto escalar, donde {a. b) es, por lo general, un número complejo. En esto caso, tienen crue cumplirse los nxlomM 11-IV (en el enunciado del último axioma se debo subrayar que el cuadrado escal ar de todo vector no nulo es real y estrictamente positivo); ol axioma 1 tiene que sustituirse por el axioma 1'



donde la raya señala, como os usual, el paso al número complejo conjugado. Por consiguiente, el producto escalar ya no es conmutativo. A pesar de todo, so verifica una igualdad simétrica al axioma JI, (a, b+c)=(a, b)+(o, e),



ll'



ya que (a, b · l· c) ={b + c. Por otra pnrte, 111' pues to que



a) ~ (b,



")+(e, a)=(b, a)+(c, a)=(a , !>)+(a' e). (11, cxb)=a(a , b),



Los conceptos de ~i~Lemn ortogonal y ortononnal de vectore~ se generalizan sin 11lteración alguna al caso do espacios unitarios. Igual que nnles, se d11111uostra In exi stencia de bases ortononnalos en cualquier C'Sf)ACio unitario do dímon· ~i.611 finita. Sin embargo, Ri on esto caso e1 , e., ...• Muna base ortonormal y los vectores a, b tienen on ~s\11 bnsc la expresión (7), ~o tiene



•n



(n, b) ~



n



¿) a 1 ~1 •



1- t



Los resultados do los párrafos posteriores del prc~cnlo capítulo lumbién so podrían generalizar para el CllSO de espacios unitnrios. Aquí no lo baremos y proponemos al lector quo lo intereso que consulto lihros especializado~ en iílgcbrn lineal.



§ 35. Matrices or togona les, tra ns form aciones orl.ogona les



Sea dada u11a transformación lineal real de n indeterminados n



X1



= A-1 ¿] QrAYh.



¿""' 1,



2,



...



n;



(1)



la matriz de esta transformación se denotará por Q. Esta transíormnción lleva la suma de cuadrados de las indet.erminadas :r, , r 2 , • • • , Xn, o sea, lo forma cuadrática :r! :r; + ... -1- x~ . que es la forma normal do las formas cuadráticas definidas posilivn_q (véase el § 28), a cierta formA en las indeterminadas y 1 , y 2 , • • • , y,,. Eventualmente, esta nueva forma cuadrática litmbién puede rcsul tor ser la suma de los cuadrados de las indeterminadas y 1 , y 2 , • • • , y,,,



+
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es decir, puede ocurrir que se verifique Ja igualdad



xi -¡ x; + ... + X~= Yi + Yi + ... + y~,



(2)



lo cual se convir.rt.c cm uon jdent.idad dC'.spués ele sustüufr las indeterminad¡¡s x 1 , .r. 2 , • • • , x,. por sus expresiones (1). La transformación Ji11eal de las indetermina das (1) que posee esta propiedad, o como suele decirse, que mantiene invariante la surnn de los cuadrados de las inde term inadas, se llama transformación ortogonal de las indeterminadas, y s u matriz Q, matriz ortogonal. Existen muchas ot.ras defini ciones de transformación ortogonal y de matriz ortogonal, eq\1ivalentes a Ja expuesta anteriormente. I ndiquemos algunas de ellas que empl earemos después. Y a conocemos, por el § 26, la ley según la cual se transforma la matriz de u11a forma cuadrática al realizar una transformación lineal de las indeterminadas. Aplicándola a nuest.ro caso y teniendo en cuc11tn que Ja matriz de Ja Forma cuadrática, que es la suma de los c1.w drados de todas las indeterminadas, es Ja matz·iz unidad E, resulta que la igualtlad (2) es equivulcnle a la igualdad matricial Q'EQ=E, o sea, Q'Q = E . (3) De aquí que Q' = Q- 1, (4) por Jo quo Lamhién se cumple h1 igualdad QQ'=E.



(5)



Por consiguiente, en virtud de (4), la matriz ortogonal Q se puede definir como una matriz para la que la matri.z transpuesta Q' es igual a la matriz inversa Q- 1 • Cada una de las igualdades (3) y (5) se puede tomar también por definición de matriz ortogonal. Como las columnas de la matriz Q' son filas de la matriz Q, de (5) se deduce la proposición siguiente: la matriz wadrada Q es ortogonal cuando, y sólo cuando, la suma de los citadrados de todos los elementos de cualquiera de sus filas es igual a la unidad y la suma de los productos de los elementos correspondientes de dos filas cualesquiera diferentes es igual a cero. De (3) se deduce la proposición análoga para l as columnas de la matriz Q. C


 § 3$ . .\latr/cts orlo11onales



trans/ormaclonei orlotonales
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terminad'as es no degenerada.. Naturalmente, no so puede afirmar lo recíproco; sciialemos tnmbi6n que no cualquier matriz con el determinante igual a ± 1 es ortogonal. La matriz inversa de 1111a matriz ortogonal es también ortogonal. E n efecto, pasando en (4) a las mat1·iccs traspuestas, resulto: (Q-1) = lO')'=Q = (Q-lt •. P or otra parte, el proclucto ele matrices ortogonales también es ortogonal. En efecto, sí las matrices Q y R son ortogonales, entones ap licando (4) y también la igualdad (6) del § 26 y Ja igualdad análoga que se verifica pnra la matriz inversa, resulta: (QR)'



= n'Q' = R-10-1 =



(QU)- •.



En el § 37 se emplcndt In proposición siguiente: La matriz de cambio para pasar de una base orto11ormal del e.~pacio euclídeo a otra base ort1111ornwl cualquiera es ortogonal . En efecto, supongamos c¡ue eu el espncio En se han dado do5bases ortonormalcs e1 , t·: •...• e,. y e;, 


e;, ... ,



i·'=Qe. Como la hnse e es ortonormnl, el producto escalar de dos vec t ore~ cualesquiera y, en parliculnr, de dos vec tores cualesqu iern do In haso n', es igua l a la ¡¡u mil do los productos do las coordenadas corr~  pondient cs de csto8 vectores en la base e. Sin embargo, como In base e' tamb ién es ortonormal, el cuadrado escalar de cadn vector de e' es igual a la u11idnd, y el producto cs


acr) = (a, a).



(G)



Ahora deduciremos 1ll s iguiente proposición m1ís genera l que 111 anterior y que, natW' nlr11e11 t e, también se puede tom::ir por definición de transformación ortogonal.



 12;,



Cap.
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Toda transformación ortogonal 
) = (a + b, a + IJ). P!'rO ((1i b) cp, (n



+



+ b) cp) = ( + b1¡,) = (a


b1¡;), (n + b, a + b) = (a, a) + (u, b) -l-(b, a)+(b, b). De aquí, aplicando (6) p11ra a y p;-u·a b, y teniendo en cuenta Ja 1>ropiedad con111utativa del producto escalar, resulta 2 (a


de donde, también se verifica (7). En una transformación orlogonni del espacio euclídeo, las imágenes de todos los 11ectores de cualquier base ortonormal forman ellas mismas una base ortcmormal. Recíproca.mente, si 1111a. transformación lineal del .espacio euclídeo transforma por lo menos una ba.~e ortonormal en otra . base ortonorm.a.l, esta transformación es ortogonal. En efecto, sea q> una transform;ición ortogonal del espacio sea E,., y scri e sea, el sistema de vectore.


del espacio En. transforma la base ortonormal e 1 , e2 , • • • , e" de nuevo en una base ortonormal, es decir·, que el s istema de vectores e



a =- ~ a.; e; ~= 1



-es un vector arbit1·ario del es¡>acio Rn, ent.oncc:s acp



" a. (e¡


 .$ 35. ¡\/al.rices orlogonales. transformaci
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o sea, el vecto1· acp tiene en la bBse ecp las mismas coordenadas que tiene el vector a en Ja base e. Sin embargo, ambas bases son ortooorrnales, siendo, por consiguiente, el cuadrado escalar de cualquier vector igual a la suma de los cuadrados de sus coordenadas en cualquiera de estas bases. Por Jo tanto, n



(a, a) = ((L(p, acp) = ~



a.i,



1- 1



o sea, se cumple verdaderamente la igualdad (6). 'toda transformaci6n ortogonal del espacio euclídeo se determina en cualquier base ortonormal por una matriz ortogonal. Redprocamente , si una transformact6n lineal del espacio euclídeo se determina por una 11iatriz ortogonal, aunq!M! sólo sea en itna base ortonormal, esta transformación es ortogonal. En efecto, si la transformación cp e;; 01·togooal y Ja base ei. e2 , • • • . . . , e,. es ortonormal, el sistema de vectores e1q>, e 2 q>, •.• , enq> será uua base ortonormal. Por consiguiente, Ja matriz /1 de Ja transformación cp on la base e., c(p = Ae, (8) sení la matriz de cambio de Ja base orlonormal e por la base ortonor· mal ecp, y, por lo ·demostrado anteriormente, es ortogonal. Hecíprocament.e, supongamos que la transform11ción lineal cp se determina en Ja base ortono1·mal ei. e2 , • • • , e" por Ja rnatriz ortogonal A; por consiguiente, se cumple Ja igualdad (8). Como lit hase e es ortonorrnal, el producto escalar de cualesquiera vectores y, en partic\1lar, de cna1csquicrn vectores del sistema e1q>, e2 q>, .•. . . . , f',,cp, es igual a la suma de los product.os de la!< coo rd enadas co rrespondien tes de estos vectores en la base 11. De donde, como Ja matriz A es ortogonal, se tiene (l';Cf', C¡Cf) = 1, Í = 'l, 2, ... , ll (e¡cf, t!1 es ortogonal. Por la geometría analítica sabemos, que entre todas las transformaciones a fines del plano que dejan en su sitio el origen de coo1·denadas, las rotaciones (unidas, posíblome111,e, coo sirnet.rías) son las únicas que mantienen invariante el producto escalar. Por lo lanlo, las transformaciones ortogo11ales del t'Spacio euclídeo de n dimensiones se pueden considerar como «rotaciones» de este es pacio. Evidentemente, entre l11s transformaciones ortogonales del espacio euclídeo está también la transformación idéntic1l. Por otra par te, la rel!lción que hemos establecido entre las transformaciones Qrtogonales y las matrices ortogonales, y también la 1·elación expuesta ·~-2:>2
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en el



~ · 31



entre las operaciones con las transformaciones lineales



y con l!ls matric.es, pei·mHen deduc.ir de las propiedades conocidas



de las matrices ortogonales las siguientes propiedades de las tram;formac'iones ortogonales del espacio euclídeo, c¡ue también se comprneban directamente c.on facilidad: Toda transformación ortogonal es 110 degmerada y su transformacián inversa también es ortogonal. El produc/o de cua.lesquiera. lrans/orma.ciones ort.ogonnles es orlogon


:!6.



Transformaciones s imélricHS



u na lransforrnación lineal del espacio euclídeo de n dimensioue;:. se llama simétrica (o bien, aiitoconjugada) si para cualesc¡11iera vcctort'S a. b de este espacio se verifica la igualdad (a.cp, b) = (a, ú•p)



(1)



o sea, en el prodnclo escalar el :símbolo de la tn1nsfonnació11 simétrica so puede trasladar de un factor a ot.ro. Evidentemente, Ja transformación idéntica e. y la transformación nula (1) son ejemplos de transformacione.- simétricas. Un ejemplo m{1s gencrnl es la transformación lineal, seg ún la cual cada vector so multiplica por un número fijado o: , a•(> ~ o:a.



En efecto, en este caso (n1p, b) = (M, b) =~ o: (a, /.¡) = , (11, o:b) =' (tt, b


Las lransfonnaciones simétr·icas descmpc1ían un llape! muy importante y es uer.csario estudiarlas detalladamente. Toda transformación simétrica del espacio euclídeo se determina en cualqttier /Jase ortonorm.al por una ma.triz simétrica. Recíprocamente. s~ una. transformación lineal del e.~pacio euclídeo se determina por una matriz simétrica, aunque sólo sea. en una base ortonomw.l, la transformaci6n es simetrica. . En efecto, supongamos que la t.runsformnció11 simét.rica q> se determina por la matriz A = (o:; 1) en lu base ortonormal e,, e2 , •• • Teniendo en cuenta qu e en un u base ortonotmal, el producto escalar de dos vectores es igua l a la suma de los productos do las coo1·donadas corres pondientes de estos vectores, se obtiene:



. . ., e,..



n



(e1•1, e1) (é;,



= (h~ Ct.¡he,,, = I



CJ


e1) =



a.;1.



" Cl.p,eh) =~ et.;;. (e¡, ~ 11 ~ 1
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1



o i¡ea, en virtud de (1), ªu =



Ct.jt



para todos los valores de i y j . De aquí, la matriz A es simétrica. Recíprocamente, supo11gamos que la transformación lineal cp se determina por una matriz simétrica A = (a.11) en la base ortonormal



e1 , e 2 ,



••• ,



en, Ct.tj



=



Ct.j;



para todos los valores de i y j.



Si



n



(2)



n



b= ~~;e¡, c= ~ y1e1 i= I



j=I



son unos vectores arbitr arios del espacio, entonces n



n



n



b



;=1



n



TI



c1¡; = ~ Yi (e¡



!= I



i= t



n



( ~ y¡et.¡;) e;. i= I



Teniendo en cuenta que Ja base e es ortonormal, resulta



..



(b



(b, c



"



~ ~11'JªJi·



i.j= t



~: n virtud de (2), Jos segundos miembros de las últimas igualdades coinciden, así que (bqJ, e) = (b, cq¡), qu e es lo que se quería demostrar. Del result.ado obtenido se deduce Ja sigu iente propiedad de las transfonuacioues simétricas, c¡uc también se comprueba con facilidad directamente: La suma de transformaciones simétricas y ta.mbién el producto de una transformación simétrica por nn número , son transformaciones simétricas. Demostremos ahora el siguiente importante teorema: Todas las raíces características de una transformación simétrica son reales. Como las raíces caracterísUcas de cual
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En efecto, sea A.0 una raiz cai·acterística (que puede set compleja) de la matriz simétrica A = (a11), IA-AoEI = 0. Entonces el sistema de ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes complejos



"



~ o. 11x 1 = A.0 x 1 ,



i =



1., 2, ... , n,



j e: t



tiene un detenninante igual a cero, o sea, posee solución no nula que por lo general, es compleja; por fo tanto,



~1t ~z, ... , ~n.



"



~ Cl1J~j = Ao~i. i = 1, 2, ... ,



n.



(3)



i=-1



Multipli~aodo ambos miembros de cada i-ésima igualdad (3) por el númer.o ~" conjugado con el número ~'' y sumando por separado los pnmeros y Jos segundos miembros de todas las igualdades obtenidas, se llega a la igualdad



(4)



El coeficiente de )..0 en la igualdad (4) es un número real, diferente de cero, puesto que es la suma de números reales no negativos, uno de los cuales por lo menos es estrictamente positivo. Para demostrar que el número íi. 0 es real, hay que demostrar que es real el p1·imet miembro de la igualdad (4), para lo cual es suficiente demostrar que este número complejo coincide con su conjugado. Aquí , por primeta vez se aplicará la s imetría de la matriz (real) A: _ n ___ )'. f, 'J-,t






n



__



n



~ 


=



n



n



~ 


Obsérvese que la pemHtima igualdad se ha obtenido mediante Ullll permutación simple de las notaciones de los indices de la suma: en lugar de i se ha puesto j, y en lugar de j se ha puesto i. Por consiguiente, el teorema queda demostrado. Una transformación Uneal 



 229



§ 86. Transformaclonu slmélrtcai



1



entonces en la bas e e l a transformación cp se determina por la matriz diagonal A1 '-z ( O



OJ .. ;>.,. •



Pero, como toda matl'iz diagonal es simétrica resulta que la tran.síormación 
= a (acp) = a (Aoa) = A.o (aa). Gn purticular , normalizando el vector a, resulta que e1cp = J..0 ei. (es. C1) = 1 .



Wl



vector e 1 tal



Como se demostró en el § 34, el vector no nulo e1 se puede incluir on un u base ortogonal (5)



del espacio E 0 • Los vectores cuyas primeras coordenadas en la base (5) a.ne~. son iguales a cero, o sea, los vectores de la forma a 2e; forman, ev identemente , un subespacio lineal de (n - 1) dimensiones del espacio En, que lo designaremos mediante L. Este será, incluso. un espacio euclídeo de (n - 1) d imensiones, pues, estando definido



+ ... +
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el produclo escalar para todos los vect.ol'es de E,., lo estará particularmente para los vectores de L, poseyendo además todas las propiedades necesarias. El subespacio L consta dé todos Jos vec tores del espacio E,. que son ortogonales al vector e1 • En efecto, si



a = a 1e1 + a~e; + ...



~ a;,e~,



como la base (5) es orlogonal y el vector e¡. normal, resulta (ei. a) = a 1 (e., e1)-f-a; (e 1 , e~)-!-. .. -j- a;, (ei. e~) = a., o sea, (eJ. a) ..-.: O cuando, y sólo cuando , a 1 = O. S i el vector a pertenece al subespacio L, es decir , si (ei. a) = O, el vector aq> también pert enecerá a L. En efecto, como la transformación q> ()S s imé trica, resulta (e 1, a
 es ortogonal a e 1, esta ndo por eslo cont.enido en L . Esta propiedad del su bespacio L, llamada invariabilidad con respec.10 a la transformación q>, pe1·milc cons iderar a q¡, a plicándola sola111m1tc a los vecto res de L , como unu tra11sformació n lineal de este espaciuesta de vectores p1·opios de Ja transforniacibn 



 .f
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~e determina por una matriz diagonal B (véase el § 33). Entonces, eu virtud del § 31, B = (tlAQ, (t )



'



donde Q es la matriz de cambio de la base f a la base e, e=Qf.



(2)



Esta matr iz, como matriz de cambio de una! base ortonormal a otr a base ortonormal, es ortogonal (véase el § 35). El teorema queda demostr ado. Como para una matriz ort.ogonal Q la matriz inversa es la trans puesta, Q- 1 = Q', la igualdad (1) se puede escribir en Ja forma



B=Q'AQ; obstante, por el § 26 se sa be que precisamente así 5e transforma la matdz simétrica A de una forma cuadrática, sometida a una transformación lineal de las indeterminadas de matriz Q. Teniendo en cuenta que una tran~formación lineal de las indeterminadas ele matriz ortogonal es una transformación ortogonal (véase el §35) y que lo forma cuadr;ítica reducida a la forrnn canónica tiene una matriz diagonal, basándonos eu el teorema precedente obtenemos e l s iguien te teorema do reducción de una rorm n cuadrát ica n •al ; 1 los ejes principales: Toda forma cuadrática real f (xt> .1:2 , • • • , ;r,.) se puede reducir a. la. forma ccm6nica mediante 1111.a trnns/ormación ortogo11.al de las inde110



terminadas. A pesar de que pueda u exislir muchas



1.ransfol'lnacion~ ortogouales diferentes de las iudclcrminadas que reduzcan la forma cuadrát ica dada a l a forma canúnica, ésta se determina cu lo fundamental unívocamente:



C1w.lquiera 


En efecto, su¡Jo11gamos que la forma f se ha reducido ya a la forma canónica f (X¡, X!, ..•• X,.)= µ¡y¡ ~- µ2y; -!- .. · -i- µ,.y;.,



mediante una Lransformación ortogonal. Esta Lraosformación ortogonal mantiene invariable Ja suma d e los cuadrados do la~ indete1·minadas, de dond e, si A. es uua 1111cvu ind eterminada, se tie11 c ll



11



f (xi. x~ . ... , .~,,)-i.. ~xi = ~ µ;yf •= 1



•= t



71



A. ~y;. i= 1
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Pasando a los determinantes de c:;tas formas cuadrúticas y teniendo en cuenta que des pués de realizar la transformación lineal el determinante de la fol'tna cuad1·ática se multiplica por el cuadrado dol determinante de l a transformación (véase el 28), y que el cuadrndo del determinanw de una transformación ortogon11\ es igual a la unidad (véase el § 35), llegamos a Ja igualdad µ 1 -A. O O O µ 2 -A. O LJ (µ1 - 7'),



s



o



o



i= I



µn-1..



de la que so d ed uce la tesis del teorema. Este resultado se puede formular también de una forma matri cial: . Cualquitlra qu.e sea la matriz ortogonal que reduzca la matriz simétrica A a la forma diagonal, en la diagonal principal de la matriz diagonal obtenida figurarán las raíces características , determinada por la matriz A en la base " · No queda más que hallar tal sistema d o vectores propios. Sea 1..0 cualquier raíz cáracterística d e l a matriz A y supongamos que su orden de multiplicidad es igual a k 0 • Por el§ 33 se sabe que el conjunto de las filas de coordenadas de todos Jos vectores propios de la transformación q>, correspondientes al valE>r pl'opio ¡,0 , coincide con el conjunto de las soluciones no nulas d el sis tem a de ecuacione:-: lineales homogéneas (A -A.0 E) X =0; (3) como la matriz A es simétrica, se puede escribir A en lugar de ; t ' . De los teoremas de existencia de una matriz ortogonal que reduzca l» matriz simétrica A a la fol'01a diagonal , demostrados antedorme111c. y de la uni,c id ad de esta forma diagona¡, se deduce que para el sistl'-



 .~



3'1. l?tduccl6n de una forma cuadr611ca a lo1 ejt• pr/ftclpales.
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ma (3) se pueden hallar siempre k 0 soluciones linealmente independientes. Este sistema de soluciones se halla por los métodos conocidos en el § 12, ortogonalizando y normalizando después el sistema obLenido según el § 34. Tomando por J.. 0 cada una de las ralees características distintas de la matriz s imétrica A y teniendo en cuenta que la suma de los órdenes de multiplicidad de est.as raíces es igual a n, se obtiene un sistema do n vectores propios de la transformación cp, dados por sus coordenadas en la base e. Para demostra1· que éste es el s istema ortonormal de los vectores propios buscados, no queda más que demostrar el siguiente l ema: Los vectores propios de una trans/ormaci6n simétrica cp que correspondeti a valores propios distintos son ortogonales e11tre sf. E11 electo, supongamos que b
, e)= (A. 1b, e) = A. 1 (b, e), (b, c



(b, c) = O,



que es lo que se quería demostrar. Ejempl o. Reducir la forma cuadrática /(.z1, rz, r3, .r,)=2.r1.rz+2r1.r3-2.z1.r, - 2rzx3 + 2.rz.r4 1 2.r3.r4



a los ejes principn lcs. La matriz A de esta forma es



11 = (



~



t



1



o



- 1 )



- 1



~



o



- 1



.



- 1



l In 1lcmos su poi inomio cnract eríst ico: -A 1



l 11 - H: ¡-



- A



_,



-1



- 1



1



- A



1



- A



(A - \)s (). , 3 ) .
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Pot lo tanto, la matri:t. A tiene la ralz caracte..ística 1 de orden tres y la raíz caracterlsticu $implo -3. Por consiguiente, ya se puede escribir la fotma canónica a que se reduce la forma f modianto una transformación ortogonal:



f '-= Y~+ y~ -f- y§ - 3y¡. H111lemos la transro·r mación ortogonal que realiza esta reducción. El sistema de ecuaciones lineales homogéneas (3) para J.. 0 = 1 t oma la forma



f -x1 !· xz



J



¡- :i:3-xv~ O,



X1-Xz-:t;¡-¡· X4 = 0,



x1-.r2 - .x3 +- x4 ~..: 0, l - x 1 +xz -T:x3 - x, = 0. El rango de este sistema es igual a 1. Por lo tanto, pMa ésto se pueden ba llar )



tres soluciones linealmente indepcn


º· 0),



1>2 - ( 1, O, 1, 0).



b3 = (-1,



o. o,



1).



Ortogonalizando esto s istema do vectores, se obtiene ol $iste111a de vectores



C3 · , -}c1 !{c2 '· ú3 = ( -~. ~·



{.1) .



Poi- otrn pa .. te , el s istema :·de eeuaciono~ lineales ho1uogéne11,; (3) para J.. 0 = - 3, toma la forll\a ( 3x 1 -:- x~ + :r3 - x, ~~ o. x 1 + 3x2 -x3 ·•· z 4 - 0 .



l



.2'.1



-.xz + 3;rs-i- .r4 = O,



-x1 -¡



xz '· x,,



·· :lx4



-o.



El rango do este sistcm,1 es igual a 3. El vector C4 = (1, - 1, - 1, 1).



es una solución no nula. El sistema do vectores c1 , c2 , c., c4 es ortogonal. Normalizando este sistema llegamos al sistema ortonormal de vectores 1 e,• = ( l/2'



•



(



•



(



C.¿ =



º• =



e~ = (



-J2 .o, o), 1



., / 2



f 116 . - 116. V t



- 2 1



V3 '



2' - 2·



2



)



3• 0 '



1 V3 ) 1 '-2v:r . 2-V3



-+. {).
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Po r lo tanto, la forma f so reduce a los e jes principales mediante la transformación ortogonal t



Vz



!11 =



1



z, -¡



Vi"



Zi -



·vif



1



1



vz = Vil 1



f/J =



.r2 , z2 .l.



V



r:r



3.r3,



1



1



-2V3 :.ri + 2v:r Zn 2 vr :.r~ 1 1



1



1



. 1



y, = 2z1-2 .r2- 7 rs-r 7.r•· E" menester scnalar que 111 elección del s istema do vectores propios, linoa lmouto índopond iontes, co rrespondientes a un va l,¡1· propio múltiple, goza do 111uch11 pluralidad; tic 11qul qu o existan muchas Lrnns lonnnciones ortogon a l ~,. di stintas quo redu~e n la for111n / a la fonna co nóni cn. Aquí ~úl o lwmo8 hnllndo 1111 a clo



éstas.



Par de formas . Sea dado 111i11adas, f (xi. x 2 ,



1111



• • • , Xn)



pur de formas cuadráticas en n i núl'fery g (x 1 , X:, . . . , x,.). ¿Exis te algu-



na transformación lineal no d egen erada de lns indelerminadns Xn qu e reduzca s imulláneamenl e nmhus formas a In forma ca nónica? 1':11 el caso general, la re;.1)1testa es negativa. Ve:imos, por ejemplo, !'I par 1le formas



.r1 , x 2 , • • • ,



Supougamos que l'Xisl1• una l raní



7



c?. 1U1 -:



110



clc•gl'm•rad11



C11.1J2, }



Cz2Yz,



qu o r educe ambas formas u la forma canónica. Pnl'a que la forma/ puod a reducirse poi· la t1·onsformación (4) a Ja for ma canónica, 1111 0 de los coefi cien tes c11 , c, 2 1.icnc qu e ser igua l a cero, s i no ap art'cería el tél'mino 2 c 11 c 12 y 1 y 2 • Cam lii;rndo la numeración de los indeterminados y 1 , y 2 , si esto fuese necesario, se puede supo11t'r que c 12 = O, de• 'londt' c 11 


(x11



X2) =



C11!/1 (c 21Y1



1 C2'.!Y2) =



C11Cz1!1;



1 C11C22Y1!h



0



Co mo también In forma g tiene que reducirse a 111 forma canónica, tiene que ser c 11 c22 = O, es d ecir, c22 = O, lo cua l, jnnt.o con c, 2 ·-= O. nos lleva n lo absurdo, pue¡¡ la tran sfor mación lineal (4) no es degenerada.
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La siluación será díferente si se supoue que al monos una. de nuestras formas, llOr ejemplo, g (x,, x 2 , • . ., x,.) es de fin ida pos itiva •. Subsiste el teorema siguiente: Si f !f g es un par de fo rmas cuadráticas reales en u indeterminadas, siendo la segunda de ellas definida positiva, existe una transformación lineal IZO degenerada que reduce simultáneamente /a forma g a /a forma normal y la fo rma f a la forma canónica. Para Ja demost r ación, r ealicemos primero una tJ·aJ1sformac.ión lineal no degenerada de las i ndeterminadas x 1 , x 2 , • • ., Xn,



X = TY, que reduzca la forma defi nida 1>ositiva g a la forma norma l , g (x1> x 2 , • •• , x 0 ) = y¡+ y;+ ... +y~. En este caso, la forma indeterminadas,



f (x11



f se red ucii-á a ot.ra forma



X2, · · . , Xn)



= 


q> en las nuevas



!fz, ·. ·,y,.).



Realicemos abora una t ransfo rmación ortogona l de las indeterminadas y , , y 2, .. . , !fn, q ue lleve Ja forma q> a los ejes pl'incipalcs, 


+ A.,.z;..



Esta transformación (véase l a definición en el § 35) lleva la suma de los cuadrados de l as indeterminadas y 1 , y2 , •• • , Yn a la suma de los cundrados de las indeterminadas z,, z2 , • • ., z0 • P or Jo tanto, resu lta f (x" x2 • ... , X11) = A. 1 z~ + /, 2 z; + ... + /,.z;., C (:rf, Xz, · · ·.,X,,) = z; 1-z~ -f- . . . + Z~, o sea, la transformación lineal X = (TQ) Z



es Ja buscad11 .



• Claro, esta condición no es necesaria; así, pues. las formas r 1 + :r1 - x~ y r1 - ri - xl ya tienen In forma canónica, a pe$ar de que entre ellas no hay definida.s positivas .



 CAPITULO IX



CALCULO DE LAS RATCES DE LOS POLINOMIOS



§ 38. Ecuaciones de segundo, tercero y cu arto grad06



El teorema fundamenta l demostrado en el § 23 establece la existencia de n raíces complejas para cualquier polinomio de n.-ásimo grado con coeficientes numéricos. Sus demostraciones (la expuesta anteriormente, así como otras conocidas actualmente) no proporcionan, sin embargo, métodos para la averiguación práctica de estas raíces, representando cdemostraciones de existenciat puras. Naturalmente, l as inves tigaciones hechas para descubrir tales métodos comenzaron por las pruebas de deducción de fórmulas análogas a la fórmula para la resolución de la ecuación cuadrática, bien conocida por el lector para el caso de coeficientes reales en el curso escolar de álgebra. Ahora dumostraremos que esta fórmula es v;ílida también para las ecuaciones cuadráticas con coefi cientes complejos, y que se pueden deducir fórmulas análogas, aunque más complicadas , para las ecuaciones de tercero y cuarto grados. Ecuaciones cuadráticas. Sea dada In ecuación cuadrática



con cuulc.squiera coeficientes complejos; sin restringir la generalidad se puede suponer que el coeficiente superior os igual a uno. Esta ecuación se puede escribir en la forma



Como es sabido, se puede extraer la raíz cuadrada del número com2 piejo q sin salir del sis tema de los númer os complejos. Los dos v alores de la raíz, que se diferencian entre sí solamente en el



T-



~igno, los escribiremos en In forma ± p



(?. -



, /_p_2_ _



z + 2 = ± V -¡- - q,



q. Por lo tanto,
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Cap. 1 X Cálc1tlo dt las rafcts dt los polinon•ios



o sea, las raíces de la ecuación dada S


-:;-



.r-¡;=--



±V



,--q. 1



t:Jcmpo . Hc so lvcr la ecuación ;r2-3z + (:! - /)



O.



Apli cnn


:r Por IM



mé todo~



!). -r;.¡ ± yl.' /1,-(3 -



del § l!J se halla:



'V - 3 , de



l :i ·1 .• ~ i '~ z±:f V - :1 f-41 .



4t



t· ( 1 -1 21),



donil~



z 1 = 2 + 1, .r2 - t - I .



Ecuncio11es cúbicas. A diferencia del ca~o ele las ecuaciones c1111drálict1s, has ta ahora no tenemos un método para la resolución de las ecuaciones rúbicas. incluso en el caso do coeficien tes reales. Ahora obtendremos pan\ l:is ecuaciones cúbicas una fórmula aná loga a la fórmula puru las ecuaciones cuadráticos, suponiendo además que Jo;< coeficic11t.es son cualesquiera núm eros complejos. Sen dndn la ecuació n cúbica y 3 +a.y•+ by + e =



O



(1)



con coeficic11 tcs complejos cualesquiera. Sustituyendo en In ecunción (1) la incógnita y por una nuova incógnita x, ligada n y por medio de la igualdad (J



(2)



!J =X-;r•



resulta una ccuac1on para la incógnita .e; es ta ecuación, como fácil mente se com prueba, no contiene el cu11drado de esta incógnita, o sea, es una cc11nci611 ele la forma x3 + px + q = 0. (:~) H nllando los raíces do la ecuación (3), en virtud de (2), se obtie11c11 tambi én la;; ralees de la ecuación (1). Por consí~uiente, no quedn 111Íls que n¡>rondor n resolver la ecuación cúl1ica ~reducida» (3), con cualesquicrn coeficientes complejos. Por el teorema fundamenttil, · In cc11ació11 (3) posee tres raíces complejas. Seo •o una de estas raíces. Introduzcamos una incógnita auxiliar 11 y examinemos el polinomio



f (u) = u~ - x 011 -



f.
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ecuaciones de segu11do, teruro 11 cuarto grados



Sus coe fic ientes son números co mpl ejos, poseyendo por lo tanto dos raices com pl ejos a y ~- Por las fórmulas d o Vieta:



P oniL•ndo



(lll



a ' IS - .xo.



(4)



ª~ -



(5)



-:r.



(3) la expresión (4) d e Ja rn iY. x 0 , resulta (a + ~)ª +



o bie11



p (a -1 ~H- g == O.



a 3 + ~3 + (3"~ + p) (ex. + ~) + q = O.



Sin embargo, de (5) se deduce qu e 3 a~ + p = O; de donde resulta:



aª -1 IS''



- q.



(6)



Por otrn pnr lc, d .. (;'>) !'e dt•dun• que a3~ª =



p•



(7)



-27 .



Las igualdades (6) y (7) mueslrr111 qu


3



3



y ~



:


el 


con co eii c icn tes complejos. ílcso l v icndo la ecuación (8) 'I



"º



(8)



....: O



ob ti e n e: _.r q'l.



'



/':t



-:¡± V 1,-r-:;:¡. (!J) Memo:< ob tenido Ja s ig u iente fórm ul a, conol'ida por e l no111 Lre d1• /úr11111la tle C(lrda110, que t•xpr< cundrildos y cúb icos: .t·q



et. : ~ ~



V



-



tJ



I



1¡•



f'l



7 ·-1- V' T-1 Ti 1



~v



r¡



' /



q2



p3



- 7 - V T ~ · -:!7 .



Como ('I r111li ca l cúb ico tien e trc.0 de lo.< números co mpl ejos , las fórmulas (V) dun t.rcs \'alores para u y tre:< \'alorc:> pnrn IL S in e mbarg o , al a plical' In f(¡ r111nln ile Cardu cd c .com bi11;11· cua lqui er va lor d e l r ndi cn l et. con c nalcplicr valor por



• N"o im porta cuál d!' l as raÍ('


ti".



a y f\ t•:i;.t.in



~i tuacla . .



5imélriraml•n te.



 ;ll,\)



Cap. l X Cálculo de las rafcu de los polinomios



del radical f3: para un valor dado de a se debe tomar solamente aquél de los tres valores de f3 que satisface a la condición (5). Sea a 1 uno de los tres valores del radical a. Entonces, como se ha demostrado en el § 19, los otros dos se pueden obtener multiplicando a 1 por las raíces cúbicas e y e2 de Ja unidad: a 2 = a 1e, a 3 = et1e2 •• Designemos con



f3 1 el



valor del radical



f3 que corresponde al valor



a 1 del radical a según (5), de modo que a1f31 = Los otros dos valores de f3 serán



-4 .



f3z = f31e, f33= fl,e2 • Como e3 = 1,



a:2f3a = a:,e·f31e 2 = a1f31e3 = a:1f31 = --}- , el va lor a 2 del radical a corresponde al valor f3 3 del radical f3; amílogamente el va lor f3 2 corresponde al valor a 3 • Por lo tanto, todas las raíces de la ecuación (3) se pueden escribir del mod o siguient e: X1= a1 -i- f31, Xi= a2 ~3 = a.e + xa = a.l ~ 2 = a,e2



+ +



f31e2, +f3Je.



} (10)



Ecuaciones cúbicas con coeficientes reales. Veamos lo que se puede decir de las raíces de la ecuación cúbica reducida xª + Px +q =0, (11) s i sus coeficieutes son reales. En este caso, desempeiia un papel qZ a fundamental la expresión T. que figura en la fórmula de Cardano bajo radical cuadrado. Obséi·vese que el signo de esta expresión es contrario al signo de la ex presión



+ ?7



2



D = -4p3 -21q~= - 108 ( ~



+ ~;) ,



denomillada discriminante de la ecuación (11) (compárese más abajo, § 54); en las formulaciones posteriores se usará el signo del discri minante. 1) Sea D < O. En este caso, en la fórmula de Cardano, bajo el símbolo de cada uno de los radicales cuadrados figura un número positivo. Por es~o. los números que figuran bajo los símbolos de cada uno de los radicales cúbicos son reales. Sin embargo, la raíz cúbica de un número real tiene un valor real y dos valores imaginarios conjugados. Sea a 1 un valor real del radical a; el valor ~ 1 del radical ~ que corresponde a a 1 por l a fórmula (5), también será ceal, pues, el 1
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número 11 también es real. Por lo tanto, resul ta que la raiz :i:1 = = a 1 _!_ f3 1 do la ecuación (11) también es real. ], as otras dos raí ces so hnllan s us tituyendo en las fórmulas (-10) del presen te párrafo lns raíces de la unidad e = 8 1 y 8~ = 8 2 ¡JOr sus ex presiones (7) d el~ ·J9:



•



.r.~ ~ a,e + f3,e· = a 1



, .i-3



--



= a,e2•R , Pl e =



( -7+ 1 t.l/3) 1 .V3 :¡- + f31 ( - ;r-t :r) =



- ~ ..!.. · y3 «1 -~1 2



a1



= -



1



2



l.



t



( - ;r1 i--;¡--.l/~ ) + PR( 1 -rL.i --yV3) = I -2 ª 1 ~~·



-i



V3 ª• ;- ~·



;



co mo los números a, y f3 1 son reales, estas dos raíces son números imaginarios conjugados, pues, el coeficiente de la parte imaginaria es diferente de cero, debido a que a 1 =I= f3 1 ; éstos son va l ore.~ de dist.intos radicales cúbico~. Por lo tanto, si D < O, la ecuación (11) tiene una rafa real !! dos raíces imaginarias conjugadas. 2) Sea D = O. l::n este ca.;o,



a=v -t.



f3 = v



-t·



Sea a 1 un valor real def radic:il a; en virtud de (!'>), f3 1 también será un número real, s iendo a 1 = 13,. Sustituyendo en las fórmulas (10), 13, por a 1 y aplicando la igualdad e+ 8 2 = - 1. resulta: x 1 =2ai. x 2 = a 1 (e -f-e2 ) = -ar. x 3 =a,(ez + e) = - a,. P{)r lo tnn\.o, s< D = O, todas las raíces rea.lr'S, siendo dos d e ellas iguales entre sí.



de la ec1H1ción (11) so11



3) S ea, finalmente, D > O. En es te caso, en la fórmula de C11rdano, bajo el rad ical cuadrado figura un número real 1lt'gali vo y , por co ns igui ente, bajo los radicales cúbicos figuran números inrngin¡lrio~ conjugados. En consecuencia, todos los valore.~ de los n1di cnles a y f3 son ahora números imaginarios. No obstante, cutre las raíces de la ecuación (11) t iene que haber por Jo menos una real. Supo11g111nos que ésta es la raír. X1 = «o !· ~O· Como son reales tanto Ja suma de los números a 0 y f3 0 como~ " producto, igual a los números a 0 y f3 0 son conjugados entre sí, pues son raí.ces de una ecuación cuadráticn con c{)cficien\.es reales. Pern, entonces, son conjugados entre sí también los números a0 ~ y f3 0 e2 ,



f,



sG-2 $2
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¡,,.



polinomios



y tambi ón Jos n1ímt>ros a 0 e 2 y f3ae, de donde so dcd uco r¡uo las raíces de la ec uación ('11)



tambi én son ní1meros reales . Ha resu ltado que lus tres raíces de la ecuación (11) son l'cales y, además , como fácilmente se comprueba, entre elh1s no hay iguales. En caso contrario, la elección de la raíz x 1 se podría r ealiwr de modo qu e se cumpli ese la igualdad x2 = 3; 3 , do donde ao (e- e2 ) = fi 1, (~. -e2 ), o sea, a 0 °- ~ º ' lo cual es impos ible. Poi' lo tanto, si D > O, la ecuación (11) tiene tres raíces reates



distintas. El \11limo caso que acabamos de c•xarn ina r 1nu es t.ra que el valor práctico de h1 fórmula d e Car O l.odas las rníces de fo ecuació n (H) con coefieientc.« real es son núm eros reules, el c;ilculo de éstas por la fórmula de Card


o.



La s uslitución y - x - 1 rcd uco c~ta ccunciún a la fMma ;r.3 -GI - 9 - 0.



Aqul p = - 6,



q = -9,~ por



(12)



lo cual q'l.



·'IU



pS



-:r+n =-:r- > O. o sea, la ccunción (12) tiene una rnlz rN1l y d os ra íces imaginarias conjui::1das. Sogúu (\J),



a=



.,. y3 1 7~ + 7= V 8,



Por cons iguic11te, ª• '= 2, ~ 1 '= 1, o llllll por las Jói·w u las (l 0): r 2 ~,



3,



~ -- v



~ea,



3 . V3 --z+ • :¡- ,



.t 1 =



x3 ~



V7



~·-



-z-2 = f



3. li•s



otra~



3 . V3 --z•T ·



t. dos



r~lccs



se ha-
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Oo aquí so deduce que las raíces de la ecuación dada son:



V3



s



V3



s



Y1 = 2, 112 = --z+iz• ?f3 ~ --z-iT. 2. Hesolver la ecuación zª-12.e -i- 16 = 0. Aquí p = -12, q = 16, por lo tanto, q2 pS



1,+ 27= 0.



De aquí se deduce que a.=



"f -



8, o sea, a. 1 = -2. En consecuencia,



r 1 = - 4, x2 ~ x3 = 2.



3. Resolver la ecuación .:r~- 19.e ~· 30 -~ 0.



Aquí p ~ - !O, q - 30, do el onde ,,.



78/i



{13



1,-I- :!7 = - 'i.7






Así, manteniéndose c11 el c


Ecuaciones de cuarto grado. La resolución de la ecuación de cuarto grado y·' · f- a.y3 -1 byz J... cy + el = O ( 13) con coeficientes complejos arlii!.nlrios se reduce· a la resolución de una ecuación cúbica al1xiliar. Esto se consigue con el método s iguiente, perteneciente a Ferrari. Se reduce pl'eviamenl.c la ecuación (13) con la sustitución y ~ x - ~, a Ja forma



.



x'' -;- p.r;' -j qx + r = O.



(14)



Luego, el primer mi embro de c"ta ecuación se transforma idéot.icamente mediante el iinriimetro nuxiliar o:, del modo siguiente: 2



2



• • x 4 l· PX2 + qx -;-' r = ( x-• + 21> .-• a ) -r' 1Jx + r- 4p -a·-2ax·-pa, o bien 2



J



(x2 + f + a r - [2ax2 -qx + (a 2 + pa-r + ~ ) =o.



(15)



Elijamos ahora o: de modo que el polinomio c¡ue figura entre corchetes sea un cuadrado completo. Pina esto, es necesario que tenga una raíz múltiple, es deci r, se tiene que cumplir la igualdad q2 - 4 ·2a ( a 2



+ po:-r + ~ ) = O. 2



(16) 16•
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r.np. l X Cólculo de la< rafees de lo.< pollnomtos



La igualdad (L6) es una ecuación cúbica con rc:;peclo a la incógnita ex. con cooficicntes complejos. Como se sabe, est.a ecuación tiene tres raí ces compleja::;. Sea cx. 0 una de clh\s; en vir1.ud de la fórmula de Cardan o, Jsta se expresa JJOr radicales mediante los coeficientes de la ecuación (16), o sea. mediante los coeficientes de la ecuación (14). Con tal elección del valor de.' a, el polinomio que figura entre corchetes en (15) tiene una rníz mi'dtiplo _q , de segundo orden. Por 4 consiguiente, Ja ecuación (tf>) loma la forma



"º



(:'



2



)·



~



+ cx.o)2-2ao ( x-



4 ~J



2



=Ü,



es decir, :;e de:scomponc en dos ecuaciones cuadráticos:



x 2 - V2a0 x+ 2



.?: -:-



(-1;-- + ao + .¿ -V~2(i() ) = V,



jl 2a0.x -i- (



)1



>



f + ao- 2 V2o:) = O. j



(17)



Como las ecuacione:; (17) se han obtenido de la ecuación (14) haciendo lransforrnaciones idénticas, las raíces de las ecuaciones (17) scr;in t;101l1ién raíces do Ja ecuación (14). Pr.cilmen te se observa también que las taíces de la ecuación (14) se exprcsM por radicales medianlo los coeficientes. Aquí no cscribirem


 .§ 89. Acota.cí6n de las raíces \



treinta del siglo pasado. Resultó que para cualquier n, empezando desde n = 5, se pueden indicar ecuaciones de n-ésimo grado irresolubles por radicales, que tienen incluso coeficientes numéricos enteros. Tal es, por ejemplo, la ecuación



x 5 -4x-2=0. Las investigaciones de Galois influyeron definitivamente en el desarrollo del álgebra. Sin embargo, nuestra tarea no incluye su exposición. § 39. Acotación de las raíces



Ya sabemos que no existe un método para calcular Jos valores exactos de las raíces de los polinomios con coeficientes numéricos. No obstante, diversos problemas de la mecánica, de la física y de la técnica se reducen al problema de las raíces de los polinomios, los cuales suelen ser a veces de grados suficientemente altos. Esta c ircunstancia fue la causa de numerosas investigaciones que tenían por objeto aprender a hacer tales o cuales deducciones sobre las raíces de l os polinomios con coeficientes numéricos sin conocer estas raíces. Se estudiaba, por ejemplo, la cuestión sobre la posición de las raíces en el plano complejo (las condiciones según las cuales todas las raíces están dentro del círculo unidad, o sea, que en su valor absoluto son menores que la unidad, o bien, las condiciones para que todas las raíces estén situadas en el semiplano izquierdo, o sea, que · sus partes reales fuesen negativas, etc). Para los polinomios de coeficientes reales, se elaboraban métodos de definición del número de raíces reales, se buscaban las cotas entre las que podían estar estas raíces, etc. Finalmente, fueron dedicadas muchas investigaciones a los métodos del cálculo aproximado de las raíces. Ordinariamente, en las aplicaciones técnicas es suficiente conocer solamenle los valores aproximados de las ralees con cierta exactitud prefijada, y si, por ejemplo, las raíces del polinomio se expresasen incluso por radicales, éstos se sustituirían de todos modos por sus valores aproximados. En su tiempo, todas estas investigaciones formaban el contenido fundamental del álgebra superior. En nuestro curso esl.Íl incluida solamente una parte muy pequeña de Jos resultados re lacionados con esto y, teniendo en cuenta las necesidades primarias de las aplicaciones, nos limitaremos al caso de polinomios de coeficientes reales y de sus raíces reales, saliéndonos pocas veces do estos límites. Además, se va a considerar sistemáticamente el polinomio f (x) de coeficientes reales como una función real (continua) ele la variable real x. Siempre que sea útil se emplearán los resultados y métodos del aniilisis matemáLico. .



 21,1\



Cnp. f X Cálwlo rle los rafees de los polinomios



Es c


+



Por los rcsnllaclos rlel § 21,, sobre los rníccs de este polinomio, se p11ede ;1/"irm;ll" lo s iwzil'ntc: como es de grado impar, h (.i:) tiene por lo me11os una n1íz real; si el número de raíces reales es mayor qne uno, será igual a Lres o a ci11co, pues !! l as raíces imaginarias son co11jug1.1das a pares. El estudio do la grMica tic! poli· nomio h (.r ) pcrmitc afirmar 11lgo mfis ~ohrc ~ns raíces. Tracemos csLa gráfica (íig. !l) * , considerando sólo los valores enteros 1le :t· y calcul1111do los valores correspo11d ien Les de h (.r.) por el mélodo 1le Horuer:



Fig.9.



Vernos, pues, que el polinomio h (x) posee al menos tres raíces reales: una posiliva a. 1 y dos negativas a2 y a3, siendo 1 < a1


-4


csc~la



dici vocos menor que



 .~
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deradO nO se ha demostrado que a la derecha del punto X = 2 y a la izquierda del pu11to x . -4 ya no hay raíces del polinomio. Adem


J xJ >- 1 + 1 ~ 1 •



(1)






+
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Cap. IX Cálculó de las rafees de los P"linomios



Demostremos primero que es suficiente conocer la cota superior de raíces positivas de cualquier polinomio. En efecLo. sea dndo un polinomio/ (x) de grado n y sea N 0 una cola superior de sus raíces positivas. Examinemos los polinomios



la.s



(pi(x) = x"f ( ~- } l1'2(x) = fl-x), IP3 (x)



= x"f ( - ~)



y hallemos Jns colas s11pcrio1·e~ de sus raíces 1>osit.ivas; supongamos c¡ue éslasson los númcrosN1 , N 2 , y N ,¡, respectivamente. Entonces, el númem



~ será wia cota in/1:rior d1: J.os raíces positivas del polinomio l



/ (x), pues, si a es 1111a raíz po~il.iva de/ (x), ..!. es 11na raíz posit.iva de a 1 lf 1 (:r), y rlc ~ < N 1, resulta a > -:--y • 1\niilogameule, los números a



' r



- N 2 y - ~" son /.as cotas inferior y superior, respectivamente, de las



¡ (x). Por lo tanto, . tocl11s las raíces 1 positivas del polinomio f (x) satisfacen a las desigualdades -v < x < 1 l < N 0 y lodas las raíces negal.ivas, satisfacen a las desigua.ldades raices negativas del polinomio



- N2 < x


3



Para rlelerminar una cola superior de las raíce;; po;;itivas se puede aplicar el método siguiente. Sea dado un polinomio



f



(x)



= ao:i:n + a x"-l + ... + (l,n 1



con coeficientes reales, siendo a0 > O. Supongamos ahora que ªh· k > 1, es el primer coeficiente negativo; si no hubiese tales coeficientes, el polinomio / (x) no podria tener raíces positivas. Sea, finalmente, B el máximo valor absoluto de los coeficientes negativos. Entonces el número



es una cota superior de tas raíces positivas del polinomio f (x). En efecto, suponiendo x > t y sustituyendo cada uno de los coeficientes a1o a 2 , . . ., ªh-t por cero y cada uno de los coeficientes ah, a1.+ 1, • • • , ª" por B, se puede disminuir solamente el valor
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del polinomio, resultando



f (x) > 


1



+ ... +x+ 1) = a0x"-B



x> 1,



Si (3) enlonces, como



a0xh- t (x-1)-8 > a0 (x- 1)1' -8, la ox 1>resión que figura entre corchetes en l a fórmul a (2) resulta positiva. sea, en virtud rl o (2), el valor de / (x) es estrictamente posilivo. Por lo tanto, los valores de x que i;i\Lisfocen a la desigual d11d (3) no pueden ser raÍl'OS de f (x), como ; c, e l sci,:u ndo m ie mbro será un número estrictamente positivo, es decir, ll\les va l ores de x no pueden ser ruitC;< de f (x). Al buscar el número correspondienle e, parn un polinomio/ (x) dado. es convenien te obrar del modo sigufonto. La der ivada ¡ (:r) - 1da0 es un número positi vo, de d onde, el polinomio ¡ (.r) es una func ión creciente do x. Por consiguiente, exist.c un número e, tal, que pa ra x :;;.. c1 la derivada ¡ (x) es posi tiva. De esto ~e deduce que pa ra x :;¡.. c, . lo derivada ¡ (:r) es una función creciente de x, por lo cual , existe un nú me ro c 2 ta l (c 2 > c1), que para x > Cz . la deri vada ¡cn-2) (x) tamhién es positivn. Con tinuand o ele oslc modo. llegaremos por fin ni nltmero buscado c.



vr.



 Cap. l X Cálculo dt



las rafees de lo.< polin.vmú>s



Apliquemos el método de Newton al polinomio h (x) examinado ante-



riorm~nte.



/1 (x)



= x~+ 2x• -5xª ·l·



8.i2 - iz-3,



h' (x) ;, 5x' ., 8.t3 -15zZ.j. 1()x - 7,



i.• (.r) = 20x3 -;- 24x2-30.c f


+ lli,



120x -¡.48,



ltV (:t) = 120.



Fácilmente se comprueba (aunque sea por ol mótodo de llorner), quo todos estos po\inQm ios 5on positivos para :e = 2. Por lo tanto, el número 2 es una cota su¡ierior do las ralees positivas del polinomio h (x), resultado qu o es mucho más exacto que los obtenidos por otros métodos. Para hnl lnr una cota inferior de lrts raír.~s negativas  2(x) = - h (- x)*. Como q>2 (.i) = x6 - 2z4-5xS-8x=-7.< ¡. 3,






5z~ -



8rª-15r2 - l(;x - í ,



Cf.i (;r} = 20xS-2;\.r.2-:,0.r.- lli, 


·


l 20c-48,



q>V (x) = 120,



y t.oa, el número 1, es una cota superior do las raíces positivas de rp 2 (x), de donde, el número - 4 es una cota iníerior de las raíces negativas de h (x). Examinando, finalmente, los polinomios



.¿) =3.c5 .l.. 7.r4-8xª +5x2-2x- 1, (r) = -x6h ( -+) = 3r~-7.r 4 - 8x9 - 5z•-2r+ 1,







tp 3



y aplicando de nuevo el método de Newton , pnra las cotas superi ores de las raíces positivas de estos polinomios hallamos Los números 1 y 4, respectivamente ; de aqul el número 1 es una cota inferior de las raíces positivas del poli-



+=



nomio I• (x); el número - {os una cota superior do las raíces negativas do éste. Por lo tanto, las ralees positivas del polinomio h (:e) están:comprendidas enttll los números 1 y 2, y las raíces negativas, entre los números -4 y - {. Este resultado concuerda perfectamente con lo hallado antes al examinar la gráfica. • Aqul tomarnos -h (-.x) en lugat do h ( - x), porque para la aplicación dol método de Newton, el coeficiente su perior tiene que ser positivo. Naturalmente, este cambio de signo no influye en las ralees del polinomio rp 2 (.t) .
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§ 40. Te orema de Stunn Ahora estudiaremos el problema sobre e l núme ro de raíces reales q ue t.iene un polinomio / (x) de coeficientes reales. Mas, nos interesará L


J, :), -2, ·1,



-



/¡, - ~ .



-3,



!¡,



l.



('l)



E scriba111ns s uccSi \·amcnLe los s ig nos de c·s l,os nijnwrns:



+, +, - ,



-!- , - . - , -,



T



o



(2)



Observamos que e n e l. s is l.l'ma (~) íi g ura11 c 11a lro \'eces s ig nos ron1.l'arios c onsecutivos. Gn vi etud 11(' cs l.o, se 1lirn que e l sistema ord en a d o (1) prese n la c ulll ro variaciones de signo. .'11 a t 11nd rne11 te, d núm!'ro do va riaciorw s de s ig no puede se r ralr11lndu (lill'i\ 1;11ah¡uic r sistema finiLo ordenado de núm e ros reate:< difcr1'11tcs do ce ro. Cons\cloremos abura un polinomio / (~·) ele coe fic ientes reales y supo ngamos que és to carece de ra fo('s nrúlU pl•'S, pues, en c aso ' 


2) El úll.irno polinornio f. (.~) no lie no raíces re¡1Je;.. 3) S i a es una raíz i·ea l d e 11110 ele los poli110111i o:< i11l('r111cdios J¡, (x) del si!'\t.c rn a (3). 1 < k -< s - 1, cn t.onccs, h - 1 (a) y /1i , 1 (a.) t ienen el ifcrc 11 t.c ;;ig 110 . /¡) Si a es una raíz real del polinomio f (..0lin


 2f>2



Ca.p. IX Cálcttlo de las ralees de lo.< polinomios



posea tal sistema, seitalaremos e l modo de utilizarlo para averiguar e l número de rnfres reales. Si el número real e no es raíz del polinomio ciado f (x) y (3) os e l sist01ri" de St11rm de este poli nomio, tornarnos el sistema de números reales /(e), /i(c), / 2 (c) .. ., /.(c), l'l iminamos en éslc todos los números iguales a cero, y designa. 111os con W (c) e l número de variaciones de signo que presenta et s istema obtenido; d iremos que W (c) es el número de variaciones de 11igno qne pl'escnta el sistema de Sturm (3) del polinomio f (x) para x =C *. Subsisto t~I s iguil!nte . Teorema de Sturm. Si los números reales a y ú, a< b, no sc,n raíces del polinomio f (x), el_ cual carece de raices múltiples, entonces W (a) :> W (b), y la diferencia W (a) - W (ú) es igtial al númerode raíces reales del polinomio / (x) comprendidas entre a y ú. Por Jo t.anlo, para Ja det.crminarión del 11 1ímero de rníces reales del poli nomio f (x) comprend idas cnt.re a y b (recordamos que, por hipótesis, f (.-i:) no tiene raíces m (iltiples), s6lo hay que averiguar en cuánto disminuye el número de variaciones de signo que presenta el s istema de Sturm de este polinomio al pasar del valor a al valor ú. P a rri la domost.ración del teorema, veamos c.ómo cambia e l 11úmero W (x) al c recer x. illie11Lras x no pase por alguna raíz de alguno de los polinomios del sistema do Sturm (3), los signos de Jos polinorn ios de este sistema no cambiarán y no variará el número W (x). En virtud de esto, y tambión debido a la condici6u 2) de Ja definición del sist.em11 de Stmm , no queda más que exaroi11ar dos casos: el 1rnso de x por una raíz de uno de los polinomios intermedios fk (x). 1 olinomio f (x). Sea a un a raíz del polinomio / 1, (x). 1  or consig ui ente, SI) podrá ha llar un número positivo e, posiblemente muy pequeíio, de tal mod o que en el i nterva lo (a - e, a e) Jos polinomios /i.- 1 (x) y h +1 (x) no tengan rníces, conservando por ello constantes los sigo os, que serán además distintos, por Ja condición (3). De esto se deduce que cada uno de l os sistemas de números f,.-t(a-e.), /¡¡(a-e), Í1


+



prensentan exactamente una variación de signo, independientemente de l os s ignos que tenga n los números /,. (a - e) y li. (a e). Por



+



• Naturalmente, las variaciones de signo que presenta el sistem a do Slurm de un polinomio f (z) no tiene nada de común con la variación de signo del mismo polinomio f (z), debida al paso do z por una raíz de este polinouiio.



 ,
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1



~jemplo,



si oo el intervalo considerado f,,_ 1 (x) es negativo y / 11 + 1 (x) e)< O, a los sistemas (4) y (5) les corresponderán Jos sislemas de signos:



es positivo, y si Íh (a - e)> O, !k (a



+



-. +, + ; -. -, + . Por lo tanto, al pasar x por una raíz de uno de los polinomios inte rmedios del sistema de SLurm, la variación de signos en este sistema sólo puede trasladarse, mas no podrá aparecer de nuevo ni desaparecer, por lo que duran te ta l paso el n úmero W (x) no variará. Supongamos, por otra parte, que a es una raíz del mismo polinomio f (x). Según la condición 1), en este caso a no será raíz de f 1 (x). Por consiguiente, existe un número positivo e tal , que el intervalo (o: - e, a s) no contiene raíces del polinomio f 1 (:t), por lo cua l este írHirno mantiene consta n te el signo en esto interva lo. Si este signo es positivo, ~n virtud de la condición 4), al pasar x por a, el mismo polinomio f (x) cambia el signo de me n o~ a m;\s. es decir, f (a - e)< O, f (a + e)> O. Luego, a los sistemas ele números f((J.-e) , [ 1 (a-e) y /(a + e), / 1 (a 1- e) (6)



+



les corresponden los



sis~crnas



de signos



-, +



y



+. +.



 en el i.n\l!rva!o (a. - i.;, c.


virtud 1lc la conrlición 4). el poJiriom io j (:e) cnmbia el signo ele más menos a l pasar x por a, o sea, f (a - e)> O, f (a + e)< O; a los s istemas ele ri úmeros (6) les corresponden ahora los s istemas de sigri os



;i



+. -



y- , -,



es clcci r, en e l sistemn ilc SL11rm se p il•rcle de nuevo una variación. Por lo t.11n to, el númern IV (x ) varía (al crece1· x) solamente c1w11do x pasa por ww raíz del polinomio f (x), disminuyendo exactamente, en l'.~te caso, en una unidad. '.\¡ttura lrnc1ttc, con esto queda d.e01os1.rildo el teorema de St.n rm. Pa ra aplicar este teorema a Ja averiguación tlol n Íl mcro tota l de raíces roa les de un polinomio f (x), es s uficiente t.omar por a el lím ite inferior de las raíces neg¡üivas y por b, el límil.c superior d e las raíces positivas. Sin embargo, es más fáci l obrar del modo siguie n te . 1-:n virtud del lema ciemostra4lo en el§ 23, existe nn n1ímero positivo N, posiblemente muy grnnde, tal que para 1x1 > N los s ignos de todos los polinom ios del sistema de Stu rm coinciden con los signos de sus términ os super iores. En otras pa labras, exi8tc un va lor positivo t.an g rande de la indeterminada x, q u e los signos de Jos valores correspondien t,es do tocios los poli.nomios del sistema de Sturm 4·oincidcn con Jos s ignos de sus coe fic ie n tes superiores; este va lor
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de x, cuyo cálculo no es necesario, so designa convencionalmente con el símbolo oo. Por otra parte, existe un número negativo x, cuyo valor absoluto es tan grande que los signos de los va lores correspon· dientes de los polinomios del sistema do Sturm coinciden con los signos de sus cocficient.es superiores para los polinomios de grado par. y son contrarios a los signos de los coeficientes su periores para los polinomios de grado impar; convengamos en designar este valor de x mediante -oo . Está claro que en el iutervalo ( - oo, oo) están contenidas todas las raíces rea les de todos los polinomios del sistema de Sturm y, en particular, todas las raíces reales de l polinomio/ (.:1:). Aplicando el teorema de Sturm a este intervalo, se halla el númert> de estas raíces; la aplicación del teorema de Sturm a los intervalos (-oo, O) y (O, oo) proporciona el número de raíces negativas y e l número de raíces positivas del polinomio / (x). respectivamente. J\o queda más que demostrar que cualquier pólinómio f (x) drcoeficierites reales que no teriga raíces múltiples p()see cm sistema drSturm. Eut.re los diversos métodos que se emplean para la construcción de tal sistema expondremos el más 11s 11al. H11gamos / 1 (x) = f' (x), con lo que se garantiza el cumplimiento de la condición lt) de la ileíinición del sistema de Sturm. En efecto, si a es 111rn raíz real do l polinomiO f (;i,:), se t.ienc /' (a) ~ O. Si/' (a) > O, entonces j' (x) > O en un entorno del punt.o o.. Por lo tanto, al pasar .:i; por a, f (x) cambia el signo ch! menos a más; esto mismo se cumple también para el producto f (.1:) / 1 (x). Hazonamientos análogos son válidos. tamhitin pilrn el caso en quo f' (a) < O. Se divide luego f (x) por / 1 (x) y el re:>idno de esta división, tomado con signo cont rario, :w toma por /~ (x): f (x) = /1 (x) 


En general, si ya se han hallado los polin om ios h - 1 (x) y/,, (x), el polinomio !h+I (x) será el residuo de la división de f,. . 1 (x) por· ¡,. (x), tomado con signo. contrario: fh - 1 (x) = fh (x) qh (x)- !JH-1 (x). (7) El método expuest.o se diíereucia del algoritmo de Euclides. aplicado a los polinomios./ (x) y f' (x), solamente en que cada vez se· cambia el signo al residuo, y la división consiguiente se efectúa yn por esle residuo, tomado con el signo cont.r ario. Como al buscar el máximo común divisor este cambio de signos no importa, nuestro proceso terminará en cierto / . (x), que será el máximo común divisor· de los polinomios f (x) y f' (x); además, corno f (x) no tiene raíces múltiples, o sea, es primo con /' (x), resulta que en realidad /, (x). será un número real diferente de cero. De aquí que el sistema construido de polinomios f (x) = fo (x), /' (x) = f, (x), /z (x), ... , f, (x)
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también ¡¡atisfacc a la condición 2) de la definición del sistema de Sturm. Para demostrar que se cumple la condición 1), supongamos que los polinomios consecutivos f1t (x) y / 1,+ 1 (x) tienen una raíz común a. Entonces, por Ja igual dad (7), a también es raíz del polinomio f1t-i (x). Pasando a la ig ualdad



f1t-1 (.x) IJk-1 (.x)-/" (x), resulta que a es también raiz de h-2 (x). Continuando de este modo, hallamos que a es una raíz común de f (.x) y/' (.x). lo que contradice a fh-2



(.x) =



las hipótesis hechas. Finalmente, el cumplimiento de Ja condición 3) es consecuencia inmediata de la igualdad (7), pues, si f1t (a.) = O, resulta fh - 1 (a.) = -fh+ I (a). Apliquemos el método de Stum1 al polinomio h (x) = x~ + 2x4 - 5x 3 -¡... 8.z2-7z-3. exurnin11do en el párrafo anlHior. Aquí º"comprobaremos provi;imentc que h (.z) carece do rníce~ múltiples, puesto que e l método de construcción del sistema do Stunn. ~irvo n la voz para comprobar si e l polinomio y su 1lorivada ~011 primos entre si. Hallemos ol ~isLcmn de St.urm para h (x) aplicnndo el método indicado. ~·l


sx:• -



t5x2 .;. 16x - /,



/1 2 (.:r} ~- GGxª - 1::;0_.z .-'- 1i2x 7 GI, ll;a(.:r) ~ - liM.t2 -f 11:35x -j. 72:3.



hd,;) = - 3:::599457x-8/i86093, h5 (x) ~



-1.



Dotcnninemos los :


1 h (x) 1h 1 (x) I



ro



1



+



1



+



/¡~



1



T



(:r) '"" (.r)



1



1 1i, (;r) l /¡5 (x) 1



1



l



J\límoro do varindo11PS do l'igno



1



Por lo tanto, al p11st1r x de - oo a oo, el sistema de Sturm pierde tres varia 


 rore~.•



Cap. IX Cálculo de las



1/e



lo• polinomios



r·~:.•lt'S. De nquí vemos quQ, al construir l a gráfica do este rmlinoruio t~n el p.irrafo Uhtcrlor, no l1aLíamos perdido ninguna rníz.



Apli 


f (x)



~ x3



+ 3x2 -



mú~



siuiplc. Soa dndo



l.



Halrrrnos cr mímoro de su~ rofoos reales V (.amhién la!" e.otos 011tl!ras e ntre las que 


f i(x) = 3x2 . ; G.:r,



h



(..e) ·- 'l.x 1- 1,



f.7 (x) = 1.



Hollemos 


=



-OC



y



X



=



OO.



I {..


l l l/(z)1 l+ /¡(:r)



lz (.z}



1



·+



o::



1



+



1



3



1



parn



Número do varlaciouos de s igno :l



1



1



+



l!~lc ~istoma



+



1



o



Por c.onsiguiente, ol ¡>oliuomio / (.r) ti ene tres rakí'.-; 1·ealcs. P11r11 cl


l: =-31 2:=-21



+



l /¡(.z:)] /i (x)] /3 (x) 1



N (!mero do vari:icones de s igno



+



+



3



o



+



2



+



2



o



1 ~



j+



+



+



o



Por lo tanto, el sistema do S t urm del pulinomio f (x) pierdo una variación do signo cada vez que :< pasa de - 3 a -2, de - 1 a O y de O a l. Lucg(I. las ralees a 1 , et 2 y et 3 del polinomio satisfacen a las desigualdades:



-3


- l 
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'



§ 41. Otros teoremas sobre e l número de raíces reales El teol'ema de Sturm resuelve por completo el problema del número de raíces reales de un po li nomio. No obstante, su defecto fundamental consiste c11 que los cálculos necesarios para la construcción del sistema de Slurm son muy engorrosos, de lo cual se puede convencer el l ector realizando todos los cálculos respectivos en el primero de los ejemplos considerados anteriormente. En virtud de esto, se demostrarán ahora dos teoremas que no proporcionarán el número exacto de raíces reales, sino solamcute una cota superior de este número. Después de haber b11llado mediante la gráfica una cola iníe rior par


f (x) = /(x), /'(a:), /"(x), . .. , ¡(x), f!"l (x),



(1)



c11 el cual la última es igual al coeficiente superior ao del polinomio f (x), multiplicado por n!, conservando por consiguiente constante e l signo. Si el número real e no es raíz de ninguno de los polinomios del sistema (1), el número el e variaciones 1le signo que prcscnl:I e l sistema orde11;11lo ele uúrneros



f (e),



r (e),



/"(e), ....



j(1l- I)



(e), /


se designar;í con S (e). Por lo tanto, se puede coasiderar la función S (x), defiuida para los va lores de x que 110 11nulau a ninguno de Jo~ polinomio:< del ~i sle ma (1 ). Vtiamos cómo varía el número S (x) al crecer x. i\licnlras x 110 pase por una raíz ele alguno de Jos polinomios (1), ul 11úmero S (x) 110 puede variar. En virlu d 1le esto, tenernos que examinar 110;; citsos: el paso de x por t111:1 raíz del polinomio f (x) y 1~ 1 p¡¡;;o de x por una raíz de una de l1ls derivadas/(/•) (x), 1  (.x) diícre11tcs ele a y no l~onlcng-:i tampoco ni11guna raíz del polinomio /!') (x). Demost.rcmos que en el si;;;lenw rlc níuneros



r



/(('J. - e), f'(('J.-e) ... ., /(1-ll(a-F.), / ), t 7 ·25 2
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dos números 


/(a j f), f'(a + e), .. . ,



¡


contnir i o~.



i::). JU>(r:t. - e)



Lienen un rnisrno signo. Como ct1da uno de los polinomios doJ



~islc·



rna (1) es la derivada del polinomio anl erior, 110 nos queda 111ús qnu



demoslrar que si :e pasa por una raíz a del polinomio f (x), entonces, independientemente del orden de multiplicidad de esta raíz, f (x) y!' (x) tenían signos contrarios antes del paso, y después del paso sus signos coinciden. Si f (a - e) > O, entonces f (x) decrece en el intervalo (a -e, ex), rle donde,!' (a - e) < O; si f (a -f)  O. Por consiguienle, e11 11mbos casos Jos signos son distint.os. Por ol.fll parle, si f (a e) > O, enlooces f (x) crece en el intervalo (a , a e) y !' (a e)> O; análogamente, rle f (a e)< O se deduce que f' (a 1::) < O. Por lo tanto, después de pasar por la raiz a, los signos de f (x) y j' (x) tienen que coincirlir. De lo demostrado se deduce qu e al pasar x por una raíz de ordet, l del polinomio/ (x), el sistema f (x), !' (x), ... , /


+



+



+



+ +



pierde l vatiac ioncs de signo. Sea nhora a una raíz ele las clerivadas



fV l(x). 1



j(x), 1 4; k 4; n - 1. l # l,



no siendo raíz de / (x). Por lo dcrnostradt> anteriormente, el paso de x por a da lugal' a una pérd ida de l varia ciones de signo ea (x). Por cierto, este paso puede crear una nueva variación de signo enlre t (x); sin embargo, como l > 1, al pasar x 'por a, el número de variaciones de signo en el sis tema /Cll- 1) (x),



fCh) (x), f (x), ... ,



¡(11-'-t- 1¡



(x),



f


o no varía, o disminuye. Pero, puede disminuir solamente en un número par, pues los polinomios f


esta diferencia en un número par.
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P nra debili tar las r!'striceiones impuestas a los números a y b, introduzcamos las siguientes notaciones. Supongamos que el número rea 1 e no es raíz del poliuomio f (x), pudiendo ser, posiblemente, raiz de o l ros polinomios del sistema (1). Designemos con S + (e) el número dC' variaciones de .sig110 que presenta el sistema de números



f (e), j' (e), /"(e), .. .. ¡cn- t) (e), /M (e)



(2)



calculadu del modo s iguiente: si f Ck) (e) - f lk ~ 1¡ (e) = ... = f lk+ 1- 1¡ (e) = O,



(3)



pero flk



1¡ (e) ,p o, /Ck+t¡ (e) ,p o,



(4)



entonces se supone que /< 11 > (e), /Ch+11 (e), .. ., / (e) tienen el mismo signo que /Ch + 1> (c); por supuesto, esto equivale a suponer que a l calcular el número de variacion es de sign o que presenta el sistema (2), los ceros se han eliminado. Por otra parte, designemos con S_ (c) el númer o de variaciones de signo que presenta el sistema (2), calculado de l modo siguient e: cumpliéndose las condiciones (3) y (4), se supone que / Ck+ll (c), O..;;: i ,,¡; l - 1. tiene el mismo signo que / 


+



+



S(a + e) = S+(a), S(b-r¡) = S- (b). Co11 esto queda clemoslrado el siguiente Teorema de Buda n - Fourier. Si los números reales a y b. a < b. n o son raíces del poliliomio f (x) de coeficientes reales, el número de rafees reales de este polinomio, comprendidas entre a y b, y contadas cada una de ellas tantas veces cOrrtQ indique su. orden de multiplicidad, es lww.l a la diferencia S 1 (a) - S_ (b) o es menor que esta diferencia e 1t 1111 n 1ímero par.
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Desig nemos con e l símbolo oo un valor posilivo tan grnndo de la indel.erminada x qnc los signos do l o~ valores correspondientes ele todos los polinomios clel sistema (1) coinciclart con los signos 1le s11s coefi cien tes superiores. Com o estos coeíicie11 Les so11 sucesivn me11 Le los números a 0 , 1w,,, n (11 - ·l ) a,,, ... , n !a0 , cuy os s ignos coinciclcn, S _ (oo) O. P or olra p¡1rt.e, como resu lta S (oo)



f (O)



a,., /' (0) ~ a,._., /" (0) -



a,.. i2!,



r(O) -: an -3:~! •.... fM (O) = ao· ll!,



donde ao, a., .. . , a,. son los coeíicieutes 1lel l)Olinomio f (x), resul ta que S + (O) coincid e con el nú mero de variaciones de sig no que presenta el siste ma de coeficientes del polinomio f (x), en e.l cun l no se c11e11tan los coefic ien tes iguales a coro. Así, aplicando el teore ma de Budan- Fourier a l intervalo (O, oo). resu lta el teo rema siguiente: Teorema de D escartes. El número de raíces positivas de un polinomio f (x), contadas cada u11a ta11tas veces como incllqne sn orden ele multiplicidad, es igual a.l 111ímero de variaciones de signo que presenta el sistema de coeficientes de este polinomio (los coeficientes iguales a cero no se cu~mlan) o es menor que este 111Ímero en un número par. Est.á claro q ue para la dctcrminació11 del número de raíces negativas de l polínomio f (x) es :;uficienlc :iplicar el loorema de Dcscarle::s a l polinom io f (-x). Naturu lme nle, si en esle caso ni ng uno do los cocficien t.es dol polinomio f (x) es igua l a cero, a las variac iones de signo que presenta el sislcma de cocíicicnles del 1>olinomio f ( - x) corresponden perman encias de signo que presenta el sistem a ele coeficientes del polinomio / (x), y \'icevc rsa. P or lo tau lo, .~¡ un polinomio / '( x) no tiene coeficientes i{fna.les a cero, el número de sus rafees nef(ativas (co11tadas con su. orden de multtplicidacl) es igual al 111únero de permanencias de si{fno que pr O, ento11ces el número de vnriaciones d e signo que pre.sen!


/ (x) = (a,,x" T



•••



+ b1x" + ) -(a 1 ~ + ... -!- b~•+ ) + ... . . . + ( - 1)' (a,x-• + ... + b.+1x 1



1



1



1



1 ).



(5)



 .~



real~s
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Aquí a 0 :>O, a 1 > U..... et,> O, mientras que b 1 , b 2 , ., b. son positivos o iguales a cero; pero b.• + 1 so supone estrictamente posi1 tivo, de modo que x , dontle l :;;¡.. O, es la potencia minima de la indeterminada :i: que figura en el polinomio/ (x), con un coeíiciente 1lifcreute de cero. LH expresión a(IX"



+ · · · + b,xl


1



)



puede constar eventualmente de un solo sumando; esto sucede cuando k1 1 n. Observaciones análogas se refieren también a otras expresiones entre paréntesis que figuran en la íórmula (5). Escribamos abora el polinomio igu¡1J al producto (x - e)/ (x), en el que separaremos solatnenle los términos q11e contengan las pot.encias n 1- 1, k 1 1 1 , .. ., k, !- 1yt


+



(:i: - e)/ (x) = (ao-t" +l -1 ... ) - (a;.¡;1


. . . + (-1)" la ~x'' .donde



a;



a1



+ cb; ,



i



1, 2, . . . , s,



1



-



•••



por



-cb.,.x'),



Jo cual,



(6)



como



e > O, todas las aí son estrict.11monte positivas. Por lo tanto, el sistema de coeficien tes del polinomio f (x) presenta entre los tér-



minos a 0x" y -a ,xk' (y también entre Jos términos -11 1x'" y a 2x''•, etc). una variación de s igno, y el polinomio (x - e) f (x) presenta on t.re los términos correspondic~ntes a ao:x" H y - a;;;ki+1 (respearént.esis en (5) no presentaban ninguna variación de signo, mientras que los últimos paréntesis en (G) si presentan, y, 11demás. un número impar de ellas. Téngase on encala que los últimos cooíicil'ntcs de los polinomios f (x) y (:r - e)/ (x), diferentes ele cero, o sea, (-1)• bs+t y ( - 1)" 1b, 1• 1c, ticne11 signos contra dos. Por lo tau lo, al p¡1siir de / (x) a (.x - e)/ (;z;) el u limero total de variaciones de signo que presenta e l sistema de coeficientes aumenta inevitablemente en un número impar (mituralmente, la suma de unos cuantos términos, de los cuales uno es impar y loi:; demí1s son pare::;, es impar). El lema está demostrad o. Para demostrar el teorema de Descartes. designomos con a1. a 2 , • • • , ah t;odas Ja;:; raíces positivas del polinomio / (x).



-(1;
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Por lo tanto,



f (x) =



(x-a1) (x-a 2) ... (x-ah) 



donde 



\ /i (x)



1h' (.r) \ ¡,• (:r) 1h~(.r) l i.•V (z) 1¡.V (:i;) l



Xúmero de \'arlacionos de signn



o De aquí se deduce, que ol sistema de derivadas, a l pnsur x de 1 a oo , piel'de una variación do signo, por lo quo, h (:e) tiene exactamente una 1·1,iz positiva.



Obsérvese que, en general , a l buscar el nú mero de n1íces reales de un polinomio, se debe comenzar con la construcción de la gt á fi ca y aplicar · los -teoremas de Descartes y Budan-Fourier; sol amente en casos muy extre mos se debe pasar a construir el s istema de S turm.



 .~
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El teorema de Desearles i;e puede precisar c uando se sabe previamente que todas las raíces del polinomio son reales, como esto tiene l ugar. por ejem plo, en el ca~ del polinomio car>1cterístico de una matri z si mótrica. Resulta que: S i todas las raíces del polinomio f (x) sen reales y el término independie11te es diferente de cero, el riúmero k 1 de raíces positivas de este polinomio es igual al número s 1 de variaciones de signo que presenta el sistema d e sus coeficientes, y el número k 2 de rafees negativas es igual al número s~ de variaciones de signo que presenta el sistema de coeficientes dd poli1iomio f ( -x). E11 dcc- to , en es ta s 1·.n11t.I icionos, k1



+ f.:2 = Tl,



.donde n es el i.:rado del polinomio Dl•::;carll':!



f



(7)



(x). y. scg l'.111 d



teorema de (H)



l>l' 11t0st r


qui'



s1 ...,... s2 ..;; n. l.a d('111os l r;11· i611 se•



(\:J)



h :11·;~ por el métod o de i 11


t 11 cptl', 1·1111111 · 11,. =¡= ti. si({110 solam(•fl lC' 11110 





ya Pstii



1·11 L'i< lL• !'aso clC'11111~lrml ;1



"• -: s 2 - 1. Supongarn(>s c¡11r la f1ír11111la (~·l) para los poli11ornios •I L• g rado 1111•nor C[lll' 11. Si



f (x) ~ a,,-c" ¡ a,, _1x 1 + ... e a,., d1111uc• l ...., 11 -



l,



"n



1*O .



hacc 1111~·



g (x) -~ a,,_ 1x1 +



. .. + a,..



En tonces



f (x) -



a,,.c"



+ g (x),



f ( - x ) = (- 1)"11 0 .-i:"



g { - .r) .



s;



S i s; ~· son los 11i'1nw ros tll' v11ri~. scg li11 [a hipótesis do i11





s1 - ·



s~ ~ s;



¡



s; +



1 •• l · 1 .... 11.
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2, c11tonccs. cada uno de los poli11nmio.~ / (~). / (-x) puede prese nt ar variaciones ele signo en los prim!'ros lugares, pero, en l'>'lL' c:iso. s 1 + Sz ,-, s; 1 + 2 · l ¡ 2 .•..., (n - 2) 1 2 n.



s;



Co nfro ntando (7), (8) y (9), se nhLic11r k1



s,,



k2 -



fJllt'



S2,



como se quería demostrar. § 42. Cálcul o aproximado dc las raíces



Lo,¡ métodos expuesto:; c11 los p¡.Írra[os ankl'iorc:; per miten ofct·tu t11' la sepC/.racióii do las mices reales de 1111 polinomio/ (x) do coe ficientes rea les, es dec ir. i11d icar para cadu rní z J¡¡s cotas entre las quo la rníz está comprendida. S i estas cotas so11 lia:;lunte estrechas, c:11a lquior número comprc11dido 011tre ellas se pul•dc Lomar por valor aproximado de fo ra íz buscada. Por lo tanto, después de estublccer, por el método de Sturm (o por otro método mús :;e11cillo), que c utrl' los números racio na les a y b está comprendida una sola raíz riel polin omio / (x), se plantea el problema de a11rox imar estas cotas entre :sí, de modo que lns nu evas cotas a' y ú' tengan un r11ín1cro pre íijndo de s us primorn s cifras decimales ig ua les; co11 esto, la rní z buscada quedará calculrula cou la exactitud 1l1Hla. Existeu muchos m6todos que permiten hallar con s uíicienle rapidez el valor aproximado de la raíz con la oxal'titud desead a. Aquí se i11dirarún dos de ellos, l os qu e teóricamente son más simples y generales; al aplicarlos s imulláneament.e se obtiene el resul tado con un a rupiclez sa tisfactoria. ~s menesLer observar q uo l os métodos que se van a ex poner , no sólo pueden aplicarse a los polinomios, sino tamlJién a clases m1ís amp lias de [unciones con tinuas. A con tinuación se supondrá que a es un a ra íz s imple del polinom io/ (x) (ya que podomos librarnos siempre de las raíces mú ltip les) y que l a uíz a ya ost.á se pa rada de las demás ralees por las cot11s a y b, a < a< ú; en 1>t1rticular, de aquí so deduce que f (a) y/ (ú) tieneu signo contrario. Método de interpolación lineal (llamado 1ambién regitla fa/si). P or valor aproximad o do la raíz a se podría tornar, por ejemplo. la semisuma de l as cotas a y b, o sea, el ¡>unto medio del i11lervalo limilado por los puntos a y b. Sin embargo. e:; más natural suponer que la raíz está mtís cerca de la cot11 que corresponde a un va lor absol uto menor de l poli11omio. El nHhodo de interpo lación l ineal consiste en que ¡¡e toma por va lor aproximado de l a raíz a el número e que divide ol intervalo (a. b) en pinte:; proporc ion a l c~



ªtb,



 § 42. Cálculo aproximado de las raíces



a los valores absolutos de los



nú~eros



e-u b-c



= -



f (a) y f (b), o sea,



f(a). f(b)'



el signo menos del segundo miembro es debiclo a que f (a) y f (b). tienen si.gnos contrarios. De aquí que e = bf (a) - al(I>) (i) /(a) -



/(b)



Como muestra la Jig. 10, e l método de interpolación lineal consiste en que en el intervalo (rt, b) la curva y = f (x) se sustituye por la cuerda que une los puntos A (a, f (a.)) y B (b, f (b)), tomando por valor aproximado de la raíz et la abscisa A del punto de intersecció11 ele esta cuerda f(a) con el eje x. Método de Newton . Como et es una raíz simple del polinomio f (x). se a o tiene/' (a) =I= O. Supongamos que también /" (et) =fa O, pues, en caso con8 trario, e l problema se rnduciría al cálculo de la raiz del polinomio/" (x). J


!11



!/



!/ 8



8



A



Fig. 1 t.



Fig. 12.



polinomio/" (x) *. Por lo tanto, como se deduce del curso de análisis matemático, e11 el intervalo (a, b) la curva y f (x) es monótona creciente, o es monótona decreciente; adem{1s, cu todos Jos puntos • El cstt·echamiento de las cotas que da lugar a que se satisíaga esta  f' (;e) y /" (x) en cualquier int(•rvalo.
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d• los polinomios



de csle intervalo la convexidad estú dirigida hacia arriba, o e11 torios l os puntos la convexidad eslá dir igida hacia abajo. Por consi~uiente, en la representación de la curv11 en e l intervalo (a, b) pueden prcsen~arsc cuatro casos, expues to:< Pn l11s figs. 11 - 14.



9



¡¡



A



A



8 Fig. 13.



~· i¡;.



t-1.



De.~ignemos co11 a 0 uno de los ex t ri•mn:< o o i>, en el que el s ig no dl' ¡ (.r) coi ncide con el signo de /" (x). Como f (a) y f (I>} t.ienen signo::; distinto~ Y f" (x) co11serva el signo Cll torio e l i11tcrvalo (a, b). lol Oo Jllll'


lf A



8 Fig. 15.



a 0 = a; en l o~ otros dos ca$os, a 0 - /1. 1'n1cemos por el punto de abscisa a 0 , es decir, por el punto de coordenadas (a0 , f (ao)). la tange11te a la curvo y = f (x} y designemo:; con d la 11bscisa del punto do intersección de esta tangent.e con el eje x. Las figs. 11 - 14 muesl.rnn que el número d se puede tomar por valor aproximado de la raíz a. Por; consiguiente, el m étodo de Xewton consiste en sustituir la curva y = f (x) en el intervalo (a, b) por su tangente, trazada en uno de los ext.remos de este intervalo. La condición impuesta a la elección de l punto a0 es esencial: la fig. t5 umestra que omitiendo
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esta cond ición e l punto de intersección de la tangente con el oje x puede estar muy lejos de ser una aproximación ti c h1 raíz huscacla. Hallemos Ja fórrnula según la cual se busca el núme ro d. Como se sabe, la ccuac.i ón de la ta ngente a la curva y í (.i·) cu e l punto (a 0 , / (ao)) se puede e,;crihir e n la !/



forma



y -/ (ao) = /' (ao) (x -



ª o)·



A



Poniendo aquí las coordenadas (d. O) del punto de inters1.>ec ión tle la tan gente cou el eje x , res ulta



- f (ao) =



/' (fl o) (d -11,,),



de donde d



-.ªº -



f



((111)



8



(2)



¡;-¡;;;;¡ .



Si el lector 1111(• cu la" figos. U - t!o l' ig. rn. los punt.os A y R co11 ('.ll (• rdas , oh~ervará que en todos Los casos fo.~ método.~ de i11t1•rpo/acirín linfül y th•



i•it-wl.on da.n una apro:i:im.aciara Ir. raíz 1111;1s ...olas rn;Í" e~~rccha!rnxi111 ;1ció11 pedida , se ll'" p t1t? de11 aplicnr o\.ra \'e7. mú>< a l?:'te proceso pNIHÍl::' t•.slo.':' rnétodw..; al f"Jlirwmio h{J·) .r:-) · ·· ~ J·t _;,x 3+ 8.r2-7.z- : ~. con ~idc- rado en lo~ p:lrrnío:o. :u1lc ri (1re-.. Ya s.abemo~ f.(lte este po1i1111mio ti euc una raíz simple oA 1 compre11dida t) 11tre lo:-: límilt~s 1 < a 1 < 2. Se pu c-tl•~ afirmar prc vinmonte, ..¡u c t~:o:.t;1.-: c·uf;':: sun •l


n1os rara tener un eje1nplo 


rafoes •le e~t•ts d


l1Hy que poner " o



fúrrnuln (1),



:!.



laaJk11u o~:



- lo. /t(Z) = :1\I.



Tl'ni1>nclo en cuenta qot


.,



:J!J l l!l - IO!J ~ iO!í



.,



- l,b1 ...



IO!I. aplkando la



 ('ap. IX t:álrulu tlr In.< rairt':t th• fo.e ¡m_l_;_,._.,_m_i_o_J_ _ _ _ __



:!fiR



P ur o lr;t parh\ Ja í ú rmula ( l) Lla



:! ·l - lol - 1.:m 1,; l,O~ I . , . ·'t - =~~' f.:¡ y , pot' l'o11 :-; lg-t1it•11tl), la .,.,¡1, «i t•.~ t:i romprc11d td11 ttttll'l' lus t.-:otas l ,UIJ < a 1 < l,li:>. 11 .. 11w~ o hh'llitl11



011 1·....tr(\c hamien lo






para t11w e_:.:.tt• rt·sultado ~en ~atisfoct orio. Cl¡tro. u In... tlUC'Vtl!' r..otas obtenida~ so If•ro al rf':-iolv(•r prohlt~ma~conr.rC'lo:-4. ''"lo:\ que~ noces it;iu coun 
	


e~tc-



modo.



.



t>Xtm1imu· 11 ut·~lro



a



11olirwmin h (.r) y



!'-11



raíz



a 1 . Obsérvf':.:•~ q111l



lodo!" lo:.: \' :d ore:-: Ut• lo:-t p o li nomio:oi ((IW a parcC('O n t·oulim1afi,tn se ~nl cul rn1 JIOI' In rrJ:l:i dp l l m·1u•r'. Como



/: (1,:1)



1,:1 < a 1 < 1.:11 , ,tc•t'i r , 111•1110:.: h


l ,:11.( - 0 . 1:J!l87) - l ,:l .


O. :W!l'o(l\)l\OOt;;J ·ll.-:!CllllH:!:t8;j l



l.30!l78 .. .



Apliq11t•mos l'I 111Ctotlo d1• Nl'\\lon "(':0:1 ;:1 ~ mi.0: 111a:.: cotas. en clorulr ~r



dclm pt1111' r a 0



l )J I. Corn o h ' ( 1, 3 1)



:!11 . !12112:!111'1,



s11 t io1w d



. 1• .1~~ ;:mz:111s 1 1 l " l - -:!O . !W12Z4o:1



".!t. :Hm..i8tl :!l 1't



20 . U28l:.Hu:,



1,:1rni83 . . .



Por lu tanto por



co11~ ig11icntc,



poniNHlo a 1



t ,30ti8l. ~ú r.unwt..



1111



,.r,..,r menor que 0,00011:1 .



!l asta ahora 110 hemos demostrado que los mét.o


Jf'(:c)J > A. J/"(x)J < fl.



 § 42. r1í/rt1/() nprnzimado
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1lagnmos la nolaci1ín y s up ongamos que



C(/, - 11)< 1.



('Í)



Parn qne se cumpla esla desigualdad. halmí posiblemente que susti tuir las colas (a, b) de ll\ raíz a por olras más estrechas, lo cual no influye para que se cumplan las desigualdades (3). Sea a 0 la cota a o b, a la que se debe aplicar el método de Newton. Aplicando In fórmula (2), por valores aprox imados d e la rriíz a obtenemos, sucesivamente, los números a,, az, .... ah . ... , s ituados en el intervalo (a, b) y r elacio1rnclo11 entre sí por l;is igualdades f (a1¡_,) ¡, I ., (f>) a,, ~ a11 , - /' (ªH - i), ' = '-'• · · · ((i)



Entonces



1 Oh"), donde O< O< 1. IJeliido n los condiciones impuestas al iut!'rvalo (a, 11), f' (a1,) =f=: O, y l


1i1.



-T



f"(nh J Ah,,) _ , , f'(a1t) _ ,,,, '



/ ("1t} /'(11¡,)



a-



(



/(11i.) ) ª " - /'(1111)



~ a-n,,d ~



h,,, ,.



Dt• aquí



11i,,,,1



-h•" ¡rc11,. º"h1 l< h'" TI n 2/' ("11l



c1i:



/¡



h •



º·



1, 2,



l'or lo tanto,



lh1,Hl < Ch~ < (''lli)1 



bic1n. comu' I h0 j



1f/h +il



< ('



111 1



1



< Chf. -~< ... ..._ 1·~'·' ' - 1 h"/¡



la - 11,. ¡ 



li - a,



1 I [f (/1 - fl)l~I.; , 1



•



k



º·



1, :!, · ...



(i)



En virlucl ele la co11dicicí11 ('Í), de aquí se d1•d11r
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8n los Clll'Sos de 111 leoría del cúlculo apl'oximado, el lector podrá hall:tl' proccdimienlos más racional es p11ra realizar los cálculos coo los rnétodos ex pues los. En estos mi~mos cuxsos se puede hall al' la exposición de m11cho:-; métodos de cúl.culo aproximado de l'aíces. Entre éstos, el mií.~ perfecto es el método de Lobackevski (a veces, llamado cquivocadamenle mélodo de G r·iifíe). Este método pcrmilc hallar simu!Lirneamente los valores aprox\mados de todas las raíces, incluyendo las imaginari.as, sin exigir In l;eparación previa de ellas; no ohsLante, l'equiere cálculos muy complicados. Este método se basa en la teoría de los polinomios s imétricos expues ta en el cap. :11.



 CAPITULO X



CAMPOS Y POLINOMIOS



§ li3. Anillos y campos numéricos En muchos de los apa rtados anleriores del curso nos enconlrábamos e11 la situación siguiente: exponiendo un 1,ema, se permitia operar, o bien con núnleros complejos arbitrarios, o bien solamente con números reales. Pero, después advertirnos que los resol lado;; obtenidos tienen también valor cuando se consideran solamente 11úrneros reales (o que se generalizan respectivamente, palabra por pa labra, l)ara el casn de números complejos arbitrarios). Por regl a general, en todos estos casos se podía obsen·ar que la teoría expuest11 se conservaría enteramente también en el caso ea que se permitiese tratar solamente con números racionales. Ha llegado ya el momento 1le explicar al lector fas c11usas verdaderas de esle paralelismo, para exponer el material ulterior en su generalidad natural. e:< clecir, en el idioma algebraico usual. Con . este !in , in~roclucircmos el conce¡'lto de ('.am1>0 y tamhién el de ani llo. A pes;ir de ~er e~te último un concepto más amplio. en nuestro curso va a desempeiiar 11n papel auxiliar. Está claro que los sistemas de todos los núm eros co mpl ejos. de lodos los números rea les y de lodos los números racionale>:, al igual que el sistema de lodos los 11úmeros enteros, poseen la prf)piedad corn1ín de que en cada uno de ellos, manteniéndose dentro de los límiles del mismo sistema, 1w sólo se p11.ede efectuar la suma y el producto. sino también la. resta. Esla propiedad ·de los sistemas num éricos indicados Jos distingue, por ejemplo, del sistema de los números enteros posi~ivos o d e los números reales po!litivos. Todo sistema de números complejos, o. en particular. realc;:. que contiene la suma, la diferencia y el l)roduclo de dos cualesq11ien1 de sus números, se llama anillo numérico. Por lo tanto, Jos s istemas de todos los núroeros enteros, raciona les, reales o complejos, ~011 anillos numéricos. Por otra parte, ningún s istema de número~ posili vos será un anillo. pues. si tt y b so n dos númeroR positivos diferentes, entonces, a - b o b - a será negat.ivo. Un s istema cualquiera de números negativos tampoco será anillo, au nqu e sú lo sea pol' el hecho de que el produclo de dos números ucgativo~ es positivo.
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Con los cuatro ejemplos considerc1dos anteriormente no s e agot.an ni mucho menos los anillos numéri co>


-donde a y b so n números racion;¡(es arb it.1·arios, es un ani llo; 


co n cualesq uiera coeficientes racionales (o solamente con enteros e unlesqui cra) a, b, no forma an illo, 1>Ues, como fácilmente se corn-
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1



prueba, el producto del número /Y2 por sí mismo no puede ser expresado en Ja forma (2) * . Sin embargo, el sistema de números de la forma



a + bV"":l + cf4



(3)



con cualesquiera coeficientes racionales a, b, e, es ya un anillo, y esto mismo tiene lugar si se considera el caso de coeficientes enteros. Examinemos ahora todos los números reales que se pueden obtener aplicando varias veces las operaciones de adición, multiplicación y sustracción al número :rt, bien conocido por el lector, y a números r acionales cualesquiera. Estos son los números que se pueden escribir en la forma (4) donde a 0 , a 1, a2 , • • • , a,., son números racionales, n :;;.. O. Obsérvese que ningún número pued e poseer dos expresiones dis ti ntas de la forma (4), puesto que, en caso contrario, tomando la diferencia de resión de un níunero en la forma (-1) sea única, ~e puede demostrar que los números de la forma (lt) fornrn11 un anillo. E l conju nlo de Jos números que se obtiene11 del número :rt y de los 11úmeros racionales aplicaudo varias veces 'ª"operaciones de s umar, n1ult.iplicar, 1·cstar y dividir, es t.ambién anillo. Parn la demostración 11 0 h ay J1ccesidad de busca1· nlgu na expr esión 


l'"I. ~ a -( u l'';J, dou


r:t.



ri



Po11iendo ¿tquí la c:qnc~it.n (2') para ~impJ.,s ll


Q



+



(11 b~ =fo



0,



(2')



y ¡,son r:1cionak;;. ~tulli1>li cando ambos miembros de esln obtcnC'mos: 2 -- ª 1 b



11



r:r.



t -7.,



-1· b2 ) 1''::!



dcspu~s 


2 - ab.



(2")



1'CSU lt a,



,-- 2 - afi 1' 2-a -- ú2'



~egu ndo miembro es un número rncionnl. S i a + ab = O. De estas dos igualdades resul ta 1¡uo ¡,3 = - 2, l es rnciunnl.



lu cual es imposibl e, pues, el



., b2 = O, en virlucl d
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se han olitcnido del número rr y de ciertos 11úme1·0:;: nH'ional(!:


o; y~



-f;·



+



número l'or fin, louHwdo el conjunto de 11í11neros complujos 1i /Ji con cualt~sros a, /J. Lo;: ejcm ¡)IO:< exa minados no pueden dar 1111:< a 1:011 1inuM fo lista de ejemplos y pasaremos 11 t'sl ud iai· 1111 t~•lso c:>pecin l y rnuy irnporlanto de anillo::; m1méJ'icos. Por :;upucst.o, ya ~ahemo;: que en :sbt.en1a:; de! todo:; lus 11í1111c1·0,.; 1;acionales, d1~ lodos lo;; ní1111cro,; n•;1lel; y de t.llllos lo;: núm(:ros '. 11 asta ahora 110 lw t.íu 1110::; presl.ad() alenciún a esta distinción pero. en realidad, es muy i111porl.a111.c y condure a la definiciún siguit?11te. Un anillo nurnérico se 1Jamrmen1.c de anillo!< numérico;: son campos. A11te t.odo. ob:;érvese que no C)(ist.un campos 11u1néricos disliulos del cnrnpo dü números l'acionale,; y contenidos lotalmcnt.e cu é~te (no se considera campo 111 s istema formado por el cero único). Se cumple! incluso la siguic11Le afirrnac ióu m;1s



+



'º"



genen1l: El campo de números racionales está cortlt:nido l


En efecto, sea daclo uu campo 11umé1·ico, que clesignarcmos con Ja letra P. Si u es un número arbitrnrio del camp
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8n el ca mpo d e lo..• 11úmeros co m plejos están cont.enjdos muchos c ampos di1< t into..;, 1


n



:- ,,Y2



(5)



co n cocíicientes r1wionnl,·s (y n o sólo con enteros) a rbitra rlos a, b, I':> un campo. En e fecto , cons ide1·cmos el cociente d e dos números de la forma (5), a -:- bliZ y e+ el "1/2, dond e se supo110 que esto (1ltimo t'-" di fcrl'nle de c ero; por cons i¡:uienle, también es difcrenle d o cero e l 11úmcro e - d. d e rlondt• ,



V2



n - /1 ¡/ 2 e 1 ti Vi



la '



b



(e



d



'V:!) (e l h ) (c -



ti Vi) 11



_n c- 2bcl _. -~~ V?



V2) ..



c;!- 2


-·



1lemos ob t enido d l' 1111evo un número d e ln forma (5). mantcni l- ndose racionalto;; los c-0dicientcs. l\aturalmcn tc, t' n e!'IC f'je>m pl o ~t' puede ~11l'lit11i r e l número 112 p or la r;iíz cuadrada de tua lqui er 11l11nero rac:ion a l. c~iya raíz c11a(lnidt1 no putlie.•o ser C)xlrnída e11 e l niismo campo d e nl1nH~1·1.1;; rariona lcs. Así, p11c!', .lo;: 11l1111C'ro~ de 111 form a 11 ... &i co n coefi c ic utes rac iuu n lcs a. & forman un c ampo.



§ '-"· Anillo



E11 dís tintas rurnn:; de 1 11~ mutc1111íticas y e n :< u!< ap li cat·io ne:>. ,; 11e le ocurrir frecuc u lcmcnt e cp1e las operacione!' a l~chrnica!< no se l'fcr tú an con núnrnr os, sino t'Oll objelos de n aln ra leza di>'ti11l11. En los ca pítulos anteriores se pn edcn h111\u1· muchos do r:-i t.o>' ej


=



18*
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En cada uno de los anillos numéricos est.oín definidas dos opesaciones independientes, la adición y la multiplicación. El\ lo que so re!ierc a l a resta y a la división , és tas no pueden considernrse opernciones nueva::>, pues son las inversas de la adición y multiplicación, re.spectivam¡,nt.e, si convenimos en tomar la siguient.o definició11 geoernl de operación inversa. . Sopongamos que en el conj1rnto Nf eslá definida una operación algebraica, por ejemplo, la suma. Se dice que para esta operación existe una operación inversa, la res ta, si para cada par de elementos a, b de M , existe on 1\!f un elemento el, u11ívoca1uente det erminado. que satisface a la igualdad: b d = a. En este caso, el elemenlo d se llama diferencia de los elemOlllos a y b y se dcsigoa con la 11olación el = a - b. Est{1 claro que tanto In suma con~o 1:1 111111liplicación poseen o·p ernción inve!':


+



+



+



+



+



+



Ahora ya estamos ·p reparados para hacer la definición general del concepto de anillo, que es uno de los conceptos fundamentales del álgebra. Un conjunto R se denomina anil/.o, s i se han definido en él dos operaciones, llamadas adición o suma y multiplicación, siendo ambas conmutativas y asociativas, y ligadas por Ja ley distributiva, poseyendo además la suma la operación inversn, llamada resl~ . Por lo tanto, son ejemplos de anillos, los anillos numéricos y los anillos de polinomios en la indeterminada z con coeficientes de un
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campo numenco dado e incluso de un anillo numenco dado. Señalemos ót.ro ejemplo más que aclara con amplitud el concepto de anillo. El curso de análisis matemático comienza con la definición de fmrnión de la variable real x. Consideremos el conjunto de las funciones, determinadas para todos los valores reales de x y que toman valores reales. En él d efini remos las operaciones algebraicas del modo s iguiente: la suma de dos funciones f (x) y g (x) será una función cuyo valor pan cualquier x = x 0 será igual a la suma de los va lores de las funciones dadas, o sea, igual a f (x 0 ) g (x 0 ); el producto de estas funciones será u.na función cuyo valo1· para cualquier x = x 0 será igual al producto f (x 0 )-g (x0 ). Es evidente que la suma y el producto existen para cualesquiera dos funciones del conjunto considerado. La validez de las propiedades 1-V se comprueba sin dificultad alguna: la suma y multiplicación de funciones se reducen a la suma y multiplicación de sus valores para cualquier x , es decir, a operaciones con números reales para los que so cumplen las propiedades 1-V. F ina lmente, tomando por diferencia de las íuncio11es f (x) y g (x) Ja función cuyo valor parn cualquier x ~- x 0 sea igual a la diferencia f (x0 ) - g (l:0 ), obtenemos la sustracción , operación inversa a Ja adición. Cou esto queda demos trado que el conjunto de la.s funciones determinadas para todas las x reales, después de haber introducido del modo descrito anteriormente las operaciones de sumar y multiplicar, se convierlt? en un anillo. Se pueden obtener oLJ'os ejemplos de aui llos de funciones, conser,·an do las definicionc::; de las operaciones con fas funcio11es dadas hnteriomente, pero, consiuernndo, por ejemplo, las func iones determinadas sólo para los valoree. positivos de la variable :i: o las funciones determinadas para los valores x del segmento [O, H. En general, el sisloroa de todas las funciones que tienen un campo dado de definición, es un anillo. También se podrían obtener ejemplos de anillos ~in considerar todas las funciones determinadas 011 un campo dado, sino solamento !ns fuacioncs continuas qu e so estudian en el curso de anú lisis mntom


+
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e n lo :'Ít!t1ie11tc: ('11 la rtJ "· Esf(t ~e hn c lc'mos~ra,t r~ ~·n para n -=- :3, por l(j t·ual ~upom~mo~ qun n ..'> :3 y que IHH'."'lra af ino~ci lÍn Y'-' l!~ lú domosLrada para todus los 11ÚlllN'O>' lllenores quo n . ~'h"• n dado!' lt>s eloan(;lllos o1 , a 2 , . .. , ªn y ~upongmnos quo en c::-:te ~istcma so hnn di ... tribui  los ¡11u·ú11 l c:ús Jo al¡.rún 11wclo, indiC


tuar la l1111 lt ipli cació11. La íihiroa opcracithu'-t" de lo• \ll'i ml'l'O' k olemen tos 11111.2 ... r1h (cluncle 1 .;:;. k .-;;;n - 1} por el proclm'- IL> 1, + 2 ••• ªn. \.omo estos in·oJuc1.o~ con~tnn do \11\ número Je íacto r('f\ nH•1wr que "• y que por la hi¡¡6tosis t!St;í11 defi11it!os t111ívoc,1wc111 0, 111> q11c1l.1 m;ís '1 11
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t•;1~n,
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y. ln1súudo110:-;
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(tt11 + 1t)



=' (l1u¡, , 1)
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Con eslo quedu demostrada nuestra nfirmadón.



En pa rti cular, so puede habl
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que



~e



verifica la igualdad (a 1 + a 2 ·;· . . • + a1,)b = a,b + a2 b + ... -1 aAb



para cualquier k, y la regla general para multiplicar una suma por otra. En cualquier anillo también se cum.ple la ley distrib1itiva para la resta. En efecto, según la definición de la resta, el elemento a - b ~atisíaco a Ja igualdad b -;- (a - b) = a. l\lultiplicando por e ombos miombros de esta igualdad y aplicando al primer miembro de ésta la ley distributiva, obtenemos: be + (a-b) e = ac. Por con~iguiente, el c lcmcnl.o (a -b) e es In diferencia de los ele111c11tos ne y be:



(a - b)c



~ ac - bc.



De la ex istencia de la resta so tleduce11 u11ns propiedndes muy importantes de los anillos. S i a. es un elemento nl'bil.rario del anillo n, la diferencia a-a es 1111 elcmcnlc del anillo co mplcl.amenle determinado. Su papel es análogo a 1 del cero e11 los a 11il los m1111érico~. mas, ;::egún la defi11ició11, éste puede depender de ln elección del c lemonlo a y, por est.o, lo designaremos por ahora 111edia11lo 0 0 • Demostremos que p11ra lodo~ Jos a 1 Jo:; elcment.o:; U,., ~''" ig-uule.« 


a , a, rcs111la: 0,,+b=Oa+a -;- (b - a) , a .¡ (ú-a}



y aplica11do la ig ualdad O,. ·.



ú.



l'or lo tanto. Ü, 1



U - /¡ e' f)~ .



1fcmos demostrado que todo anillo R posee un elemento 1111.ívocamnite dcterrniruwo, cuyfl. suma con cua/q11i1•r ell'ln.ento a de 


a + O = tt. para lodos Jos elementos a de H En cua.lqtticr anillo, para cada elemento a l'Xisle wi elemimto op11esto -a 1miroct1me11te ileterrni11ado que satisface n fa igrwfdad:



u ¡ (-a} -= 0;
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precisamen Le, esto elemento es la diferencia O- a; la unicidad com;ecuencia de la unicidad de la resta. Evidentemente - (- a) = a. La diferencia b - a do dos elementos cualesquiera del anillo se puede escribir ahora de la forma b-a = b+(-a). En erecto, [b -l-( - a)J + a=b -1- 1(-a) + a] = b 1 Ü= b. es



Para cualquier elemento a de un anillo y cualquier número entero positivo n., se cumple la igualdad: n( -  O, los elementos iguales n (-a) y - (na) se designarán mediante (-n) a. Finalmente, convengamos tomar por cero del anillo considerado el múltiplo nulo Q. a de cualqHier elemento. Hemos dado la definición del cero empleando solamente la suma y su operación inversa, o sea, sin utilizar la multiplicación. Sin embargo, en el caso de los números, el cero posee respecto a la multiplicación una propiedad característica, que es adem5s muy importante. El cero de cualquier anillo posee la propiedad: en cualquier anillo, el producto de cualquier elemento por el cero es igual a cero. La dcm ostració11 se basa directamente en la l ey distributiva: siendo a un elemento arbitrario del anillo R, cualquieu que sea el elemcnlo auxiliar x de este anillo, se tiene: a·O = a(x-x) = ax-ax = O. Aplicando esta propiedad del cero se .puede demostrar que en cada anillo, para cualesquiera elementos a , b, se cumple la igualdad: (-a) b= -ab. En efecto, ab + (-a) b= !a + ( -a)] b = O·b = O. De aquí se d ed uce que la conocida regla de la multiplicación de los números negativos, «menos por menos da más», también se deduce de la definición de anillo, es decir, que en cualquier anillo se verifica la igualdad (-a)(-b) = ab.



En efecto, ( - a) (-b) = - [a( -b)j = - ( - ab) = ab.
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El lector demostrará ahora sin dificultad que en cualquier anillo, para los múltiplos (incluyendo los negativos) de cualquier elemento son válidas todas las 1·eglas de operaciones con Jos múltiplos de un número. Por lo Lanto, las operaciones algebraicas en cualquier anillo poseen muchas pro1>iedades ordinarias de las operaciones con l os números. Sin embargo, no hay que creer que en cualq11ier ani llo se conservan todas las propiedades de la suma y multiplicación de los números. Así , pues, la multiplicación de los números posee una propiedad que es recípro ca a la considerada antel'iormente: si el pr oducto de dos nú meros es igual a cero, al menos uno de los factores es igual a cero. Esta pro1>iedad ya no se puede generalizar para cualquier anillo, pues, en algunos anillos se pueden señalar pares de elementos diferentes de cero, cuyo producto es igual a cero. es decir, a =I= O, b =I= O, poro al> = O; los elementos a, b, que poseen esta propiedad se llaman liiuisores de cero. Claro. entre los anillo:; numéricos no se pueden ballar ejemplos de anillos con divisort>s de cero . Tampoco contienen divisores de cero los an illos de polinomios de coeficientes numéricos. Pero hay muchos anillos de funciones que poseen divisores de coro. Obsérvese primeramente que en cualquier anillo do funciones el cero es la función que so convierte en cero para todos los valores de la var iable x. Consideremos abol'a las funciones f (x ) y g (x ) que siguen, defi11iclas para todos los valores 1·cales de x:



f (x) =O para :r:..;; IJ, g (x) = x pata x ,< O,



f(x) = x pal'¡¡ x>O; g (x) = Ü pani



:i;



> O.



Estas funciones son diferentes de cero, pues, sus va lores no son iguales a cero para todos los valores ele x; sin embnrgo, el producto ele estas funciones es igual a cero. l\o tod11~ lns condiciones l·V que figuran en la dofinición do ani llo ~on necesarias on igu11l medidn. El Llesarrollo 110 la cioncin mue~tra que micntrns lns pro. piedades 1 y 11 do la suma y In ley cli~tributiv11 V se cump len en todas las aplicni;ionc", la introducción ele lus propiedades 111 y IV de la multiplicar.ión en la definición de anillo resulta clemasiado incómoosible cam. po do aplicación do c.«to concepto. ¡\sÍ, pues, el conjunto do las matrices cuadradas de orden n de elementos rc;de~. considerndo con las OJltlmcnto el t érm ino de •anillo• se entiendo ortlinariamcnlc como unillo 110 conmutatl r;o (mejor dicho, como un anillo 
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.Je los anillos no asociativos (es decir, que nQ son 11ccosu1·iamonto asociativo,;). El conjunto de vectores del eopacio eucliJco de tres dimensiones respecto a la~ ·opornciones do la sttma y de la multipli.:acióu vectorial (conocida ¡ior el cntso .de geornctria analílica) os un ejemplo sirnplu do tales anillos.



§



~5.



Campo



Del mismo modo que enLre los anillos numéricos fueron elegidos y denorninados campos numéricos aquellos anillos cu los e¡ ue se podía efectuar In división (excepLo la división por cero), resu lta natu ral hacer lo mismo en el caso general. Obsérvese p-rimeramente que .en ningún anillo es posible la división por cero, debido a la propiedad del cero respecto a la mulliplicación, demostrada anteriormente: .dividir un elemenlo a po1· cero s ignifica hallar cu el anillo un elcment.o x tal, que O·x = a, lo cual es imposible si a =fa O, pues, el primet• miembro es igual a cero. Hagamos la defin ición siguiente: Un anillo P se llama campo, si cousta no sólo del cero y en él ·es posible Ja división en todos Jos casos (a excepciót1 de la divisióu por cero), determinándose é:sLa uní vocament.e, o sea, si para cualesquiera elementos a, b de P, de los cuales b es difer en te de cero. existe en P un elemento q, y sólo uno, que satisface a la igualdad: bq = a. El elemento q se llama cociente de los elementos a y b y S•' designa con la notación q = *. i{aturnlmenle, todos los campos numéricos son ejemplos de ·Campos. Bl anillo de los polinomios en la indctennioada x con coeficientes reales o, en general, con coeficientes de algún campo numérico, no es campo: la división con resto que existe para los polinomios .se diferencia, naLun\lmento, de la división «exacta», supuesta en l;i definición de campo. Por otrn parle, se ve fúcilmenle que el co11j1.Lnlu



T



• En realidad, la unicidad de la división en un crunr•o, así como la unicidad ·de la resta, su puesta en la definición de irnillo, se pued11 demostrar sin dificul tad aplicando otras condiciones que figuran en la definición de campo o, re>pectivamonto, de anillo (Nota del A.). Un caso más general restiltu curu1do no so i11siste en que In operación elI anillo P se llama entonce• •cuerpo. Por lo tanto, se puede docir quo cauq10 es un cuerpo conmutativo. Según pareco, el vocablo «Campo•, para la denominación abreviada de un -cuerpo conmutativo, ha sido empicado por primora vez on castellano ¡wr R. Rodriguez Vida!, en su traducción de la obra de Birkboff y MacLaoe •Algc ira Modoroa•. Teniendo t ambién en cuenta que en los libros soviéticos, el vocablo •nono• (•campo&) está ya admitido hace muchos aiíos. creemos conveniente emplear a continuaci61l este último como traducción del primero. (Nota del T.). 1
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si ;il tli\'idirlos por n dan un mii:mo rl'Siduo , o sea, si"" diíere11da ~ divi!'ihle por ri. Todo el anillo de los uúrnt'ros 


e,.,



e,, .... e,,_,,



( 1}



de 11ún1eros congruonles \•ni.re sí 1·c:>pcclo c C 1,+ 1 .,. si k -i- f ·, 11. E1'to 11os ll l'\'11a111 ;:iguil'nl c defi11i('iún de ~111110 de las clases: l'1c -i ('¡,,¡ si k ' 


e, .



l'or otra parte, m11ltiplicando cualquier 11í1111ero de 111 rla~e C1c por 


In sistema (1) el


 2fV,
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por las condiciones (2) ¡¡ (3). En efecto, la validez de las condiciones 1-V de la definición de anillo se establece comprobándolas di1·cctamente. Además, es también consecuencia de la validez de estas condiciones en el anillo de los números enteros y de la relación indicada anteriol'tnente entre las operaciones con lo:;¡ núm eros enteros y las operaciones con las clases. Eslá claro que la clase C 0 , compuesta de los números divisibles por n, dcsempeiia el pa1>el del cero. El elemento opnest.o para la clase C1,, k == 1, 2, . . . , n - 1, es la clase C11 _ , , . Por consiguien te, en el sistema do las clases (1) se puede definir la resta, es decir, este sistema sati1>face a todas las condiciones que figuran en la definición do anillo. Convengamos en dcsignat et anillo ol>te11ido mediante Zn. Si el número n es com¡mesto, el anillo Z,. posee divisores ele cero y, por c;;Lo, corno se demostrará mii:s abajo, no puede ser campo. En efecto, si n = kl, dondo 1 < k < n, 1 < l < n , las clases Ci. y C 1 so11 distintas de la clasuede sei· divisibJe por éste. Por otra parte, ninguno de l os dos 11úme1·os sk y tk del s istema (4), s < t. puede es t ar :situado en una clase, puesto que. en caso contrario, su diferencia tk - sk = (t - s)k seria divisible por n, lo cual es absurdo, debido a que el número n es primo. Por lo tanto, en cada clase no nula est{1 situado exactamente un número del sistema (4). En particular, en la clase Cm está situado el número lk, donde 1 ..;;; l < n - 1, o sea, CrCk = Cm. y entonces la clase C1 es el cociente buscado de la división de Cm pot· Ch. Por consiguiente, hemos obtenido una infinidad de campos íioilos disti ntos: el campo Z 2 , compuesto de dos elementos solamente, y también los campos Z 3 , Z 5 , Z1, Z 11 , etc. Allora veremos algunas propiedades de los campos que se deducen de la existencia de la divisió n. Estas propiedades son análogas a las propiedades de los anillos basados en la existencia de la resta y se demu estran con los mismos razonamientos, por lo cual, la demostración la dejamos al lector.



 .~



28.5
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Todo campo P posee un elemento, unívocanunte determinado, cuyo producto por cualquier elemento a de este campo es ig=l a a. Este elemento, que coincide con los cocientes igual es entre sí ~ para todos a los a, di rerentes de ce ro. se llama unidad del campo P y se designa con el símbolo 1. Por lo Lanto, a·1 = a para todos los elemento$ a de P. En todo campo, para cualquier elemento a diferente de cero, extste , unívocamente determinado, que satisface a la igualdad



u11 elemento recíproco a-1



csLo elemento es pn•cisamenlo a- 1 =



...!.. a



Est1i c laro c¡ue (a-1 t



1



= n..



El coc iente~ se puede escribir :ihora en la forma a



Pam cunlc¡uier elemento a diferente de cero, y cualquier entero pos i Li vo n, se verifica la igualdad



(rrl)" = (a"t'· Desi ~111111do



estos elemen tos igm1les 'Í 111: que l'ÍJ!l'll las r!!gln>< de operación ordinarias. ll11ga 111os , finalml'nte, a• = 1 para Lodos Jos a. La l'xistencia de unidad no es unri propietlad criraclerística de lo;; campos , fllle!'. por ejemplo, el ani llo de Jo:< número>- enteros post•e unid ad. S in embargo , d ejemplo del nnillo de lo!< números parcs muest rn que no l odos los anillos poseen unidad. l'or otra parte. todo oro a=/= O. J\lu ltip li cando am lJos mi
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f



De la deíinici.ón del cociente (donde b =I= O) y de Ja posibili


!!:.. ¡, - · !.. d cuando, y sólo cuando, cid = be; «



e



ad -'- be



7)±7 =-t:;¡- ; a.



e



ne



b·d ~ bd ;



-a



-b-=



a



-b.



Característica do un eam¡>0. !\o todas propiedades de los cii m pos numéricos se consei·yan en el caso de u11 campo arhitrario. A>:í, pues, .-;11maudo 11sí mismo el número 1 unas cuantas veces, o sea, tom¡indo cu11lc¡uic1· entero positivo que sea múlliplo de la unidad, m1nca ;;e obl.endr son elementos disti11tos de este campo, o sea, si k · 1 =I= /. · 1 cu anclo k #' l, se dice que P es un campo de característica cero; tales son, por ejemplo, todos los campos uuméricos. Si existe11 unos números enteros k y l, k > l tales, que en P se cum ¡Jle la igualdad k · 1 ~ l· 1, entonces (k - l)- 1 = O, es decir, existe en P un múltiplo positivo de la unidad igual a cero, llam
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En efecto, en el primer caso, el elemento pa, o sea, Ja suma de p Lénninos iguales a a, sacnndo a fuera de parén1 e.~is, 1


=



En el segund o caso, parn a=/= O, ele la ig ualdad 11a. O, o sea, 11(11· 1) ~ U, resu ltaría la igualdad n· 1 ..... O, y, como la caract erística del campo es igual a cero, se lend1·í a 11 ,._ O. Subcampos, ampl iaciones (l'xlensiones). S upongnm os que una µorle 


do P' , los elcrncnl.os a



+ b, ab, a



a



/J, y parn b =f..: U, -,;, conte11i dos c11 el ca mpo l'. t :1 n1bi ún pcr1 enccc11 a P' (r lnl'O, 1·u111pli (•11dosc l:ls lcy' y en l-: sirvt>n taml1i4;11 1)4' - t' h·111c111os cunh"Squiern suyos, conle11drí;i 1aml1ién a s11 "uma (c~la >l t•/f'mr11f(I e al compo P', e111p lc:í 11dosf' In 11otaciú11 }"' /' ' (e). Evirl1•ntemenlc, el rampo J>' (e), ndem;Í ~ 1h'I l' lt•mslu y rlivisión . Como t'j; es tn nn11>liaciú11 ~e nht.i4•11e por adjun ció n del 11i'.1111cro ')/ ;! al c·11 111po dt• los 111'1111CrO$ a, b



t"''ª"



l'M'Í O IH1 1 C~.



-
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§ /iti. Isomorfismo de los anill os (de los campos) . Unicida d del campo de los n úmer os complejos En la teoría de los anillos desernpeiia UD gran papel e l co11cep1.o de isomorfismo. Los anillos L y L' se llaman isom-0rfos si entre sus elementos se puede establ ecer una corrcsponde11c ia biunívoca tal quo, para cualesquiera elementos a, {I de L y s us · corres pondien \.es elementos a', b' do l', a la suma a + b l e corresponda la suma a' · 1- b' y al producto ab, el producto a' b'. Supongamos qu e c11tre los anillos L y L' se ha establecido una. correspondencia de isomorfismo. Entonces al cero O del anillo L le correspondr el cero O' del anillo L'. En efecl.o, supongamos qu e al elemento O le corresponde el elemento e' de L'. Tomemos un elemento arbi Lrario u, de L y el elemento a' de L' que le conesponde. Eutonces, al elemento a O le t.iene que correspondei- el elomento a' +e'; pero como  a de L tiene e)emeuto recí proco a - 1 , la imagen del elemento a - 1 en l' es el elemen lo rccí proco de a'. Do aquí se deduce quo un {J,flillo qne es isomorfo a wi campo , es también un campo. Fácilmente se vo tamhién que la propiedad de un anillo de no tener divisores de cero se co11serva también en b -conespondencia de isomorfis mo. En general, los anillos isomorfos pueden diferenciarse enti·e si por la natura leza de sus cleracntos, pero, por sus propiedades algebraic!IS, son idénticos . Cualquier teorema demostrado para un irnillo subsiste también para Jos anil los -que son isomorfos a él, si en la demos\.ración del teorema se emplean solamente las propiedades de las operaciones y no las propiedades individuales de los elementos de este anillo. Por esta raión, 110 vamos ..a considernr como diferentes los anillos o los ca,mpos que son isomorfos; éstos serán para nosotros distintos ejempla.res de un mismo anmo o campo. Apliquemos este concepto al problema de la construcción del campo de los númerns complejos. La construcción del campo de los números complejos expuesta en el § 17, y basada en la aplicación do los puntos del plano, no es )a única posible. En lugar de puntos se podrían haber tomado segmentos (vectores) en el plano que parten



+



+



 .\~
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do l origen de coord e nadas y, dando estos vectores por sus componentes a, b sobre los ejes coordenados, se deLerminaria la s umo y el 1>roducto de vec tores m ediante las mismas fórmula s (2) y (3) del § 17, a~í como en el c11~0 de los puntos del plano. En general, se podría no ins is tir en aplicar objetos geométricos. Observando que lo~ puntos on el plano, así co mo Jos vectores en el plano, se de terminan por p1ll'Cs ordenados de números reales (a, b), se puedo tomar simplemente ol conjunto de tales pares e introducir en él la s uma y el producto st.>g ún las f6rmu las (2) y (3) del párrafo indicado. En realidad, estos cam pos no so distinguirían por sus propiedades a lgebra icas, C-Orno muestra el teorema siguiente: Todas la,~ am.pliacicm es (/el campo ele números reales D, obte~idas por adjunción 11l campo D de la ra iz de la ecuaci6n X~7 ') = 0, (1) so11 isomorfas e11 /re si. En efec to, ~ca dado aluún campo P que represente una ampliación del ca mpo D y qu o contenga a l elemento q 11 0 sat.is fu ce 11 la oc uat~ión (1). La elecci611 rl e la notación de es te elemcuto corre a uu e;; tro cargo y, para es t e fin, emplearemos la letra i. Por lo tanto, so cumple la igm1ldad ¡i 1 = O (de dond e P - - 1). nc¡uí 111 ele,·ación a potenc ia y la s uma so deben e ntender en ol sentido de las operuciones definidas en el cam po P. Queremos bnllar nhura el ca mpo J) (i} que se obtiene por udjunción del ele mento i al e.ampo /), es decir, hnll11r el suhca rnpo mínimo del carnpo P que contiene 111 ca mpo JJ y ni elemento i. Examinemos con eslc fin todos los elemen tos a del campo P que se puedcu escribi r de In forma (2} a=a : bi,



+



clonde a y /1 so n núm eros t·ealcs arbitr!lrios, y el prod ucto del número b por el d e mento i . Hsi co rno la :;urn a ri el número a y este produc to, se deben entender en el sc11tido de las operaciones defi11id a!' en el campo />. inl!Ílll ele111 e11 lo a del campo P pticde poseer dos dis ti ntas cxp resiu11 es de esta fonna, puesto que de



a=a+ bi =a ;-hi. s i1•nrlo b =F



b,



rusullaria (l



~



ú



- 11



-¡; •



=a.



o S Cll, i SOl'Íll 11n 11(11ncro 1·cal; si Ú b, resulla lt En P•lrtic ulllr. entre los ele ment os del cam po P q ue se expresan en la forma (2), fi gu ran tod os los números reales (cuan do b = O), y t11mhién el mis mo elemento i (cu11ndo a O. b = 1 ).
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Demostremos q ue el conjunto de todos los elementos de la forma (2) forman wi subcampo del campo P; éste se1·ú pr ecisamente el cam po buscado D (i). Sean dados los elementos a. = a -;- bi. y p = e + di. Aplicando las leyes conmutati va y asociativa de la adición, así como l a ley dis tributiva, que rigen en el campo P, obtenemos: a. f· ~ """' (a+ bi) + (e ..¡ di) ~ (


- ~ = ( - e) + (- d) i, pue:;, 1·n virtud de (3), se cumplr la ig1111ldnd ,6 + ( -,6) =O + Oi = O;



por lo lllnlo,



a-,6 = a + (-,6) = (a - c) -i (b-d)i,



(3' )



es decir, la re:;ta n o sale fuera de los límites del conju n to considerado. Apli c1111do de nuevo las propil!dndcs 1-V a que satisfacen las opes11cio111's l'll el cnmpo P (vóase § '11) y basándose en la igualdad i~ = - ·1, obtenemos: a~ - (a + bi) (e + di) = ac -1 adi



o sea,



+ úci +



bdi 2 ,



a.,6 = (ac - bá) ..¡ (atl -1 be) i;



(4)



por lo tanto, el producto de dos ele111011tos cualesquiera de la forma (2) es de nuevo un elemento de esta misma forma. Finalmente, supongnmo11 que ~ =F: O, es decir, quo al meuos uno de Jos números e, d, sen diferente de cero. Entonces tambié11 e - di =FO y (e + di) (e-di) = c2 -(di) 2 = c2- d2i 2= c2+ a2, siendo et + d' =F O. Por consiguiente, ap licando Ja afi rm ación h echa en el párrafo anterior, de que en cualquier campo se conservan todas Jns reglai< de las operaciones con los quebrados y . por ende, un quebrado no varía al multiplicnr su nurnerodor y denominador por un eleroenlo dife1·eute de cero, oblcnemos : et



a -j- bl



ir = c:;:di =



(a ..!.. bi) (e - di) (c -1- di)(c - di) "-'



(oc f /u/J {- (6c- ad) i c2 ~ r12



es docir, ol clcmon lo ~ - ac \· bel -I ~ i ~



-



ci , d2



c2






(q')



tiene de nu evo la forma (2). Demos tremos ahora que el subcampo obtenido D (i) del campo P es isomorfo al campo de puntos del plano construiclo en el1§ 17. Asocian-
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do al eJemento a+ bi del campo D (i) el punlo (a, b), en virtud de la un icidad de la ex presió n de la forma (2) para los elemenLos de\ cam po D (i}, se obtiene una correspondencia biunívoca entre los elementos do este campo y todos los puntos del plano. En esta correspond oncia, ¡1! número real a le corresponde el punto (a, O), deb ido a la ig ualdad a = a , Oi, y al elemento i = O 1· i, el punto (O, 1). l'or otra parle, compal'Mdo las fónm1\as (3} y (4) del presento pií rrafo con las fórmulas (2) y (3) del § 17, obtenemos que u Ja surnn y al producto de los clcmo11los CJ. y ~ del campo D (i) les c-0rros pondon los puntos que so n la s unu1 y, respectivamente, el producto de los putllos correspondientes de a y ~ . Como todos los cam pos que son isomo rfos a un cam po dado son iso morfos entr e sí el teorema queda domo.s trado. V e mos, en particular, que la elección de las fórmulo s (2) y (3) en el § 17 para la defini ció n de las operaciones con los puntos no fue casuol y uo puede ser mod ificada.



+



Ademá~ •le los métodos de conslrucció11 del c11111 po de los números com piojos, oxaminndos an~riorruente, cxi5tPn 111uchos ot ros 111éto1ln.


(~ ~) Jo nuun en ostc nnillo un subcam po 11111' "~ i~onwrlo a l c1tmpo dt' lu~ 11ú111cros ro11lcs. Pe ro, rcs ulln ("tO, pongamos t•11 cm·rí':ipondenci:1 11 cada .11úmcro complo•jo bi In 1110tri:



"+



( _~ !). Do



esto niodo, resulta u na apliracióu t.iunívoco tlo lotlo e l r;1mpo de números



complejos en unn parte del auillo do Jru; 111atrk«.'s tfo ~1111


1- (-de d) ( a Lr /, Lff) (-ba'') a r - -(b d) a 1 r ' t



b) (



a ( _ ¡, ll



·



e



d) (



- d e



ad >- be )



nc- /11/ -(•11/ 1 be) 11c - bd



so dc~ 11rcnclo quo es ta a ¡1licació11 e~ i~omorfn, p 111\• lo 


+
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§ 47. Algebra lineal y á lgebra de los polinomios s obre un campo arbitrario En Jos capítulos precedentes dedicados al álgebra lineal , el campo de números 1·eales de.st-mpcJiaba ordinariamente el papel de campo fundament.aJ. No obstante, se comprueba sin dificultad alguna q\1e muchos teoremas de estos capítulos se genera lizan palabl'.'t por palabt·a al caso de u11 campo fundamental ai·hitrario. Así, pues, para un campa fundamental arbilrarto P son válidos el método de Gauss de resolución de los sistemas de ecuaciones lineales, la teoría de los determinantes y la regla de Cram.er, expuestas en el cap. 1. Solamente la observación sobre los determinantes anlisimétricos, expuesta al final del § 4, exige la suposición de que la característica del campo P sea diferen te de dos. Por cierto, la demostrnción de la propiedad lj de este mismo párrafo cru·ece de valor si la c¡¡raclcrística del campo P es igual a dos, a pesar de que sea válida Ja propiedad misma. Es s, por ejemplo, que P = Z2• es decir, q11e es un cmnpo constiL11ido por dos elementos, O y 1, siendo 1 + 1 = 0, de donde - 1. 1, y supongamo5 que sobre este campo se ha dado una forma cuadrática f = x 1:r1. Si existe una · transformación lineal



=



X¡ =



b11J11b12Jl2·



Xz = b2t!/tb22,!/2•



que lleve f a la forma canónica, en la igualdad



I = (b111/1 · l-b12!lt) (b21!11 +



+ (bubn -!- b12b21) !11!12 + f 12b22Yl coeficiente b,.b + b b ¡ del producto 11•!1•· Sin



b22112) = bub21!l't



1



tíene que ser Igual a c~ro el 2, 12 2 embargo, este coeliciento es igual ni determinar1te de a transformación lineal considerada, pues, ya sea b11 b21 = 1, o b,,b., = O, en ambos casos, b12b21 = ~ -b12 b11 . Resulta que nuestra transformación lineal es degenerada.
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P. I ~n tenid o u lterior d e l cap. 6 so refi ere esenc ia lm ente a las íu1·m11s cuadráti cas d e coefi c ie ntes compl ejo~ o real es. Fi na lmente, para el caso ele un campo /1111dame11tal arbitrario P Ps válida toda la teoría. d11 lo.~ espacios lineales !I sus tra11s/ormacio11es lineales, expuesta en e l cap . 7. Por cierto, el con cepto de raíz catacterí s ti cn está ligado con Jo teo rí a de los pol i n o mios s obre nn ca mpo a rbitrario , de la qu e :;e lrn b lará m ás a d e la nt e. Obsé rv ese c¡ue e l teorema d e l § 33, sobro la relación eu Lro I n~ 1·11íccs caract erís ticas y los va lores pro pios, s e enuncia a hora d e l modo s iguien te: las ralees caracteríi0 d o los ní11neros rea.l e:olinomios c x p11cst.os a n tcrior111c11tc . S in om ba 1-¡.:o . es necesari o fij a r p rev ia men te el sentirlo exacto del co ncepto  de es te ca m (lo, "'º11 di1'ti nt o.•, o sea, 110 sa t is facen a la definil'iú u a lgebra ica de i1r11al1l a d d o pol inom ios. S i11 tl mbargo, ambos poli1101nios t o ma n el v;1 lor 1 parn .r - O y el ,·a lor U para x l, 
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E .x11mi1H•mos tocio$ Jos -"Í$ll'mas finito~ ordenados posibles de elementos ch•l campo P que tie11en la forma dond o 11 es ;1r1Jitn1rio, n > O; pal'a n > O licue que sc1· a,. ~¡. O. Detorminandu para los sisto111a!< de la forma (1 ), la s uma y el producto 1ic acuerdo 11 la¡¡ fórmulas (3) y (4) d e l § 20, convertimO!< el conjunto de c~los ¡:;istcmas en 1m anillo conmutativo; parn demos~rar quo !'


(11) -= f/ para todos los "· do P.



Por otr;1



p:1rlc, dcsi¡inC'mo.5



(2)



el sisl~ma (O. l) co11 la letra :r, X=



(O, 1).



Enton ces, ¡¡pJica11do la d efinición de produclo indicada anteriorm ente, obtenemos que x• ..: (O, O, 1) y, en general,



.i·'' = (O, O, ... , O. ·I)



(:3)



h V-CC('S



Aplicando ahora la definición de suma y producto de sistemas ordc11ados, y también las igualdades (2) y (3), resulta: (a o, a.,









~



11 2) '



• . . + (O, O, .. ., O, a,. _,) -1 (O, O, .. ., O. a,.) = = (oo) + (a1)(0, 1) + (tl2 )(0, O, 1) -1- ...



. .. + (an-



1)



(0, O, .. ., O, 1) 11-



t



+ (a,.)(O, O,



.. ., O, 1) =



veces



~ ao



+a x 1



;· O zX~



+ ... + ªn-1x"- 1 ·I



a,.x".



Por lo tanto, todo sistema ordenado de la forma (1) se puede expresar en forma. d e un polinomio con Tespccto ax, con coeficientes del campo P , s iendo ev id enteme nte est a expres ión única. Basándose fina lmen te en la conrnutatividad ya dcmoslrndo de la suma. se puede pasar a la expresión según las potencias decrecientes de :c.
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Por consiguiente, conslrui 1110:; aq uí un an illo conmu ta Li vo q ue, nutura hnonle, se debo dcnorn in ur 


" ¡:r¡ .



En el anillo P lx l está contenido el mismo P, lo cual ya se habl a demost.rado anlcs. J\ ! , oxa minómoslo tam bién desde otro ángul o. Sn pongarnos que el campo P está con t enido como su ban illo on algún anillo conmutativo L. Un elemento et de l anillo L se liorna algebraico sobre el campo P, s i ex is le una ecuación de grado n , 11 > 1 , a11 illo !} , obtenido por adj1111cili12 clel elemento et al campo P (o s ea, t'l s11ba11illo mínimo del anillo /, que contiene al campo P y al elemento et}, es isomorfo al anillo de los polinomios P lxJ. En efecto, cualquier elemento ~ del an illo /,que ;;e puede cx prc.


con coefi ciente:< a 0 , a,, • . ., ª" " 
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tes; evidentemente, esto nos lleva a la conocida regla de la multiplicación de los polinomios. Con e!'lto queda demostrado que los elementos de Ja forma (4) forman en el anillo L un subanillo que coutiene al camJlO P y a l elemento a, es decir, que coincide con l' , y q\le este subanillo es isomorfo al anillo de los poli11omios P [x]. Vemos, pues, que la elección que hicimos de las definiciones para las operacioues co11 los polinomios no fue casual: ésta queda compllltamentc det1lrmi11ada debido a que el elemento x del anil lo P Jx ) tiene quo ser trascendente sobre el campo P. Obsérvesll que al construir el anillo de los polinomios P Jx) nun ca se aplicó la división de los elementos del campo P y solamente una vez, cuando se demostraba l a proposición sobre el g-rado del producto de los poliuomios, hubo que referirse a la ausencia d() divisor es de cero en el campo P. Por consiguiente, se puede tomar un anillo conmutativo arbitratio L, y repitiendo Ja construcción realizada anteriormente, r l'sulta el anilimios (véanse §§ 20-22) se genecaliza a este caso. Precisamente, e1t el anillo P /xi tiene 11alor el algoritmo de la divisi6n con resto , en la que el cociente, así como el residuo, pertenecen también al anillo P (x). También tiene $
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§ l, 8, Ocscomposic ión de los polinomios en fact ores ir redu ci bles l-:11 vi rtud de l teo rema de existencia de raiz (§ :.!4), para los camr>os do números compl ejos y reales quedó dcmoslrnda la existenc ia y unicidad de la descomposición de un po li nomio en factores irreducib les. Estos rcsultndos son casos particu lal'Cs do los teoremas gencniles referentes 11 polinomios sobre un campo arbitrnrio P. El presente p{1rraío est{1 dedicado a la exposición de esta teoría general, que e:; a nál og:i :i la ll'oría de la descomprn•icióu de lo!' números enteros en factore,; primo.< . Octenninomo.~ pri nwrn los polinomios que desem1>eñl111 cu el nni ll o ele los polinomi os e l mi smo pape l c1ue los números primos en e l an illo de los númo ro~ e nteros. Subrnycmo!! previamente que en o! 1, con cot•ficient ~ pcrLcnecienLes al c11mpo P. En \'irLud de la propiedad V del § 21 , Lodo::; los polinomi os do gnulo cero son divisores de f (x). l'or otra parte, e n v irtud de VI 1, tam!.ién so n di v i>


f (.:r.) = 1r (:i:) 'lj>(x):



f



( 1)



(x) cs irreducib/t> ~11 f'l campo P, si en c11alq11iCt'lo a 1111 c:unpo dado P, puc,.:, uu polinomio que ci; irreducibl e l'n l'Sll' campo puede !Wr reducible en ciorta umpliac.iún t> de él. 1'01· 1·jcm plo, e l polinomio .r~ - 2 de cocficicnlc1< entero>< c.-; incdu ci hl c L'11 l'I ca mpo 11(• núm oros rncion< de priull!I' ~rndo co11 todic il•n te;; r:ll'io uall'"·
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polinomios



Sin embargo, este polinomio es reducible en el carnpo de númeJ'os l'eales, como mues tra la igualdad



.v2-2= 


+



Indiquemos unas cuantas propiedades fundamentales de los polinomios irredncibles, recordando que se trata de polinomios il'reclucibles en el cam 1>0 P. et) Todo polinomio de primer grado es irreducible. En efecto, si este polinomio se descompusiese on un producto do factores de menor grado, éstos tendrían qtte ser de grado cero. No obstante, e l p1·oducto de cualesquiera polinomios de grado cero es de nuevo un polinomio de grado cero, y no de grado uno. ~) Si el polinomio p (x) es irreduci.ble, lo es también cualquier p olinomio cp (x), donde e es un elemento de J> diferente de cero. Esta propiedad es consecuencia de las propiedades I y VU § 21 y nos permitirá limitarnos, allí donde hiciese falla, al estudio de los polinomios irreducibles cuyos coeficientes superiores sean iguales a la unidad. ·v) Si. f (x ) es un polinomio arbi.trario y p (x) es un polinomio irreducible, entonces f (x) es divisible por p (x), o estos polinomios son primos entre sí. Si (J (x), p (x)) = d (x), el polinomio d (x), siendo divisor del polinomio irreducible p (x), es de grado O o bien es un polinomio de la forma cp {x), e-:/= O. En el primer caso, f (x) y p (x) son primos entre sí, eo el segundo, f (x) es divisible por p (x). &) Si el producto de los polinomios f (x) y g (x) es divisible por un polinomio irredu.cible p (.i-), al menos uno de estos factores es divisible por p (x). En efecto, si t (z) no es divis ible por p (:e), según y), t (x ) y p (x) son primos entre sí, y, entonces, según la ptopiedad b) del § 21, el pol inomio g (z ) tiene que ser divisible por p (.i-). La propiedad &) se generaliza s in dificult,ad al caso d el producto de cualquier número finito de iactoz·es. Los dos teoremas que siguen son el objeto principal del presente párrnfo. Todo polinomio f (x) de grado n, n > 1. del anillo P [xl, se descompon.e en un producto de factores irreducibles. En efecto, si el mismo polinomio f (x) es irreducible, el producto indicado consta de lln solo fa ctor. Si es reducible, se puede descomponer en un producto de factores de menor grado. Si entre 'estos factores
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b ny de nu eYo redu cib l ~. efectuamos la descomposición siguiente en facLores, etc. Esle proceso Licue que termina rse después de un número lfínito de en;:ayos, 1>11es, sen cual fuese la desco mposición de / (x) ~n racl.ores, la suma do ~us g rados tiene qu e sor igual a n, por lo que e l número do factor


=



/ (x)



Pi (x) P2 (x) ... p, (x )



es una descomposición del polinomio f (x) en un producto de facLores irredu cibles y si los clemenlos c1 , c2 , • • • , c. del ca mpo P son tales que s u producto es igua l a 1, entonces en virlud de ~) . / (x) ~ (C1/11 (.c)I · (C2P2 (x)l ... (c,p. (.e)(



tambi é n será una descom pos ición de f (x) en un producto de facLores irreducibles. Con éstas se ngolan todas las descom posiciones de f (x): Si un polinomio f (x ) e/el anillo P (x ] se dP.~compone de dos m odos en wt producto de jactares irreducibles: / (x) = p, (x) P2 (.r) ... p , (x) = q 1 (x) q~ (.:r) ... q1 (x),



(2)



entonces, s = t y, con 111111 1111meracwn aclecuada, SI' i·eri/ ican las igualdades: q¡ (x) crp¡ (x), i = ! , 2, ... , s, (3) done/e c1 son elementos del compo P diferentes de cero. l!:ste teorema su hsis t.u ¡);Ira los polinomios 1lc primer grado, puos, éstos son irreducibles. Por lo tanto, la demostrac i611 se hará emplea ndo el método de indu rr sobre el grado rie l poli11ornio, es c'lccir, so do moslra r{t el leoromn pura/ (x), suponiendo que ya cst.á 1lemoslrado pum los polin omios di! me nor grado. Como r¡ 1 (:r) es divisor rl c / (x), en virtud 1lc la propiedad o) y de Ja i~ualdad (2), q1 (x) ~er1í di visor po r lo menos fi y el g r:id o dt• p 1 (x) es moy or q111' C


Ponic11do e n (2) estn ex pres ión ele r¡ 1 (x) y sim plificando por p 1 (x) (lo c u:d se permite, p111•s lo que en el auillo P l.rl uo hay divi ~oros
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ele cero). se obtiene la igualdad p2 (x) p3 (x) ... p, (x) · lc,q~ (x)I 1:1 (x) ... q1 (.i:). Como el grado del polinomio q11u es iR'ual a c;;los product.os, es menor que el unido 1lc ¡ (x), queda ya demostra1lo q11e s - 1 ~· t - 1, ele 1lon1fr s -· t. y que ex isten unos elementos e;, c., ta les que c;p~ (.1-) - c,1¡2 (x), de donde 12 (x) · (c- : c;) p 2 (x), y c¡p; (x) q ¡ (:e), i . 3, ... , s. Haciernlo c; - c2 y teniendo en cuc11tnrn 111.1


e,., ... ,



e-:



f (x) ~ · ª 0P1 (.t') Pi (.x) .. . p. (x), (5) donde Lodos los p¡ (x). i ~ 1, 2, .. ., s, son poli11omios irr(•d11cihlcs cuyos coeficitmtes superiores son i~ttales a (¡¡ unidad. El factor a0 será igual al coeficiente su1>erioi del polinomio f (x). lo que se comprueba fácilmente efecl mmdo fa.~ multiplicaciones en el segundo miemhro de la igualdad (5). Los factores irrecl ucibles que forman part.e de la descomposición (5), no son todos necesariamente distintos. Si el polinomio irreduc ible p (x) figura unas cuantas veces en l


aop1/• (x) p~2 (x) . . . p~ 1 (x).



(fi)



A continuación se utilizará, por lo general , esta cxpreswn, si11 adverti r ya que los exponentes son los órdenes de multiplicidad de los factores respectivos, es decir, que p ; (x) =fa pj (x) para i =fa j. Da.das las descomposiciones de los polinomiO.~ j (a:) y g (x) en factores irreducibles. el mázimo común divisor d (z) de estos polinomios es igual al producto de los fa.ct()res que figuran simultáneamente en am/1as descomposiciones, elevado cada factor a una potencia igual al mínimo de los órdenes de su multiplicidad en ambQs polinomios.
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fnctoru irreducible



:\01



En efec to, el produc to indicado es divi so r de cada uno de los polinomios f (x) y g (x), y. µor esto, Jo es tnmbi1~n de d (x). Si este proclu c lo fuese distinto 110 d (x). en Ja descomposición ele d (x) en factor!'!< itTi>clucibles t~.sl.{oría co ntenido un factor c111c no figura en la dcscompos idón de alguno 1le los polinomios f (x) y g (x), Jo cual es imposi hlc. o bien, 11110 d o Jos factores estnrín e levado a una mayor potencia que la que Uone en la descomposición de u lguno de los poli11omios / (x) y g (x), Ju c ua l , de nuevo, es imposible. Este teorema c>s an1ílogo a la regla segí1n In cual se busca ordi11ariame11te el md 1~ ~l'i1a lar 1111 métorlo parn 1:1 dc!'Composición ¡míctic;1 de los polinomios e n íal'lur1•s irrcduc ihl es. I nc luso la resolución d e l problema p arn avt•riguar s i el pol inom io f (x) l'S irreduci h le en 1111 cn mpo dado P, en ol c a:;o ge neral, e:'! muy difícil. Así pues, la doscripció n de tocios los llOlinomios irreducihles pul'!\ e l caso 1le los campos de números complejos y reales fue ohtoni· da e n ol § 24 corno cons~cucncin de un teore ma muy imporlan t.u de 1~ x i slom., ia do la raí z. En lo que se refie re ni cnmpo do 11úrneros rncio· nnlc;;, ~~\ harán solamente ¡il¡::uuns proposici (irrc ducibl1•s)• y que esln dcSmos divisor rlc 111 ttrridnd a un elemento" del ani llo !'"'"'el que ox i~ tc cu •·>


En el anillo r.lc lo!< númc,r 111 111ii1lnd. En ol anillo 


míM



irre1lur.iblcs .



'º:-. pnlino-



.~.se 
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caso do afirmacion. ¿será única tal descomposición? Esto último hay q110 enten derlo en el senliclo siguiente: s i a = P1P2 · · · Pi. = q1q2 · ·· q¡



son dos descoroposi 'I''º contiene la uni dad; c11 efec to,



(11 -,- b v-:l) (c-1- d -v=;i) = (ac - 3bcl) -1- (bc



1- ad)



v=-;J.



(8)



1.# lamem 1/-3 al utímcro e ntero (IOSitivo N ( o;) ~ a2 -: ;3¡,2.



En virtod de (8) . la norma del product


d~



los /11c/ores:



N (af\) = N (o;) N (f}).



(\l}



En ofoclo, (ac - :lb


trcl¡• ~ u2c•



f-9ú2c2-j- 3b2c2 -¡- J a2d'i 1 ;3


= (aL¡ 3b2) (c2



S i e11 nuestro nn i llo el n\unero a es clivi8(1r do In unidad, o sea, que el númer» a - • ta111bién tiClne In forma (7), cntQnecs. po r (9), N (a)-N (a-•) = N (acc 1) - N (1) = J,



do aquí que, N (a) = 1 , pues los n((meros N (a) y N (ce•) son enteros y posi t ivos. S i a = a + b-V- 3, do .1\' (a) = 1 se deduce 


si n embargo, esto es posible sólo cuando /, = O,



a ~ ±



1. Por lQ tanto, en nues·



tro anillo, así como en r/. oniUo de los n1ím.eros en te.rü:-, son diui$ores de Ja. u.nitlot.f.



•olamtnle los números 1 /1 -1 /1 solamente esls tiemn la norma igllal a la unidad. .



Naturalm ente, la igna lcl ád (9) para la norma del producto se generaliza para el caso de un min.iero finito de fuctorrimos; la demostración so la th•jamos al lector. No obsianlc, u1• "" se puede 11/irm11r q11e JtJ descomposición e11 fac l ores pri · mos es llnica. Por ejem plo, se cum plen las ig ualdades.



" = 2·2= (1 + V-3) (1 -V-a). F;n nuestro nni llo no hay otros divisores do la unidad m1ís que los números 1 y - 1. por lo que el número ·t .1. V-=3 (ngí como Id núm ero 1 - V-3) no puede diforencinl'i'e del número 
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2, 1 +1/ - 3, ! - V=:i •• primo. En efecto, lá normo do cada uno de est os ir~s números es iguaf al número 4 . Sea a uno de estos números y supongamos quo



a = l3v. po.~ihlc N(~) = I; 2)



EnLonces, según (9), os



1) N(l}) ~ 4, 3) N (l}) = N (y) = :Í,



uno do los Lres casos: N(j3) = 1,



N(y)



li;



En el primer caso, como yn s11bcmo•, el número y es divi sor do la unidad, on ol 13. En lo quo so re fie re al lerc-0r caso, ésto es im posible, en general , puesto que, para enteros a y b, la igualdad a2 .J- 3b 2 =2 es imposi ble.



segundo caso, el divisor do In unidad es



Fac tores m úl li plcs. A pesar do que más nrriba se indicó que no sabemos descomponer los polinomios en factores irreducibles, exisLori métodos para sabe r si un polinomio dado posee factores múltiples o uo, y, en cn~o de una respuesta positiva, éstos permiten rod \1c ir e l estudio d o es te polinomio a l estudio de otros quo ya no po~ce11 !'ac tores múlti pl 1, del p olinomio f (x), entonce.~, es también un factor múltiple de orden (k - 1) de la derivada de es/e polínom.io. En parlicular, 1m /actor simple del politwmio no /igura en la descomposici6rt de la derivada. E11 


r (x)



p" (.e) g' (.•") + kph - 1 (.e) p' (.e)¡: (x) = ~ plt- 1



(.i·) lp (.c)g' (x) : kp'(.c)g(x)f.



El s1•g1111do término qm• íi¡.:11ra entre parénte:¡is no es dh·isiblc por p (x); 0 11 efc¡;to, ¡:(.e) 110 e:; tlivis ilJle por p (x ) :;egírn la hipól


 :io1o
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p' (x) es de grndo menor, o sea. t¡¡rnpc¡co es divisible por p (x). De aquí. en virl.ud de la irreducihilidad del polinomio p (x) y de las propiedades 1~} del pm;;e11t.e pcirrnfo y IX del§ 21, resulta rrtWSlra



afirmación. Por olr•' part1~ , el primer término que !igura on l.rc corc hetes es divisible por p (.t:), por lo cual, toda e~la suma 110 puedo ser clivis iblc por p (x), o sea, e l facl.or p (x) fig11rn, cfoct.ivame111.e , en f' (.>:) co11 la mul ti pi iciclad le - 'l. Do ntw~tro teore mtt y del método ir1dic11do unteriormerrte ¡Jirra la averiguac:ión riel múximo común 1livisor de do;; polinomios, ~e deduce que, ciada la 1lescomposición del poli11omio f (x) en factores i rrcd ucililcs: f (.t:) ~ 


'



l



1



1-



1



(x),



(12)



en la que. tralurnlmcnte, si k 1 ~ 1, el factor p:•¡-• (x) se de/Je sustiluir por la uoidacl. En part.icular, el polinomio f (x) no contiene factorr.s múltiples c1wndo, y sólo cumulo, é.•te es primo con su deriVada. Por consiguiente, hemos aprendido a responder a la preg11r1La sobre la existencia de factores múlLi¡>llls de un polinomio dado. Ademús, c()mo la derivada de un polinomio. así como el m1íx.imo comú11 divisor de dos polinomios, 11 0 dependen de que se con:::iclcre e l c.~mpo /' o cual es algun;i ampliación del campo P, entonces, aunque f (x) pueda ser ya reducihle sobre J5, no puede ser divisible' por el cuadrndo ele un poliuomio irreducible (sobre P). Separación de Jos fnctore.s múlt.iples. Dado un polinomio f (x) con la descomposición (H) y designando con d 1 (x) el máximo común divisor de f (x) y su rlerivacla /' (x), la expresión (12) reprosonta la descomposición de d 1 (x). Dividiendo (11) por (12), resulta:



v, (x) =



J~]) = a p, (x) p~ (.r) ... Pt (x), 1



0



o sea, obtenemos un polinomio que carece ele factores múltiples. Aderuás, cualqu ier factor irreducible do v 1 (x) es tambié11 factor de f (x). Con oslo, la averiguación ele los factores irreduc ibles de f (x) se reduce a la averiguación de los mismos para el polinomio



 v, (x), que, por lo ¡.:eneral , es de menor grado y contiene solamente foclores primos. Hesolvicudo cslo problema para v 1 (x), no queda m1Íi; .•igncmo" con F , (z) ol prv· cinc.tu d~ lodo.'4 In" facture~ ele primer orden del polinc.m io / (r); designcmc.s con F, (z ) rl producto •lo loclo~ los íactorcs de !'O~idóu (1 1) l onrn ) ;1 funnu



I (r)



"0F1 (.r) P~ (r)



y lo '''"'""''"'l"''i


F~



(.r) ••• F; (.r),



- (/(r) .



r



d 1 (z) - F 2 (r) f1 (r) ...



(z)) ~~ ··•c r iht' ª"i:



>":- 1 (z).



l>«~ ij!unndo ("r1n d~ (z) el m:b~imo rum1ln divi::or 1h!I puli11omiu ,/1 (.t) ~::-:u d('ri\lsHln ~'. c 11 qenerxl, cou d1~ (x). t' I 11ulximu rum1'1n divisor 


dz (:r.) - F3 (.r.) F~ (:e) d:1 (.r) F 4 (.r) F'f, (.,)



11,._ 1 (.r) .i. (.r.)



,., (.r)



f (x) d 1 (z)



i·~( r)



d, (.e) ,,, (.r)



(·'l



' tlz (.r)



l";t



d 3 (r)



F~ ·



., (,'),



;:~ - "



(.1·),



F., (.r},



l.



uoF1 (.e) Fz (;) Fo (r) .. . F. (r) . }"~ (.r)



P3 (r) ... F , (r},



- F ; (r) .. • F , (.r).



F ., (.e),



••• (%')



~·. íiun.luu.•utc, l"t



(.r)



"n":! (.r) .



¡.· .• (.r) . • ("~ (.t) •• . .• f '• (.r) •



L"3 (,·)



Por l o tanto. aplicfludo ~ülo mé~ol' lr1'·c l11ril1le,. 


 306



Cap, X Campo$ y polinomios



F 1 (:.), F , (.x) , ... , F.,(:r.) quo earecen de facl.Qres múJt.ipl.:-s , ~icndo c.ada f!letor irroduciblo tlcl polinomio f ' i. (x), k = 1 , 2, ... , s. un foctor d o /(z) de orde11 k. ~; l mótodo ex1n1csto no se puedo considerar como mótodn do dcscon1posicires irreducibles, pues , para s = 1, es d ecir. pura 1111 polinor11io ~i n Í1\ctorcs mú ltiples se oht.e nJrín solamente /(:r) = F 1 (x).



§ 49. Teorema de ex.islcnciu de la taíz



El teorema fundamental demostra en la que f (x) tenga ya por lo menos una raíz, si el polinomio f (x) carece Lotalrnente ele raíces en el campo P? Aqul se rrnede suponer que el grado 


raíz de este polinomio, son isomorfos entre sí. Demostremos primero la segunda mitad del teorema. Sea dado un polinomio



f(x) = a0 xn+a1x"-1 + ... + an- 1x + an.



(J)



n ;;¡:. 2, irreducible sobre P, de modo que/ (x) no tiene raíces cm el mismo campo P. Supongamos que existe mm ampliación P del cam po P, que contiene una raíz a de f (x), y demos tremos el siguiente lema que, además de ser necesa rio para nuestra demostración, es también do interés partic.ular:



Si la raíz a, perteneciente a P, de un polinomio f (x) in·educl11le en P, es también raíz de un polinomio g (x) dd anillo P lxl , entonces f (x) es un divisor de g (x). l':n efecto, en e l campo P los polinomios/ (x) y g (x) tienen un común divisor, x - ex., por lo que no son primos entre sí. No obst.anle
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la propiedad de los polinom ios de no ser primos entre sí n o depende del campo que se haya elegido, por lo cual , se puede pasar al camp o



P y aplicar la propiedad y) del párrafo anter ior. H allemos ah ora el subcampo mínimo P (a.) del campo P que contiene a l cam po P y al elemento a.. Ante todo. al cam po buscado pcrtouccen todos los elementos de la form11 ~=



bo + b1a. + hza2 + ...



+ bn- 1a"-1,



(2)



donde b0 , (J., b2 , . • • , b,.- 1 son elementos del campo P. Ningún elemento del ca mpo P puede poseer dos expresiones distintas de la forma (2), pues si se cu mpli ese tamb ién la igualdad ~ =co+c,a -f- c2a.' +



... -f c,._1a"- 1,



donde por lo menos parn un k fuese CA#:b~. a sería r aíz del polinomio g (:t) = (b 0 -c0) + (b1 -c 1) :t + (bi-c 2) :t2 + (b,. _1 - c11 _ 1) x"-l,



+ ...



lo cual contradice al lema ¡lemoslrado an teriormente, puesto c¡ue el grado do g (x) es menor que el de f (x). Entre los elementos del ca mpo P que tienen la forma (2), figuran tori os los elementos del campo P (cm11tdo b 1 '~ bi """ ... = - b,, _1 0), y tam bién el mismo e lomon lo a. (cuando b1 = 1, b 0 = 11 2 ..• b11- 1 ~ O). Demostremos que los elementos de la j orma (2) f orinan todo el su/1campo P (a) buscado. En efecto, d11dos el elt•mcnto ~~ (con la cxpr


1' = Co + c1a .!1- c2ct1 + ...



+ c,._,o:n-\



en virtud de las propiedades do las oper11cio11cs eo el campo S


P,



± co) + (b1 ± C1) Gt + (b2 ± ci) a~ + ... + (bn- 1 ± c,,- 1) a"-1



o ~a . Ja surna y la diferencia de dos elementos cualesquiera rle la forma (2) son de nuevo elementos de In misma forma. l\lult.iplicanclo ~ por 1' resulta una expresión que contiene a a" y a potencias más su periores de o:. Sin embargo, do (1) y de Ja igua ldad f (a) -' 0, so deduce que o:." y, por lo lanlo, 0: 11 +1, 0:11•2, ele, w 1n 1crl en ex presar mediante potencias menoros del elcmc11lo o:. El mHodo n11ís simple para hallar la ex presión de ~'l' consiste en lo s iguiente : sca11 


=



bo + b,x + ...



+ b,._,x"·•,



1jl (x) = c0



+ c1x + .. . +Cn-ix"-1,



de do11d e, !p(o:) = ~. ljl(o:) ~ y. Multiplica ndo los polinomios 1p(x) y 1jl(.c) y divídic11do c~lc produclo por / (x), rcsult.a






/ (x) q (x); r (x),



(3) 20•
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C


do11dl~



r (x) ='



d,, i- 11,x -1 •.•



1



d 11 _ 1/



1



·- •.



l-J¡1lla11do los valores de urnbus miembros de ln igualdad \:)) para



X ," !Z ,



fl):-illl!:t:



'I' (a)'~ (e,¿) o >'Ca , i;omo



j (o:)



f (a) 


1



r (a),



U.



fil'



do



¡



d 1a I· ...



i d11 -- La H-J.



Por Jo l;rnlo. el prod111.,lo de . también se pnede expresar en la forma (2)- PitrCt Clsto, tomemos el polinomio






"º



~ l!,:t: ;- . . . ;-



h,,..,.i·" .. 1



1/d anillo /> J.i-1. Como el grado l 1>oli11ornio f (x) es irreducible solire l'. los polinomios 
Xisten 1111os polinomios tL (.1:) y v (.r.) tales que



11' (x) u (:t:) -!- f (:e) v (.e) "'' 1; 


Ve m¡uí, 


lll 


que 11:



i~1rnJd;1d



e¡· (o..)



/t



/(a.) ,--, U, i·e.-;u)l.¡¡: (a) = l ;



y, po.1· 1•st.o. dehidc• a la igualdad 11 (o.) = ~- Sl' tiene: f}- 1 IL (o;) = · So -1- S¡r,¿ + ... -! s,, 1'X"- I.



Por lo t.auto, el co11ju11to de los cl; ésle será el campo buscado P (a). Como l1emos visto, para hal!M la suma y el producto do Jos elementos {} y y de la forma (2) solamcn te hay que conocer los cooficient.es do las expresiones de estos olement 0 -!- b 1a' + b2a:: .:_ ... -':· h,, _,a"'- 1 1



(\



:: •
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do P (a') que tiene los mi s mos coeficientes. Con esto, queda demostrada la segunda mitnd del teorema. Pa:iemo:; ahora 1\ demos trar la primera mitad de este teorema, t111e os 111,, fundamental; lo expuesto antoriormoute nos indicará el camino a seguir. Dado un polinomio f (x) de grado n ;;;. 2, irreducible sobro e l campo P , se necesita construir una ampliación del campo P quo cont.enga una raír. do / (x). Consideremos para esto todo el anillo de los polinomios P lxl y dividámosle e n clases disjuntas, incluyeurlo en una claso a los polinomios q ue al ser divididos por el polinomio dado f (x) proporcionen residuos iguales. En otras pnl11bras, los polinomios 1p (x) y 'iJ (x) pertenece rán a una misma clnse, si su diferencio os divisible por f (x). Convengamos en designar las clases obtenidas con las letras A , 8, C, etc, y dofinnmos la suma y e l prorlnclo de las clases del sig uie nte modo. Tomemos dos clases cualo;;q ui 


~



1 (.e).



Elijamos ahorn en la clnsc /1 cualquier olro polinomio 2 (x), y dos i¡;t11e1110~ res pectivamen t,c con Xz (:i:) y ()2 (x) s·n s uma y producto:



Xi (.r) "' l('z (x) + '1'2 (x), 02 (x)



= 


Seg ún Ju condición, los polinomios rp1 (x) y 



=· 1rp, (x) -



+



'1>2 (x)\ = 


(4)



también es divisible flOr el polinomio / (x). E.,o:lo que 01 (x) - 02 (x) ~ 1 (r) 'il1 (x) - 2 (x) = - 'Pt (x) 11>1(x) - cp, (x) ~lz (x) ; ) La igualdad (4) mues trn que los polinomio:< Xi (x) y x2 (x) osl1ín situados en_una mismn clu~e. En otras palahrns. la ~urna de cualquier
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polinomio de la clase A y cualquier polinomio de la clase B pertene· ce a una clase C completamente determinada, que no depende de los polinomios que se hayan elegido como «representantes» de las da· ses A y B; llamemos a esta clase C, suma do las clases A y B: C=A -)- B.



Aruílogamenle, en virtud de (5), no depende tampoco de la elección de los representt\ntes en las clases A y B la clase D, a la que pertenece el producto de cualquier polinomio de A por cualquier polinomio de B; llamemos a esta clase, produclo de las clases A y B: D = AB. Demosti·emos que el conjunto de clases en que se ha div.i dido nuestro anillo de poli nomios P ¡x¡, después de haber introducido las operaciones anteriores de suma y producto, se convierte en un campo. En efecto, o! cumplimient.o de las leyes asociativa y conmuta ti va para ambas operaciones y de la ley distribu tiva es consecuencia de la subsistencia de estas leyes en olino· mios que al ser divididos por f (x) dan un residuo qi (x), será la clase formada por los polinomios que al ser divididos por f (x) dan el residuo - 
 (x) u (x) + f (x) v (x) = 1, de doudo (6) 'P (x) u (x) = 1 - f (x) u (x). El segundo miembro de la igualdad (6), al ser dividido por f (x), da un residuo igual a 1 y, por lo tanto, pertenece a la clase unidad E.



 .~
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Designando con B l:i clase a que pertenece el polinomio u (x), la igualdad (6) muestra que AB=E, de donde B ~ A - 1 • Con esto queda demoslra Je va a correspomler lit suma (producto) de la$ clases correspondientes. En consecuencia, tenemos dC'rerho de no hacer diferencia entre los elementos del cam ¡>o P y (¡¡s clases que les corres¡>onden. l'or último. designemos con X la clase formada por los polincr mios que al ser rlividirlos por/ (x) dan un residuo igual a :f. Esta clase es un elemento del campo P completamente determinado, y queremos demostrar que este elemento es raíz del polinomio/ (.r). Sea



f



(:e) ~ ao:t"



+ a,x" - + ... + a 1



71



_,x -;- a,,.



Designemos mediante A ; la clase que corresponde, cu el sentido indicado anteriormente. al elemento a 1 del campo P, i - - O, 1. .... n y veamos a qué es igual el elemento



AoX" + .11 1x•1-1 +



... + A,,_ X + 11,, 1



(7)



del campo 7>. Toma11tlo los elementos a 1 , i · = O, 1, ... , n, por n:ipresentantes de las clases A 1 y el polinomio x por representante 'lt' la clase X. y 11plic;111do la definición de suma y producto de las da;;es, obtenemos que el mismo polinomio f (x) está con tenido en Ja clase (7). Pero, f (x) es divisible por sí mismo, rle 1lonr1e resulta que (7) es la clase cero. S usl-ituyendo en (7) las dases A 1 ¡ior sus elcfllentos corresponrl iE>11 tes a, del campo P, oh tenemos que en el campo P se verifica la igualdad a 0 X" ·i a 1X"- 1 +



... +a,._ X + a,. = O. 1



o St!a, la clase X es vurdaderamente raíz del polir1omio f (x). Con esto queda terminada la demostración de l teorema de exist.l.mcia de la rní z. Obsórve:;c que, tomando por P el campo de los números
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r('alt'S y poniendo f (;r) x 2 + 1, l'(.'Sul la otro método más de cons l rucci6n del campo de los números complejos. Del teorema de existencia de la raíz se pueden deducir co11: más den raíces, i11clu.~11 si cada raíz se cuenta tantas veces como i11diq11I' su 11rdm 


Llamemos campo de descomposición dti l P•>linomio f (.:e) de gni1lo n so!Jru el campo P n una ompliación Q de l campo P en la que cs1(•11 co11tcnid11s n raíces de f (x) (contando las míces múltiples tan t o,. veces cuantas indiquen sus órdenes de mullipliddnd). P or consig ui ente, el polinomio f (x) se descompone sobrC' el ca mpo Q en fac tores lineales. Ade más. ninguna otra am pliación del cam po Q puede llar lugur a la aparición de nuevas raíces de / (x). Para cualquier poli11 om lo f (x) del an illo /> IJ;I , e.ciste sobre el cam po I' un campo de descomposición. En efec to, s i el polinom io f (x) de grndo 11, n :;;. t. tienen rní ce:< en e l mismo campo P, éste será e l campo hnst,Rdo ele descompo:;ic ió11. Si / (x) no se descompone sobre P en rac t' un o de sus factores irreducibles no lineales •r (x) y, ha:sándose t•11 e l leorcma de la existencia de la raíz, 11mpli11mos J> hasta obtener un r.nmpo P' que co ntenga una raíz de q> (.e). Si el polinomio f (.r) 110 se descompone Lod11vii1 so!Jre P' en f!lt·tores lineales. am pl io mo.~ de nu evo el ca mpo. cre11nd o una raíz para otro de los fa ct ores irn•ducibles no lineales que queden. Evidentemen te, después de 1111 número .fi nito de operaciones, llegaremos 11 obtener para f (x) 1111 ca mpo de descomposición. Esl.á claro que f (x) puede posee r much o~ campos distin to:¡ de descomposición. Se podria demoslra r que t,odos los campos mínimos quo contienen al campo P y a lns n raíces del polinomio f (.e) (donde n es el grado del polinomio), son isomorfos entre sí. Como esta proposición no va a ser u tilizada a continuac ión. no expondromos su demostración. Ra íces múltiples. En el párrafo anteri or se había demosLn1do que un poli nomio f (x), dado sobre un campo P do característica O, no t iene factores mú ltiples c uando, y sólo c uando, es pr imo con 1'
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de este tipo sobre cua lquier ampliación f5 clel campo P. Aplic11ndo oslo al caso en que ¡;sea un campo ele de::1composición para / (x) y record11ndo la dcl"inición do r11íz múlt iple, llegamos aJ resu l1 ado :sig11io11l1J: Si un polinomio/ (x), dmlo sobre tm campo P de característica O, n11 tiene raíces múltiples en un campo dado de descomposición, éste



es primo c01i su derivada /' (x). Recíprocamente, si / (x) es primo coi~ su derivada, e1iumces no tiene raíces múltiples t' ll 11i11g1mo de sus campos de descomposición. En particular, rle aquí se deduce que 1m polinomio / (x) irreducible sobre un campo P de característica (), 110 puede tener rafees m1íltipfes en ninguna ampliación de este campo. Eslu proposición dojn il o ser cicrla parn 1011 cnmpos de caraclerís1irn íiuilu. circu11sln11cia que dosempeiia un p:ipcl nolal.Jl e en Ja Leoria ¡icuc• rnl ch' los ca mpos. En 1·oucl11sió11, obsérvese que para el caso rlt- 1111 campo arbitr11rio se conservan también las /6mwlas de Vietu (\"l'll"e el § 2/i); en ca"º• la!< raíces del polinomio se toman en 1111 eampo de descomposi· eió11 dl•I mismo. § 50. Campo de fracciones raciona les La teoría de las fracciones racionales, c:q.11wsla e11 el § 25. se mn.~erva también totalmente Pn t'l ca.so de un campo /wulamental arúilra.rio. Mns a l f>nsar del cn rnpo 0 nrhiLrnt'io P, ol vunlo el e vi sin segú n e l cna J la oxprl•sió11 ~ ~:» so co11sitlcra como 1111a función de In variab le :c. tiene que ser de~echaclo, p11t·~l.o que, como ya se sabe. é>1le ya no es avlicithl


º"'º



 Ocsig-n,111olo c:;tc elem!!nlo, C:OlllO ordi11ariam1•1ilc se hace e11 e l caso d r 1111c:am po, 111ed in n l.t! I {:r.}l , ün ,.¡ rl 11


St' ¡11w1l1?



g(.t J.1 i~11aldad



f (.r) -~ g (x) '.~ ~~},



(1)



du11dp lll pmdut:lo "" dt'lit• c11lcn1kr 1~ 11 el s1•111.ido ara esl.o e.o; lil co11d ir ió11 ord i 11aria de ii,r11a !.lad de tas fracciones:



~t+ 1~11



-::.



;:~;



llÍl'l'lu ,



c11111ulo, y



si J_t~ =



sMu rnondo, f (:i:) 'IJ) (.1·) ' = 1¡• (.r) g (:1:).



tp(.c)



=



li (.r)



ij>(J-)



j (.1:)



g (.i'} a .



ri.



'



L·ll



,,. (1:)



j (.r) \j) (.r) ~ g (.,·) $ (:i) rJ.



\' irl1ul ·~



1lc



(1)



'



>/1(.c).-z.



g (.r) •t (:i:).



lh•dprornmcnlc, s i f (x) 1¡1 (:i:) K (.e} 
') e (.r.i ~ ii""..¡, (·•> = 1i'TiT ·



Fúcilmc111.-, l'l1·111e11Los dr.



~e ,-e lu ego que la s11111a y e l 11roducl.o de cu;tlesqu icra



Q. que son cocie11tes de 1rnli11omios d e P lxl. se pueden



n·prrsi.ml.ar di• nuevo en forma d e ta les ' 1·


.p (•)



= ¡: (:r)- l(l (.rJ° .



•l



B n efecto, multiplicando am!Jo.~ micmhrns de c;,cfa una de eslas ig-111tlrod 11ct.o g (x) 11) (x) y  (x), diferent.e de ce1·0, si11 infringir las igualdades. l•:st.as observaciones prev ias :;eiralan e l ca mino que hay que se?.{uir par~ co11sLruir el campo P (3:). Sea dado un campo 11rbilrario P y sobre é l, el :millo 1le los p o linomio~ /' l:d. A cada par or
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de polinomios f (x), g (x), donde g (x) .p O, ponemos en correspondencia ol símbolo : ~=~ denom inado fracci6n racional con numerador f (x) y denominador g (x). S ubrayemos que esto es, simplemente, un símbolo que corresponde ul par dado de polinom ios, pues, por lo general , la división de los polinomios en el anillo mismo P lxl no es posible y, por ahora, el anillo P lxl no estú con Len ido en n ingú n campo; incluso si g (x) fuese divisor de f (x), e l nuevo símbolo I (z)) g(z se debe distinguir por 11hora de l polinomio que se obtiene como cocienle al divi di r / (x) por g (x).



.



L 1amem os a h ora iguales a 1as rracciones racionales g/ Cz) (x) y / (z) ¡:(.t)



=







ip



C:i:l .



~(z).



(4)



{( (x) 
 (z}



u (x)



(5)



'I' ('-') = v(.t) .



Oc- las igualdade>< ec1ui\'alcnte:-: a éstas en el anillo P lxl



f (.r) ~) (x) · !'



í! (.r) r¡ (x),



lf' (x) V (x) =- ljl (.T)



lt



(:r)



cJcduce que



f



(x) v (x) i¡; (x)



= g (x)  (x) v (x) =



g (x)" (x) lj' (x);



por consiguiente, cl c!





=



i• (z) '



quo es lo que se c¡neria demostrar. íle un am os ahora en una clase todas las fracciones que sean iguales a una dada , las c ua les, e n virtud de la ley tra nsiti va do la igua lrlad , serán iguales entro sí. Si en un 11 clase lmy por Jo m enos una fracción que n o cst•Í contenida en otrn clase, entonces, co mo se deduce de la ley tran:«itiva de la igua ldad, csla!' clos rla!'OS no tienen ningún eleme11t.o com ún .
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Por lo tanto, el conjunlo Je lmlm< l;is frncciones racionales, escrit11s 11wdi1wle los poli11omio.~ del Sle conjunto dB da~'S de



fraccion es i,:tua les, de modo que éste sea un rampo. Para esto, vamos '' ddini1· Jn,. opcracioucs con Jas fr;1edo11' t{•rn1i11os (o de !ns íactnrns) por írnn;ioues igua les a los mismos s11stil llYl' también la suma (o el producto} por una fn1rción igual. Esto pNmiliní hablar dl? Ja suma y ¡irodudn 1lc da ...es de fn1ccio11 e,; i.i::nal'. l l¡¡g-amos previarnent.c la siguicnl:) g (.r)



/ (.r ) h (:e)



= !i (x } h (.t)



pues lm el a11 i l lo P lxJ, f (:t.) lg (:¡:) h (x)I = K (.1·} 1/ (.r) lt (x}I. Dcíinamo;;; la suma. de fraccione;: raciorwles por la fórn111la (2}; como u (x) =fo (l y ljJ (.r} =t= O, rcsull


lo cual



t1s



equivalente a la igualdad / (,;) 'I> (xl + g (x) lj> (.r) _ fo (x) 'l' o (.r) g (x) '~ (x)



-



• tfo (:r.) 'Po (x) !f.o (:r) 'l'u (.t)



Por lo tanto. dadas dos c lases de fracciones iguales e1Ure sí , las sumas de cualqui er fracción de una claise y cualquier ftacción de otra clase son todas iguales entre sí. es 1Jecir, están situadas en una tercera clase completamenl.e determi11ach1. E;:;ta clase se llama suma de las dos clases dadas.



 ~~
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La oorlmutatividad de esta suma es consecuencia inmediata de (2); Ja nsoelativ idad se de m11 estra del modo sigu ienl.e: f ( x) + cp (x) + u (:r) = j (x) lji (x) + g (.r) 



J



_/WtW~~ ~ cWcpWvW + gWtWu W_ -· g (x) ·~ (r) v (.r) -



= / (x) + •r (.r) v (x)



1- t (r) "(z) _ ljl (:t) v (x) -



g (x)



/ (r)



+ [ cp (r) + u (r)]



g (x)



'I>(x)



v (z)



•



De la definición ele igualdad ele fracciones se deduce fácilmente que tocias las fracc.iones de Ja forma ~ ~x), o sea, las fracc iones con el uumerador igua l a cero, so¡1 iguales entre sí y forman una clase completa de fracciones iguales. A ésta la llamaremos clase cero; demostremos que esta clase desempeña e11 nuestra sum a el pape l del ce ro. En erecto, daci a un


+ cp (:t)



g (r)



.¡i (x)



= O»J>(;r.)-1 - g (x) cp (x) g (x) 11" (•')



= g (x) 




(.r) •



lle la igualdad /\x)



,



O



- /(:r)



11 (..-r·;- ~ =



g2(r) •



c uyo segu ndo m icm h1·0 peri.cuece a la clase ce ro, se deduce . e" la opue.~ta a 1:1 cla ~e de las frncdone,: que sou iguales a la fracció11 / ((:r)) . Como ya



e



:i·



sabemos. de aquí se dC'ducc la posibilidad ele la resta u11ívoc;1. Determinemos el producto de fracciones rac io11n les por la fórmu la (3). Como g (x ) 11> (x) =f.= O, C' I segundo miembro de est.a fórmula e!


t(.






=



'i'o(x) '



o :oca,



/ (x) Co (x ) = /: (x ) fo (x ),



•r (x) 1jl0 (x) =



lj¡ (x ) 


· entonces, mu lt iplicando término a t érmino c~las últ.imas igualdades. obtenernos: f (.~) g,. (:i:) 
 (x) 


e~



C'quivalente a h1 igualdad J (x) 'P (x) lo (.r) 'Po {.r)



g (x) '~ (.z:) = g0 (.r) % (x)
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Por lo tanto, por analogía con la definición de la s uma de las clases, dnda anleriomenLe, se puede hablar cid producto de clases de fraccio nes iJ:{uales entre sí. La con mu tatividad y aso


[ ~ (.r)



.¡> (.r)



1/ (.t)



¡¡ (r) •I>(.r)



'' (r )



'i> (x) -1



.&! (%)



cp (.r)l



¡; (r) .¡.(.e) u (z) / (.r) .¡• (r)



11



11



(z) _ -



,. (.t) / (z) lj: (r) u (z) 1 ~ (r)  (x) u (.r) I! (r) "'(z) u (.r)



(.r) u (.T) • ~ (.r) 'I' (.r) u (.r) v (r) g (.e) •I) (r) v• (.r)



/ (.r) u (z) 



I



(.e)." (:e) v(r)



~(.e)



'P (.r) . "(.r) v (x) ·



+ ip (.


F(1ci lr11e11le se observa que las fracciorw~ de In forma (:r). o sen, / lt\s fracciones cuyos numeradores son igrrn les a sus denoruinaclures. so11 igua les entre sí y for1111111 una cla!'e individual. Esta !'e llama cla.


f (.i:). ·~



S i , íinalrnenle, la fracc ión o



~t·a.



/ {:r) 



(..:)=/(ce)



!J!l g (x)



110



· t o 1n rraccron · · g  (z). f (x ) =f= O, ex1:; / / (.r) 11 (x) 11 (z) · / (z)






'i' (.r) = iJ: (x)



·



1wrlenccc a Ja cla~o cero,



e01110



/ (x) ~ (.rl g (:r) / (z) '



y el :


la c lnso tic las fracc iones, iguales a ht fracción



J::: , será



repíproca



In c l11se de las fracciones, iguales a la frncció n ~ . De ac1u{ se ded uce que es posible la división un í voca. Por lo tanto, en virtud de las definiciones anteriores de las opera-



11



ciones, las clases de fracciones racionales, iguales entre sí, con coeficientes del campo P, forman un campo conmutativo. Este es el campo buscado P (.:r:). Por cierto, todavía tenemos que demostrar que en el campo construido cst.il con tenid o un subnnillo, isomorfo a l anillo P l.:r:I. y que cada elemento del campo se representa en forma de un cociente de dos elementos de este subanillo. S i a un polinomio a rhitra ri o f (.:r:) de l flni llo P lxl ponemos en correspo ndencia la clase do frnccio ncs rncionnles, iguales a la Crac-



 -~



ción



/
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:z) (naturalmonte, entro éstas tambi én están contenidas las



fra cciones cuyos denominadores son iguales n In unidad), obtenemos una aplicaci6n biyectíva del an illo P [ x) en el intorior del campo qu e horn os construMo. En cfecl.o, de l a igualdad



! (:1:)



qi



- 1- = 1



(z) -



rcsultnría f(x)· 1 = 1· 


+



i



1



1i



f (z) g (.z)



- 1- · -1- =



1



f



(.z)- g (x)



1



e:;L11 01>l icación es inc luso llll isomorfismo. Por lo tanto, las clasPs de fracciones, iguales a las fracciones de la



forma f ~.e), forman eu nuestro campo un s11ba11illo que es iSomorfo al anillo P l.cl. P or cslo, la íracción f ~r) se puede designar simplemcnlc mediante



f



(x). Finalmente, como Ja clase ele• l;)s fracciones, ign al l·.~



a In írncc:ió n



g



:x) ,



s ie11•l o g (x) =I= O, es reríprnrn a Ja claSl' rlt•



las fracciones, igua lC's n In frncc ión g~x), rll' In i~ualdad f (z)



1 / (z) - 1- · g (z) = g (.z)



se deduce que todos los eleme1Ltos de nuestro campo se pueden considerar (en el sentido de las operaciones definicll\S en este ca mpo) como cocientes de polinomios del attillo P lx\. Do esto modo , hemos co nstruido e l campo 1le fracciones ra cio11alcs P (x) sobre un ca mp o urlJil,rario P. T orna ndo el anillo do lo:< números cu leros, e n Jugar del an illo de los po linomios, se puede ro11:-ilrnir 1le esle mismo modo el campo do Jos núm eros racionales. Agru· pando es tos dos casos y npli cando 1111 métod o igua l, se podría demos· trar el teorema de que, en genera l , cualq11ie1· anillo conm utativo sin divisores de cero es un sub
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§ 5 1. An i llo de los po linom ios en va rias inde tem1inadas A vcct.>s se suelen considerar po linomios q11e 110 clependen de 11nf'I, si no 1l ü dos, lres, y e n general. de varios ind e terminadas. Así, en In>< prirnervs rnpíl11fos ote 11cia:< igua les. Dado un poli11omi11 f (.e,, .r2 • • • • • x,,) S(lbrc 1111 campo />, se llama grado con respel'lo a lo indeterminada .C¡, i ~ 1 , 2, .. ., 11. ni uxponenle máximo ron que figura .e; e11 los términos de este 1>0li11omio. Puede ocurrir eventua lmente qu


ht



.'t¡ X2



+



+ ... -



hn



••• X,.



111 número k, k2 k,,, o sea, a la su ma de Jos cxpononl-os de las indeterminadas, e l grad-0 del polinomio / (x1 , Xz, •.• , Xn) (o sea, el grado respecto del conjun to de las indetermi nadas) serÍI el grado superior de sus términos. En particular, al igual que en el caso de una indeterminada, son polinomios do grttdo cero solamente los e lementos del campo P, diferentes de ce ro. Por otra parte, del mismo modo q ue en e l caso de los po linomios on una indeterminada, o l cero es e l ún ico poli nomio en n inde te rm inad as c u yo grado 011tá indefinido. Claro, en el caso genera l, un poli nom io puede con tener
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unos cuantos términos de grndo superior, por lo cual, no se puede hablar de un término superior (según el grado) del polinomio. P ara los polinomios en n indeterminadas sobre un campo P, las operaciones de sumar y multiplicar se definen del modo siguiente: Se llama suma de los polinomios f (x1, .r 2 , ••• , Xn) y g (xi, X2, . • . , Xn) al polinomio cuyos coeficientes se obtienen su mando los coeficientes correspondientes de los polinomios f y g; na turalmente, si en este caso a lg ún término figura solamente en uno de los polinomios f, g, el coeficiente de éste en e l otro polinomio se supone igual a ce ro. E l producto de dos «monomios» se define por la igualdad: ax~'x~• ... x~" · bxl 'x~• ... x:r = (ab) x~ 1 +11x~•+ 1 • ••• x!:n+tn, 


Definidas las operaciones de este modo, el conjunto de los polinomios indeterminadas sobre el campo P se convierte en nn anillo conmutativo que, además, carece de divisores de cero. En efecto, para n = 1 111.1cslras definicio nes coiacidea con las que se dieron en el§ 20 para S l'll n - 1 indelerminn1l;is forma n ellos mismos u n an illo que, adem;ís, por se r 1111 i111illo rlu poli11 omio.:; l'll una indetcrrninacla sohrc 1111 ¡111illo ;;in di v isores de cero, tam poco conlie 11c divisores ele coro (\·1)ase §47). Por consiguiente, queda demo.:;lrada la cxisl.1mcia cle l anillo de los polinomios en. n indeterminadas sobre r:l campo l'; C'S le anillo S() designa con la nol aci6 n P fx,, :c2 , . . . , xnl. El estudio siguiente J>l'rmite examinar el anillo de los polinomios en n indeterminadas dcs1h~ otro punto de \'isla. Suponga111





. . .. x,._,



:! t-252
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campo P está conlenido como subanillo en un a.nillo conmutalivo L. Tomemos e n L n e'lementos a,, a 2 , • • • , an y hallemos el subanillrlen sumar y multiplirar j)l'ecisamen le según las leyes ele adición y multiplicación de los polinomios en n indeterminadas. Claro, por lo general, un elemer1to dado j3 del subanillo L' puede poseer muchas expresiones distint¡¡s en formn de polinomio cu a., a 2 , • • • • an con coeficientes clol campo P. Si est.a exp re::


f,



anillo p ÍX1, X2 1 • • • Xnl, siendo, además, ..l_ = ~ cuando, Y sólo cuando, f..P = gq>. La suma y el producto de estas fracciones racionales se efectúan según las leyes que, como se indicó en el § 45, se cumplen para los cocient.e s en cualquier cnmpo. La demost.ración de la existencia del campo P (x,, Xz, . . . , x 0 ) se hace igual que· en el § 50 para el caso n = 1.



{[



'I'



• Los conceptos corrcspondienles para el caso n = 1 fueron introducidos. en el § 47: un elemento et, nlgobraicamente independiente sobre el campo P. en el sentido de Ja definición queso acaba do dnr, so llamaba entonces tt-cU1ce 11 d ente sobro P; en el caso contrario, cilgefJra,(co sobre P .
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los poltnomlo• en L·arln• lndeltrminadas



Parn los p o linomios en v nria.s indeterminados se puede construir In teoría , Je In dívisi bi lida d que general iza a In teoría de 111 divisibi lidad de los polinomios 011 u11a i11deten11i11nd11, cs tudindn en los cap. 5 y 10. Mas, como no cntrn en uucs tr


x:-



g1·ocln ).



lJf'111 oslrcmos ahora 


+



por funle¡ui ~ r témduo tle la furtna 1~ l'S . ~\'Íd cntemcnte, d~ grado s 


l y. por ele té rmi · '""' sr11wj1111t.. s oo pucdt• 111111l:ir 11 todos los coelici1·11 l c~ rlc este proehwl o. y a •111 n .-n l'l nni llo P (x 1 , :e;: • .. • , Xn ~ no hny diviso r('~ do c•cro. ~¡ M' •.lu1t uho ra uoos polinomios arbitrario::;/ (z 1 , ·"t · ... , .1·11 ) y :: (.xi. J·z, .. . .. . , 3·11 ) cfu urmJo s y t. rt'S J)N' tivami'nl~, roprc~l·utr11ulo r.atlu u110 do ellos ~n l\nn1n el" 111111 s uma ele formas clo g1·~·lns dis tintos, olotcncm u~: j (z 1 , ,.2 • ••• , r 11 ) (f• (x 1 • r~, ...• Yn) I· ....



+



:: (.r¡, Zz. · · · · Ln) - ~· (.r11 " 2· · · · , Zn) ..¡. · • ·, lf >° 1t ~01\ fonnas di' grnc)O s y 1, respcclÍ\'ll llU.'1111'. y lo.< pUlllOS ~U5JM!ll•iV05 ~u~l it..uycn ., l:.s suma~ Jo lu14 fonnns de. grad o m(\u or. Eutouc


olo11dc



/J.' ~ 'f'I>+· ··:



por lo •lcmos lrn. si  t. es reducible ~ohr


.wrluo fu c t


1·:~1 11 L


21•
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de exponerla, observemos que de la segunda tesis so deduce este corolario: u el producto de dos polinomios, f y g, del a11il/o P lx1 • z2 , •• ., zn ), t s divisi.l>le por u11 polinomio i rreducible p, al menos uno de estos pu/.i,,omios es divisible por p. l!:n efecto, en caso contrario Oblcndrfamos para el producto fg dos descomposiciones en factores irreducibles, una de las cuales no contend ría a p, mientras que la otra le contendría. Supongamos que el teorema ya QStá demostrado para 1rimitivo (más exacto, primitivo sobre el anillo P {z,, :i 2 , .. ., z,¡ j) al polinomio q> (x). si sus coeficientes no contienen ningún factor común irreducible, o sea, si éstos son primos rim itivos / (x) = aozh ·i- IL 1:ih - t a ;:i'•-i ..;- .•. . . 011 , ~(x)



bo:i:1 ;- b 1x 1 - 1



+ ... + + . .+ b¡x1- j



con coeficientes 


••• , xn ) y



·- ...



+ b1



sea



/ (z) g (.r) ~ c0 xk+ t ..¡.. c 1xl


Si este producto nb os primitivo, los coefic ientes c0 , e,, .. . , e~+• tienen que poseer un factor común irreducible p = p (.:i:1 , z 2 , • •• , z,¡). Como no todos los coeficientes del polinomio primitivo f (x) son divisibles por p, supoogmuos que a 1 es el primer coeficiente que no es divisible 11or p ; análogamente, d~sig namos con b 1 el primer coeficiente del polinomio g (x) que no es divisible por p. Multi plicando termino a término .lo~ polinomios t (z) y e (x) y agrupando los términos quo contienen a zk+1-


+ a;+1b¡- 1+ a1 1.2bJ- 2+ .. .



El pri1J1er miecn!Jro de esta igualdad es divisi!Jle r1or el polinomio irrcduci blo p . Sin duda. son divisi bles por éste también todos los términos dol segundo miembro, menos el primero; on erecto. en virtud do las condiciones impuestH$ a la elección de i y ;, todos los coelicientes a1_,. a 1_ 2 , . . ., y tiirnbién b1_ ,. b1 _ 2 , • •. , son dh•isiblos por p. De est o se deduce quo el producto a1 /J¡ también es divisible por p y, por esto, como se indicó anteriormente, t iene que ser lo cual, sin !lmbargo, no divisible por pal menos uno do los polinomiosª" tiene lugar. Con est:z, • .• , z,¡) está contenido en el campo de fracciones racionales P (z., z., . . ., x,.) que designaremos con Q:



b,,



Q = P(x1 , .:r2,



. "n}·



Consideremos el an illo de los polinomios Q (z ] . Si un pol inomio q> (x) pertenece a est.e anillo, cada uno de sus coeficicotes w representa en forma de un cociente do polinomios del .1nillo P fz,, z,, .. ., "'n J. Sacando fuera do paréntesis el común denominador de estos cocientes, y después, los factores comunes de los numeradores, se puede representar •p (z) en la forma tp(Z) = f f(z) .
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Aqui, a y h son polinom ios del nuillo P (.r1 , .z:2 , ••• , .z:0 J y f (z) os un polinomio eu .z: con coeficientes de P (z 1 , .:r2 , ••• , .z:,, ), que es Además primitivo, pues sus coeficientes ya uo tienen fact ores comunes. Do esto modo, a cado polin omio (:s:) del anillo Q (z) se pone en corres pondencia un polinomio primitivo f (:s:). Dado q> (z), el polí11omio f (:s:) queda deter· minado unívocamente, salvo un fac tor de P clistinto de cero. En efecto, su pon-



gamos quo







~



de



nu~vo



=



7c



(:s:),



un pol inom io primitivo. t::ntonccs, ad/ (z) ~ bcg (:r).



Por lo t onto, ad y be so hnn obtonido sacando todos los factores comunes do los coefic ientes de un mismo 1iolinomio sobro el anillo I' (:s:,, .:r2 , ••• , .z:,, J. Como eu esto anillo subsisto (por 111 hipótesis de inducción) ol teorema de unicidad de In descomposición. do esto so doduco que ad y be pueden diferenciarse entre si solnm on to en un fuctor do grndo cero. Por consigui ent e, los polinomi os pri mitivos f (.r) y g (.r) se difcroncinn entre si on esto suísmo foctor. Al produc to de do~ poli nomios tiel a1tillo Q (xi / e corresponde el producto de los polinomios primiiivo1 correspondientes. En efecto, t=1i q> (z)



=-i



f (r),



donde f (z} y g (z) son polinom ios primitivos, r esulta q> (z)



•P (z) ~ ~:i f (.:r) ¡; (x).



Pero, como se ha dcui o~trn (.r) 1/el anillo Q (.r J es irreduci· Me sobre el campo Q, su p olin omio primitivo corre1pondient< f (x), considerado 1·omo 1ut polinomio en z, z" z: . ... , x11 . tambié n será i rretlucible, ¡¡ vic1ver1a . 1.;n nfecto. si el polin omio / es reducible, f = /si:. ambos factores t icnon que •·ontener In indeterminada .r, pues, en caso contrario, ol polinomio f no seri a primitivo. De aquí resulta la descomposición del polinomio 'I' (z) sobre el campo Q:



•r (.rl- f /(.z)~



(



f /1) '2·



llocírrocau1onte, si el polinomio •p (z) es reducibl e sobro Q, cp (x) -  1 (.r) y q>: (.r) contondriin x, pero cor:uo so olinomio f no sería primitivo. Esta d
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U irreJ11cihle Jel nuillo P (z, .r1. z:, .... z11 ) . o 1·~ u11 11ulinomio irrcducil>lo d('I n11illo /' [r1• r~ . .... :rn J, o e>i un



polinu111i o primitivo irreducible. Do aqui S(• •luJnco que, dada una d(>scomposi· ción do! ¡1U li11nm ío 'I' (z, :t1 , x 2 • . . . . :rnl en foctori•s irreducibles, agn1panJo l o~ fac tores "


cp (x, .r 1,



.r!!~



...•



;r-11) :.-:: Q



(.r 11



7 2 , •••• .YH)



f (.r,



r 1, r 2 ,



••• ,



x 11),



donde n no 1l1·pmlllo do z y fes 1111 polinomio primitivo. Sin emba.rgolinvmio 11 on n i11delorrninadas, y com-0 d1• n + 1 indeterminadas. De lo~ lc1nns demostrados antniorin~nlo so dcllucu u11 corolario intcre~:inll•: . (.r) n/ (>=), entonces la dt'>lco1u ¡10,,íri611 de rp (x) implica ln Jescomposiciúu tlo f (x); pmios en unn ind otcrminadll ll\I~. como yo ~nbouios por ol § 19, se puciden dllscornroncr cm !ocl•1 rcs lineales sohrn una ~mplili ción n1lc1:undn111011le elegida del campo fun


.z, .. . ..



"º"



/(z, Yl = (r(.:r:) 7 ¡¡,



don1lc . En !'!celo. s i en c ierta ampliación/> 1lcl rampo p cxi~til'SO In d


entonces, expresando g y h según los potcncia.s do y, obtendrianlos, por cjcm¡1lo,



g (z, !I) = ao (z) 11+ ai(x). /1 (.r, ¡¡) = bo (x),



=



j, resultaría que b0 (z) sería o sc11. h no dependería do 11; y como a0 (r.)!•0 (o:) de grado coro y, por lo t anto, h no dependería tampoco de x.



Orden11ci6n lexicográfica de Jos términos dl~ uu polinomio. Para los polinomios en una iodeterminatla so Lionoo dos métodos 11aturalos de ordenación de los términos: según !ns polencias decrecionl:es do Ja indeterminada y según las potoocias crecientes de la mismn. En el cnso de polioomios en varias indeterminadas, lales métodos no e.'l:isleo; por ejemplo, eJ polinomfo de quint.o gra


 .~ .'j].
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. puede e:;cr'ibirsc tamhién en la forma j(x 1 • x 2 , x~) ~ x~Xr\2



x¡x x; + x,x;x;, -:. x~x~,



s in que haya ningún motivo para dar preferencia a una de estas expresiones ante la otra. P ero existe, sin embargo, un método completamente determinado de ordenación de los términos do un polinomio en varias indetermin adas que depende, por cierto, de lu numeración elegida de las indeterminadas ; para los JlOlinomios en una inde\erminaila, es\.I;) método se reduce a la ordenación de los términos seg ún las potencias decrecieotes de la indeterminada. EsLe método, denominad o lex icográfico , está dictado por el procedimiento común do ordenación ele las palabr¡is en los diccionarios («vocabularios»): suponiendo que las letras están ordenadus como está convenido en el 11 lfabcto, la posición relativa e11 el diccionario de dos palabras dadas determina por sus primeras letras; s i éstas coinciden, \lor s us



"º



~c~undas 1Pt ras, t~t c..



· Sea dacio 1111 polinomio f (x ., :t·~· . . ., x,,) P l.'1:1 • x 2 • . . . . :r,, I y dos Lérmi11 os 1lis lintos di' él : .-r:~" ~t"~z



•.•.:t'~'\



.'t~ 1 z~~ ... .1·~~,



ele!



a11illo ( 1)



(2)



c uyos coeficientes son elementos de P, rlifcrontes de cero. Como los t.érrni nos (1) y (2) son dis t.intos, al menos una de las diícn> nr.ias de los l'X ponen t cs de· las ii11letermi nach1s k, - l ¡, i ~ 1, 2, ... ' Jt, es 1liforn11te de cero. J~ I término (1) se consi1lt•r11 rá s1ipl·rior al _1.frmino (2) (y C' I lérrniun (2) , inferior ni t.ér01ino (1)), si l a primera de es t.as difcroncias, di slinla de cero, es 11ositiva, o sea, ::-i ex isto una i , 1 < i  l¡. E:n ot.ras palabrns. el términ o (1) ser;í s uperior al término (2), s i el cx pouentc de .x1 eu (1) es mayor que on (2) o, sienclo estos ex ponentes iguales, s i el exponente de x 2 en (1) es mayor q ue en (2), etc. Por supuesto, el hecho de qno el término (1) sea superior ,1 1 térm in o (2) 11 0 implica que e l grado del primero con respecto al conjunto de !ns i11detcrminadas sea mayor que el del segu ndo. Por eje mplo, el pri· mero de l os tér1J1inos ·es superior nl segundo, a pesar do cine es ele menor grado. Es cvid cnt.e que , de dos términos distintos de un polinomio 1 (.i:,, .'!:2, •• ., .x,,), uno 1lc e ll o~ es superi or a l otro. F;ícilmcnle se
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comprueba también que, si el término (1) es supcl'ior al término (2), y éste, a su vez, es superior al término m1



·ur..



mn



X't X~ ... •• Xn



,



o sea, que existo una j, 1 $ j 


m2,



•• ••



l1- 1 ~- m1-1>



pero l1>m¡.



el término (1) es soperior al t


f (xi. x 2 , x 3 , x,) = x: + 3x;x:x3 -



x:x~x: -1- 5x 1xsx;



+ 2xz-f- x;x, -1,



es lexicográfica. En la expresión lexicográf ica de un polinomio f (xi. x2, .... x 0 ). uno de sus términos ocuparú el primer lugar, o sea, será sup erio r a todos los demás. Este se llama término superior del polinomio; en el ejemplo precedente, el térmioo superior es x~. Res¡iecto a los términos superiores, demostraremos un lema que se aplicará en la demostración del teorema fundamental del siguiente párrafo: El término superior del producto de dos polinomios en n indeterminadas es igual al producto de los términos superiores de los factores. En efecto, supougamos que se mult.iplicnn los poli.nomios f (xi. X2, •. ., Xn) Y g (xi. X2, .• ., x,.). Si (4) I



.



es el término superior del polinomio



f (x,,



x2,



.•. ,



x,.), Y



(5) es otro término cualquiera del mismo, existe un valor i, i < i 


k1 =



S¡, •.. , k1-1



= St- ¡,



k¡ >



S;.



Si, por oLra parte, bx 1 1X~2 1



1



2



b'x~ x~



•.•



.x~n



•• .



x~



1



(6} (7)



son el t.érmino ~uperior y otro término cualquiera del polinomi


l¡=t,, . .. , lJ-i = t,_,, l¡ > t;.



 .~



.52. Pol inomios simétricos



l\lulliplie


(8) (9)



S in e1111Jnrgo, fácilme nte ! s1 + t,,



+



pues k 1 > s1 , l ; > t ;. ÜE' I mismo modo se comprueba que el términ o (8) es superior al produ cto de Jos térmi1101:1 (~) y (7), y superior a l producto de los términos (5) y (6). P or consi~uiente, el término (8) , q110 es el procJucto de los términos superiores do Jos polinomios/ y g, e~ s uperior a todos los d()rn/ís té1·m inos que se obtienen multiplicand tórmino a término Jos po linomios f y g, y, por lo tanto, este térm ino no puede eliminarse al reducir los términos semejantes; o sen, se manti e ne en el produc to fg como t érmi uo superior.



§ 52. Polinomios s imétricos Entre los polinomios en varic tuar una trasposici611 c ualquiera de dos ind c tcrminacl11s. i\ continuación so c•studiur{l11 Jos polinomio:; simétricos en 11 ind otorminadas con cocfirientes de un campo P. Está claro 11110 la suma , diferencia y p roducto de dos polinomios simétric


+ + ... x;



+
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que la iudetcrminada x 1 figura co11 el expouen lo k, eulonces tiene también e l término que se obtiene de este írltimo mediante la \raspo· .sicíón de las inrletermin1tdas x 1 y :r:¡, o sea, el que contiene a la indeterminada x¡ con e l mismo oxpone11 lo k. Los n polinomios s imtitricos en n hid etonuinadas que su exponen .a co11 t inuac ión se llaman polinomios simétricos elementales: a 1·= x , +x2-1- ... +x.. . O~ ~ ~t'tX2 -i- X1.'t3 -J


IJ·,._·,



· · · - j- Xu - 1X1u .:t'1:'t'z.?'3 ·=· X1X2X~ + · · · -i-- .t'1i-:!Z'11-1:l:,, ,



l



.-= ~1~; ... : ~n~1-.[-·X·¡:C.2: ... ·X,:-~.t: . ; ··· 1- ~:~X3 ···X¡¡ r



a,. = X1X2



(t)



••• •1:11 • J Estos polinom ios que, evidentemente, son simétricos, clesempl.! úan un papel muy importante en la teoría do los polinomios s imétricos . S 11 origen se llebe a las f6rmuh\s de Victa (vóaso ol § 24). Por Pst.o, so puede dedr que los coeficientes de tm polinomio en una indetermina.da, ·CIJ!JO coeficiente superior es igual a la unidad, son, salvo et si¡;no, los polinomios simétricos elementales en sus raíces. Esta relación de los polinomios s imétricos e lemental(!;; can las fó!'mulas de V ieta es muy importanle pan1 !as aplicac iones do los polin omios simétricos a la teoría de los polinomios en una indeterminada, y es la causa por la 1¡11e ahora los es tudiamos. Como los polinocn íos s iméLri


+
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En efecto, sea dndo un polinomio simétrico f {x¡, X2, •• ·, Xn) y supongamos que en su expresión lexicográfica el término superior es



(2) Los exponentes de las indeterminadas en esl.c término tienen que satisfacer a 111s desigualdades (3) En efecto, supongamos quo para cierta i, k 1 < k1+i· El polinomio .• ·., Xn). siendo simétrico, tiene que contener el término



f (xi. :•·2 ,



{4) \¡11e se obtiene del término (2) mediante una trasposición de la:< indeterminadas x 1 y x 1+ 1 • Si11 emb11rgo, esto es absurdo, puest.o qut• el términ o (4), en el sentido ele la ordenación lexicográfica, es superior al término (2); en efecto, los exponente:; de x,, x 2 , • • • , x; - 1 en ambos términos coinciden, pero e l exponente de x 1 en ol térmi no {4) es mayor que en el término (2). Consideremos ahora el siguiente producto de polinom íos elementales simé tricos (en virturl de las desigua ldades (3), lodo:> Jos c:q)()ncntes son no nogat.iYos): {5)



Este polinomio en las indeterminadas x1. x2 • ... , x,. es simétrico y su l.érmino supe rior es igual al término (2). En efecto, los términos i 1 es 1



aox~·- 1'• (X1X2) '•-



· · · (:t'1Xz · · ·



Xn - t) l


1 h3 (X1X2X3)h"- '• ..•



(.


De, aquí se deduce que, al restar 



/1 = 
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donde 


Cflp. XI Pollrlomlos en varla.s indeterminadas



es un producto de potencias de polinomios simétricos elecon cierto coeficiente del campo P, y f 2 , un polinomie> cuyo término superioz· es inferior al término superior de¡,. resulta la igualdad f = Cfs



+ 


Continuando es le proceso, para cierto s obtenemos f. = O. De est.e modo, llegaremos a obtener para f una expresión en forma de un poiinomio en 0 1 , 02, . . . . On con coeficientes de /?:



f (xi, x2, ... , x,,) =



.



~ 



.. .,



o,,).



1- 1



En efecto, si este proceso fuese indefinido•, obtendríamos unit> sucesión indefinida de polinomios simétricos Is. f2, .... f., . . ., (6) donde el término superior de cada uno de ellos sería inferior a los. términos superiores de los precedentes polinomios y, por lo tanto, inferior a (2). Pero, si bx:'x~• ... x!:' (7) es el t.ét-mioo superior del polinomio f., como este último es simétrico, resultan las desigualdades l 1 ';;/>l2>.,. > ln, (8) semejantes a las desigualdades (3). Por otra parte, como e l término (2) es superior a l término (7), se t.iene /c 1 > l 1 • (9) Además, se observa fácilmente que los sistemas de números enteros. no negativos l., l 2 , •• ., ln, que satisfacen a las desigualdades (8} y (9), se pueden elegir solamente de un número finito de modos. En efecto, incluso cuando no se insiste en el cumplimiento de la condición (8), si se supone solamente que todas las li. i = :t, 2 , .. ., n, no son mayores que ki. resulta ya que los números l 1 se pueden elegir solamente de (k 1 1)" modos. De aquí se deduce que la sucesión de polinomios (6) con los términos superiores estrictamente decrecientes, no puede ser indefinida. El teorema queda demostrado. De la relación entre los polinomios elementales simétricos y l as fórmulas de Vieta, indicadas anteriorment.e, se desprende el siguiente-



+



• Hay que tener present


f•-•



 § .52. Polinomios



d~lrlco•
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uest.a del teorema fundamental proporciona a la vez un mótodo para la averiguación pr{1clica de las expresiones do Jos polinomios sim6trieos mediante los 11olinomios elementales. ll¡¡gamos primoro la siguient e n otació n: siendo (10)



un producto de potencias J e los indeterminadas .r1, .r,, ... , rn (algunos Lle los expo nentes pueden ser igu:1los u coro), mediante ( 11)



dcsignoremos la suma de todos los términos que so obtienen do (10) al permutar las indeterminadas de todos los modos posibles. Evidentemente, éste es un polinomio 8imétrico y homogóneo. Tam bién es evidente que cualquier po linomio s imótrico en n indeterminud ns quo con tenga ni término (10). contiene también t odos IM demás términos dr l po linomio (11). Por ejemplo , S (z 1) = a,, S (x 1.:z::} = a,, S (.r1J es la s un111 de Jos cuadrados do toda~ 111s indetenninatla~. etc. Ejcmrlo. Expresar ol polinomio ~imót.rico / = S(x'fxzl en n indclcrminadus mcd innt" los polinomios ~ímétri cos clernenlnlcs. ,\qul , ol término su perio r r~ :i:¡.z!, y po r esto, 



(.r,



Xn) (r1.t2 ·I 2'1.1'3 L · • · ' Xn -1.tn) - S (:r~.rz) 3S (r¡ .t~.t~),



r:



+



do donde



f 1- l - •( 1



+



- 3S (r1r?.r3) - - 3


l'or c,.ln / = •Pr /1 ~ C11uo1lcn figurar en la expresión tlol polinomio dutlo medianlo los ¡1oli110tl1io~ clcmrntalos y ballar despuós. los coeficientes do estus ténninos por o m•·t os r•to~ términos a l término superior dd polinomio dado /, o sea, inferi or sea, satisfacen u las desigualdades 11 :;;> 12 :;,. :;;.,. . .. :;¡¡,. In: 3) son do cuorto ~rnclo con respecto ol co1J junto do las indetormin a· das (pues, como ya sabcwo~. todos los polinomios / 1• /~, • • • tioncn el mismo grn· 


 Cap. XI Polinomio" t>n r·arias 111údtl'mü1a dos polc:neia~



Je o JctenninaJos por :



22 000 ... .



o¡-zo~-o = o~,



2 1 1110 ••• o¡- 1 0~- •01-0 0 10 3, \ l l LO ... o} - tcr~- 1 0 ~ ... lo.\ -.1 _ o~ . l'o r to lunlo, el po linon.io f tit>11c In for111n j = o~ + At1¡03 r- 1)11~.



1l cmo~ l1ccho el 1'.0cfi


..



"=· ºª



0



1



/ - - o~ - 20103



1- :!


:!. llollur tu s uma d e los cubo~ tic 111:< ro íc~s de l polinomio J(r)



.t:• -'- .t:3 ·1- 2:i:2 , z



1.



Parn la 1·('~olució 11 do oslc pr


3 000 ... "~·



y. p t>r



""'º·



2 100 ... 


s 


or+



¡\(T •":



Poniendo ¡>rhuern .r 1 - .z::? ::...- 1. z 3 ·...: .. z 4 = .. . ~ zn ~ O. oblcoemos. A - - :\, /1



.



+ IJ03.



Zn



:l, o



O. ~ d{\Spués, z 1 =



r:



~ea.



.c3 - 1.



S(.:z:n :• o:-30102·1 :103. (f2) Purn hnllnr In ~umn de los c ubos do las roíces dol po ünomio / (z) dndo . en virtud do lns C6rmulus de Víeta. e n la e xpres ión que helJ)OS hallado t1ny quo su stituir o , por ol cooficient e de z3 coo signo co utrnrio , o sos, por - 1; o., por el cooliciouto tle z2, o ~e11, por 2; y, por fin, C1,1, !)or rl cor!ic iculc de z con si¡¡no contrntlo. o ~ea. 11or - 1. l'or consiguiente, In soni:1 do los cubos de las rn1c111J que nos inlorc~u e~ igunl a ( -1 ) 3- a-( - 1) · 2 -¡ 3·( - 1) - 2.



El lrtl or p urtlt> comprobar



('SI.o



res ultaolo lt'nit•rH.lo en cuc11la



CJ\IC



las roice~



. ' 1 . 1. V3 y - ' - '-:r· . V3 "c.s\ucnrotnm . t b.ienque • ' a eormu. d e I (z ) son:1.,. - t,-~ 2 2 111 ( 12) no depende dol polinomio J (:i:) ,Indo y pcnnito ballar la suma de los cubos. do las raíces de cualquier' palinomio.



 .1$



.'>:?. Polinomios simétrico•



El método obtenido en la demostración de l teorema fundamental para expresar un polinomio simétrico/ medinnle los pol inom ios elomcntalos, conduce n un pol inomio e11 O'i. O'z , • . . , 0' 11 completam en te clctormi nado. H esult.a q ue de ui11gú11 modo se puedo ob tener para / otra expresión di stinta med iante 0' 1 , a~ • . . ., a,.. Esto¡nucstrn el s ig u iente tC-Or ema de uni cidad :



\ 1'odo polin omio simélriCt> posee una expresi6n IÍnica polinomio en los polinomios simétricos elemenlalt's.



eri



forma de un



Demostremos este t eorema. Si un polinomio simétrico/ (x1, .z 2 • • • ., .zn) sob re e l campo P poseyese dos expresiones distintos mediante o., 0 2 , . • ., a,.: f (xi. xi, ... , :i·,,) = 'I (o,. O'z, ... , o,.) = 'ljl (o., O'z, ... , O'n),



Ja diferencia X (0'1 ,



02, •.. ,



o,.) = 'í (i'f,,



02• . . . ,



o,.)-'ljl (as. a2 ,



••• ,



o,,)



sería un polinomio en a,. a 2 , • . ., a,,, difere11tc de cero, es dl'cir, que 110 todos sus cocficientN1 serí an igu ales a cero, mien~ras que la sustitud ón en este polinomio de 0 1 , 0 2 , . . . . a,, por sus expresiones mediante x 1, x 2 , •• ., r n nos 1larfa el cero del 1rnillo P lx,. r 2 , • • • . . ., x,.I. P or esto. no qucdn más que d!'mostrar que, :;i un polinomio X (a,, Oz, . ... a" ) es d i fcrcnlo tic c·c1·0, o seit, que tic110 por lo menos 11 11 coefic il'ntc clife renlc do cero, el poli nom io g (.e, , x 2 , . . . . x,,). obtenido do x susti l11 ycndo 0' 1 , o 2 , . . . . 0 11 ¡wr sus e:q1rcsioncs nrndinnte .r,, x 2 . . . . . :r.,: (1 3} es también d iferente do cero. Si ao~•o~• . . . o hn es uno de los térmi11os del ]lOlinomio ')(, ~ ieu tl o a =/= ent.011c~'.~, como ya sabemos por la rlcmostrac ión de l teorema [undameulal , después de sustit uir toda:; las o por Sil!> ex presio nes (1). ob tenemos u!l polinomio e11 x 1, x 2 , •• ., :i;11 , cuyo t6rmfoo s 1111orior (en el sc nl.irlo de ln o rdcnac ióu lcxicognífica) es



o:



.. ,.:! ......•· )"" -ª .e~,,1 ' (~ ~ )1' 2 . • , (.et· .-.. 1 ~• 2



,~



ax'• t .e~'• :.!



•.



1,. ' • • • ..,.n



donde



l1 1:



k 1 -L kz + ... + kn, l·r2+ ... + kn,



1,, .



Do aq u í rcsulln, k1=l1-l 1+i· k., = l ,, ,



i = 1, 2, ... , n- 1,
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Cap. XI Polinomio.• en varias



lndererminada~



o sea, conociendo los ex ponen tes l., 12 , • • • , ln se 1rncden rostil.11 ir Jos exponentes k,, k 2 , . • • , k,. del término inicial del polinomio X.· Por Jo tanto, clistiatos términos dol polinomio z, considerados como polinomios en x 1, x 2 , • • • , xn, tienen términos superiores di ferentes. Consideremos aho ra todos los términos del polinomio x.; para cada uno de ellos, ha llemos el término superior de su expresión en forma de un polinomio en xi. x 2 , • . . , Xn y entre estos términos supe· riores elijamos el que sea superior en el sentido de la ordenación lexicográfica. Como ya se advirtió antes, este térm ino no tiene semejantes entre los términos superiores c¡uo so obtienen do Jos demás términos del polinomio x. y, como por la condición, este término es superior a cada uno de estos t érminos s upe ri ores, es supe· rior, por consigu iente, a todos los dem iís términos que se obtienen s usti tuyendo los elementos 0'1, 0' 2 , . . . , O'n en los términos ele! polinomio x. por sus exp resiones (1). Por lo ta n to, hemos hallado un térmi no que, al pasar de X. (o., 02, ••• , O'n) a g (x1 , x2, . .. , xn), aparece (con un coeficiente diferente de cero) una sola vez, por lo ·c ual, 110 puede simpliíicarse con ninguno. De aquí se dere el campo P. § 53. Observ ac iones complementarias



so bre los poli nomios s imé tr icos Observaciones sobre e\ teorema fundamenta\. La _c\emoslraci6n ·del teorema fundamental de Jos polinomios simétncos expuesta -en el párrafo anterior, permite h11cer ·algunos _complem!lntos escn· ciales al enunciado del teor~ma, los cuales se aplicaran mas a


 .~



53. Observaciones complementarias sobre los polinomios stmf!tr.
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+ (k2-k;i) ...¡_ ••• -;- (k,._,-k,.) + k,. =



k1·



Por otra parte, como el término :sup erior del fJOlinomio / 1 es inferior f, el grado de / 1 con res pecto a cada ~·, no será su perior al .grndo de f con respecto a cada un a de estas indeterminadas. Porn el pc>linomio 
 1, puede contener todas las o 1 , o 2 , •• ., an elevad 0' 2 , • • • • o,,) es exactamen te igual a k 1 • Con esto, nuestra proposición queda demoslrnda. Sea, finalmente, aa;•a~2 ... a:;• uno ele lo~ términos del polinomio 



o sea, a Ja suma de los exponentes multiplicados por los índices que corresponden a a; . En otras palabras, como se deduce del teorema del grado de un producto de polinomios, demostrado en el § 51, el peso es ol grado del término que consideramos con respecto al conjunto de las indeterminadas x 1 , Xz , .. ., x,.. Entonces, se verifica la siguiente proposición: Si wi polinomio simétrico homogéneo f (x1 , x 2 , • • • , x,.) es de grados con respecto al conjunto de las indeterminadas, todos los términos de s1¿ expresión cp (cr" rr~ . . . . , a,.) mediante o tienen un mismo peso, igual a. s. 2:! - 25 2



 Cap. Xf Poltnoniíos en vo.rfos i11cletermtnada.~



En efecto, si (2) del púrrafo al!terior es .1) + (n-1) (k,, _1 - l.:,,) -l- nkn =



+ ...



= k,+l•2-f- k3+ · .. + kn,



s. Luego, el polinomio f 1 = f - 






fracción JE- equivalente a ella.. En efecto, 8i ú> es una pern~utación ;:o de las indeterminadas y 


-¡=·' 7•



o sea, /g"' = gf"'. Por otra parte, de la igualdad



.1.=k g go resulta, fgo "'-" g/0 , de donde f"'g'f = gº'f:. Multiplicando por f ambos miembros de la última igualdad, obtenemos:



ti"'e:= /g"'t:' =



g/"'/~º,



de donde, después de simplificar por j"', resulta: fg': = gJ:. o sea, l't _ f _ fo g:f -



-¡¡ - -¡; .



Se verifica el siguiente teorema: Toda fracción racional simétrica en las indeterminadas x,, x 2 , • , Xn con coeficientes del campo P, . se expresa en forma de ima "



 :-,': 59.



Observacio11 f!.~ co mplnrumlorias sobre lo.~ polinomtos simélr .



fracci ón racional en los polinomios simétricos elementales CJ 11 • , CJn• con coeficientes pertenecientes ele nuevo a P. En efecto, sea dada una fracción racion a l simétrica f (7¡,
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CJ 2 , • • •



X2• · ·., Xn)



g (:r1, .l'z , · · ., .x,.) •



Suponiendo que ésta es irreducible, se podria demostrar que, tanto f como g, son polinomios s imétricos. S in embargo, el camino que se sigue a continuación es el más sencillo. Si el polinomio g no es simétrico, multiplicamos el numerador y el denominador por el producto de todos los n! - 1 polinomios que se obtienen de g efectuando todas las susti l.uciones posibles no idén ticas de las indeterminadas. Fácilmente se comprueba qu e ahora el denominador es un polinomio simétrico. En virtud de la s imetría de toda la fracción, de aquí se deduce ahorotencias. En las ¡1plicaciones ap:irece n frecuentemente los polinomios simétricos Sn =.l.t+x~ + ... k= 1, 2, .. . , o sea, las sumas de las potencias k -ésimas de las indeterminadas x 1 , x 2 , • • • , x,.. Estos polinomios, llamados sumas ele potencias, tienen qu e expresarse mediante los polinomios simétricos elementales, según el teorema fundamental. Sin eml.Jargo, es bastante difícil encontrar estas expres iones para valores grandes de k y, por lo tanto, ofrece interés la relación existente entre los polinomios s1, s2 , • • • y º" o 2 , • • • , CJ,,, que se va a establecer ahora. En primer lugar, s 1 = CJ 1. Por otra parle, siendo k~n, fácilmente se comprueba que se vcrifica11 las igualdades:



_c_ x::.



SA - 1CJ1 =



s1,-202



s1,



S



+ S (x~-



1



1



x2) •,



1



~x'.'-. ~2). -i~ ·~ (~c\·. - ~X.2~3)_'



1 (1)



1



S~-'.ª'. ·~ ~)· :x''.-.i +. ~2 : ·:t:;)·+·S·(~';~··~z: ·_··~i~n 1 ), 2 ~:;.i ~:·~.2'. ••



.~ 1 a1, _ 1 =



S (xfx2



• •.



3·11 - 1)



JI



= krr1,.



Tomando la suma alternada de estas igualdades (o sea, la suma con los s ignos alt.ernaclos), y pasando después t.odos los términos a una parl.e de la igualdad, obtenemos la fórmula siguiente : s,, - s1,- 1o 1 - 0- s11- zCJ2 - •.. + (-1)1' - 1 g 1cr,,_, + ( - 1)'' k


rr~c~d~nlc.
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Cnp. X l Polinomio_. en 1Jaria.< lndetcrminarlas



Si k > n, el sistema do igualdades (1) Loma la forma: S11- 1CT1 = s11 + S (x~- 1 x 2), s11-2


+ S (x1;-2x2:i·3), 2 


de donde se deduce la fórmula



s,, -sh-tª• -i- >11- 2


•••



+ (-



1)" s,_,.cr" = O (k > n).



(3)



Las fórmulas (2) y (3) se llam11n /6rmulas de Newton . Estas ligan a las sumas de potencias con los polinoinios simétricos olemenlales y, po• consiguiente, permiten hallar .sucesivamente las expresiones des,, s 2 , s 3 , • • . mediante cr 1, cr~, ... , cr,,. Así, pues, ya sabe1nos que s 1 = ai. lo cual se dcd uco también ele la fórmu la (2). Si k = 2 ~ n enlonces, eu virtud de (2), so tienes~ - s 10 1 + 2cr 2 = O, lle donde s2



= cr; -



2cr2 •



Si l.: = 3 


= (J~ -



3


+ 3cr3 ,



lo cual ya conocemos (véase (12) del p1írrafo precedente). Si le = 3, pero n = 2, por (3) se tiene s 3 - s2a 1 -r s 1cr2 -= O, de donde s 3 = = a~ - 30' 10' 2 • Aplicando las fórmulas do ~owton. se pttedo obteuer una fórmula general que exp reses,. mediante cr 1, 


f (.~3 -



s 2cr1+ s10"2) = {-(si- 3s 1s2 + 2s3)



ele. De aqui, y del teorema fundamental, se desprende el siguiente resultado: • En un campo do característica p . la exprMión ..!: carece de sentido si p



a ~O, pues, en esto campo, para cualqui er x, se li eno px = O.



 .~



53. Obser11nclo11c.< r.omplem entnrlas sobre lo.< polinomios simétr.
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Todo polinomio simétrico en n indetermi.11adas xh x 2 , •• • , Xn, sobre un campo P de característica cero, se puede expresar en forma de un polinomio en las sumas de potencias s 1, s 2 , ••• , s,, con coeficientes pertenecientes al campo P. Polinomios simétricos con respecto a dos s istemas de indeter· minadas. En el siguiente párrafo, así como en el§ 58, se va a utilizar u1ia generalización del concepto de polinomio simétrico. Sean dados dos sistemas de indeterminadas, x 1 , x 2 , • . • , x 11 o y 1 , Y2 • ... , y,, donde su unión (4) ~.~ .. .. ~.~. ~. ····~



es algebraicamente independiente sobre el campo P. Un polinomio (x 1 , x 2 , • • ., x 11 , y,, y 2 , •• ., y,) sobre el campo P se llama simétrico con respecto a los dos sistemas de indetenninadas, si no varía a l hacer cualesquiera permutaciones de las indeterminadas x 1, x 2 , •• ., x,. enl.,re sí y de las indeterminadas y,, Y2 •• • ., Yr entre 'sí. Si para los polinomios simétricos elementales en x 1 , X2, • • • . . ., x 11 conservamos las notaciones O¡, o 2 , •• ., 0 11 , y designamos coci T 1 , T 2 , . . . . T,, los polinomios simétricos elementales en y 1 , y 2 , •• ., y,, el teorema fundamental se generaliza del modo siguieute: Todo polinomio f (x 1 , x 2 , •• ., x,., y,. y 2 , • • ., y,) sobre el campo P, que es simétrico con respecto a los sistemas de indeterminadas x 1 , x 2 , • • • , x,. e Y1. Y2 • •• ., y,, se e:¡;presa en forma de un poli· 11omio (con coeficientes de P) en los polinomios simétricos dt•mentales resptJcto de estos dos sistemas de indeterminadas:



f



En efecto, el polinomio f so puede considerar como un polinomio f(y,, y 2 , • • • , ¡¡,) de coeficientes que son polinomios en l : 1 , l· 2 , . • • . . ., :r,.. Como f no varía a l permutar las indeterminadas l'1 , l'2 , . • • . . ., x,,. los coeficientes del polinomio 7 serán polinomios simét.ri· cosen x 1 , x 2 , • • • , x.,, por lo cual, en virt.ud del t.eorema fund:imental, se expres:in en forma de polinomios (con coeficientes de P) en Oto 0 2 , •• ., On- Por otra parte, el polinomio 7 (y,, y 2 , •• ., y,). considerado sobre el campo P (x¡, x 2 , . . . . x11 ), es simétrico con respecto a ¡¡ 1, y 2 , •• ., y,, por lo cual, se oxpl'esa en forma de un polinomio 
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Cap. XI Polinomio• en 1:arias



ind~lerminadas



E jempl o. El P" linornio f( r , . .r:_: •



.1"3. Y1· Y2) :.= .r lr~r3 - .c1r2y,



-



x1.t3Y:! -



.(2 r:iv1 -



.C1...f"2Y2-r1 .l'3!/ 1-



x~ (3Y2 ·t .r1!11U:? · X2Y 1Y2



I· .caY1Y2



es $imétri co con respecto n las in determinach1s x 1 • x~, x 3 • así como con rc~ pocto a I n.~ indeterminada~ y,. y~ . ¡lcro no es simétrico 


1- .r, 'z%3 -



(r1.c2



I· X 1I3 ·,· %2%3) VI -{z1 rz 1 .r,.r3 ·;· %2%3) Y2 +



1-(z¡ ! xz + .r3) Y1Yz - 0 3 - 0 :?11 1-0zY2 ·!-- 01Y1Y2 - 03 - 02T1 +01 Tz.



Naturalmente, el t eorema que se acaba de demostrar se generaliza tambi én al caso de tres y de 1111 número mayor de sistemas de indet.ermi nadas. Pnrn los poli nomios que son simétricos con respec to a dos s istemas d e indeterminadas so vo1·ifica tambitín e l teore ma de unic idad de In representac ión mediante· los polinomios simétricos clemenLnles. En otras palabras, so vcri fica el siguiente teorema: F. l sistema unido ele polinomios simétricos elementales en Los sisft>11tas dados de indetermi-



nadas x 1 , x 2 , •• ., x" e y., y 2 , • • ., y,, es algebraicamente independien te sobre el campo P . E n efecto, supongamos que existe un pol inomio 
 (i: 1 , • 2 , •• ., i:,) de coeficien tes que son polinomios on a., cr 2 , • . • , 


El s is tema y 1 , y 2 , • . ., y, se mantiene a lgehrnicamcnte independi ente sobre el campo Q, pues, si para esto s istema existiese una d ependencia algebraica con coeficientes de Q, eli mi nando los denominadores obtendríamos una depend encia algebr aica en el sisi&ma (11). en contra de la hipótesis. Basándose en el teor ema de unici dad d el párrafo anterior, resulta ahora q ue el sistema • 1 , T 2 , • . • , T, t ambién tiene que ser algebraicamente indep endiente sobre el campo Q y, por esto, todos los coeficientes del polínomio '11 son iguales 


a.,
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:r 2 , •• ., Xn), los mi,;mos coeficientes de estos últ irnos polinomios son iguales a cero. Con esto queda demostrado que, en contra de la hipótesis, todos los coeficientes del poli nomin 



.r¡,
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Discriminante Dado un polinomio / (x 1 , x 2 , • • • , Xn) del anillo P [xt. x2, ., "·,.], se llama solución del mismo a uo sistema de valores de Ja:; i 11dcterminadas X s = a h a:2 = 0'..2,



••• , Xn = CCn,



tomado~ en el campo 1' o c11 alguna ampliación



F de es te campo, que convit'l'tc 011 cero al polinomio /: f (a,, ª2• ... , a,.) = O. Todo polinomio f , cuyo grado sea mayor que cero, posct• soluciones. En efecto, si la indetermi11acla x, figura en la expresión de este pol inomio, entonces, se pueden tomar por a 2 , •• ., an los elementos arbitr11rios del campo P, con la condición solamente de quo el grado del polinomio f (xi. a 2 , • • • , 0.11 ) so mantenga estrictamente posit.i\'O, y después, aplicando el teorema de existencia do la raíz (§ 49), se puede tomar una ampliación P del campo P, en Ja que el polinomio / (.t· 1 • cc 2 , • •• , an} en una indeterminada x 1 tenga una raíz a 1 • A Ja vcz, observarnos que la propiedad (de los polinomios de grado 11 en 1111a indeterminada} de poseer en cualquier campo no más den raíce:-. no se cumple para los polinomios en varias indeterminadas. Dados unos cuantos polinomios en n indeterminadas, se ])Uode pla111Cil.r el p1·oblema del c;ilculo de las soluciones que so11 comunes a todos ellos, o sea, de las sol ne.iones del sistema de ecuaciones que resulta ni igualar a cero los polinomios dados. En el segnndo cnpítulo se est.udió detalladamente un caso particular de este problema, precisamente, el caso de sis le mas de ecuaciones )ine;iles. Sin cmbargo, e11 el caso particula r inverso de una ecuación en una indeter111inada, pero de grndo :nhitrario, no sabemos nada sobre las raíces, n cxt.cpciún de que éstas existen en cierta ampliaciún del campo fundamental. ~aturalmcnte, la búsqueda y el estudio de las soluci


 Cnp. X I P olinom ios e!l c:aria .i; lnd.et crminndns



Ocupúmonos primero del prol.Jlcma do la exis teu cia de raíces co munes de dos poli11omios en una iudclorminad a. Sean dados los ¡wli110111 ios f (x) ~ ao.i;n + a 1x 11 • 1 -;- • • • ·;- 1111- ¡X !- 11,., } ( 1) g (x) = úo:i;' + ú,x• 1 -'- . . • -: "•-1X -: "• sobre el n 1111 po P, s iendo a 0 / U, b0 * O. J)e Jo;< resu llados del p una amp liació n tal del ca mpo P, en la que/ (x) t e nga n ru!ces a., a: • . .. , ªn• y g (_r) l 1!11~a s raí ces , ~ 1 . 13 : . . . .. 13.; po r -P se puede lumar el campo de dcscom pos iciú11 del produc to / (.f) g (x ). El e leme nto n



•



u u. t.') = aóh3 i:--11l j 1-Jl 



(2)



el e! campo JJ se ll;ima resultante do los polinom ios f (x) y g (x) . Es evi de11t.a que / (x) y g (x) pos1111n en P ra í;; comtín cuando, y súlo cuando, }( (/, g) ti. Comu



.



úo.J!(x - ~ 1)



g(x)



J= I



$0



l i


•



= Úu I / (a.1- ~j): ;~ t



Ja resultan lo R (/, g) se puede cxprc;:;¡r tnmbién en Ja forma H (f, g) ...



" g (a 1) . ag lJ



(3}



i=I



En la defini ci ón de la resullanlt.', lo" polinomios /(x) y g(x) no se empican de un modo simétrico. J~n efecto,



R(g,/) = b~a~



.



"



lI fJ



j=t f m; t



(~1-a1) = ( - 1)" ' R(/,g) .



En correspondencia con (3), R (g, /)



R (g, /) = b'ó



. 11



;


j~ t



puede



f (r>1)·



e~prcsar



(I,)



e n In forma



(5}
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La expresión (2) para la resultante exige conocer las ralees de los polinomios f (x) y g (x) y, por esto, prácticamente es inútil para Ja resolución del problema de la existencia de una raíz común de estos polinomios. Sin embargo, resulta que la resultante R (f, g) se puede expresar en forma de un polinomio en los coeficientes a0 , a1 , • • • . . . , an. b0 , b,, ... , b, de los polinomios f (x) y g (x). Ln posibilidad de tal representaci ón se deduco f:icilmcnto de los resultados del párrafo anterior. En efecto, la fórmula (2) muestra que la resultante R (/, g) es un polinomio simétrico en dos sistemas de indet erminadas: en el sist.erua a,, a 2 , ••• ,a,. y en el sistema~ •• ~ 2 ..... p,. Por esto, como se demostró al fin do! párrafo anterior, ésta so representa en fomta do un polinomio en los po linomios s imétricos elementales en estos dos sistemas de mdotenninadas, o sea, en virtud ele las fórmulas do Vieta, en forma de un polinomio en los cocientes. bJ · = 1 , 2 , ... ,s,e · 1 f actorao• b"g,1ncu1 · 1 'd oen '(2) ao· , _ i ' 2 ' ..., n.,ybo,¡ a¡



· -



1



libra de a0 y b 0 al denom inador de la expresión obtenida. Por cierto, sería muy difícil ballar la expresión de la resultante mediante los coeficientes con los métodos expuestos en los párrafos anteriores, por lo que emplearemos ot1-o método.



L a expresión qu e hallaremos para la resultante de los polinomios (1) será válida para cualquier par de estos polinomios. Precisando, se supondrá c¡uo el sistema de rníces



(6)



+



de los polino mios (1) es un sistema de n s indeterminadas independientes, o sea, es un sistema de n s elementos, algebraicamente independiente sobre el campo P en el sentido del § 5'1. Obtendremos una expresión para la resultante que, considerada como un polinomio en las indeterminadas (6) (después de sustituir los coeficientes mediante las raíces por las fórmulas de Victa), será también igual al segundo miembro de la igualdad (2), considerado también como un polinomio en las indeterminadas (6). Entend iendo la igualdad pl'ecisamente en el sentido de identidad con respecto al sistema de las indeterminadas (6), demostraremos q 110 la resultante R (f, g) de los polinomios (1) es igual al siguiente determinante de orden n s:



+



+ ªº



ªº D=



a,.



ª1



a,



ªº



a,.



a,



bo ú, b,, b1



b,



bo



b1



an b,



I""" ¡.



fil"



b,



(í)
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(en los lugares liLres figuran ceros). La estructura de este determinllnte está suficientemente clara; seítalcmos solamente que en su diagonal principal figuras veces el coeficiente a 0 y, después, n veces el coefici en te b, . Pnra la demostración de nuestra afirmación , calcularemos de dos modos el producto a~b~DM, donde M es el s iguiente determinante auxiliar de orden n + s:



p7 +-- I



~~ H- 1



13~1+•- :! ~2 +s-2



.ll =



~r



...



p~



~:+s-2 a.~l+ is-2 ª71 +8-2



n +s-2



a11



2



. c:t2.



~;



.,



... a;; ... Cln ... 1



aj



p,



a, ~z P. ªz 1 1 1 1 1 11/ es el determinante de Vandermonde y, por esto, como se indicó en el § 6, es igual al producto de las diferencias de los elementos de s u penúltima fila, donde, de cada elemento precedente se resta cualquier elemento posterior. Por Jo talllO, 1111 =



n



t~t.¿;~,



(p,-p,)-



•



n



íl Il (P1-a1)· l ~t


;-t t-t



de donde, en virtud de (4), a:,b~DM = D·R(g,f)-



[l



(P1-P1>-



t ~t


[J



a.,).



(a.1-a¡).



(8)



f ~ i


Por otra parte, calculemos el producto DM basándonos en el teorema del determinante del producto de las matrices. M ultiplicando las matrices correspondientes y teniendo en cuenta que todas las a son raíces de f (x) y todas las 13 son raíces de g (x), obtenemos: aZb0DM = 1 ~~- /(l31l~2 1 f(~2) . . . ~:- 1 t(P.) o o o



~~\ 1 


2



.... .... ...



Pi! 


o o



o



o



o



o o



o o



M(~2)



M(~.)



o



f (132)



1 (P.>



o



o o



o



o



o



o



o o



o o



c.c~ - 1 g(a 1 )



a;• - 2g (c.c 1)



a2- 1g(rx2) ... c:t;;- 1g(rxn) a~-2g (a 2 ) ••• a~-2g (a,.)



. . . . . . . .. ....



a.,g (as)






g(as)



g (a.2)



...



a,.g (a,.) g (etn)
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Aplicando el teorema ele Laplace, sacando después los factores eomunes de las columnas de los determinantes y calculando los 


aibWM = atb~



•



ll f(~.)- TI



;-t



1 C t


(~¡-~¡)-



ng(et.1)· n



i-t



l1



t ~i


(et.1 - ct1).



o bie n, aplicando (3) y (;J), aWoDM=R(/,g)R (g , /)-



IJ



t~l


(~1-~1)-



IJ



· ~l


(et.1-ctJ)·



(9)



Ha resultado que los s egundos miembros de las igualdades (8) y (9), considerados como polinomios en las indeterminadas (6),



son iguales entre sí. Ambos miembros de la igualdad obtenida se pueden simplifi car por sus factores comunes, que no son idénticamente iguales a cero. El fnctor común R (g, f) no es igual a cero. En efecto, como por la hipótesis, a0 =I= O y b0 =I= O, es suficiente elegir para las indeterminadas (6) valores que no sean iguales entre sí {en el campo fundamental o en alguna ampliación del mismo), para -Obtener en (4) un valor di ferente de cero del polinomio R (g, / ). Del mismo modo se demuestra que los otros dos factores comunes son diferentes de cero. Simplificando por todos estos factores comu11es , ll egamos a la igualdad: H.(f,g)=D (10) eomo se quería demostrar. Desistamos a hora de la condición de que los coericientes superiores d e los polinomios (t) sean diferentes de cero •. Por consiguiente, acerc11 de los grados verduderos de est-0s polinomios solamente se puede afirmar que éslos no son superiores a sus grados •formales• n y s. respectivamente. Ahora, Ja expresión (2) para Ja resultnnte carece de sentido, pues , 1>os iblemente, los polinomios considerados tienen una cantidad do ralees menor que n o s. Po r otra parte, ahora también se puede escribir el determinante (7) y como ya está demost rado que, siendo a 0 :j; O. b0 =I= O, este determinante es igual a la resultante, le llamaremos también, en el caso general, resultante de lo.


 31,8
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polinomios. En efecto, si a 0 = O y b0 • - O. resulta que H (f, g) = O, independientemente de que tengan los polinomios f y g raíces comunes o 110 . Sin embargo, éste es el único caso en que de la igualdacl a cero de la resultante no se puede hacer la conclusión de que existen raíces comunes de estos polinomios*. Precisando, se verifica el siguiente teorema: Dm!os los polinomios (1) con cualesquiera co;:j icie11/es superiores, su resu.ltanle es igual a cero cu.ando, y svlo cuando, estos polinomios tielll!n. una raíz común, o bien, cuando ambos coeficientes superiores son igualt!s a cero. Demostració n. El caso en que a 0 -:/= O, b0 -:/= O, ya so est.udió anteriormente y el caso en que a0 = b0 = O se tieue en cuc11ta 011 el enunciado del teorema. No qued a más que considcrnr el caso en que uno de los coeficientes superiores de los poli11omios (1), por ejemplo a0 , es diferente de cero, mient.ras que b0 es igual a cei·o. Si b1 -= O para todos los i, i = O, 1, ... , s, entonces R (!, g) = = O, pues el determinante (7) contiene filas quü const.;111 de ceros. Pero , cnlonces el polinomio g (x) será idénticament.e igual a cero, por lo cual, tend rá raíces comunes con f (x). Si



y



entonces, snstiluye11do por ceros los cle1nentos /10 , bt. ... , b h - t en el detorminante (7), y aplicando el teorema de Laplace, obtenemos, evidentemente, la igualdad:



R(/, g) = a~N(/,



g).



(11 )



Sin embargo, como los coeficientes s uperiores de ambos polinomios f y g son diferentes de cero, l>Or lo demostrado anteriormente, la igualdad R (f, g) = O es condición necesaria y suficiente para la existencia de una raíz común de los polinomios f y g. Por otra parte, en virtud de (11), las igualdades R (f, g) = O y R (f, g) = O son equivalentes, y como los polinomios g y g tienen raíces iguales, obtenemos que, en el caso considerado, la igualdad a cero de Ja r esultante R (j, g) es equivalente a la existencia de w1a raíz comüa ,de los polinomios f (x) y g (x). Con esto, el teor ema queda demostrado. • Nat uralmente, el determinanti! (í) Lrunhién es igoal a cero conndo = O. Mas, en este caso, los polinomios (1) tienen la raíz común O.



~ b,



ªn =
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de los dos polinomios cuadrados g (.:t) = boxL¡- b1x + b2 •



/ (.r.) = aoxz + o 1.r. + 0 2 •



Segú n (7)



ªº H(j, g) =



ª 1



ªz O



ªº ª• bo l> b o



1



2



ª2



O



O bo b1 b2



o . calcu la nclo el delerminnnto, desarrollándolo parn esto por la primera y torcora fi las, R (f, g} ~ (aoá2 - a 2 b0 ) 2 - (o 0 b 1 - a 1b 0) (a 1b2 - a 2b 1). (i2) Así, pues, dad os los polinomios /(.r.) =.:t~ - G:c -f- 2,



g(.i) = .x2 l· z + 5,



e n virtutl tl o ( 12). ~o tiene, R(f, g) ~ 233. y por es to, es t.os polinomio.« no licuen raíces coulunc~. Dados los polinoiuios t (x) - x 2 - li.r - ;; , e (.r.) ~ ,,•-i.t + 10. se tiene, R (/, g) = O. o sen.



l'!


polin om ios tienen una raíz



fOmú n



e igual a S.



E liminación de una indetermin ad a en un s is tema de dos ecuaciones con dos inde term inadas. Sean dados dos polinomios f y g en dos indeterminadas :i: e y, con coeficientes pertenecientes a un campo P. Escribiremos es tos polinomios según las potencias decrecientes de la indeterminada x : f (x, y)=ª" (y) x '' -i- 01 (y) x h-1 + ... a h- 1 (!!) x + n,, (y), } 13 ;; (x, y)= b0 (y) x 1 -¡- ú1 (y) zH + ... + b1- 1 (¡¡) x + b1 (y); ( )



+



los coeficientes son polinomios del anillo P [yl. H allemos la resultante de los polinomios f y g, considerados como polinomios enx. y J esigoé mosla median te R x (f, g); en virt.ud d e (7), ésta es un polinomio en una indeterminada y, con coeficient es del campo P: Rx(f, g) = F (y). (14) Supongamos que el sistema de polinomios (13) posee una sol ución común :e = a, y = 13 en una ampliación del campo P. Poniendo en (13), en luga1· de y el valor ¡3, obtenemos dos polinomios, f (x , 13) y g (x, ¡3), en una indeterminada x. Estos polinomios tienen una raíz común a y , por cons iguient.e, su result.ant.e. que en virtud de (14), es igual a F (¡3), t iene que ser igual a cero, o sea, 13 tiene que ser raíz de la resultante 11.v (f. g). Recíprocamente, si la resultante Rx (/, g) de los polinomios (13) t iene una raiz ~.la res ultante de los polinomios f (x, 13) y g (:i;, 13) es igual a cero, o sea, o bien e.~tos polinomios tienen nna ra íz común, o bien sus coeficientes superiores son iguales a cero, (~) = úo (¡3) =O.



ªº
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De este modo, el cá lculo do las soliJciones comunes del sistema de polinomios (13) se ha reducido al cálculo de las raíces de un })Olinomio (14) en una indeterminada y, fJ sea, como está convenido decir, se ha eliminado la ~ndetermiuada :t· en el sistema de polinomios (13). ¡:;¡ t corc111a l•bre el grnllo del p


i nrlc1ermi1uulas Jo .... gracriores iguales a la un itl:id. ~cgún (:!) >U rc;


polinomio homogéneo en a,, a., .... a ,, , tli. ti: ..... (1.,  nqui deduce que . , ¡ en la expresión do la re~ulta11t e 111c•d innto lv~ coefid ~nte;.. a 2 , ... , o,. , bit b2 , .... b3 figura el lón1tino



S-O "J•



a~•a~• •• . a~nb~'.&~• .. . b~• y si el



nt'un~ro



k 1 + 2k2



+ ... + 11kn + 11+ :!1~ + . .. +sz,



¡.1eso de esto término . todos los térnú nos de la exprt..~i6n de fl (/, g) mediante los coeficientes tien en un m ismo peso, ig,.al a ns. Es ta ¡wopo,ición e~ vorítlica también en el caso general para lo~ t.é rmi nos do la resultau\e (7). si llama peso del t érmino a 0ho a:•• ... a~" b~• b~1 ••• b~" al número



lo



1lt.~11ominanw:.;



"º



O·A-11+ 1·k1 + ••. +nkn+O·lo + 1 · l¡ -I- .. . +st, .



( !E>>



ª•



En efecto. sust ituyondo en los términos del determinante (7) los factotes y /J" por la unirlad , llegamos a l caso ya considerado, pero los exponentes de e


f ( x , !J) = ao (y) z 11 +a 1 (y) zn-t C (.t, 11) = &o (y) x•



+ .. .+a,. (y),



+ b1 {!/) x•- t + .. . + l>s (y).



Como n. es el grado do f (x, y) con respecto al conjunto de las indetermin adas. e l grado del coeficiente a, (y), r = O, 1, 2, .•. , n, no puede ser mayor que su índi ce r; esto mi smo es cierto también para b, {y). De aquí so deduce, que el grado de cada término do la resultant!I Rx (/, g) no es mayor 9,llC el peso do este término. o sea, no es mayor que el numero n $, como se quena demostrar. Ejemplos. 1. Hallar las soluciones do! sistema de polinomios /(x, y) =x2¡¡ + 3xy ·'- 2y ·l· 3, g (x, y) = 2x y-2x ·i· 2y + 3. Eliminemos la indeterminada bimos en In forma:



:r



en cs t.e sistema, para lo cual, l o escri -



f (:r. y) ~ y•xZ-f-(3 y)·x -l-(2y + :J), } g (x, y) = (2y-2) ;i; -f- (2y +3);



(16)
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entonces,



Rx(/.¡;) - 12y~2 211 ~3 ~ 3



o



211



3



1= 2y2



2y-2 2y -;- 3



'll y ., 12.



+.



Las raíces de la resultante son: ~. = - 4, ~ 2 = Para estos valore~ de la indrtt'rm1nada !I· los coe!ici rnlt'S su(leriore.< de lo¡¡ l';;linomi os (16) no se anulan ~·· pblcnrn dado de 110li nomlo~. Los polinomios /(.r, - 4) - - /¡r2- !2.r- fo, ~



(.r,



. comuu, • a ti crw11 11un nut. 1



·- ·'.) ~~



1



·7 ·



- IOx -5



1.. os po 1·1rin111111:; .



ti enen una rttíz comú n a.¿ ~ O. Por lo lnnto, f\} s i~l ('mtl t.hu.Ju de p0Ji 11umio:4 tiene 1lus solucione:->:



:!. Eli111inar una i11dctcr111innd~ en e l sis tema ole l'olinomi


y) ~ J2y2 -



2xyZ - fJy '· l.



C.omo estos do~ polinomio~ >«•n de grado 2 cou rc~¡>('('\.o a In imlct .. nninmla y. rnil'l1trns que uno de úllos o• do grntlo 3 con l'(l.~P


1.:;¡, }



( 17)



y hidl cmos su resullaulc, oplicantlo la fórmula (12): Ru (/, g) = (( - .r)-1 -(z + bl (x 2 ·; :l:r) ]2 - ((-x) (-5) -2z3 (.z2 1 :l.r)) (2.r3·1 - (.r ·. 5) (-5) ] . l¡z$ 8.r' . 11 :r .:. 84z5 ! 11.iLr• ·] l á-'iJ3 .;. tlG:r2- n:,, .



Un;i de las raíces tle 111 rcoult nntB es igual a o. Sin em bargo, para c•l~ \' :tlor de la i nd etenninadu r, n111bos coefi cicntl'~ ~u pcrivrcs do los polinomio> ( li) cunv ierten en cero. y. nJem:ls, como f•icilmenlo so ob~n·a, Jos poli110111io:(0, y) y ¡: (0, y) 110 tie nen raír1•s connme11 del ~hl entA tfodo ,J(~ polin omio:-::. .~o
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ExistE!n métodos



que permilell



eliminar



sucesivame11te



las



indetermi1uidas en un sist.enrn c.on un ¡¡t)mero arbitrario de polino-



mios e incleterminadas. Pero estos métodos son demasiado complicados. por lo cual, no pueden ser incluidos en nuestro curso . .Discrimin11r1te. Por analogíll cún el ¡1roblemt1 que nos lrn lle,·Mlo al C()ncepto de resultante, puede plantear )a CUeStÍÓll sobre las condiciones según las c1wles un polinomio f (x) de grado n del anillo P (.xi posee raíces mí1Jtiples. Sea



Se



f (.t:) :-



ao.x'' ..:. a,x"- 1 - ;-



•••



+ ªn-1X + an,



Uo



=I= O,



y supongamos que en cierta ampliación del campo P este poliuomio



ticuc:' las raíces cc 1 , a 2 , • • ., a,.. Evident.emente, entre estas raíces hay iguales c11a11do, !I sólo cuando, es i.gual a cer


[J



X (cc,.-a:,. _l) =



(cc¡-CCJ)



n ;~· t >r"J



o.



fo



que



f'S lo mi>llW,



si es igual a cero el producto



denominado discriminante del polinomio f (.:e). A diferencia del pl'Oducto ti, que puede cambiar de sigTto al pcr111ut es ig ual a cero, se puede utilizar la relación existente entre el discriminanLe del polinomio f (x) y la resultante de este polinomio y su derivada. Es natura l esperar l a existencia de tal relación, pues. como ya sabemos por el § 49, un polinomio tiene raices múltiples cuando, y sólo cuando, tiene raíces comunes con su derivada f' (x), por lo cual , D = O cuando, y sólo cuando, R (f. f') = O. P or la fórmula (3) del presente párrafo, se tiene: R(f, f') = a¡;- 1



..



lI /'(et¡). i t:.';; 1



Derivando la igualdad f(:r.) = ao



n" (x-a.,,),



ft=l



 § 54. Resultante. E/iminaciéJn de una lndeterm. Dlscrlminant•



resulta:



n



/'(x)=ao ~ 11- 1



rr



!+ h
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(x - a¡).



Después de poner aq uí a 1 en lugar de x, lodos los sumandos, a ('XC


f'(a;)=a 0



lJ (a; -



; ,-1



a;),



de donde n



R(f, f')=a"- 1 ·a"0 o



ll [] (a; -a¡) . 1- 1 j *i



I::o este produclo, para cualesquiera i y j, i > j, figuran dos factores: a.1 - a 1 y a; - a 1• El producto de éstos es igual a (- f)·(a 1 - a 1) 2 , . 11 (11 - I) l • d. y co mo ex 1slen --~- pares e o rn ices i , j, que satisfacen n l as dei j > 1, rel!u il.n: n(.,- 1)



fl (j, t)=(- 'J)-:!a~n- l



!! (a1 n - i,.,....j ""' !



n ( n - 1)



a¡) 2 = (-1)--Za0D.



Ejc11111lo. Hallcmo9 el di scriminante del t rinomio cu:idrálico / (x} = axz+ úx -¡- c. \.0 1110 /' (r} ~



2ax+ú , so tiene.



n (/, /') =



a



b e



2a



b



o = a ( -ú2+ 1,ac).



O 2a b



En el



c~~o



conshl crudo,



11



(n - 1\



.,



D~



· 1, por Jo cual ,



-a- 111 (/, /') = b2 - 1,ac.



!::~lo coincide con lo que en el álgebra escolar llaman ordinariamente discriminnule de la ecuación cuadrática.



Otro método para hallar el discriminante consisto on lo siguiente. Formemos el d cterminanle de Va ndermonde de !ns potencias de las raíces a 1 , a 2 , ªn· Como se d emostró en el § 6, 'l



1



ªa'• l



a2 a'•



a;• - 1 an- 1 1 ,_ i



29 - 252



... j .. . CCn ... a~



..



c.c"- 1



= IJ



n ~C> j:;: t



(a 1 -a1)= :\,
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y por esto , el discrimin an t e es igual al cuadrado de este determinnn-



tc multiplicado por 


S¡



Sz



S3



~,,



Sz



.


S',\



s,. .. t



s,, _1 s,.



s,, 11



( 18)



. . • -"21t - 2



dond e s1, es In suma do lns k-1bi111as ¡>otc11cítt>1 do fos ruíces (( 1,



o:~,



..



• . . , Ctn .



Ejempl o. llallomos ol tli scrim inanto tl•' I ¡>olinomio ciiliieo / • b.c 1 o:. Po r { 18). ~ o tic'ue.



(rJ -= r~



1 (lJ' 2



D



1~. :: :s, I· sz s3



Comu yu sabemos por ol ¡1úrrlllo anterior, s 1-



o 1 = - a,



s2



a~ - 202 :-



a2-2h,



s3 • 0~ - 3o1 o2 + 3o3 -



- a3



A¡>li con


~n



:



3nb - 3c.



c ucnla que o 4 = 0 ,



hall~m o~



Oc oqui. D 3•2•4 1- 2s 1 s2•3-•~- 3•~ -- a2bZ-foi>~ - fta~c 18abc-2ic2. (19) En porticulor, siendo a- o. o sea , par:1 el polinom io cúbico incom1•l o10, rc$ulLu: D = -4bª-:.!icZ,



•i••



lo cual est á en correspondencia con lo que so tliJu en el § 38.



§ 55. Segunda demostración del teorema fun damen tal del álgebra de los números complejos



La demostración del teorema fundamenLal, ex puesta eu el § 23, se efecLuó de un modo no algebraico. Aqul queremos exponer otra demostración, eu la que se emplea esencialmente el método nl gcbraico. Asi, pues, so aplicará el tcorem11 Jundamental de los polinomios simétricos (§ 52), y tambié11 el teorema de la existen-
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cia de un cnm 1>0 de descomposición para cualq uier polinomio (§ 48). Por otra parto, Ja parte no algebraica do la demoslración será minima y se reducirá a una aiirmoción muy sencilla. Obsérvese primero que en el § 23 se demostró el lema del módulo del término superior de un polinomio. Suponiendo que los coeficientes rlol polinomio f (x) son reales y poniendo k == 1, de csle .l enrn obtenemos el s igu iente corolario: Para valores reales de .r .mficientemente grandes en t•alor absoluto, el signo de 11n polinomio / (x) de coef icie11tes reales coincide con el signo de su. término srLperior. De aquí so desprende el resultado siguiente: Un polinomio de grado impar, de coeficientes reales, tiene por lo meno.~ una raíz real . En cfeclo, sea f (x) ="e>-¡;" + a,x"- 1 + ... -f n,., donde todos los cocficiontcs son reales. Como /1 es impar, el término s uperior a 0 x" , para valores posit.ivos y negath•os de :r, tiene diferen1.cs signos, por lo cual, como se ha demostrudo más  O. S i11 embargo, por el curso de aná lisis se sa be, quo el polinomio f (x) (o sea, la función racional enteca) es una función conlinm\ y, por es to, en virtud de una d o las principales propiedades de las funciones continuas, p11ra ciertos valores reales de x co mprendidos entre a y b, f (.r) toma cua lquier valor previamente osign¡1do, intermedio entre f (a) y f (b). En pllrlicular, e.xi:¡lc un a., comprendido cnlro a y b, tal que f (a.) = Ü. Basándonos en este resultado, demostraremos rihora la proposición s iguiente: Todo polinomio de coeficientes reales, de un grado arbitrario, tiene por lo menos una raíz complt.>ja. En efecto, sea dado un polinomio f (x) de coeficiente~ reales y de grado n 2 1'q, donde q es un número im¡>ar. Como el caso k - O ya so ha estudiado an t es, s upondremos que k >O, o !'en, quo n es 1m nilme-ro par, y haremos In demostrnc ión por inducción sobre k, suponiendo que nu estra afirmación ya está d emostrada p11ra todos los polinomios do coe(icie11tes rcriles, cuyos grado:; son tlh·isibles por 21• - 1, pero 110 son divisibles por 21••. • Por



cou~iguiente, ('~((••



gr-JJo,; l'U


mAyor('~



qu e



11.



 Gap. XI Polinomios en



1,:orio.t i1uh•termi1Mtlas



Sea P un campo de descompo!'ición ele! polinomio / (x) sobre el campo rle los números complejos (véase el§ 119) y sean c.t 1 , a~ . ... . . . , art las raíces de f (:e) contenidas en el c:1mpo P. Toruemos nn níimero real arbitrario e y consideremos los clem()nlos del campo P que son de la forma f\ 1 1 ~ a,a;+c(a; + a;), i < j.



EYidenlernente, el número ele clcme1tto.s 71(11 - 1)



l



1



"!. ' q(:/_l


l



~1;



(1)



()!' igual a



-- 2''-Iq (2'' q - 1) -?'•-I ' - - iJ.



(2)



donde q' es un nfrmoro impar. Formemos ahora un polinomio g (.e) 111)1 anillo P l:i:\ que tenga por raíces tocios estos elt~me nlos ['.¡¡ y sólo l!slos: g (x) =



Í[



i. i .i ~ J



(:e - 1\1;).



Los coeficientes de este polinomio son polinomios simétricos elemcnlalcs en ~ij· Por coasigniente, en virtud de (l), son polinomios en a, , a 2 , •• ., an de coeficiente:; reales (puesto que el número e es real) y, además, son simétricos. En efecto, la trasposición de Clta lesquiera dos a, por ejemplo. de a,, y a1, implica solamente una permutación en el sistema de todas las (3 1;; cualquiera fh;. donde fes distinto de k y de l, se convierte en fj1; y viceversa, mientras que Phi y todas las ¡3;¡, pat·a i y j diferentes de k y l, se quedan en el sitio. J\fas, los coeficientes del polinomio g (.-¡;) no varían al permutar sus raíces. En virtud del teorema fundamental de los polinomios s imétricos , de aquí ,-;e deduce que los coeficientes del polinomio g (x) son polinomios (de coeficientes reales) en los coeficientes del polinomio dado f (x) y, por esto, olios mismos son números reales. El grado de este polinomio, igual al número de las ruícos ~!J· en virtud de (2), es divisible por 21• - 1 , pero no lo es por 21'. Por esto.por la hipótesis de la inducción, al menos una do las raíces ~;; del polinomio g (x) tiene que ser un número com plejo. Por lo tanto, cualquiera que sea el número real elegido e, se i n, 1 j n, puede indicar un par de índices i, j, donde 1 de modo que el elemento a,a 1 + e (ct1 + a¡) sea un número complejo; recordemos, que el campo P contiene al campo de los números complejo$ como subcampo. Se entiende que, por Jo general, para otra elección del número e, a éste le va a corresponder en el sentido indicado otro par de índices. Sin embargo, existe una infinidad de números reales e distiotos, mientras que nosotros disponemos solamente de un número finito de pares i, j distintos. De aqui se deduce, que se pueden elegir dos números reales distin-



< 



< 



 .~
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tos c1 y c2. e, :fa c2 , t ales, que a éstos les corresponde un mismo par do índices, para los cuales, los números a;a¡ -f- c,(a1 + a1) = a,} a 1a¡ c2(a 1 1- a 1) = b



+



son complejos. De la igualdad (3), resulta: (c 1 -c2) (a 1 de donde se deduce que



+ a 1) = a -



(3)



b,



o- b



a1+a1=--, C¡ - Cz o sea, esla suma es un número complejo. De aquí, y si se quiere de la primera do las igualdades (3), so deduce que el producto también es un número complejo. P or lo t an lo, resulla que los elemenlos a, y a¡ son raí ces de Ja ecuación cuadrática



ª'ª'



x 2 - (a 1 +a 1) z + a1a¡=O, de cocficienles com plejos, por lo cua l, como esto se deduce de la fórmula pa ra la resol ución de la ecuación cuadrática con coeficientes complejos, obtenida en el § 38, ellos mismos tienen que ser números complejos. Por consiguiente, entro las raí ces rlcl polinomio f (z) hemos hallado incluso dos complejas, con Jo cua l qu eda demostrada nuestra a íirmac ióu. Para demostrar JlOr completo el teorem a fundament.al, qu eda por cons idcrnr el caso de un polinomio de coeficientes complejos arbilrnrios. Sea f (x) = llo-l:n + a 1x"· 1 + ... + Un un polinomjo de este Lipo. Consideremos el polinomio



Í(z) =aoX" +a,x"- 1 + ... +un. obtenido do f (z) por susti Lución do todos los coeficientes por sus conjugados, y examinemos el producto F (x) f (x) f(x) = b~z:n dond e, cvidcnLemenLc,



b,, =



Lj



+ u 1x~ 0 - 1 + , , . + b1,z~n -h + .. . + b2ft,



a;a¡,



k = O, ·1, 2, ...• 2n.



l+í = I



Basá ndose en las propiedades de los números complejos conjugados , conocidas por e l § 18 , obtenemos que



bk = i + ~fah = o sea, todos los coefi cientes del polinomio F (x) son números reales.



ª'ª' º'"



 Cap. XI Pollnomfo• •n varias lndtltrmlnadas



Como se ha demostrado más arrilia, de nquí se dedu ce que el polinomio F (x) tiene por lo menos una raíz cornpleja ~. F (~) =



f (~) f (~) = O,



o sc11, o f (~) = O, o bien, Í(~) =O. En el primer caso, el teorema qu ecl:\ demostrado. Si es que so cumple el segundo caso, o sea, si



ÜoW'+Üij}"- 1 + ... +an =O, entonces, sustituyendo t odos los números qu


f (x). Lo. demostración del



 CAPJT l;LO XU



POLJNOMlOS DE COEFICIENT ES RACIONALES



§ 56. Reduci bilidad de los polinomios sobre e l campo de los n úmeros racionales El tercer campo· numérico que, junto con los campos de núme1·os re11les y de números complejos tiene para nosotros un interés f!Special , es el campo de Jos Húmeros racionalos; éste Jo designaremos mediante R. Entre lodos los campos numéricos éste es el m;b pequeño, pues, como se demostró en e l § 43, el campo R está contenido lolalrnente en cualquier campo numérico. Ahora nos va a intel'esar el 1n·oblerna de la reducibilioli nomios sobro el C


es rcducibl.e sobre el campo de números .r acionales, a pesar de que no t.ieno ninguna raíz racional. i.Qué se puede decir de la reducibílídad de los polinom íos sohre el campo R? Ante todo, obsérvese que, dado un polinomio f (:i") de coeficien te:; raciouales que no sean todos enteros, en tonces, reduciendo égtos a un común denominador y multiplica:ndo f (x) por este denominador, igu¡\f, por ejemplo, a k, resulta un polinomio le/ (x) cuyos coeficientes son ya números enteros. Es evidente, que los polinomios f (.:i:) y kf (x) tienen raíces iguales; por ol.ra parle, éstos .~on a lit vez reducibles o irreducibles sobre el campo R. Mas. por ahora, no tenemos nariog) . ¿Se deduce de esto que g (x) se descompone en factores de coeficientes enteros"? En oti·as palubrM, ¿puede ocurrir qne 1111 polinomio de coeficientes enteros sea rcclncihle sohre el (•ampo de números r


 3\J()



Cttp. XII Polinomios de coeficie.11tes ra_r._io_n_a_le_s _ _ __ _ _



La respuest.a a cslas preguntas se puede obtener haciendo un exámon análogo al que se hizo eu e l § .')'l. Llamemos primitivo al polinomio f (x) de cocficie11Les ente1·os, s i sus cocficie11les son prim os enlrc sí , o sea, :si no tienen divi sores comu nes di st.in los de 1 y -1. C11al17ufor polinomio 1p (.i-) dü coefi cien tes racionales se puede rep resu ular de un modo único en forma de un producto de una fracción irred11ci blc por un pol inomio primitivo: f(> (:e) =



i f (:e);



(1)



p ara es t.o hay que sacar fu era de parl- nl esis el comú n denominador de totlos los coeficientes del polinomio 1¡, (x), y des¡)ll1!s, Jos fac tores comunes de los num eradores úe esto:< coeficientes; obs1frve$C q11e e l grado t.lc f (,e:) es igua l al grado de cp (x). La u nicidtHI (salvo e l signo) de la reprcse nt.ación (1) se demuestra de l modo siguie111.e. Sea ((l



( x)



a



e



= -¡; f(x) = -;:¡g(x).



donde g (x) es de nuevo un polinom io primitivo. Entonces, ad/ (:e) = bcg (:e). Por lo lant.o, ad y óc se h¡in obt.cnit.lo sacantlo lod o); Jo;; factores comunes de los cocfo;icntes ile un m isn10 polinomio de coefic ientes enl.eros, por lo c1111\, pueden d ifen'nc i ar~r. enl.re sí sohimenlc c·n el signo. De aquí se tl educe, que l o.~ poli11omios primit.ivos f (x) y ff (x) también pueden diferenciarse c11l.rc sí solamente en el signo. P ara los polinomios primitivos de coeficientes en teros conserva su vid or el 1 lema de G:mss: El producto de dos polinomios primitivos de coeficientes enteros e:¡ un polinomio primitivo. En efecto, sean dados los polinomi


+ ". .. + + .,. + ª"· + ... + bpl-i+ ... + b,



g(x) = boxl + b,xl-1 y sea



f (x) g(x) = cox'•-H + c,x'•+1-1 -;- ... •¡ C1+;x+ ... +ch+1·



Si este producto no es primitivo, existe un número primo p que es común divisor de .todos los coeficientes co, c., . . . , c1, + 1· Como no tod os los coeficientes del polinomio primitivo f (x) pueden dividirse por p, h¡ibrá uno, sea éste a1, que será el primero que no se divide por p; del mismo modo, sea b; el primer coeficiente del polinom io g (x) que no se divide por p. 1\l ultiplicando término a lérminc> f (x) por g (x) y reuniendo los t\irminos que contienen a x
- ,
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resulta: C¡+J = a¡bj



+ a1-1b}+1 + a1-2b¡+z + · ·· + a1+1bJ-1 + a¡+zbJ-2 + · · ·



El primer miembro de esta igualdad se divid e por p. Por éste se dividen también todos los térm inos d~l segundo miembro, menos. el primero; en efecto, en virtud de las condiciones impuestas a la elección de i y j, todos los coeficientes ªt-i. a 1_ 2 , •• ., y también b¡-i. b¡-2, .. ., se dividen por p. De esto se deduce, que e l pro•lucto a1b¡ t am bién se divide por p y, por esto, como pes un número. primo, tiene que dividirse por p por lo menos uno de los coeficientes a 1 , b1 , lo cual, sin embargo, no es cierto. Con esto queda terminada la demostración del lema. Pasemos a responder a las preguntas que se hicieron más arriba. Supongamos que el polinomio g (x) de grado n, de coeficientes. ent.eros, es reducible sobre el campo de números racionales: g (x) = 1P1 (x) q>2 (x), donde ¡ (x) =



:: /1 (x), i = 1,



2,



donde :: es una fracción irreducible, / 1 (x) es un polinomio primitivo. Por l o tanlo, g(x)= ::~~ lft(x)f2(x)I .



El primer miembro de esLa igualdad es un poi inooiio de coeficientes enteros, por esto, el denominador b 1b 2 del segundo miem bro tiene que simplificarse. Mas, por el lema de Gauss, el polinomio que figura entre corchetes es primitivo, por lo tanto, cualq uier factor primo de b,bz puede simplificarse solamente con cierlo factor primo de a1a2, y como a¡ y b1 son primos entre sí, i = 1, 2, el número a~ tiene que dividirse por b 1 y el número al> por b2 : a2 = b1a;, a 1= b2a;. De aquí que g(x) = a;a;f1 (x) fz (x). Uniendo el coeficiente a;a; a cualquiera ele Jos factores /1 (x), f 2 (x), obtenemos la descomposición del polinomio g (x) en factores de menor grado de coeficientes enteros. Con eslo, queda demoslrado el siguiente teorema : Un polinomio de coeficienles enteros que es irreducible sobre el anillo de los números enteros, es irreducible también sobre el camp
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Cap. X// Polinomios 1/e coeficientes racionales



Por fin, hemos ol>tenido ahora el derecho ele Jimit.arnos a estudiar las descomposiciones de los polinomios de coeficientes enteros en factores cuyos coeficientes también sean enteros, en las cuestiones rcfacionadas con la irrcducibilidad de los polinomios sobre el -campo de números r acionales. Ya sabemos que sobre el campo de los números complejos, es red ucihlo todo polinomio cuyo grado sea mayor que la unidad, y sobre el campo do los números reales, todo polinomio (de coeficientes reales) cuyo grndo sea mayor que dos. Otra cosa ocurre en el caso del campo de los números racionales: para cualquier n se puede indicar un polinomio de n-ésimo grado de coeficientes racionales (e incluso enteros) que es irreducible sobre el campo de los números racionales. La demostración de esta afirmación se basa en el siguiente criterio suficiente de Íl'reducibilidad de u n polinomio sobre el campo R, denominado criterio de E isenstein: Sea dado un polinomio f (x) = a 0xn + a,x"- 1 + ... + 011 - 1X + an,



de coefici entes enteros. Si, al menos de un modo, se puede elegir mímero primo p que satisfaga a las condiciones siguientes: ·l) el coeficiente superior a0 no es divisible por p, 2) todos los demás coeficientes son divisibles por p, 3) el término independiente, siendo divisible por p, no es divisible por p2 , entonces el polinomio f (x) es irreducible sobre el campo de los números racionales. En efecto, si el polinomio f (x) es reducible sobre el campo R, entonces se descompone en dos factores ele menor grado de coefi· -c ient.es enteros: 11n



f (x) = (b0 x"'+ b1x 1•- 1 + ... + b,,) (c 0x 1 + c1x 1-



1



+ ... + c



1).



donde k < n, l < n, !.: + l = n. Iden ti!icando los coeficientes de ambos miembros de esta igualdad, obtenemos:



l



a,. = b¡,C¡, ªn-1



= bhc1-1 + bh-1C1,



¡ 1



~n~z.~ b~C'.-~ ~ ~h~l~H .bh-~C¡: :-



(2)



a0 = bge0 •



De la primera de las igualdades (2) se deduce que, como an e.s divisible por p y el número p es primo, uno de Jos factores b,.., c1 tiene que ser divisible por p. Ambos no pueden ser divisibles por p, puesto que, por la hipótesis, an no es divisible por p 2 • Supongamos, por ejemplo, que b,.. es divisible por p y, por lo tanto, .c1 es primo



 .~
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con p. Examinemos ahorn la segunda de las igualdades (2). Su primer miembro, y también el primer término de l segundo miembro, sou divi.11ibles por p. por Jo cual, el producto 1c 1 también es divisih le por p; pern como c 1 no es divisible por p, tiene que ser divi sil.ilc )>Or p el número /Jh - t· De un modo scmcjRnte, de la tercera de Jns igualdades (2). rcsultn que b1t-: es dívislblo por p, etc. Por fin, do la (k + '1)-ésima igu11ldad resultará que b0 es divisil>le por p; pero cutonce:s, de la última de las igualdades (2) se deduce que a 0 es divi sible por p , lo cual contradice a la hipótesi!!. Para cualquer n es muy fácil escribir polinomios de coeficientes enteros de n-ésimo grad o que satisfagan a las condiciones del crilerio de Eisenslciu y, por lo tanto, que sean irreducibles sobre el cumpo de los números r11cionales. Tal es, por ejemplo, el polinomio :i:" ·:- 2; a éste es nplicnblc el criterio de Eisenstcin para p = 2. El criterio de Eiscns t.C1in es solamente una con clició11 :;uficieote de irrcducibilidad sobre el cnmpo R, pero no es 1111a condición oecesari11: puede ocurrir que, para un polinomio dado/ (x), no se pueda elegir un número primo p . de modo que se cumpl an las condiciones del criterio de Eisenslci11, s iendo el polinomio rcducil.ile como, por ejemplo, x' - 5.r + 6 , o irreducible, como :r1 + L Además del criterio de Eisenstein existen muchos más criterios suiicieotes di stintos de irreducibilid11d de Jos poli11omios sobre el ond er para cualquier ¡>0linomio de coeficieutcs cut.eros si éste es reducible o no lo es sobro e.1 campo R. '.\la:;, c::;te método es muy complicado y casi no 1iene aplícación práctica.



b,,_



J.: jcmplo. Examinem os el polinomio



/p(z) = ~~ zP· l + zP-1 + ... -¡. z ¡. 1, z- 1



clonJo I' es un número primo. Son ralees do oste polinomio Jns raíces p-ésirnas do lu unidad, distintas clo lu unidud misma; como esta.s raicos. junto con la uniJaJ, dividen nl círculo uniJnd Jet cnmpo con1plcjo en p pnrtcs iguales, ol polinomio f P (x) sa llama poli110111io 


= ..!... !I



[11"·1 11y1•-1 I· p (p-1) 2!



yP-2 ~• . .. - ' l'Y]



= yl•- 1 + pyl>- 2



+ p (p2~ 1)



~ y1>·3 .; • ..• + p.



Los coeficientes J~ polinomi o 11 (11l son los números binomial~~ y, por esto, lodos, el superior, son 1lh·i, ¡ bl~• por p; el término indcpcnclienlt' no es divisíblo



meno~



 C((p. X 11 f>olinom.lo


p()r ¡¡2, Po r lo Lnnlo, según el criterio de Eiso11slci11 el 1>vlinomio g (y) es irreducible so bre ol ('lunpo H. Oc aquí se deduce) la ,·,,educihitiáatl sobre et campo R del poli11om10 de cliuisiim e/el circulo /p {:i:). 8u efecto, si f 1, (x) 1p (x) "ljJ (:r),



entonC()s



=



g (y) = cp (¡¡



+ 1) tP (Y ·i· ·J).



§ 57. Rafoes r acionales de los polinomios de coeíicienles enteros



Más arr iba se seiinló, que el problema de la descomposición de un ¡iolinomio dado en factores irreducibles sobre el campo de los números racio11ales 110 tiene pnicticamcnte uua :solución más o meuos satisíacLoria. Pero un caso particular de este problema, referent& a In sepa ración de los facLores lineales de un polinomio de coelicienLes racionales, o sea, a fa averiguación de sus raices racionales, es muy elemental y se resuelve s in recurrir a cálculos complicados. Es co1nprensible que, con el problem11 de la averig1Jación de las raíces rncionales de los polinomios de coeficientes racionales no se agota do ni 11gún modo el problema general de las raíces real es de estos polinomios, l's decir, que los métodos y resultados e.x puestos en el capítulo uovono conservan tflmbiiín ente ramen te su valor ¡>ara los polinomios de coeficientes racionales. Empezando a resolv er el problema de la averiguación de las raíces racionales de los polinomios de (;ocficientes racionales, seiialemos qu e, como se había indicado en el párrnfo anterior, podemos limitarnos a estudiar solamente Jos polinomios de coeficientes enteros; además. se van a examinar por separado los casos de raíces ootcras y de r:iíces fraccionarias . Si el número entero a es raíz del polinomio f (:r:) de coeficientes enteros, a es divisor del término independiente de este polinomio. En efecto, sea



f (x) = aox" + a1xn-I 1- . •. + a,..



Dividamos f(x) por x-a: f (x) = (x-a.) (boXn-1 btxn-2 + ... + Ún-1)· Efectuando la división por el método de Hoi:ner, expuesto en el § 22, obtenemos que todos los coeficientes del cociente, incluyendo tambié1i bn-i. son números enteros, y como



+



Un = -cxbn-1 = CG ( - Ón-1),



nuestra proposición queda demostl'ada •. • Serla erróneo demostrar esto teorema a legando al hecho do que el tiirmino indopendiento a,. os el producte (salvo el signo) de todas las raíces \!el polinomio / (x), pues, enll·e éstas puedo haber lmubi6n [raccionarias, irracionales y complejas, debido a lo cual, no se ¡>uede ofirmar por anticipado qull el producto de todas estas raíces , a excepción de a, os un número en tero.
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Por lo tanto, si un polinomio f (x) de coeficientes enteros tiene raíces enteras, éstas se hallan entre Jos divisores del término independiente. Por consiguiente, se debe11 ensayar todois los divisores posibles del término independiente, tanto los positivos como Jos negativos; si ninguno de éstos es raíz del polinomio, este último -carece en general de ralees. Puede ocurrir que el ensayo de todos los divisores del término independiente sea muy engorroso, incluso cuando los valores del polinomio se calculen por el método de Horner en vez de sustituir ·directamente cada uno de los divisores en lugar de la indeterminada. Las observaciones que se hacen a continuación permiten simplificar un poco estos cálculos. 


..1._(Q_ = -q(i) ex-1



'



f(-1} =



ex+ 'l



-q(-1)



tienen que ser números enteros. Por lo tanto, solamente tienen que ensayarse los divisores a. del término independiente (distintos de 1 y -1) para los cuales cada. ltnO de los cocientes J...~, / 


' -3-1 ' -3 + 1



son enteros, ~- por esto, los divisores 3 y -3 tienen q11 e Apliquemos el método do lforner:



s~r



ensayados.



1- 2 - 1-6 -3 11 -5 14-48' o sea. f (-3) = - 48 y, por esto, - 3 no e~ raíz de / (x). Fi n,llmMle, 1-2-j - f,



3 11



1



;!.



o'
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o sea, /(:J) -- 0: e l número 3 ~~ míz de /(.r). A 1' \'


2) .



f':ícilrn~nte



se o bse rva que el n(unoro 3 no e~ r~ i z del .cocif>nle o :;ca, 1>'to número 110 es raíz múltipl e de f (x) . 2. llullar las mices enteras del polinomi o f (x) = 3x 4 + xª - 5x2 _;¿,. 2. Aquí. lo::o



xZ



+



x



+



:! ,



Ji,· 1~ores



lartc •.f (1 ) ~ - 1.



l



dC"l tl~rmino i11dcpt•1Hli c11le ~üu : --: t y =.: 2. Por ot.l'a ( - 1) ~- 1, o :


f



O[.; Ulllll C J'O ~



·1 2 -i- l



-



l



y ·- 2 - l los uúmcros 2 y -2 tamporo :s~1·;;n rtl ic.·c:;;;, po r lo cual , t• l püli-



~on fn1('du11ario~. nomio / (x) CHrcc~c



do



raíCt.'S ontcra~.



Exami11emos el prouloma de las raí ces fraccio nnrias. Si un polinom io de coeficientes enteros. cuyo coeficiente superior es igual a la 1111idad, tie11e una rciíz racional , ésta es w1 número •' 11lt!r


polinomio



f (:r} = x" + a.1r n- I + a~:¡;" -~ de coéficiculc;; 1·11tcros, o sea, que Ún



y



!



bH- 1



a , c"- 1



Ú)l - "l



-!- a2 c•i- z



1 . • .



-¡ a,.



.



+ ... -- Un =



O.



De aquí, re1< ult.a la ii:tualdad



~ =-- -a.1&n- l _ ao/./•-2c - ... - ancn- 1, e es decir , que una fracción irreduc ible es igual a un número entero, lo cual es imposible. Para obtena todas las raíces racionales (é'lltera.s o fracci onarias) de un p olinomio de coeficientes enteros f (x ) = aoxn a.1x 11 - 1 a 2 x"- 2 + ... a,,_,x -i- an hay que hallar todas las raíces enteras del polinomio



+



cp (y} = Y"+ a1yn - 1 y dividirlas p or



+



+ aoazyn-2 + •.. '



+



a;;-2a11 - 1Y + a~ - ta,.



a0 •



En efecto , multipliquemos f (x ) por a~ - 1 • y hagamos tles pués la sustitución de la indeterminada poniendo y = a 0 x. Evidentemente, 1p (y) = cp (aol'} = a~ - 1 j (:.:). De aquí se deduce, que las raíces del polinomio f (x) son iguales a las_raíces del polinomio q> (y), divididas por a0 • Bn particular,



 .~
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a l as raíc~ rac ioonlcs de / (x) corresponderán rníces r acionales do 



f



3x• ;- 5x3



(.t)



¡ . .,z .t. 5x-2.



Multiplicando /(z) por 3s y poniond o y ·· 3.r, obtenemos: ,, (y) - y•



!íy3 : 3y2 1. 1,;,y _;,1,.



nu~rnnws In!'



r aíces rnlrra• dol ¡>ol inomio "'(y). l'or el método dí• ll or ucr, hal lum os q>( I): 1 5 :l t,:i -.5-'o 1 1 1 (j 9



1'11r lo tunlo, 'I' (1)



O, o



~eíl,



1 r.s



r,;,



1111a rflÍZ



u · de (y), 8iCnd o



.,. (y) - (y-1) q (y), du11d1•



,, (y)



y3 1 liy~ l !ly : :'.14 .



llro llcnw~ las raíces onlt·rn~ tlrl ¡1-0linomio q (y). Los dh·i:>oros dol tér11t ino i11drpc11dic11le son: .L 1. • 2. :t 3, := 6, ± !l, ± t i!, .' 27, M. AtJUÍ



=



q(I)



Calc 11l1111dn



...!Li!l_ a; -



1



1 1



y 'l ( - - > (.( .



70,



q(-1) ~50 .



para cada divisor di' a;, se observa, qu e



SI'



tic u cu t1110 desechar lrnl o.• l oti divisoro8 monos a .- - G. Ensayarnos t'~lt·



di vi~r. r:



16954 - 6 1 1 u 9 o. Por lo luuto, q (-li) ~O. o ~a . -6 es raíz do q (11) y, por est-0, de q> (y). P.. r c.on~iguientc. e l ¡iolinomio cp (y) tiene las raíces en teras t y -6. 1\ ~i,



In~ rnírf':< raci cmulc:; cid ¡l(llinomio f (z) son los n úmeros



{-y - 2, ysólo 6slos.



l·:s menester suhra ya r un a vez m1ís, que los métodos expuesto~ u11tc1·iormente solam(\ntc :re pueden aplicar 1\ los polinomios ele cueíicienl cs ente ros y sólo pnra hallar sus 1·aíces rn cionalcs. § 58. Los n úmeros algebrnic•os



Todo ¡ioliaumio de grado 1i de coeficientes rncionnlcs tion
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racionales, como raíces de lo!! polinomios de primer grado de coeíic ientes racioua!es, y también cualquier radical de la forma ií~ siendo el subradical a un número racional, pues es raíz del binomio xn - a. Por otra parte, en los cursos completos de análisis matemático se demuestra que es trascendente el número e, base del ~istema de los logaritmos naturales, y también el número n, bien conocido en la geometría elemental. Si el número o. es algebraico, éste será incluso raíz de un polinomio de coeficientes ent.eros y, por esto, será raíz de uno de los divisores irreducibles de este polinomio, que también es de coefic ientes enteros. El polinomio irreducible de coeficientes enteros que tiene por raíz al número a se determina unívocamente, salvo un factor constante, o sea, de un modo único en absoluto, si se exige que /f)S coeficie11tes de este polinomio sean primos entre si (es decir, que el polinomio sea primitivo). En e(ccto, si a es una raíz de dos polinomios irreducibles f (x) y g (.~). el máximo común divisor de éstos tiene que ser distinto de la unidad, por lo cual, en virtud de su irreducibilidad, estos polinomios pueden diferenciarse entre sí solamente en un factor de grado cero. Los números algebraicos que son raí ces de un mismo polinomio irreducible (sobre el campo R), se llaman conjugados entre sí*. Por consiguiente, todo el conjunto de números algebraicos se descompone en clases finitas disjuntas de números conjugados en tre sí. Todo número racional, como raíz de un polinomio de primer grado, no tiene números conjugados distintos de sí mismo, siendo ésta una caL"acterística de los números racionales. En efecto, todo número algebraico que no sea racional será raíz do un pqlinomio irreducible de grado mayor que la unidad, por lo cual, tendrá algún conjugado distint.o de sí mismo. El conjunto de todos los números algebraicos es un subcampo del campo de los números complejos. En otras palabras, la suma, diferencia, producto y cociente de números algebraicos son también núrnerot algebraicos. En efecto, supongamos que se han dado los números algebraicm a y fl. Designemos mediante a 1 = a, a 2 , • • ., a,., todos los números conjugados con a; mediante f1 1 = fl, f\ 2 , •• ., f!., todos los números conjugados con f!; mediante f (x) y g (x), los polinomios irreducibles de coeficientes racionales que tienen por raíces los números a y fl, respectivamente. Escribamos un polinomio cuyas raíces sean todas las sumas posibles a 1 fl 1; éste es



+






n



l] (aci



•



lJ [x-(a1+f11)].



;:at



• No se debe confundir este concepto éon el do números complejos con· jllgados.



 ,($
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11úmuns algebraicos



LO$



Eviden t emenle, los coeficientes de este polinom io 110 varían al permu tar entre :si t ocias las a;, y también al permutar entre si todas las~/· Por consiguiente, según el teorema do los pol inomios que son simétricos con respecto a dos sistemas de indeterminadas (véase el final del§ 50), estos coeficientes son polinomios en los coeficientes de los polinomios / (.r) y g (x). En otras pa labras, resulta que los coeficientes del polinomio cp (x) son números racionales, por lo cual, ti l número a ~ a: 1 ~ i. al ser una de sus ralees, es un número a lge hraico. Del mismo modo, mediante los polinomios



+ -



+



n



11· (x) =



•



lJ lJ i~S j.



n



Y. (.1:)



= lJ .¡;._e



(.r-(a.1 -~1)1



1 •



JI (x - a1~j) 1 ;i.:.. t



se demuestra que los uú meros a - ~ y a~ sou a lgebra icos. Para demostrnr que el cociente de dos números algebraicos es un número algebraico, es suficient e demostrar que, s i e l núm ero a es a lgebraico y dis tint o de coro, entonces, el número a - 1 también lo cs. Sea a raíz 


•••



-1 ª"- 1.1· + a,.



du coeficientes rH Ci.omllcs. E11toncl'.'s, eviden te111c11te, el po linomio Jt(.t)= a,1xn+ on - sXn- 1 + ... -:- a 1x+ ao, que también r:s de coeficientes racionales, licue la rurna de un 11 tm1rro racional y un radical, por ejem plo, 1 + V2. y también cualquier suma do radicales, por ejemplo, V 3 -1 V5, : es míz del po/i110111io q (.e) = x" + ax"- 1 ~.r"-2 + ... -¡ l.J' ·i ¡1,



V



v2.



"ª



+



cuyos coeficie11tes son 11timeros algebraicos, e11lo11ces, w es también un número algebraico. S upongamos que a,, ~ 1 , . . . . "-• · µ 1 tomnn lodos los va lores con jugados con Jos números a,~ •.. ., A., µ, siendo a , = a, ~ 1 = ~ .... • • ., A. 1 = ], , ¡1 1 ¡1. Consideremos todos los polinomios posibles
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de la forma: 



F (x) =



lI



i. ; •.. . '



•P1,



y



+ J.,x + ¡1 1,



tomemos el producto de



; •. . • , • • 1 (x).



6, l



Evidentemente, los coeficientes del polinomio F (x) son simétricos con respecto a cada uno de los sistemas a;, ~J · . . ., /,, , µ,, por lo cual, (de nuevo en virtud del 1.eorema del § 53), éstos son polinomios en los coeficieates de aquellos polinomios irreducibles (de coeficientes 1·acionales~ cuyas niíces son a, f3, ... , l., ~t, res pee ti v11mente, o sea, ellos mismos son núm oros racionales. Por consiguiente, el número o>, siendo raíz de 
 Jos dos teoremas que acabamos de demostrar, el Jeclot· obtendrá sin dificultad alguna el siguiente resull,ado: Todo número que se expresa por radicales sobre el campo de números racionales (es decir, que se expresa por una combi.11aci6n de radicales, lo más complicada que sea, y en el caso general, por radicales ~de muchos pisos»), es un niimero algebraico. Evidenternenle, los números algebraicos que se ex¡>rcsan por radicales forman un campo. Pero hay que tener present.o que, como esto se deduce de la observación que se J1izo (sin demostracióu) al final del § 38, éste es solamente una parte del campo do todos los números algebraicos.



+



v·1 vz:



Antes ya so babia señalado que Jos números e y " son trascendentes. Pero, en la realidad, hay una in!inidad de números trascendentes. Además, aplicando los conceptos y métodos de la teoría de los conjuntos, demostraremos que, en cierto $entido, hay más números trascendentes que algebraicos; el significado exacto de esta expresión quedará claro a continuación. Un conjunto in!inito M se ll11ma numuable, si éste puede ponerse en correspondencia biunlvoca con el conjunto de los números naturales, o soa, si sus elementos se pueden numerar mediante los números naturale.~. y no 11umerable, en caso contrario. J,ema i. ºTodo conj1mto i11/inito M contierie un subconj1mlo numerable. En efecto, tomemos en M un elemento al'bitrario a1 • Elijamos des1>ués un elemento a 2 , distinto de a 1• En general, supongamos que ya so han elegiáo n elementos distintos en M: a,, a2 , ... an· Como el conjunto M es infinito, éste nt> puede agotarse con los elementos ele~idos, por Jo cual, ~ puede indicar otro elemento an +f, distinto de éstos. Continuando este proceso, hallaremos en M un



 .~
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subconjunto ' infinito Íol'lnado por los elementos



ª"



ª:.?t ... 'Cln,,



••• ;



es evidente que este subconjunto l'S numerahlc. Lema 2. Todo subam;unto i11fitti tu 8 de u" conjunto numerable A, es numerable. Como el conjunto A e~ num!'rnhle, é:>t


Sea o; 1 el primer el1Jme11to Je 111 sur.esió11 fl) perteneciente a B; t


"1·



112, ... ' l1,,,, ...• o .wa, este subconjunto es numerable. T.cmn 3. La uni6n de un conjrwto numerable de corljunto" finitos que no tienen elementos comunes. es un. conjunto nllmerable.



En efecto, sc¡111 1l1"Jos



lo~



conjunto!! finitos



.- ltt Az, .. . , A,., ...



y sea B la unión de cll: cl~m~ntos d~I conjunLo IJ, si do un modo arhitrario Hl numeran los elcmc11tos del coro junto finit,n A,, y d1•spués se, continúa o.sta nwnerac.ión pa~ando a considerar los 


SMn dados los conjuutos 1111mc1·abl~s A con los cl~nicntos o,, ª21 ... , n,., ...



y JI con



los elementos (,J,



b:!. • ... 'btt • ...



y sea C 111 uuióu de est.0:1 conjuntos. Si se ¡wuo Dn 1 ~ c2n.-1t bn · =c21i,



n ~ 1, 2,



l odos los elementos del co11j1mlo C 


lo



ci. cz . ...• l"2n- h 1:~,., ... , demuestra que c~lo conjunto es numcmble. Domosttemos ahora el siguiente l/c el conjunto de torios los po/i110-



(¡110



mios en u.rut indeterminada. de cveficieutes ente.ro. .·. Si /(:c) ~~ aox" · l- a 1 x"- 1



!- ... +a11 _1X · I a11



o~



un polinomio de é$tos, distinto de ccr•>. llamarcnios alt«ra d\ll polinomio tll n(nncro natural h¡ =~ n + /ao l-i



/«1



f+ · ..



:. /«n -1 /·l· l"n f.



l~s



evidente. que existe solamente un número finito do polinomio~ dt> r.ocficient.cs enteros de una altura dada h; designemos este conjunto media11te Afh. Designemos también con .M~ el conjunto formado por el cero solamente. El ronjunlo •le to1los los polinomios do coeficientes enteros es la unión del co11junto numeral>l11 do los conjunlos linitos Jlt0 , Jlf,, Mz, .... llfh, ... , o se1>, en virtud .Jcl lema 3,



e s numer«bl


24'"
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De aqui. por el lema 2, se deduce que el conjunto 


parle. ya sabemos que todo número algebraico es raíz do un J>Olinomio primitivo irreducible de coeficientes enteros y solamenlc de uno. Por consiguiente, reuniendo las raíces de todos los polinomios do esto tipo, o ~ca, Lomando Ja unión do un conjunto numerable do conjuntos (initos, obtenemos el conjunto de todo• los números algebraicos; por lo tanto, en virtud del lema 3, este conjunto es numerable. Fii1almentc, demostremos el teorema: RI c


110



es 1w111erable.



E)(aminemos primero el conjm1to F de Lodos los números rea les :r, situados entre el cero y In unidad, O < :r < t, y demostremo~ que este conjutllo 1w e. numerable. Es sabido, quo cada uno do Jos números indicados z se puedo expresar en forma do unn fraccióu decimal propia i11íinita X= O,



(J.¡t:t2 • • · Cl.n • • •



y que ~sta eiqin•sión os única, si oo se permiten fracciones en l11s que, parn lodo~ \Qs n. empezando desde cierto " = N, todos losª" = 9; recíprocamente, cual-



quior fracción do la fortna indicadn os igual a cierto número ,, de este conjunte, F. Supongamos itbora que el coujunl


Sen x¡, -: O,



a,, 10.h'l



· · · a11n · • ·



la expresión del número ZJt en forma de fracción decimal infinita. Escribamos ahor,, una fracción decimal infinita



o,



~1~2 •.. ~fl



.•• '



(3)



de modo q_uti la cifra ~ 1 sea distinta de la primeni cifra decimal do la fracción .:i:,, o sea. jj1 =fo quo la cifra ~i sea distinta de la segunda cifra decimal de la fracción x 2 , o sea. ~. =fo a 22 , y, on general, que 13 =fo ctnn· Supongamos además que entre las cifras ~n hay una infinidad de ellas, distiulas do la cilra 9. Está claro quo eJtisto una fracción (3) que satisface a todas estas condiciones. Por consigui.ente, ésta es un número del conjunto F y, por la construcción misma. os dis tintn de todos los números Je la sucesión (2). Esta contradicción muestra quo el conjunto Ji' no es numerabl.o. Do aqui se deduce, que el co11;u11Lo de todos los números complejo• "º es 11umerabl6, pues, en caso contrario, en virtud del lema 2, ésto no podría contener el subconjunto no numerable P. En virtud del lema 4, os evidente ahora que no es numerable el conjunto do todos los números trascen


a,,,
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§ 59. E qui valencia de las #.-matrices



Aqui volvemos a examinar otra v ez a lgunas cuestiones relacionadas con el á lgebra lineal. Al estudiar el cn pitulo 7, el lector ya se J1abrú co1n•cncido del papel impor tante que dcsempeiia el concepto de semejanza de las matrices. Prcci>1ando, dos matrices cuadradas de orden ri son semejantes cuando, y sólo cuando, determinan (en bases diversas) una misma transformación lineal del espacio lineal ele ri dimens iones. S in embnrgo, por nhora, no sabemos contestar a l a pregunta, si son semejantes o no dos mati;ices determinndas. Por otra parte, no sabemos hallar, por ahora, entre todas las matri ces semejantes 1\ la matriz dada A, la que, en tal o cual se11Li clo, tiene la forma más simple; incluso la cuestión so bre las condiciones para que una matriz A sea semejaute a una matriz diagonal, fue es tudiada en el § 33 soh1menle para un caso particular. Precisamente estas cuestiones se van a estudiar en el presente capí lulo, y adenH\::;, para el caso de un campo fundamental P arbitrario. Ocupémonos primero del estudio de lns matrices cuadrad11s de orden n, cuyos elementos son polinomios do grados arbitrarios en una indeterminada J. con coeficientes del campo P. Tales matrices so llaman matrices polinomiales o, abreviada mente, J.-ma.trices. Es un ejemplo de :>.-matriz la matriz característica A - 'A.E de una matriz cuadrada arbitraria A con elementos del campo P; en la diagonal principal do esta matriz figuran polinomios do primer grado; fuera de la diagona l principal, polinomios de grado cero o ceros. Cualquier matriz con elementos d el campo P (para abreviar, a tales matrices las ll amaremos nwnéricas) también será un caso particular de las A.- matriccs: sus elementos son poli nomios de grado cero, o son iguales a cero. Sea dada una },-matriz A (J..) ....,



(A.))



au (A.) · · · ªin ...... . . ( a,., (l.) ... attn (]1.)



.
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Lla n1Cmos transformaciones elt·menla.les de esta nHtlriz a la s tra11sform (1.1; !,) agt·(•garión a cualq11i1~r h)sinw columna !lo la fllatriz A (/,) un¡t ;-é:;inH1 (·olnmna c11alq11ior11. j o/= i. y ademii~. m11ltiplic Sf! obi:;erva q1w, para cada 11nti de /tis tra11sformacione.s l'/emenlalts de 1//1.a /,-matriz, e:ciste In transformación inversa, que tam/Jién r.,, de111e11/(I/. Así, pues. V


_,r ().).



H/ecl1u111.do 111uis c1wntas tmn.Yf1>r11111cio11es efomentali:s en 1ma matri; A (i.), se ¡medcn permutar dos ji/a.s o tfos col11m1ws c1wlesq1tiera.



Su11 ciernen· tales:



i\1¡uí se t•jecntn1·011 las signicnlcs tr;111>..)son equivalentes, lo cual escribiremos co11 la notación A (',) ~ /1 (t.), si se puode p11sar de la malri?. A (A) a Ja matriz B (A.) efef.tuando un número finito de trnnsforrnaciones elementales. Es evidente que esta relación de equivalencia es reflexiva, c.ransitiv11 y Cambién simétrica, en virtud de la e:'\istcncia de Ja lrnnsCormaciórr e lemental inversa para cualquier tr:111sform..-matrices e/ladradas de orden n sobre el campo P se descompo11e1i en clases



disitmtas de matrices equivalentes. 2\lucstro objetivo próximo consist.c en huscar, entre todas las >..-matrices equivalentes a una matrii dada A (>..) , una matriz que sea
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lo más simple posible. Para esto, introduciremos el concepto siguient e. Se llama 'J..-m.atriz canónica a una 'J..-matriz que posea las tres propiedades siguientes: a) esta mat.riz es diagonal, o sea, tiene la forma siguiente



(1)



b) cualquier polinomio e; (i,), i = 2, 3, ... , n, es divisible , por e l polinomio e1- 1 (i.); c) el coeficiente superior de cadu 1>oli nom io e1 ('J..), i 1, 2, . . . . , n, es igual a la unidad, si el poliuomio os distinto de cero. Obsérvese que, si entre los polinomios e1 (l.) que figuran en la diagonal principal de Ja Á.-matriz canónica (1), hay algunos iguales u cero, ento nces, en virtud de la propiedad h), éstos inevitablemente ocupan los últimos sitcios en la diugonal principal. Por otra parte, si entre los polinomios e; (1,) huy algunos de grado cero, entonces, según la propiedad e), éstos son lodos iguales a t y, en virtud de la propiedud b}, ocupan Jos primeros sitios en la diagoual principal 1le la 111at.riz (1). En particular, algunas matrices numéricas, como la matriz unidad y la matriz cero, son también /..-mat.l·ices canónic11s. J'od1t /,-matriz es equiValcnte a una !.-matriz cttnónica, o sea, en 


JI(!.) = (a(/..)). Si a (A.) = O, nuestrn matriz ya es canónica. Si a(>.) 
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ces que son equiva lentes a la matriz A (},), hay algunas en cuyos ángu los superiotes de la izquierda figuran polinomios distintos de cero. Consideremos todas est11s matrices. Los polinomios que figuran en el ángu lo superior de ia izquiorcla de cslas matrices pueden tenet· grado distinto. P ero el grado de un polinomio es un número naLU'ral, y en cualquier conjunto de números mHurales, no vacío. existo el uúmero menor. Por consiguiente, entre todas las /,-matrices que son equivalentes a la matri:r. A (A.) y que tienen cu el úngulo superior de Ja izquierda un elemento distinto de coro, se puede hallar una 1.;ll, que el polinomio que figuro en cliclio cíngulo tenga el rnenoigrado posible. F ina lmente , dividiendo la primera fila de esta matriz por el coefic iente superior de l polinomio indicado, obtenemos una },-111alri1. equiva lente a Ja m¡¡lriz A (A.), e1 (í,)



, , (>..) -



b1 2 (/.) . . . b1n (/,) )



b2 1 (J.) b 22 (í.)



(



...



bi11



(i.)



•



;111° (;.) . ~12°(}:) ·..· .. b,:,. ·(/~)



en la que e1 (!.) =f.= O, el coeficiente superior ele esto polino mio es igua l a 1 y con ninguna combinación de transformaclonE's elementales



se puede pasar ele la matriz obtenida a una matriz en cuyo ángulo superior de la izquierda figure un ¡>0linomio de grado menor, distinto de CCl'O . , Demostremos que todos los elementos de lct primera fila y de la primera columna de la matriz obtenid(t son divisibles por e 1 (),). Suponga mos, por ejemplo, que, para 2 
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el polinomio eJ p..) y en la que todos los· demás elementos de la primera fila y de la primera columna serán iguales a cero: e 1 (1..) ¿!



p,) ~



O



...



O )



O . C~z?) .· ... .e~ ~A.~



(



O C,.z (A.) . · •



Cnn



.



(2)



(i..)



Por la hipótesis de inducción, la matriz de (n - 1)-éslmo ordeo que figura en el ángulo inferior de la derecha de la matriz obtenida (2), mediante transformaciones elementales se reduce a la form a canónica:



Efectuando las mismas lrarisformaciones con las filas y columnas correspondientes de Ja malriz (2) - evidentemente, en este caso la primera fila y la primera columna de esta matriz se quedan inval'iables - , obtenemos que e•(/,.)e2 (A.) A(I..) -



. (



o



, ,J ·



(3)



Para demostrar que la matriz (3) es cauónica no queda más qu& demostrar que e2 (l.) es divisible por e 1 (i..). Supongamos que



ez (i..) = e1 ('·) q (l.)+ r (A.), donde r ('J,.) =;!:O y eJ grado de r (A.) es menor qu e el de e, ('.>..). Pero, agregando a Ja segunda columna de la matriz (3) su primera columna mttltiplicada por q (A.) y restando después de la segunda fila la primera, se sust.ituyc el elemento e2 (l..) por el elemento r {/,.). Permutando luego las primeras dos íilas y las primeras dos columnas, conseguiremos trasladar el polinomio r (>.) al ángulo superior 
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Todo '>.-matriz es equival.ente solomentc a una matriz can6ntca. En efccLo, sea dada una í..-malriz arbitraria A (}..) de orden n. Fijemos algún número natural k, 1 


(4)



.cJeterminados unívocamente por la mism a matriz A (/...). Aquí, d, p,) es el máximo común divisor de todos Jos élementos de la ma triz A ().), lomado con el coeficicn lo superior 1 , y dn (i..) os igual a l determ inante de la matr iz A (l.), dividido por su coeíicienle superior. ObsérYeso tam bién, que si la matriz A (1..) tiene rango r, entonces d,+1V·) = ... =tl,.().)=0, mient rns que todos los demás polinomios del si:;lema (4) son distintos de cero. El máximo común diVisor d1, (/..) de todos los menores de k-és/mo



-0rden l:le una /..-matriz A (/...), k = 1, 2, ... , n, no varía al realizar tra11s/ormacio11es elementales en la matriz 11 (/...). Esla proposición es casi evidente, si se c[cclúan transformaciones -0lomonlnlcs del t ipo 1) y 2) en 111 matri i 11 (/...). Asi, por ejemplo, si la i-ésimn fila de Ja matriz se m11ll.iplica por un número ex de l campo P , ex =P O, todos los menores de k-ésimo o rden, por Jos que pasa la .i-ésima íila, so mu l tiplicarán por ex, mientras qu e los demás menores de k-ésimo orden se queclarií.n invariables. Mus, id buscar el máximo ~omún dh•isor de unos cuantos polinomios. cu11lesq uiera do éstos se pueden mu ltiplicar p or números del campo P distintos de cero. Examinemos ahora las transformariones elementales del tipo 3) y 4). S upongamos, por ejem plo, que a la i-ésima íila de la matriz A ('>.)so le agrega su j -ésima m a, j =P i, multiplícada por el poli nomio q> (A.); designemos con A (A.) la matriz que resulta c1espués de esta transformación y con d11 (/...), el máximo común divisor de todos s us menores de k-ésimo orden, tomado con el coeficie nte superior 1. Veam os lo que oc1ll're con los m enores de k-ésiroo 01·den de la matri z A (A.) a l hacer esta transformación. Está claro que no varían los menores por l os que uo pasa la i-ésima fila. Tampoco varían los mo11oros por los que pasan la i-ésima y la j -ésima filas, pues el determinante no varía a l sumar a un a de sus filas un múltiplo de otra fila. Por fin , tomemos cual.quiera do l os menores de l.~ésimo orden por los que pasa la i-ési me
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fila, pero no pasa la j-ésima; designémoslo mediante M. Evidentemente, el menor correspondient,e de la matriz A (>,) se puede representar en forma de una suma del menor M y de un menor M', multiplicado por qi (f.), donde este último es el menor de la matriz. A ()..) t}ue so obtiene del menor M al sustituir los elementos de la i-ésima fila de la matriz A (A.) por sus elementos correspondientes de la j-ésima fila. Como M y M' son divisibles por d,. (>.), también será divisible por dh (J,,) la suma M q¡ ("-) M'. De Jo dicho se deduce, que todos los menores de k-ésimo orden de la mat.riz A (A.) son divisibles por d 11 (A), por lo cual , d,.. 0·) también es divisible por d,. (A.). Pero, como para la transforma ción e lemen l.al considerada existe una transformación elemental inversa del mismo tipo, dh (A) también es disvisible por dh (A). Si se tiene en cuenta que los coeficientes superiores de estos polinomios son iguales a 1, se tiene d,, (J,,) = d,.. (>.),' como so quería demostra r. Por lo tanto, a todas las 'J..-matrices eguiValentes a l


+



(5)



S i, luego, se loma en la matriz (3) e l menor de k-ésimo orden que figura en las íi las cuyos índices son i 1 , i 2 , • • • , i 1., donde i1 < < iz < .. . < i 1., y ca las columnas que tienen los mismos indices de 01·denactún, res11Jl.a que este men or es igual a l ¡n·oducto e;, (f.) C¡0 (/-.) • • • e1 , (A.), el cual es divisible por (5). En efecto, 1 1 ~ ii. y, por eslo, e11 (A) es divisible por e,(/..); 2 


("-), k



=



1, 2,



.• n, se determinan unfvocamente por la misma matriz A (/...). Supon-



gamos que e l rango de esta matriz es r.



~ntonces,



como ya sabemos,
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= O, y por esto, on virtud de (6), Cr+ i (A.) = O. De aquí, en virtud de las propiedades de la matriz canónica, se deduce, en general, que si el rango r de la matriz A (A.) es menor que 11, enloncrs, d, (J.)..-¡:. O, pero dr +• (J.) =



Cr+I (/-.)



= CrH (A) =



...



== Cn (A) =



0.



(7)



Por otra parte, para k 


(8) Con esto se termina la demosLrnción de la unicidad de la forma olinomios e,. (A.) lfomados factores invariantes de la matriz A (A.). Ejemplo. J\cduci r a la forma canónica la >.-motriz



2).2 )



A.3 -). rl ().} = ( ;.2



J>. .



! Si.



Efeclua111.lo una cadena de transforruacioncs rl (A) -



(



A,3- A, .;.. f.2) 3 A. 2 H lA. A



- ( ! ¡.s_



(~ f.3 _ 3



y



elorncutalo~,



..!Q. f.2 - 1. 3



1.2 l· SA



V-1. : ) -



º)



-



obtenemos:



,



A



("ª - t~>. 0 - 3>. ~ )-



( ~ AS - 10~2 _3,J.



Pero so podrían calcular diroctamcnlo los factores invariantes llo la matriz A (A.). ProciMmento, calculando el máximo común divi!!Or de los elementos de esta matriz, obtenemos: Calculando el determinante de la matriz A(>.) y observando quo su coeficiente superior es Igual a 1, rcsuJt.a: dz (X) = ).•-iOi.3 - 3"- 2 , y, por esto, dz().) ~2(>-) = di (A)



= t.ª -



1Qf.2- 3A..



§ 60. ).-matrices unimodulares. Relación entre la semejanza de fas matrices numéricas y la .equivalencia de sus matrices caraeteristicas De l os resu ltados del párrafo precedente se desprende un criterio de equívalencia de las A.-matrices, que se puede formular de los siguientes dos modos, que son casi idénticos:
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Dos 'A-matrices son equivalentes si, y sólo si, éstas se reducen a 1ma misma forma canónica. Dos /..-matrices son N¡11i11alentes si, y sólo st, éstas tienen factores invariantes iguales. Deduzcamos otro criterio de carácter distinto. Ya sabemos que a l conjunto de las A-matrices ca nónicas pertenece la matrii unidad E. Llamemos a una A.-matriz U (/..) unimodu.lar, si su forma canónica coiucide con la matriz unidad E, o sea, si todos sus factores invariantes son iguales a la unidad. Una 'A-matriZ U ('A) es untmodular si, y s6lo si, su determinante es disti11to de cero, pero no depmdede A., o sea, si es wi número del campo f1mdamental P , distinto de cero. En efecto, si U (>.) ~E, a estas dos matrices los corresponde un mismo polinomio d 0 (A.). Poro, para la matriz unidod, d,. (]..) = 1. Do aqui se deduce que el determinan te de la malriz U (/..), que so diferencia de dn ('A) ~ol amont e en un racl.or numérico disl.into de cero, es un número de l campo P, disti nto de cero. Hecíprocameute, si e l determinante de Ja matriz U (!..) es di íeronto de cero y no depende do /.., entonces, para esta malr iz, el polinomio dn ('A) será igual a 1, por lo cual, según (6) del párrafo anteri or, todos los factores inva r iantes e1 (}.) de la matriz U(~.) . i = 1 , 2, .. . , n, son igua les a la unidad . · De acpti se deduce c1110, toda matriz numérica no degenera.da es una /..-matriz unimodular. Pero, una i.-matriz unimodu lnr puede ser . -5 es unimodu lar, pues sn determinante es igual n 20, o sen, es di stinto de cero y no depende de i .. Del teorema demostrado anteri ormente se deduce que, el pro


+
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mente, s i una /..-mat ri z U (}.) tieue J.-matri7. inversa (J..), los 1lctcrmina11Les de ¡1mhas matrices :;er;Ín poliu omios en i,, su producto !'CT•Í ig un l a 1, J)Or In c unl , ambos rl eterrnirronles Le ndr:ín c¡ 11 e ser po i inom ios de grntlo Cl• ro. IJn la últim11 ohscrva c ií111 , sc deduce el s ig uiente complt'men lo del tenreurn que acn liam os de dcrnos tra r : U n a /..-matriz que es inversa ri 111w. J.-matri; 1mi111odular , es tambiélt uniml)(;/11lar. El corwep lo de 11111tl"Í"1, unimodular se emp lea en e l cuuncindo s i~11i c11le del nuevo c ri te rio de equivalencia de las }.-ma lri C('S: /J o.~ /,-matrices A (i,) !f /J {/..) de orden n so¡¿ equivall'll tes si, y sólo si, e.cisteJL unas >.-matrices unimodulares U (J..)!/ \' (»)del mismo orden n, tules que (1) lritroduzcamos prim ero c l s ig- ni enlc 1·0111·1·pto, c¡uc ~e Prnploa rn la dc•111uslrnció11 tl o cst.o c ritrl"io. Ll nmem os m alri; elem ental 11 la 111111.riz num ér ica (que, por lo tanto, es 111111 /..- malril.): 1



o . ' ' .. ce.. . . . . J



(i),



(2)



o que se cfi fenmcia d o la malri:i unidad solamente rn qm'. en c ierto H\si1110 lugar de Ja diagonnl principal. 1 ...;:: i ..< n , figllra un número arbitrario a. del campo P, di s linlo de cero. Por ol.ra parle, llamemos tambié n matriz elemen tal a Ja J..-matri7.



1 .... 1. . . qi(J..) ... . ' 1



(j)



(/), (3~



 .~
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quo se diferencia ele Ja matriz un idad solamente en que, en la intersección de la i-ésima fila y la j-ésima columna, l .-mal.rices. Si A (l.) ~ B (/1.), de la matri1. :1 (/.) se puedo· pasar 11 la matriz B (},) re0r una matriz elemental, lleg


(5)



que son productos ele matrices uoimoelulares, y Ja igualdad (ft) se escribir{1 ele la forma (1). Obsérvese que si, por ejem plo. k = O, o sea, que se orectua ron transformaciones element¡¡les :;olamente sobre fas columnas. entonces, poncmo~ simplcrnent.c U(!,) ; E. La parto ya demostrada ¡ier n1ite a Ja vez enu ncilll' la siguiente llroposición: Una J.-matriz es unimodular si, y sólo si, ésta se representa l'll forma de u.n producto de m atrices elmumtales. En efecto, ya hemos empleado el hecho de que el producto ele mal.rices e lementales es unimodular. Reci¡Jrocamente. un a mat.riz un imodula r arbitraria W (í-.) es eq uivalente a la matriz u11i dad E.



 Cap. X 111 Forma normal dt una malri:



Aplicando a las mnLri ces E y W (A.) la demostración que se llevó a caho con las matri ce:-; /1 (i.) y B (A), de (lt) obLenemos la igua ldad W (i.) = Ui(A) ... Uh (í.) V,(A) ... V1 (/..), o sea, la matriz W (J..) h a quedado rc preso nluda en forma de un produc to de matri ces e lemen ta les. Ahora es fácil demos trar la proposición recíproca de nuestro crite rio. Supongamos que para las matri ces A p..) y B (A.) existen unas matrices unimodularcs U (J.) y V (J..) Lnles, q ue se veri fic a la igua ld ad (t ). P or lo demos Lraclo, las m atri ces U (J.) y V (J..) so pueden representar en forma el e product os de m a trices elemenLales; supongamos que (5) son las re presenLacioncs dichas. La igualdad (1) so escribirá ahora en lu forma (4) y, sustituyendo cada multiplic11ci6n por una matriz elemental por su transformac ión elemento[ corres pondiente, obtenernos, por fin, que A (A) ~B (J..). Po linom ios matric ia les. El cooce1>Lo de A-matri z se puede inte rpre tar de olro modo. Llamemos },-polinomio matricial de orde1i 11 sobre el campo P a un polinomio en /, cuyo~ coo ficient.cs son matrices cuadradas de un m ismo orden 11. c on e lementos del mis mo ca mpo P; su form a general es: ,t0 ),,k + 11 1/,h-i i l,, _,I. -;- -"h· (6)



+ ... +



Ente ndi endo el produc to de h1matrizA 1 por A.'' -1 , l = O, 1, ., k, en correspondencia con el § t:», corno el prod ucto de todos los ele1 mentos ele la matriz A 1 por /. •- 1 , y efectuando después la suma de las matrices de acuerdo con e l mismo § 1!1, obtenemos que, todo '}..- polinomio matricial de orden n se puede e:rpresar en forma de una A-matriz de orden 11. Así, pues,



( _ ~ ~) J.3.-(~ -~) ,,_: _¡ (~ -~)i-+ (~ ~) = = (l¡J.3 -j '}. -31. - i.3



2



+2A+ 1 ) A.S +A1- 2'},



Rcciprocamente, toda A-matriz de orden 11 se pnede expresar forma de un /..-polinomio matricial de ordm n. Así , pues,



e11



(º1 Oº) A• + (·3O Oº) J. + (º2 01)A. + (- 5O - 1) (31.' J..'+ -2A.5 1.+1) - 3 3 . 1



=



La correspond encia entre las A-matrices y l os }.-polinomios matri· cinles es biunívoca e isomorfo en el sentido de l § lt6. En efecto, 111 igualdad de los A- polinomios de la forma (6) como matrices es equivalente a la igualdad de los coeficientes matriciales de potencias iguales de A., y la multiplicación de un a matriz por A es equivalente



 .1~
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a su mulLiplicación por una matriz escalar con /.. en la diagonal principal. Se¡¡ dada una /..-matriz A (/..), siendo 1 A(/•)= A >. ' .'11/..1'·1 A,._ /.. + Ah, 0



+



+ ... +



1



donde la matriz A 0 no es nula. Al número k lo llamaremos grado de la A.-matriz A (h); eviden L.emente, éste será el grado superior (respecto a /,) de los elementos de la ma~riz A (h). La consideración de las ?..-matrices como polinomios matriciales permite desarrollar para las .le-matrices una teoría de divisibilidad 


,10 1,k -;- 111/..1' - 1 + ... + Ai.-1/, +A",



B(l.)=B0 1,' -i· B1i,'-1 - 1



•• •



+B1- 1J..+B1;



supongamos que la matriz B 0 no es degenera.da, o sea, que existe la matriz B~ 1 • Entonces, sohre el campo P se pueden hallar unas /,-matrices Q 1 (A.) y R 1 (¡.) del mismo orden n, ta.les que (7}



donde el grado de R. 1 (/.) es menor que el grado de B (!.), o úien , {{ 1 (/.) O. Por ol.rn parte, sobre el campo P se pueden hallar unas >.-matríces Q 2 (í.) y R ~ (/·.) de orden n, tales que 0



(8) donde el J.(rado de n ~ (/.) es menor que el grado de B (i.), o bimosiración tle cslc \l'Orc:ma se efeclúa c\el mismo modo que la '1cmoslració11 clt•I trorcma corrcspo11 dienle pnra los pol i11omios n11111éric·os (véase el § 20). Supongamos, por ejt>111plo, q11c a la con


Ti 1 (f..)-H1 (l.).



1:; 1 !{rado del seg uudo niiemliro l'S menor que l, mientra1; que el grado clc·I primer micml>ro es mayor o igual a l, si la oxprosió11 entre cor· chctcs es diferente de cero, p11csto que 111 matriz B 0 no es dogoncrarla. De aquí se deduce la 1111icidad cJc J¡¡s matrices Q 1 (}.) y 171 (A.).
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Para demost rar la exisLencia de estas malrices, observemos que, para k > l, el grado de la diferencia A ('A)-B ('>-.)- B~ 'A 0 í..h-t es estrictamente menor que k; por esto. B 0 - 1A 0 1.1•-1 será el t.érm i110 superior del i..-polinomio mat.ricia l Q1 (i..). A continuación se obra igual que en e l § 20. P or otra parte, el grado d() la diferencia A (A.) -A 0B;' J.11• 1 • J3 (t•) también es estrictame ute menor que k. o sea, A 0 B 0 - 1A.k-1 es el término superio r del 'A- polinomio matricial Q2 (/...). Vemos, pues. que cu el caso general, las f...-malrices Q 1 p.,) y Q 2 ('>-.) (y también R 1 (!.,)y R 2 ('>-.)), que satisfacen a las condiciones del teorema, verdaderamente, son distintas. Teorctna funda rucnta l de la semejanza de las matr ic-.E a la izquierda y a la derecha por matrices unimodulares, o sea, A - /,E~ B - 'J.E. La demostración del teorema recíproco es más complicada . Supongamós que A-'J..E-B-AE.



Entonces, existen unas matrices unimodulares U (A.) tales, que U (l.) (A -'J..E) V('>-.) = B-'AE.



y



V (l.), (9)



T eniendo en cuenta que para las matrices unimodula rcs existen las matrices inversas y ést.as son /.-matrices, de (9) deducimos las



 .~
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sigu ientes igualdades, que se emp lean a continuación:



U (l.) (A - i.E) = (B- i..E) v- 1 p..), (A -AE) V (A) = u- 1 (i..) (B - J,E).



}



(10)



Como la A-matri?. B - AE es de grado 1. con respecto a A., y adern1í s, el coeficiente superi(lr del polinomio matricial correspondien te es Ja matriz no degenerada -E, a lns matrices U (J.. ) Y B - 'J,.E se les puede aplicar el al¡¡oritmo de la divi s ión con resto, según el c ual, existen unas matrices Q, (i..) y R, (esta últ.ima, si es distinta de cero, tiene que ser de grado O ron respecto n A., o sea, no depende do>..), tales, 


Aplicando (11) y (!:.!), de (9) obtenernos:



n 1 (A -'AE) R 2 ""- (B -



'AE)-U (/..)(A - 'AE) Q2 (i..) (11-AH) - (/J - J..E) Q1 (>.) (A-'AE) V (J.) + (B - i.E) Q, (/..) (11-'AE) Q2 (8 - J..E)



o, en virtud de (10), 11, (.4 - í.E) fl 2 = (B-i.E) - (13-M.!:) v-1 (i.) Q2 (A) (fi - H~) -( B - J./~º) Q1 (/..)u- •(>.) (8-i.. E) -• + (8-1.. E) Q1 (i.) (11-/,E) Q2 (/..) (B- i.E) = (8 - AE) x x {E- ¡v- 1 (l.) Q2 (ío.) + Q, (/,)u- • (l.)-Q1 (l.)(A -i..é") Q2 (/.)¡ (B-AE)}



Ln nx !lrf's ión qno figu rn 1•11 I re corc he tes en C'I ~1·¡.p111do m ie rn bro, v1•rcladcramcnto, os i).!uul a cero. En ca~o contr;irio. ésta, sien do ""ª /.-matriz, puesto qu í' 11 - 1 (i.), :isí romo u-• (i.). son i..- rnalrices, !'l'rÍ:I por lo menos de gr11do CC'ro y. e nt onces. rl gr111lo ele Ja cxpro~i6n entre llaves sería no menor que 1 y, por r·o11~ig11ir111c. e l grado 


R,ll 2 • E.



(14) 25•
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La igualdad (14) muestra que la matriz numérica R 2 no sólo es distinta de cero, sino incluso no degenerada, siendo



R;ª = Rto y entonces, In igua!


R;' llR 2 = B, lo cual demuestra la semejanza de las matrices A y B. A la vez, liemos uprcndido a hallar la matriz R 2 no degenerada que transforma In mntrí z A en la matriz B. Precisando, si las matrices A -A.E y B - A.E son equivalentes, entonces con un número finito de t.ransformacioncs elementales se transforma la primera en la segunda. T omemos los transformaciones de f.\swis qu e se relacionan a las columnas, y designemos mediante V (l..) el producto de las matrices elemen tales correspondientes, tomadas en el mismo orden. Dividamos después V (i.) por B - ),E, de modo que el cociente quede o la izquierda de l divisor (véase (8)). El resid uo de esta división será la matriz R 2 • En realidad, Sil puede prescindir de Ja divi sión indicada, utilizando el siguion te lema que hallará también ap licación en el § 62:



Lemn. Sea V(A.)= V0'A.'



+ v11..•-1 ; - ••• + v._11.. + v,,



Vo:;&O.



(15)



SI (tG)



JI (A}= (l.E - B) Q 1 (J.}-1- fi 1 ,



V (1..) = 02 (!.)(/..E - B) + Ri. se tiene



R1 = B'Vo + o•- 1V1 + ... + BV, _1 1- V,, R2 = YoB'+ VrB1-1 -!- ... , v,_,n+ v•.



(17)



Es sufi cicnle demos trar, por ejemplo, lo primera de estas dos afirmaciones, pues la segunda se demuestra por 11nttlogfo. La demostración consiste en In comprobación directa del cumplimiento de la igualdad (·16); pnr:i esto el polinomio V (A.) se sustituye por im exp resión (15). en lugar de R1 se pone (17) y en vez de Q1 {A.) se toma el polinomio



Q1 (l..) = V 0 1..,_. + (BV11 + V1)



).'- 2



+ (B Vo + BV, 2



J- Vn) /.s-3 + .. .



1



. .. +(B'- Vo + BHV1+ .. . La prueba de esto la dejamos a cuenta dul lector.



+v.-1)·
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Ejemplo. Sean dadas lu s matricos A=



l) (-2oa·



0=



(-IO -4) 2611·



Sus matrices característi cas son equivalentes, puesto que se reducen a una mis ma forma canó nica



por osto, las mntricos A y B son semoiantes. Para hallar la matriz 11 2 que transforma A en 8, hallemos algti.na cadena de transformaciones elementales que transforme A - l.E en B - l.E. Asl, pues, A-AE = (-2-1. 1 ) _ ( - 2- ~. 1 ) 0 3 - /, - 16-8J.. 11-/, -4 ) 8 + 41.. - ( - 16-8/, 11 - 1. -



( 40 -H J.. - 4 ) -101 11-1. -



( - 10-J.. 26



= 8-'J..E. " 11-_~)



Las dos últimas transformaciones se refieren a las columnas: a In primerarcolum· na SQ suma la segunda, multiplicada por - 8, y dospués, la primera columna se 1 multiplica por'-t. . El prod ucto de las matrices elementales correspondientes es • • J



Esta matriz oo depende de}., por lo cual , ésta ser;\ la matriz U2 buscada. Claro, la matriz que transforma A on 8 está muy lejos de determinarse unlvocamente. Tal es tam bién, por ejem plo, In matriz



(32 1)t • § 6 1. Formu normul de Jordan Ahora estudiare mos las malrices cuadradas de orden n con elementos del campo P. Se dis tingu irá un tipo especial de matrices de éstas, llamadas ruatrice;1 de Jordan, y se domos t.rilrá que estas matrices sirven de forma normal para una clase de matrices muy am plia. Precisando, las matrices cuyas raíces ca racterísticas pertenecen al campo fun damental P (y solam en te tales matrices), son seme· jantes a ciertas matrices de J ordan, o, como suele decirse, se reducen a la forma normal de J ordan . De aquí se deducirá que, si se toma por P el ca mpo de los números complejos, cualquier matriz con elementos complejos se reduce a la forma normal de Jordan en este campo. Introduzcamos las defin iciones necesarias. Se llama ~malla» de J ordan de orden k correspo11dionte al número la matriz de orden



''º'
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k, 1 -< k -< n, que tiene la forma



o



l.o



(1)



....



()



en otras palabras, en su diagonal principal figura un mismo número A0 del campo P; la paralela, situada por encima de la diagonal principal y rmís próxima a ésta, está ocupada totalmente ¡1or el número 1; todos los demás elementos de la matriz son iguales a cero. Así , pues,



(1.0).



~



I (



,J1 , (>'n1 O) O A0 1



O O 1.0



son mallas de Jordan de primero, seg undo y lercer orden, rcspccli· vamente. Se llama matriz de Jordan de orden n a la matriz de order n que tiene la forma



o (2)



l =



o aquí, a lo largo de la diagonal principal figuran las mallas de Jor• • • , J, de ciertos órdenes, que necesariamente no son distintas, y que corresponden a ciertos números del campo P, tampoco necesariamente distintos; todos los lugares fuera de estas mallas están ocupados por ceros. Aquí, s > 1, o sea, una malla de 1ordan de orden n pertenece al conjunto de las matrices de Jordan de este mismo orden y, naturalmente, s < n.



dan / 1 , ! 2 ,
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Obsérvese, a pesar de que esto no se va a aplicar a continuación, que se podría haber descrito la estructura de la matriz de Jordan sin recurrir al concepto de célula de J ordan. Así, pues, es evidente que una mat.riz es de Jordan si, y sólo si, ésta tiene Ja forma A1 e1 O Á2



1!2



e,,_,



o !.,. donde A;, i = 1, 2, .... n, son números arbitrurios del campo P, y cada el> j = 1, 2, ... , n - 1, es igual a la unidad o 3 cero, siendo A.¡ = A.1+1 cuando E¡ = 1. Las matrices diagonales son casos particulares de la.s matrices de Jordan; éstas son precisamente las matrices do Jordau cuyas mallas son de orden 1. Nuestro objetivo próximo consiste en hallar la formn canónica para la matriz (•aractcr ística J - AE de una ma triz arbitrar ia de Jordan J. de orden n. Hallemos primero la forma c111Jónica para 1~ matriz caraclerísLica (1 i,o- f. /,o -A



(3)



o l.o-/.. de una malla de Jordan (1), de orden k. Calculando el determinante de esta matriz y recordando que el coeficiente superior del polirwmio dk (l.) tiene que ser igual a 1, obtenemos, d,, (í.) = (/, - A0 ) 1'. Por otra parte, en lre los menores de (k - 1 )-ési mo orden de la matriz (3) hay uao que es igual a la unidad, precisamente, el que resulta después de haber suprimido la primera columna y la última fila de esta matriz. Por esto,
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'c.:J



De aquí se deduce que la forma canónica de la matriz (3) es la



''•~''"'"~"''



k



.



(4)



Demostremos ahora el lema que sigue: Si los polinomios 1p 1 (A.), q>z p. ), ... , qi, ()..) del anillo P (A.I $ut1 primos entre sí dos a dos, se verifica la siguiente equivalencia:



. J-[ '.ú,~c>J



Evidentemente, es suficiente considerar el caso t = 2. Como los polinomios cp 1 (A.) y cp 2 (A.) son primos entro si , en el anillo P [A.l existen unos polinomios u1 p. ) y u2 (A.), tales que t (A.) U1 (1..) + 2 (A) U2 (A.) = 1. Por esto, 1.) - ( IP1 (A.) •(}1.) 1 )0 .. ) ) 1 - ( 


u,



~ q¡i(~)



- ( cp2(J..) ) - ( como se que ría demostra r. Consideremos ahora la matriz característica



IJ1->-E1 I



o



~ o



~



1 (J.. ;r2 (J.)) '



 -~
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de la matriz de J ordan J de la forma (2); aquí, E., i = 1, 2, ... , s, es h1 matriz unidad del mismo orden que la malla J 1 • Supongamos que las mallas de Jordan de la malriz J corresponden a los siguientes números distintos: As, 1.2 , • • . , i. 1, donde t  1, y sean los órdenes de éstas, colocados en orden no creciente, los números k;s > k12 > ... > ki 11 • (6} Obsérvese,



a pesar de que no vamos a utilizar esto, que 1



~q¡ =S, 1



i :w l 1¡



~ ~k;j=T!.



i;;;. I



j~ t



Aplicando tran sformaciones elementales a las Iilas y columnas de la matriz (5) que pasan por la malla J 1 - 'A.E 1 de es t.a matriz , no se tocan, evidentemente, las otras mallas diagonales. De aqul ~e deduce que en la matriz (5), mediante transformaciones eleme11Lales, se puede sustituir cada malla J 1 - /,E;, i = 1, 2, ... , s, por· la malla correspondiente de la forma (4). En otras palabras, fo matriz J - 'A.E es equivalente a 1ma matriz diagonal, en cuya diagonal , además de ciertas unidades, figuran también los siguientes polinomios. que corresponden a todas las mallas de Jordan de la matriz J; (i,-J,,)h", (A.-f..,)ku,



('J..-1.,)ktq,,



(' ' )''" (' } )''..



(' . >'',.,,



.''.-.".2. .'



l



.''. -:-:z . .'.·:·: -~--~:z .. -'. J



(Í)



1



(A-í,¡)''1, , (A.->.1)1'1 2 , .. . , (1.--i.¡) ' 1•1,. En cst.e caso, 110 indicamos los lugares en la diagonal donde figurn11 los polinomios (7), pncslo que en cualquier i,- rnat.riz diagonal, los elementos diagonales se pueden cambiar de sitio t (í.) el próducto de los polinomios que figuran c11 In i-ésima columna de la tabla (7), j = 1, 2, ... , q, o sea, (



t'n-j lt



(i.) =



ll ¡



(i.-/.¡) 1'¡¡;



(8)



-1



s i en cst.c caso en la j-ésirna columna hay sitios vacíos (para algu110' i puede ocurrir que q¡ < j), supo11emos que Jos factores corrcspon-
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dient es en (8) son iguales a la unidad. Como, por la condición, los números A. 1 , /,2 , • • • , A., son distintos, los grados de los binomios lineales que figuran en l a j-ésima colum11a de la Labia (7) son pri mos cutre sí dos a dos. P or esto, según el lema demostrado anteriormente, medionLo t ransfor maciones elemental es, esLos binomios se pueden sustil uir en la matriz diagona l considerada ·p or su producto en - J+t (A.) y cierta cantidad de un i dades. Haciendo es to porn j = 1, 2, . . . , q, obtenemos que ( 1



o



1



1



J - AE -



1



Cn -q• t



1



lO



(A)



(0)



C11 - 1 (f..)



e,. (A.)



J



Esta es la forma canónica buscada de la matriz J - l.E. En efecto, los coeficientes superiores de lodos los polinomios que figuran en (9) en la diagonal principal, son iguales a la 11nidad, y, en virllld -Oc la condición (6), cada uno ele estos polinomios es div isible por el ¡precedente. F.jcm¡1l o. Sea



J =



1>a.rn osLa matriz de J ortlnn do noveno orden, In tabla de polinomios (7) es de la forma p.. - 2)3, A-2, A- 2, (A - 5)2, (A-5)2.
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Por esto, los [actores inva r iantes de la matriz J Ron: to(>.) = (A-2)3 (A-5)2, , 8 (A) = (A-2) (A - 5)2. e7(A) = i.-2,



m icnLras



que e0 (J.. ) ~ ... = e1 (ii.)=1 .



Ahora que hemos aprendido a escribir inmcdiat.amenle /la forma canónica de su maLriz característica, partiendo de l a forma dada de J ordan J , se puede demostrar el siguien te teorema: Dos matrices de J ordon SOIL semejantes si, y s6lo si, éstas constan de unas mismas mallas de Jordan, o sea, que solamente pueden di/e· re11ciarse en el orden de colocaci6n de estas mallas a lo larga de la diagonal principal. 1~11 efecto, la t.abla ele polinomios (7) se dclerminaba complel.nmcntc por el conjunto de los mallas de lordan de la malriz de J ordan J, y en ella de ningún modo se reflejaba la colocación de las ma llns de Jordan ¡¡ lo largo de la diagonal pri ncipa l de esta matriz. De aqui se deduce que, si las matrices de lord an J y J' poseen una misma colección de mallas de Jordan, a éstas corresponde una misma tab la de polinomios (7), y por esto, unos mismos polinomios (8). Por lo tonto, lns matrices características J - U~ y J' - /.E tienen unos mi smos factores invnriantcs, o son, so11 eq uivalentes, y por lo tanto, las matrices J y J' so n semejantes. l\ocíproca menLc, si las matrices de Jord an so n semejantes, sus rn:itrices caracteristicas tienen iguales Iaclorcs invariantes. Supongamos que los polinomios (8) para j = 1, 2, .... q, son los factorC!I invariantes de éstos, que son distintos de la unidad. P ero , con los polinomios (8) se reslablccc la tabla de los polinomios (i). l\l;ís cxactamenle, los polinomios (8) se descomponen en productos de potencias de factores lineales, puesto que, como ya se ha demostrado, para cualquier matriz do J orclan los factores invariantes de la matriz caracterí stica poseen esLn misma propiedad. Precisa mente, la t.abla (7) cons t.a do las potencias máximas do Jos factores lineales en que se descomponen Jos polinomios (8). Finalmente, co n la tabla (7) se resLablccen las mallas do Jordan de las matrices iniciales do Jord an. pues, a cada polinomio (i. - '>..1 )-ii en la tabln (7) corre.~ponde unn malla de Jordan do orden k 11 , correspondiente al número A;. Con esto, queda demostrado que las matrices J y J' constan de unas mismas mallas de Jordan y que se pueden diferenciar solamente por In colocación de ést11s. En particular, de esto teorema so dcdnco que, 1111a matriz de J ordan que es semejante a n11a matriz diagonal, es también diagonal, y que dos matrices diagonales son semejantes si, y sólo si, se diferencian
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entre si en una permutación de los números que figuran en la diagonal principal. Jleducción de una matriz a la forma normal de Jordan. Si una matriz A con elementos del campo P se reduce a la forma normal de Jordan, o sea, es semejante a una matriz de J ordan, entonces, como esto se deduce del teorema demostrado más arriba, la forma normal de Jordan se determina por la matriz A unívocamente, salvo el orden de colocación de las mallas en la diagonal principal. La condición para que la matriz A permit a tal reducción se indica en el siguiente teorema, cuya demostración nos proporciona a la vez un método práctico para hallar la matriz de J ordan que es semejante a la matriz A, si tal matriz de J ordan existe. Obsérvese en este caso, que la reducción en el campo P significa que todos los elementos de Ja matriz con la que se efectúa la transformación pertenocen al campo P. Una matriz A con elementos del campo P se reduce en este campo a la forma normal de Jordan cuando, y s6lo cuando, todas las rafees características de la matriz A pertenecen al m.i.smo campo fundamental P. En efecto, si Ja matriz A es semejante a una matriz de Jordan J, entonces, estas dos matrices tienen unas mismas raíces características. Pero las raíces características de la matriz J se bailan sin dificultad alguna; como el determinante de la matriz J - l.E es igual al producto de sus elementos que están en la diagonal principal, el polinomio 1J - 'A.E 1se descompone sobre el campo P en factores lineales y los números que están en la diagonal principal de la matriz J, y sólo éstos, son sus raices. Hecí¡>rocamente, su pongamos que todas las raíces caract.erísticas de la matriz A pcrt.enecen al mismo campo P. Si en-•¡+1 ('A.), .•. • e,._, p.), Cn (/.), ('10) son los factores invariantes de la matriz A-í,E d istint.os de 1. entonces , 1A-A.E1 = (-1)" e11-q ~1 (/..) .. . e,. _1 (/..)e,, (Á). En efecto, los determinantes de la matriz A - l.E y do su matriz canónica sólo pueden diferenciarse entre sí en un factor constante que, en realidad, es igual a ( - 1)", puesto que así es el coeficiente superior del polinomio característico 1 A - /..E I · Por lo tanto. entre los poliuomios (10) no hay iguales a cero, la suma de los grados de estos polinomios es igual a n y todos el los se descomponen sobre el campo P e11 factores lineales; esto ú lti mo es debido a que, por la condición, el polinomio 1 A - 'J..E 1 tiene tal descomposición. Sean (8) las descomposiciones de los polinomios (10) en productos de potencias do factores lineales. Llamemos divisores elementales del polinomio en-/1h j = 1., 2, ...• q, a las potencias de distintos binomios lineales, diferentes de la wlidad, 


 § 61. Forma normal de J ordan



397



posición (8). o sea, (i,-"J..,)AIJ, (').-),2)h~l, ... , (f...-),,)hl }. A los divisores olemonl.al cs de todos los polinomios (10) los llamaremos divisores elementales ele la matriz A y los escribiremos en



forma de la tabla (7). Tome mos ahora 11na mntriz de Jordan J de orden n, formada por mallas de Jordan, definidas del modo siguiente: a cada divisor elemental (i.. - J.-1)«11 de la matri z A ponemos en correspondencia la malla de Jordan de orden k 1¡ que corresponde al número >.,. Es evidente. que los polinomios (10), y sólo éstos, so n los factores invariantes de la matriz J - ),E disli>llos de la unidad. Por esto, las matrices A - 'AE y J - 'AE son equivalentes y, por consiguiente, la matrir. A es semejan to a la matriz de J ordan J. f:jcmplo. Sea d ada Ja matrii



.-1 ~



(



- 1~



-17 87 -10X ) !)



-:J - 1



-3 -1



f)'t 16 - 18 G -8



- ·~2



.



Heducie11do la matriz A - >. E do 1111 modo ordinari11 11 In lorma canónica, obte· uemos que los factores invuriunt~g do esta matriz, di stintos Je la unidad , son los polirwmios



e.Ci.) - (X-1)2 (X ·I 2), t3(/.) = i.-1. Vcmn~.



el



1•u


CJllllJ)(l



(A -



1)•. A -



, G: LD es lo funna uonnal de J ord•11 e l~ la matriz A, Si qui•iéramos h111lar In 11rnlriz no drgcncrnelrt 


Finalmente , b¡is[111dose en los resultados nntcriorcs, se puede clcmnsl n1r ln siguienlti rondición necesari a y s urki l• n llJ dl' rcd uC'ción do u na matriz a In forma diagonal, condi ciún de la que inmcrliatarncnlc ~e rlesprcndo el crilerio suficiente el e rcducc iún a Ja formn dia!lnnnl. demostr11do en el § 33.
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Una matriz A de orden n con elementos del campo P, se reduce a la forma diagonal si, y sólo si, todas Las raíces del último factor in variante en (l.) de su matriz característica pertenecen al campo P, 110 teniendo que haber múltiples entre ella.s. En efecto, la reducción de una matriz a la forma diagonal es equivale11t.e a la reducción a una forma de Jordau , en la que las mallas do Jorda11 sea n de orden 1. En otras palabras. todos los divisores elementa les de la matriz JI tien en qu e ser polinomios de primer grado. Pero, como todos los factores invar iantes de Ja matriz A - l.E son divisores del J)Olinoruio en (í.), esta última condición equivale a que todos los di visores elementales del polinomio en (A.) sean de grado 1, como se qu ería demostrar. §



62.



Poli nomio mínimo



Sea dada una matriz cuadrada A 


f (!l) = a 0 il 1' + a 1il 1'-1 + ... + a,._ 1 ;1 + o:,,E so llama valor del polinomio f (1,) para /, = .11; advirtamos qu e, en este caso, el término indepeudiontc del polinomio f (A.) se multiplica por la potencia cero de la matriz A, o sea, por la matriz uni dad E. f


!/ (Á) =



entonces,



u. (}.) v (/•.),



f (A)= qi (A)+ 'i' (A)



o, respectivamente,



f (A) =¡¿ (A) V (A) . Si Ja matriz A anula al polinomio f (A.), o sea, s i f(A)=O, la matriz A se llamará raíz matricial, o bien, cuando esto no dé lugar a confusiones, se llamar!Í simplemente raíz del polinomio f (/.). Toda matriz A es raíz de un polinomio no nulo. En efecto, sa bemos que todas las matrices cuadradas de orden n forman sobre el campo P un espacio vectori al de n 2 dimensiones.
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De aquí se deduce, que el sistema de n



2



+
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1 matrices



es linealmente dependiente sobre el campo P, o sea, en P existen unos elementos a 0 , a 1, • • • , a,,:, ª n•+i. no simultá neamente iguales a cero, tales, que 2 1 a 0A"' a 1A" an2A anz+1E = O.



+



Por lo tanto, no nulo



+ ... +



+



resulta que la matriz A es raíz del polinomio 2



,,






... +



a,.2>.+a,,2 _ 1,



cuyo grado no es superior a 11. 2 • La matriz A también es raíz de algunos polinomios cuyos corficientes superiores son iguales a la unidad: es sufi c iente tomar cualquier polinomio . distinto de cero que se anule por la matriz A , y dividirlo por su coeficiente superior. El polinomio d e menor grado con el coeficiente s uperior igual a 1 que se anu la por la matriz A , se llama polinomio mínimo de la matriz A . Obsér vese, 


f (A) = m (A) q (A) + r (A) y como f (A) = m (A) = O, resulta, r (A) = O, lo cual con\.l'adicea la definición d e l polinomio mínimo. D emostremos ahora el ¡;iguiente teorema: E l polinomio minimo de ttn(L matriz A coincide con el último factor invariante e11 (i.) de la matriz característica A - J.E. De mostración. Conservirndo las notac iones y aplic11ndo los resul · lados del § 59, se puede escribir la igualdad ( - 1)" j ,1- /,E 1=



dn- 1 (i.) Cn



(i.).



( 1)



En particular, de aquí se deduce que los polinomios e. (A.) y d,, _1 ().} no son nu los. D e.signemos ahora con B (A) la mat.riz udjunla a la. matriz A - 'AE ( véase el § 14), B(i.)=(A -J,E)•.
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Como se deduce del § 14 (igualdad (3)), so cumple la igualdad (A-A.E) B (A.)= 1A-A.El E .



(.:.)



Por otra parte, como Jos menores de (n - 1)-ésimo orden de la mat.riz A - A.E, tomados con los signos más o menos, y sólo éstos, son elementos de la matriz B (A.), y el poli no mio dn-t (A.) es el máximo común di visor de todos estos menores, se tiene:



B (A.)= dn- 1 (A.) C (A.),



(3)



en donde el máximo común div isor clC! los elementos de la matriz e (}.) es igua l a 1. Pero, de las ig1.1aldacles (2), (3) y (1), se deduce la igualdad {A-A.E) d,, •.1 (A.) C (A.)= ( -1)n dn-i (A.) en (A.) E.



Esta igualdad so puede simplificar por el factor no nulo dn - i (A.), lo cual se deduce de la siguiente observación general: si 
 (A.) a. 1 (A.), distinto de cero. Por lo tanto, (A - A.E) C (A.)= ( - W en (A.) E, de donde e,. (l.) E= (AB-A) l(-1} 11 +1 C (li)J (4) Esta igualdad muestra que el residuo de la división «a la izquierda» d~ la A.-matriz que figura en el primer miembro POl' el binomio i,E - A, es igual a cero. Sia embargo, del lema demostrado al final del § 60 so deduce que este residuo es igual a la matriz en (A) E = = en (/1 ). En efecto, la matriz en (!.. ) E se puede escribir en forma de un A.-polinomio matricial cuyos coeficientes son matrices escalares, o sea, son conmutables con la matriz A. Por lo tanto, en (A) =Ü, o sea, el polinomio en (/.) verdaderameute se anula por la matriz A. De aquí se deduce, que el polinomio en (A.) es divisible por el polinomio mínimo ni(/,) de ln matriz A, e,1 (le) = m (A.) q (A.). (5) EsLú elato, que e l coeficiente s uperior del polinomio q (A.) es igual a la unidad. Como m {11} =O, de nuevo, en virtud del mismo lema del § 60, el residuo de la división «a la izquierda» de la Á.·matriz m (A.) E por el bino mio /,E - A, es igual a cero, o sea,



(6)
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L'ls igualdades (5), (4) y (6) nos llevan a la igualdnd ('A.E-A) !(-1)'1+1 e ('A.)J = ('A.E-A) LQ (!.) q (J..)¡.



Ambos miembros de esta igual61ad se pueden simplificar por el factor común 'A.E - A, pues, el coeficiente superior E de este í.-polinomio matricial es una matriz no degenerada. Por lo tanto, e(¡..)=< Q 


-w-1-1



Hecordemos, sin embargo, que el máximo común divisor de los elementos de la matriz C (/..) es igual a 1. Por esto, el polinomio q p. ) tiene que ser de grado cero, y como su coeficiente superior es igual a 1, resulta, q (í..) e~ 1. Por lo tanto, en virtud de (5), e,, ('A.)= m (i..), 


Polinomio mínimo de una transforma


tif.•flt'



a 0!1'' ...:- a,ilh - t



+ ... -l· Cl11 - 1A ~ - o.,,B = O .



Trans formando 


c- t (a 0A" -1- a,A1'- 1+ ... + Cl1, - 1A -1- et.hE) C = 1 = Clo (C - 1AC)1' -; a¡(C- AC) 4 - 1 + ... + a.,,_ 1 (C- 1 Al') ~ - ct1,E = · = aoB''+ a 18h-t + ... + a,, .. 1B ;· ahE ~ o. o sea, f (B) = O. De aquí se deduce, que las matrices semejantes poseen un mismo polinomio rninim.o. Supongamos ahora que q> es una transformación lineal del espacio lineal den dimensiones sobre el campo P. Las matrices que determinan esta transformación en distintas bases del espacio, son seme-
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j11otcs entl·e sí. El polinomio mínimo común do eslas matrices se llama polinomio mínimo de la transformación lim•al 


f (/.) = ao/..1' +  so bre las tr1rnsformaciones lineales y !lobre las matrices, l'I lector demostrará 11in difi cultad alguna, que el polinomio mínimo de una tra11sformaci611 lineal 
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GRUPOS



§ 63. Definición y ejemplos de grupos Los anillos y Jos cuerpos, que desempeñaron un papel tan grande en los capítulos anteriores, son sislemas algebraicos de dos operaciones independientes: adición y multiplicación. S in embargo, en diversas ramas de las matemítlicas y en sus ap licaciones, frccuentt.~ monle so encuenlran tales sistemas algeb raicos, en los que está definida una sola operación algebrair.ll. Así, pues, limit.ándonos por ahora a los ejemplos que ya :iparecieron en nuestro libro, señalem_os, que en el conjunto de las sustituciones de grado n (véase el § 3), solamente habíamos definido nrrn operación: Ja multiplicación. Por otra parle, en la definición del espacio vectorial ( § 8) está incluirla la suma de vectores, mie1üras c¡ue el producto de vectores no había sido definido (seifolemos, que el producto de un vector por un número no satisface a fa definición de operación algebraica dada cm eJ § lt4). un tipo import.anle de sistemas algebra ico~ con una operación :;011 los grupos. Este couccpt.o posee un c
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Como la operacton en el grupo puede ser no conmutativa, la existencia de la operación inversa significa lo siguiente: para cualq uier par de elementos a y b de G, existe en G un elemento x y un elemento y, un ívocamente determinados, La les que



ax = b,



ya = b.



Si el grupo G se compone de un número finito de elementos, se denomina gnLpo jinito, y el número de sus elementos, so llama orden del grupo. Si la operación definida en el grupo es conmutativa, G se denomina grupo conmutativo o abeliano. Señalemos las consecuencias elementales de la definición de grupo. Basándose en los razonam.iento:; expuestos ya en el § 44, se puedo afirmar que la ley asociativa nos permite hablar de un modo unívoco del producto de J./.n niímero finito cualquiera de elementos del grupo, dados en un orden determinado (ya que la operación en el grupo puede ser no conmutativa). Veamos las consecuen.cias de J¡¡ e.~istenci11 de Ja operación inversa. Supongamos qnc en el grupo G se ha dado un elemento arbitrario a. De la definición del grupo se clecluce la oxislencia en G de un elemento e0 , unívocamente determinado, tal que ae 0 ·= a; por consiguiente, este elemento desernpeiht el papel apelde unidr1d a la derecha con respecto a todos los elementos del grupo G y no sólo con respecto a l elemento inicial a; por eso, lo desig naremos mediante e'. De la uni.cidad, que forma parte de la definic.ión de la operación inversa, se deduce fa unicidad de este c!ement.o. De este mismo modo se puede demostrar la exislencia en G y la unicidad de un elemento e" quo satisfaga a Ja condición e"a = a para todos los elementos a de G. En realidad, los elementos e' y e" ieoinciden, puesto que de los igualdades 'e"e' = e" y e"e' = e' se deduce que eH = e'. De esta manera, queda demostrado que en cada grupo G existe un elemento e, unívocamente determinado, que satisface



a la condición: ae =ea=a para todos los elementos a de G. Este elemento se llama unidad del grupo G y se designa ordinariamente con el simbolo 1. Para cada elemento dado a, de la de[inición del grupo se deduce, la existencia y unicidad de unos elementos a' y aH ta les, que aa'



= 1,



a"a =



L
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En la realidad. los elemenlos a' y a• coinciden: ele las igualdades a"aa' = a• (aa') = a"· 1 = a·, a"aa' = (a"a) a' = 1 ·a' = a ', se deduce que ra" = a'. Este elemento se llama inverso del elemento a y se designa con la notación a- 1 • de modo que aa- 1 = a- 1a = 1. Por lo tant.o, cada elemento del grupo posee un elemento inverso, unívocamente determinado. De las últimas igualdades se deduce, que el mismo elemento a sirve de in verso para el elemento a - 1 • Es fácil observar también , que el inverso del producto de unos cuantos elementos es el producto de los elementos inversos ele los faclores y, además, tomados en orden inverso: 1 1 1 (a1a2 · · · ªn - 1an) - = a;;" 'a;~, · · · ª 2 al Por f in , el elemento inverso de la unidad es la unidad misma. La prueba para averiguar si un conjunto dado con una operación es grupo o no, se facilita sumamente por el hecho de que en la definición de grupo la demanda del cumplimiento de la operación inversa se puede sustituir por la suposición de la existencia de la unidad y de los elementos inversos y, además, sólo por un lado (por ejemplo, por la derecha) y sin suponer la unicidad de ellos. Esto se deduce del siguiente teorema: Un conjunto G con una operación asociativa es grupo, si en él existe por lo menos un elemento e que posee la propiedad: ae =a para todos los elementos a de



e,



y si entre todos los elementos unidades a la derecha existe por lo menos



un elemento e0 tal, que con respecto a él cada elemento a de G posee por lo menos un elemento inverso a la derecha a- 1 : aa- 1 = e0 •



Demostración. Sea a- 1 uno de los elementos inversos a la derecha de a. Entonces, o sea, aa- 1 = e0 aa- 1 • Multiplicando a la derecha ambos miembros de esta igualdad por uno de los elementos que son inversos a la derecha de a- •. obtenemos, ae0 = e0 ae0 , de donde a = eoa, puesto que eo es una unidad a la derecha de G. Por lo tanto. resulta que el elemento eo es también una unidad a la izquierda de G. Si ahora e, es una unidad a la derecha arbitraria y e 2 es una unidad a la izquierda
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arbitraria, de las igualdades e2e1 = e, y e2e1 = e2 se deduce que e1 -



e 2 , o sea. que cualquier unidad a la derecha es igual a cualquier unidad a la izquierda. Queda, pues, demost.rada la existencia y unicidad ea el conjunto G del elemento unidad, que lo indicaremos, como anleriormenle, mediante 1. Luego, es decir. a.- • = a - 1 aa-•, donde a- 1 es uno ele los elementos inversos a la cler


n;'aa:¡-• =



(a;1 a) a;1 =a.;',



a;'aa;' = a;' (aa~ 1) ~~ ri;1 e deduce que a;' = a;', es decir, se deduce la existencia y la unicidad, para cada elemento a de G, del elemento inverso a- •. Ahora es fácil mostrar que el conjunto G es grupo. En efect.o, como bien se obvcrva, las ecuaciones 


 § 6.1. /)e/lnlclón y ef t mploG tlt grupos
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P asando a exami11ar cjempolos de g rupos, sciialemos que, si la operación en el grupo se llamase suma, la unidad del grupo se llamarí11 ceru y se indicaría ron la notac ión O, y e11 lugar de elemento inverso diríamos elemento opuesto y lo indicaríamos mediante - a. Como primer ejemplo d e grupo, anotemos que, respecto a la suma, cnalquier anillo (y, en particular, un cuerpo) representa wi grupo, !! (ldemás, a.beliano; éslo es e l llamado gmpo aditivo del anillo. Esta o bservación proporc iona inmediatamente unu g ra n cantidad de ejemplos concretos de grupos, y e n tre e llos: el grupo aditivo de números enteros, el grupo aditivo de números p a res, los grupos adilivos de números racionales, d e números reales, do números complejos, etc, ele. Seiialemos, que los grupos aditivos de niímeros enteros y de números pares son isomorfos en tre sí, a pesar de que el segundo forma sólo una parte del primero: la lnJ11sfor111ación qu e pon e 011 correspond e nc ia a ca rla 11(1mcro e11Lero k e l 11úmern par 2k, e s biunívoca y , como fú c ilmc11l 1: :;e p uede comprobar. representa unn lrans íormación isornoríu tl c l prime ro de los gru1>os nombrados sobre e l segundo . .\'ingún ani ll o es g ru po respecto a la multiplicación. pueslo qu e 110 si!'mpre se c umple la 011cración i11versa, que es la 1livisió n. No «am b ia e l asunto 111 pa! dt• coro, os dec ir, 1111e el produc 1.o rl o 


.


11 t'111wros rea les, il o n1í111 (' ros complejos. E:< llvide11te que, r'omorfism o en ,· isla •le lu igualdacl , Jn(nli)= ln a .J ln b. Tomemos, ahora . c•n ol cam po de los 11úmero." ('Om plcjos, e l conjunto de las raíces n -1•sim a>1 rl c la unirlacl. En e l § Hl se había d e m ostt·adv cp1e ol prod11clo do rlos raíces n-és imns tic In unid1ul, a sí com o ·l'i núm e ro recíproco rlr• In raíi n -ésima d e la 1111idnd , ¡Jert.trnccen ni 111 is 1110 l'onjunto cons irl crn d o de números. Co rno la unidad t ambié n
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pertenece, naturalmenle, a este conjunto, y como la multiplicación de cualesquiera 11í11neros complejos es asociativa y co11mutat'iva, obtenemos que las raíces n-ésimas de la unidad forman un grupo abeliano respecto a la multiplicación; este grupo es finito y de orden n. Por lo tanto, para cualquier número natural n, existen grupos finifos de orden n. El. gmpo (respeéto a la mulliplicaci6n) de las raíces n-ési11uis de la unidad es isomorfo al grupo aditivo del anillo construido en el § 45. En efecto, si e es una raíz 'Primitiva itra.rio P es grupo abeliano respecto a la operaci6n de la suma. Veamos alguaos ejemplos de g rupos no con mutati vos. El conjunto de todas las matrices de orden n sobre un campo P no representa grupo respecto a la operación de multiplicar, ya que no se cumple la condición de existencia del elemento inverso. Sin embargo, si nos limitamos sólo a las matrices que no son degeneradas, se obtiene ya un grupo. En efecto, como sabemos, el producto de dos matrices no degeneradas es una matriz no degenerada, la matriz unidad tampoco es degenerada, tocia matriz no degenernda posee matl'iz inversa, que tampoco es degenernrla, y, por fiJ1, Ja ley asociativa, cumpliéndose para todas las matrices, se cumple, particularQ:>.onte, para las matrices no degeneradas. Por consiguiente, se puede hablar del grupo de las matrices no degeneradas de orden n sobre el c.uerpo P, tomando por operación en el grupo eJ product.o de las matrices; este grupo no es conmutativo para n ¿,. 2.



z..



 § 63. Dtflnlcl611



v ejemploi



~



1rupo1
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El producto de sustituciones, definido en el § 3, da lugar a ejemplos muy importantes de grupos finitos no conmutativos. Ya sabemos que, en el coujunto de todas las sustituciones de grado n, la multiplicación representa una operacióñ algebraica, que es, además, asociativa, aunque para n > 3 no es conmutativa; también sabemos qu e la sustitución idéntica E sirve de unidad en esta mul tipli coción y que para cualquier sustitución existe la sustitución inversa. Por Jo tanto, el conjunto de las sustituciones de grado n forma grupo respecto a la multiplicaci6n, que es además finito y de orden ni. Este se llama grupo sirhétrico de grado n, y paran :;;. 3 no es conmutativo. En lugar de examinar el conjunto de sustituciones de grado n. consideremos ahora solamente el conjunto de las sustituciones pares, comp uesto, como ya sabemos, de-} n! elementos. Aplicando el teorema demostrado en el § 3, según el cual la paridad de In sustitución coincide con la paridad del número de trasposicio11es que forman parte en c ualquiera de las descomposiciones ele e:o:la sustitución en producto do trasposiciones, se obtiene, que el pruducto de dos sustituciones pares es una sustituciúri par; en efec to, la descom posición de AB en forma de un procl11cto de trasposiciones se obtiene yuxtaponiendo la'S deseo ro posicio nes correspondiente" de A y B. Ya se sabe que es asociativa la multiplicación de sus li· tuciones; es evidente, c¡ue la sustitución idéntica es par. Por fi 11, es 1>ar la sustitución A - 1 , si es par In sustitución 11; esto es dehid 


 § 64. S ubgru pos t; n s11bco11j1111to A de un grupo G se llama su./.Jgrnpo de éste si GI mismo n•prest>11ta 110 grupo respecto a la operación definida en el .u: r11po C. l'ara vcrific;1r q11e el s ubconjunto A lle! grupo C forma un subgrnpo 1le e~tt• gru1w, t•s s uficie11le comprobar: 1) si contiene A el prodntlo rlc dos eleme11tos cualesquiera de A; 2) si contiene A. j11111.o ron r.:1rl11 11110 de sus elcmenl.os, el elcn1en10 inverso. En efecto. dt•I n 1111p lin1if•11to rle la ley asociativa e n el grupo G se deduce su rumpli1uie11l.o ¡);Ira Jos 1·lementos de A. y Ja perlc11encia de la unidad del gT11po G a A e;; co nsecuenc ia de 2) y ·1). \ I ucl10s 1le lo;; g rupos scíialados en el párrafo anlerior representan suhgrupos dt• otros gru 1>0,; indicados allí mismo. Así, el gn1po aditivo de los números par1•1' reprcsent.a 1111 suhgrupo del grupo :1ditivo •Ir los 11í1nwrns enteros, y es te í1ll imo a s 11 vez es un subgrupo del grupo 


n



 .~
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Los llamados subgrupos cíclicos sirven de ejem plos iot.eresant.es de subgrupos. Iotroduzc11mos primero el concepto de potencia de un elemento a de uo grupo G. Siendo n uo número natural arbitrario, e l producto de n elementos iguales al elemento a se llama potencia del elemento a de grado n y se indica mediante a". Las potencias negativas del elemento a se pueden determinar, bien como elementos del grupo G, inversos 11 las potencias positivas de este elemento, o bien como el produclo de unos cuantos factores, iguales al elemento a- 1 • En la realidnd, estas definiciones coinciden: (a"t1 = (a-1 )n, n>O. (1) Para la demostración, es sufi ciente tomar el producto de 2n factores, de los cuales, los n primeros sean iguales a a y los demás, a a - 1 , y efectuar todas las sim ¡llificaciooes. El elemento igual a ambos m iem hros de la igualdad (1). se indicará med ianlo a-". Convengamos, por !i11, en entender por In pote1icia cero aº del clomeuto a, el clemenrn ento 1. Obsérvese, que si 111 opcrnción en el g rupo G se llama suma, en lugar de las potencias del elemento a se debo hablar de los múltiplos de este elemento. el'C rihiéndolos mediante ka. Fácilmente se comprueba que en cualquier grupo G, para las potencias de cualquier elemento a con cualesquiera e.'l:ponentes m y n, positivos, negat.ivo.'< '' ceros, se verifican las igualdades: a". llu1 = (Lm·n." = an+ m, (2) (an)•n=att°'.



(3)



Oesiguemos con {a} el s ubconj unto del grupo G formado por todas las potencias del elemento a; el mismo element o a también está incluido en él , reprcsrn tando la primera potencia. El subco11j11nlo {a} es un subgmpo del grupo G: el producto de elementos do {a} pertenece a {a}, en virtud de (2); el elemento 1 , igual a aº , perten ece a {a} y, por fin, {a} junto con cada olomenlo suyo contiene ,11 eleroent,o inverso, pues to que de (3) se deduce 111 igualdad



(a"tl=a-". El .'
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ocurrir también en 1111 grupo infinito. S i /,; a 1•-1 = 1,



>



l, se tiene



ei< dt•O. 2) si a 1 = 1, k > O. unlc111Cc>' k ~··. n. E11 t•,.:11• r¡iso. :


so11 di rerentes. Cualq11 icra otra potencia del elemento a, positiva o rie¡:ativa, t•s i¡:ual a uno de lo.~ elementos (4). Eu erecto. si k es un número entero arhilr•trio, clividi611


a" = (a")q. u' = 0 aditivo de los n(1me ros e nte ros s irve de e jemplo de g rupo cíclico inri.nito , pues todo n ú mero e ntero es mú lti plo de 1, es decir, q ue este n ú mero es el elemento ge nerador de l g rupo consi de rado; se podria tomar tambión como elemento generador el n úmero - 1.
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El grupo multiplicalivo de las raíces de grado n de la unidad s irve de ejemplo de g rupo finito cíclico de orden n, pues, como se habla mostrado en el § 19, todas estas raíces son potencias de uoa de ellas, que es, precisamente, la raiz primitiva. El teorema que sigue muestra que, con estos ejemplos se agotan en la realidad todos los grupos cíclicos: Todos los grupos cíclicos infinitos son isomorfos entre sí; S(Jn isomorfos entre s! también todos los grupos cíclicos finitos de un orden dado n. Eo efeeto, resulta una aplicación biyectiva de! grupo cíclíco infinito, con el element.o generador a, sobre el grupo adi tivo de los números enteros, al hacer corresponder a cada elemento ah del primer grupo el número k; esta aplicación representa un isomor.fismo, puesto que de acuerdo a (2), al multiplicar las potencias del elemento a se suman los exponentes. Si se da un grupo cíclico finito G de orden n, con el elemento generador a, cutonccs designando con e una raiz primitiva de grado n de la unidad asociamos a c¡¡J¡¡ elemen l.o a" del grupo G el número 11'', O< k < n. E:sto representa u1H1 aplicación biycctiva del grnpo G sobre el grupo multiplical.ivo de h\s raíces de grado n de Ja unidad, c uyo isomorfismo se O, diferente de 1 , contiene también e l elemento n' , inverso de l;l. Supongamos que A contiene 1.amhién al elemento a 1 , l =I= O, y quo l no es divisible por k. Entouces. i;i d,~d > O, es e l máximo comíin divisor de los números k y l, ex isten unos números en teros u. y v l:llos, quo ku + lv = d, y por eso; el subgrupo A t iene que contener al elemento



r



(a")u · (11 1 = ad,



pero como por la hipótc~is d < k, llegamos a una contrad icción con la elección del elemento a1'. Con c~to, queda 1lemostr11do que A = {a"}. De"'eomposiei6n ele un grupo en clllS(!s con ri)laeión a un subgrupo. Tomando en el grupo G los suhconjuntos i\'1 y N, por producto MN .de ellos se entiende el conjunt.o ele los elementos del grupo G que se
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puede11 representar, aunque só lo sea de un modo, en forma de un producto d e un e lemento d e M por un elemen lo de N. Del cu mplimiento de la ley asocialiva para la operación e11 e l gru po se deduce



su cumplimiento para la multiplicación de Los s1tbco1ijuntos del grupo: (M N) l' = M (J\'I'). i'\atural111c11le, u110 tle los conjunto;; ill, N puede estar compuesto de u11 :;olo e lem e nto a. En esle caso, :;e ob t iene el producto aN del



elemento por t!l conjunto o el producto Jllla del conjunto por el elemento. S 11pn11 ¡.("amo~



rio A. S i x os



1111



que en el grupo G so ha 1lado un subgrupo arbitrae lem ento cualqui e ra de C, e l producto xA se lla m a



clase adjunla a la izquierda del subgrupo A en el grupo G, engendrada por rl rlemmto x•. Es compre nsible, que el elemento x está contenido en la clase adjunta xA, puesto que e l sulJ~rupu A contiene la unidad, y X·1 -



.;-.



Toda clast• adjunta a la izquierdo es engendrada por cualquiera de sus t:leme1tlos, es decir, q ue si el elemt•1110 y pertenece a la c lase aclju11ta .r1I . 1'11 lonces.



yA =xil.



(6)



En dcclu, y se ¡medc rcpre~cntar en la fon11a



y = Xa, dond u n, u:; un c le111e11 to d e l sub~r 11 1 11> A. q ui era e l c111~'11l.os n' y a" d e 11 , se t.iem· ya' = x (an' ),



Por eso, para cuales-



xa" = !J (a- •a").



con lo que queda demostrada la igualdad (ü). ne esto se dcducf:l que dos dases adjwtl


quiera. del subgrupo A en el grupo G, o coinciden, o no tienen ningún elemnito común. En e[ccto, si la~ clas es ailj1111tas xA e yA contienen un elcmcnlo común z, se tiene:



xA = zll "- y.4. Por lo lanto, todo e l grupo G se dcsconi pone en clases adjuntas a la izq u ierda, disjuntas resp ecto a l ::iuhg rnpo A. Esta d escomposición so llama descomposición del grupo Gen clases a la izquierda respecto



del subgrupo A . Advi úr l ase que una de las clases adj11 ntM1 a la iz qu ier da d e esta d escomposición coincide c on e l mi smo s ubgrupo A; esta c lase está • A voces, se llama clase de restos, cl a~o residual o simplemente clase y también cogrupo. Para evitar confusiones, advirtrunos, que un cogrupo nunca es un subgrupo. u excepción del cogrupo ongondrado por el elemento unidad (o por cuorquier elemento del subgru po A) que coin cide con el mismo subgrupo A. (Nota del T.).
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engendrada por el elemento 1 , o, en general, por cualquier elemento



a de A , puesto que aA = A. Es obvio, que llamando a l producto Ax clase adjunta a la derecha del subgrupo A en el grupo G, engendrada por el elemento x, de modo análogo obleudríaroos la descomposición a la derecha del grupo G respecto del subgrupo A. Naturalmente, para un grupo abeliano, ambas descomposiciones, a la izquierda o a la derecha, r especto de cualquier su.bgrupo coinciden, es decir, se puede hablar simplemente de la descomposición del grupo respecto del subgmpo. Así, pues, la descomposición del grupo aditivo de los números enteros con respecto del subgrupo de los números que son mú ltiplos del número k, se compone de k clases residuales distintas, engendradas por los números O, 1, 2, . .. , k - 1, respectivamente. En este caso, en la clase residu nl, engendrada por el número l, 0 -< l ~ k - 1, eslán compreudicl os todos Jos núm eros que al ser di vid idos por k dan el resto t. Cuando el grupo no es conmutativo, sus descomposiciones respecto de un subgrtq}O ¡)Ueden ser disti ntas. Veamos, por ejemplo, e l grupo simétrico de 3°• grado S 3 , donde, de acu erdo al § 3, se es1~l' ihirán sus ele111e11tos mediante ciclos. Tomemos en calidad de subgru po A el subgrnpo cíclico engendrado por el elemento (12); este subgrupo consln ele la s ustit.u ción idénLicn y ele la sustitución (12) misma. Las otras clases adjuntas a la izquierda son: la clase (13)-A, q11e se compone de las susliluciones (13) y (132) y la clase (23) ·A. que se com pone 1le las ;;ustituciones (23) y (123). Por ot.ra parle, las clases adjuntas a la derecha relativas al suhgrupo A son: el mismo subgrupo A, la cl;1se A -(13), compuestn de las sustituciones ('13) y (123), y la clase A -(23), com puest.a de las sustituciones (23) y ('132). Vemos, pues, qu e en cst.c c', la existc1tcia do descomposiciones de un grnpo en clases respecto de un subgrnpo nos lleva al siguiente teorema im portante: Teorema ele Lag ra nge. En todo grupo finito, el orden de cua.lqu.ier s1ibgru.po es un divisor del orden del mismo gru.po. Gn efec to, supongamos que en e l grnpo finito G de orden n se haya dado u n subgrupo A ele orden k. Consideremos la descomposición del grupo Gen clases a la i1.quiercla res pecto del subgrupo A. Supongamos que ést.a consta ele ¡ clases; e l número j se llama índice de l su bgrupo A en el grupo G. Cada clase adjunt.a a la izquierda x.4 consl
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donde a, y a 2 son e leme ntos de .4, entonces, a, ,..- a 2 • Por lo tanto, n = kj , (.7) que es lo que se querí


Un subgrupo A de un grupo G se llama divisor normal de est.e grupo (o subgnipo invariante*}, sí la descomposición ,del grupo (} en clases a la izquierdn respecto riel su hgrupo A coincide co11 la descomposición correspondiento a fa derccba . Por lo tanto, tori os los suhgrupos de un grupo abeliano !>on divi sores normales del m ismo. Por ot.ra parle, en cualquier grupo G, e l subgrupo unidad y e l grupo mismo son divisores norma les: ambas descomposiciones del grupo G en clases respecto riel subgrupo uuidad coinciden con la descomposición del grupo eu elementos separados, ambas descomposiciones del grupo G en clases con respecto de este mismo grupo constan de una sol.a clase G. Señalemos unos ejemplos más interesan tes de divisores norma les en gr upos no conmutativos. En el grupo simétrico de 3er grado S 3 , el subgrupo cíclico del elemento ('123), que consta de la su::;LiLuciÓD idéntica y de las sustituciones (123) y (132}, representa uu divisor normal: en ambas descomposiciones d el grupo S 3 en clases con respecto de este subgrupo, la segunda clase adjunta consta de las sustituciones (12), (13) y (23). En general, en el grupo simétrico S,. de grado n, el grupo alternad o An de grado n es un divisor normal. En efecto, el orden del grupo A,. es igual a por lo cual, cada clase adjunta del suhgrupo An en el grupo Sn tiene que estar constituida de la misma cantidad de elementos y, por consiguiente, solamente existe una clase más de éstas, que es pr ecisamente el conjunto de las sustituciones impares. En el grupo mul tiplicativo de las matrices cuadradas no degener adas de orden n, cuyos elementos pertenecen a l cuerp o P , las matri-



{n!,



• También se llama subgrupo. normal, o subgrupo distinguido. (Nota d•I T.).



 § 65. Dtvlsoru "ormalu, grupo cociente, Mmomorflsmos



4t7



cuyos det.ermioantes so n igua les a 1 , forman, evid entem ente, un subgrupo. Este es, incluso, un div isor normal, puesto que las dascs adjuntas a la rlerecha y a la izquierda de este subgrupo, engendradn:i por la matriz 111, rcprcsentao, tanto una como otra, la clase de todas las mal.ricos, c uy os determinantes son igua les al determimu1t.o de la matri1, 111: e~ suficiente recordar que al multip lica r las malriccs se rnullipli ca11 s us determinantes. A la definición de divisor normal expues ta ante riormente se le puede dar la forma :iiguie11te: Un subgrupo A ele un grupo G se llama div isor normal de est.e gru po, si para cada eler~eulo x de G xA = Ax, (1) (!S decir , que para ca


Sl' pueden in dicar tamltién otras definiciones de divisor normal. l'


e



~•H• i f'



decirse que bes el !'lcmeul.o tronsformadn del elemento a mecli1w te (c1por)1;?! e lcm ent.o x. Es cv icl cnle, qu e de (3) se deduce la igu1tld11d n : xú:i:-• = (x-1 )-1 bx-•.



U11 s11/Jwupo A del grnpo G es un divisor normal dP éste c11a11do, y .~úlr> cuando, junto con cada 11110 de sus elementos a co16lien e tam />ié11



" todos los elementos conjul(ados del mismo en G. En l'Íl!Clo. si A es un clh•i!'or normal en G. e ntonces, en virtud rl e (2). pura un elemento elegido a de A y parn 


e;; decir. que cada elemento conj ugado con a. pertenece a A. R crípro•·nrnente, si el subgrupo A. junto con cada uno de sus e lemenlo.• a, contiene también tocios los elementos conju¡{aclos con él, ento11ces, /1 co11lie11e, l'n parliculnr. a l elemento .x· 1ax = a·.



de donde se deduce la seg u11rla de las ig 1111ld ndes (2). P or la mi s ma causti, A contie ne tamliié11 al element o



(x-•r•ax-



1



=



xax-1 = a',



de donde se deduce lu pri1111)ra de las igualdades (2).



 lit8



Cap. XIV Grupos



Aplicando este res111Lado, es fáci 1 demostrar que la intersecciún de cualesqitiera divisflres normales del grupo G también es un divisor nomuil de este gritpo. En efecto, si A y B son divisores norma les 


(li)



pues, el producLo ele dos elernenlos cua lesq ui era del subgrupo ,1 pertenece a A y, por olra parle, mull.i¡)licando tocios los elementos de A por la unidad, se obtiene ya t.odo e l subgrupo .4. Supongamos ahora que A sea 11n divisor normal del gru po G. En este caso, el producto de dos clases adjuntas cualesquiera, relativa.• al su./Jgmpo A (e11 el sentido de multipl icación de s11bconj11ntos del grupo G), represcnta. también una clase adjunta respecto de A. En eieclo, aplicando la ley asociativa do! product.o de subconjuntos del grupo. la igua ldad (4) y la ig11u ldad yA ~ Ay (compárese con (1)), entonces, para cualesq11 iera e lementos x a y del grupo G, obtenemos:



xA·yA = xyAA = xyA .



(5)



La igualdad (5) muestra que, para hallar el producto de dos clases adjuntas dadas del divisor normal A en el grupo G, se dehen e legir en estas c lases sendos representantes de un modo arbitrar io (recordemos, que toda c lase adjunta es engendrada por uno cualquiera de sus elementos) y se debe tomar la clase que contenga al producLo de estos representantes. • A posar de que el autor emplea sola111onte la denominación de gnipo factor, sin embargo, a continuación, uLilizaremos la denominación de grupo coci~n · te, que es más corriente en castellano y que, por cierto. designa lo mismo. Véase la versión castellana Je la obra do Birkhofr y MncLane tAlgebra Moderna• , traducida por H. l\odrigucz Vidal, Editorial To ido, Barcelona, ¡iág. 171. (No ta del. 1'.).
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l>I! este modo. en e l conjun to de lodns las c lnses adjuntas de l divisor normal A on e l grupo G, se ha definido una operación de mult.iplicar. Domoslr()mos que, en este coso, s11 cumplen todas la.< condiciones inherentes a la definición de grupo. En efecto, la asocin1ividnd do la multip licació n de las clases udj11nlns se deduce do 111 asocintividad de la rnullípficación de los subconjuntos del grupo. El papC'l efe la unidad lo desempeña el mismo divisor normal A, que repr('scnla una clase ndjunta en la descom posición de G respecto efe A: precisamente. en virtud de (4) y (1), pnra cualquier x de C. se lil!llC: x A·A .rA, A·xA =.:rAA xA. Finnlmente, el inverso ¡Ja1·n la clase adjunta xA es la clase adjunto x- •JI, 11110!1,



El grupo que hemn.~ formado se denomina ¡:rnpo cociente del grupo G por el el ivisor norma 1JI y se designa con la nolacic)n GIA. Vemos. pues, que con cnda grupo se asociu toda una i


.r¡¡A = yxA = yA· x A.



Todo f!rupo cocie11te GI 11 de un grupo cíclico G es tambiéri cíclico, puc>!'


El orden de cualquier ,;rupo cociente GIA d


 C11p. XIV Grupo•



s.



El grupo cociente del grupo simétrico de grado n por el grupo alterml , relativas al divisor normal formado por las matrices cuyos det~:rminantcs son iguah•s a 1. Oc esta descripción se deduce que el grupo cociente corresporid ienle es isomorfo al grupo multiplic11tivo de los números del campo f> que so11 diferentes de cero. llomo111orfis111us. Los con•~eplos de divi.s or normal y de i;:rupo cociente estáu csLrechament.e ligados corf la siguiente genuralización del concopto de isomorfismo. llna. aplicación q:> de 1111 grupo C sobre 1111 ¡;:-rupo C', que hace conesponder 11 cada elemllnto a de G un elemento unívocamente determinado a' = a
, y si, para cua 1esquiera elementos a, /1 del grupo G. (


Es obvio, que si se requiriese acle111;ís que la aplic11ció11 cv f111Jse biyecLiva, oblcndrí11mos la definición Y•l conocida de isomorfi:;mo. Si es un homomorfismo del grupo C sobre el grupo G' y 1 y a son, respeclivome.n.fe, Jo unidad ¡¡ un eleml·nto arbitrario del grupo G, siendo 1' la unidad del grupo G', se tiene: 11p ~' 1' , (a - 1) q> == (m¡y l.



En efecto, si 1q> = e' y x' es un elcm1ento arbitrario del grupo G', entonces existe en G un elemento x tal, que xtp = x'. De aquí que x' = x•p = (x· 1) q:> =:t(p· 1qi = x ' ·e'. De un modo análogo :r' = e'x' y, por consigo ien te, e' = 1'. Por otra parte. si (a- l) q> = b', se tiene 1' = 1



 .~
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El núcleo de cualquier homomorfismo q> del gmpo G es un divisor normal del grupo G. En efecto, s i los elementos a, b del grupo G porlenecen al núcleo del homomorfismo cp, o sea, ª4> = Úq> = 1'. se tiene (ab) q> = acp·bqi= 1' ·1' = 1', es decir, el producto ab también pertcncco al núcleo del homomorfismo q>. Por otra parto, si aqi = 1', se ti ene (a- 1 ) 



es decir, a- 1 pertenece al núcleo del homomorfismo qi. Por fin, s i acp = 1' y x es un elemento 11rbitrario del grupo G, entonces (x-1 ax) 
t1·1' · x1p = 1'. En resumen, tenem os que e l núcleo del homomorfismo considerado N'prcsenta un subgrupo del grupo G que, junto con cada uno de sus ciernen tos, con tiene también a los ciernen Los conjugados; es, pues, un divisor normal. Sea, ahora, A un divisor normal arbitrnrio del grupo G. Haciendo corrcs¡>ondc r a cada elel.)'lento x del grupo G In clase adjunta xA, rclaliva al divisor normnl A, a la que pertenece el mismo elemento, ob1cnemos una aplicación del grupo G sobro todo el grupo cociente G/A. Oe la definición I mismo di,·isor normal A sirve ele núcleo de esle hoo1omor[ismo. n e aquí que los diuisores normales del grupo G, y sólo ellos, sirveri de niícleos de homomorfismos de este grupo. Este resultado se puede co11sidera r como una deíinicióu miís ele divisor normal. n os11lla que con los grupos cocientes del grupo e se ago1.;m todos los grupos sobre los que pu('dc iiplicarso ol gru po G de un m odo homomorfo, y con los homomorfismos niiturolcs sobre sus grupos cocientes se iigotnn todos los homomorfism os del mismo. Precisando, se \'erifica el siguiente Tcor del grupo G sobre el grupo C' y que A es el núcleo de este homomorfismo. Entonces, el grupo G' es isomorfo al grupo cociente GIA, y además, existe una aplicaci6n isomorfa 
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En efecto, sea x' un elomento arbil rario riel grupo G', y x, un clemerüo La! del grupo G, que xrp = x'. Como para cualquier element o a del núcleo A del homomorfismo rp se verifica ln igualdad ª'P = 1', se til'ne (xa) 1p x1r·acp = x' · l' ~ x', o sea, que todos los elementos ele la clase acljuula xA so representan en cp por el elemento x'. Por otra parte, si z es un elemealo cualquiera del grupo G tal, que zrp "' x', so tiene (x-1:) 


= x' ,



yqi



= y',



entonces, (xy)rr xq» yt¡ x'y', (x'y')cr= xyA -xA·yA = x' a ·y'cr.



Finalmente, si x es un elcmen f.Q arbitrario de G y xq> = x', se tiene (xcp) 


§ 66. Sumas directas de grupos abelianos Queremos aca bar este capitulo con un teorema do. la teoria de los grupos más profundo que aquellas propiedades elementales de los grupos que se hablan expuesto anteriormente. A saber, basá ndose en la descripción de los grupos ciclicos. ya conocida por el § 64.
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oblcndremos en el pftrrafo siguiente una descripci6n completa de los grupos / initos abelianos. Como csl;i convenido en la teoría de los grnpos a b elianos, par:i la opornción en el grnpo so oiuplcará la forma do expresión a diLiv a: se hablgru p os A,, A2, .. . , A111 G= A 1 +1h + . .. -!- A1" ('I) s i cada e le mento x del grnpo G se expresa, y nd emás, u nívocame n te, en forma de una suma do elementos n, , a~ • . . . , ak lomados en los subgrupos A 1 , A 2 , • • • , A1>, corres pondicnternc11lc:



(2) La expresión (1) se denomina descomposici6n directa del grupo G; los subgru pos A ,, i -- 1, 2, .. . k , so llaman sumandos directos dr estn doscomposic.ión, y el t•l omo nlo a 1 d e (2), componente del elemento x 


(3)



entonces, el grupo G repr
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En eícclo, sea x u11 e lemento nrhitrario del grupo G', y :r, un elemento tal dol grupo e, que X



tp



X!f · fllj> :



x' · 1'



=



;¡;',



o sea, que toilos los elemento;; de la clase adjunln x A se representan en 
 · :::•p ~ (x•1 ¡-•. ::•r•= :r'- • ·x' = 1' . o i;ea, qu e .x- 1z pertenece nJ núdeo A de l homomorfismo cp. l'onicndo x-•z = a, i:


y'(]



yA,



o seo, s i .:r:11• - x' ,



!l'I'



y',



entonces, (.:r:y) 


Finalment e, s i .:r: es un elemento arbitrar io de G y x
) (J = :r'  y del isomorfismo (J hace corresponder a l elemento x la c lase adjunta .:r:A engendrada por él mismo. El teorema queda demostrado. § 66. Sumas directas de grupos abelianos



Queremos acabar esto capítulo con un teorema de la teoría do los grupos más pro[undo que aquellas propiedades elementales de los grupos que se hnbian expuesto anteri ormente. A sa ber, basándose en la descripción de los grupos cíclicos, ya conocida por e l § 64,
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.§ 66. SiJmas directas de grupos abella>tos



Un grupo abeliano G representa una suma directa de sus subgrupos A 1 , A 21 . . . . Ah cuando, y sólo cuando, el mismo es engendrado por estos subgntpos,



(6)



y la intersección de cada subgrupo A 1, i



=



2, ... , k, con el subgrupo



engendrado por todos los subgrupos anteriores A,, A 2 • • contiene solamente al cero, {At> A2, .. ., A1-s} íl A, = 0, i = 2, .. ., k.



• .,



A 1-1>



(7)



En efecto, si el grupo G posee una descomposición directa (1), entonces, para cada elemento x de G exisle una expi;csión (2) y, por esto, se veriiica la igualdad (6). El cumplimiento de la igualdad (7) es consecuencia de la unicidad do la expresión (2) para cualquier clcmentox: si para ciert.o i, la intersección {Ai. A2, .. ., A1-1 } íl (\A 1 contuviese un elemento x no nulo, entonces, por una parte, :¡; se podría expresar como un elemento a, de A;, o sea, x =a;. y por eso, (8) .'!:=0+ ... +o+a 1+0+ ... +o; por otra parte, x, como elemento del su bgrupo {A 1, A 2 , posee una expresión de la forma



••• •



A,_,}



x=a1+a2+ ... +a1-1.



o sea. (9)



Es evidente, q ue para el elemento x, (8) y (9) son dos expresiones dist.intas de la forma (2). l\ecíprocamenLe, supongamos que se cumplen las igualdades (6) y (7). De (6) se deduce, quo cualquier elcmonto x ue\ grupo G posee por lo menos una expresión de la forma (2). Por otra parto, supongamo,; que para cierto elemento x existen dos expresiones distint11s de la forroa (2) x=ni +a 2+ ... + a,. =a; +a;+ ... +a~. (10) EnLonces, se puede ballar lal i, i , que (11)



pero O S('ól.



a;-aí~O.



Sin emba rgo, de (9) y (l'l) so deduce la igualdad a1 -aí = (a; - a.1) + (a;-a2) + ... + (ai-1-a.1-1).



(12)
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que, en virtud de (12), contradice a la igualdad (7). El teorema queda demostrado. El concepto de s uma directa se puetlc examin;Jr de olro modo distinto. Sca11 dados/cgrnposabclianosarbitr;iriosA 1 , A 2 , •• • , A 1,, algunos de los c uales pueden ser isomorfos. Designemos con G el conjunt.o de todos los sistemas posibles de la forma (13) fotmados fJOr sendos elcme11tos el e los grupos A 1 , A~, ... , A 1t · El conj11 n to G se co n v iertc en un grn po a beliano, si la suma de los sistemas de la Curma (n) se clefi11e por la regla: (ai. a2, ... , a¡,) + (a; , 11;, ... , aí,) =



= (a 1 -1- a;,



az+a~ .... , ad



- aí,),



(14)



según la cual se su man los elementos de los grupos dados A 1 , A z• . . . , ll1t 1>or separado. 1•:11 efecto, las !oyes asociativa y conmutativa de esta suma se deducen del cumplimient.o de estas le yes en cada uno de los grupos dados; el papel del cero lo desempefia el sistema (Ot> 0 2 , .•• , U1i), donde mediante 0 1 se sefiala el elemento nulo del grupo A 1 , i= 1, 2, . .. , k; el elemento opuesto para e l sistema (13) es el sistema (-ai. -a.2, ... , -a,,). El grupo abeliaoo G construido se llama suma directa de los grupos A1, Az, .. , Ah y se dcsigrrn, corno anteriormente, mediante G = A 1 ...;- A 2 +



. .. -:



AA.



La razón de esta denominación consiste en que el grnpo G, que representa una suma directa de los gru.pos A 1 , A 2 , • • • , A k en el sentido que acabamos de definir, se puede descomponer en una suma directa de sus subgrupos A;, A~ • ... , A í., q1te son isomor/os a los grnpos A 1t A 2 • • • • , A'" correspondientemente. Designemos, para esto, mediante A;, i '--' 1, 2, .... k, el conjunto de los clement.os del grupo G, o sea, de los sistemns de la forma (13), en los que en el lugar de i figura un elemento arbitrario a; del grupo A" y en los demás lugares, los ce ros de los grupos correspondientes; éstos son, por consiguiente, los sistemas de la forma (01, ..• , 01-1. a,, 01+1 •.•. , 01t)· (15) La definición de la suma (14) muestra que e l conjunto Ai representa un subgrupo del grupo G; el isomorfismo de este subgrupo con el grupo A 1 se obtiene haciendo corresponder a cada sistema (15) el e lemento a 1 dé l grupo A 1·
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Queda por demostrar que el grupo G representa una suma directa de los subgrupos A;. A;, ... , Ak. En efecto, cualquier elemento (13) del grupo G se puede representar en forma de una suma de elementos de los suhgrnpos indicados: (ai. a 2,



•• • ,



ah) = (ati 02 ,



••• ,



Oh) +



+ (O., ª2• Os, .. . , Oh) + ...



+ (01t



02, .•. , 011-11



ah)·



La unicidad de esta representación se deduce de quo diferentes sistemas ele la forma (13) son diferentes elementos del grupo G. Si se han dado dos sistemas de grupos abelianos, A 11 A 2 , • •• , AA y Bi. Bz, . . . , B,,, y los gruposA 1 y B 1 , i = 1, 2, ... , k, son ist>morfos, entonces tos grupos G= A 1 -t- A2 + ... + A1, y



l! = B1 + B2 + ... +B,,



también son isomorfos. En efecto, si para i . ~ 1, 2, . .. , k, se ha cstahlecido un isomorfismo 


(a., az, . ..• ah) 1p = (a1 n 2 , ••• , nh, entonces la snma directa G de estos grupos es también un grupo finito y sn orden n es igual al producto de los órdenes de los sumandos directos, ·



(16)



En efcclo, el númoro de sistemas diversos ele Ja forma (13), pa.ra carla u110 de lo:; cuales el elemento a 1 puede lomar n 1 valores distintos, el elemento 


n = st, (s, t) = 1. entonces, el grupo {a} se descompone en una snma direcltt de dos grupos cíclicos, cuyos órdenes correspondientes son .~ y t. Para el grupo {a} emplearemos la expresión aditiva. Poniendo b = ta , so tiene sb -= {st) a= na = O,
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pero, para
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O< k 



s, kb = (kt) a.'-'!= O,



es decir, el subgrupo cíclico {b} Licno el orden s. An;ilogamento, el subgrupo cíclico {c} del elemento e = sa tiene el orden t. La intersección { b} n{e} contiene sólo el cero, puesto que si kb = le para O < k < s, O < l < t, entonces (Id) a= (ls) a,



y como los números kt y ls son menores que n, se tiene kt = l1>,



lo cual es imposible, ya que los números s y t son primos entre sí. Finalmente, existen unos números u y v tales, que su + tv= 1,



y, por lo tanto,



a = v (ta)+ u (sa)=vb+uc, y, por consiguiente, cualquier elemento del grupo {a} se puerle representar como una suma ele elementos ele los subgrupos {b} y {c}. Llamaremos a nngrupo abeliano G indescompon.ible, si JlO puedL• ser descompuesto en una suma directa de dos o de unos cuantos subgrupos, difercmtes del subgrupo cero. Un grupo cíclico finito , cuyo orden es una potencia de nn número primo p, se denomina grupo cíclico primario respecto al número primo p . Aplicando unas cuantas veces la proposición 
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Para la demost rac ión, tomemos un elemento arbitrario x diferente dl! cero de 11ueslro grupo, X =>sa, O


El nt'.1mero s se pue•le esc l'ibir en Ja forma S = p1s', 0 ,.


+



•=



p''-1 (1 - pv) a = (p''- • - ¡l'v) a = p 11 - 1a -



1J (p"a) ~= p1'-1a = b,



o sea. (•J e le111t•11 to b pNlene


1·:11 efec to, a l


§ \ 67. Grupos abelianos finitos Tomando cualquier conjunlo finito de grupos cíclicos primarios, ¡1 lg 1111os de los cuales puetle11 estar referidos a un mismo número _p rimo, o incluso pueden Lener un mismo orden, o sea, que pueden ser i,;omorfos, la suma direct.a de e ll os representa un grupo abelia110 finito. R esulta, que con esto se agolan todos los grupos abelianos finitos: ·
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Cap. X IV



Grupo~



Teorema fundamenta l do los gru¡xns abcliauos finitos. T11do gm.po nhelia110 finito G que no es un grupo cero, se descompon(' NI 11111i suma directa dr subgrnpos c~clicos primarios. Co1nc11zaremos 111 dernostrAdón de eslc IP.orcrn;i 11lt~cn• (l1ulo rp ro en  O, e:-: una polellcia del número primero p lal, que el nirm


mx es diferpnle de cl:' rn



Soiw flt,



Pz• • · · • I'•



(1)



lodos los n{1merois primos d iversos, al~1111as dl• r 11yns po te ncias !li n •Qn de órde nes de algunos elementos del grupo G. De signemo~ co n p cualq11icrn de estos númerOi', y con P. e l co11j1111to de lo;; element o~ del grupo C. cuyos órdenes son potenci l. 0111.onces, p~ (x-;- y)= O,



+



o sea, el orden riel elemento x y, o hicn es el número p 1'. u hie 11 es un divisor de eslc número, es der.i,r, es unn potencia del núrn ttro p. T omando, por p cada uno lle los númNos (1), sucesi\·amcnlt•, obt.enemos s subgrupos no nulos.



(2) El grupo G es una suma directa de estos subgrnpos,



G= P1 +P2 + ... +P,



(3)



En efecto, si x es un elemento arbitrario del grupo G, su orden l sólo puede dividirse por ciertos números primos de l sislema (·t ). l = p~l p:• ...



p:•.



donde k 1 :;;.. O, i = 1, 2 . . . . , s. Por eso, como se había demostrado al final del párrafo anterior, el subgrupo cíclico {x} se descompo111• en una suma directa de subgrupos cíclicos primarios que tienen Jos órdenes p~•, p~2, ... , pZ• respectivamente. Estos su bgrupos cícli cos primarios pertenecen a los subgrupos (2) correspondientes y, por
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consiguiente, el elemento x se representa en forma de una suma de elementos, tomados uno por uno en todos o en unos cuantos de los subgrupos (2). De este modo, queda demostrada la jgualdad



G = {P1, P2 ,



••• ,



P.}.



que es análoga a la igualdad (6) del párrafo anterior. . Para demostrar la igualdad, análoga a la igualdad (7) del mismo parra fo, tomemos cualquier i, 2 < i.,;;;: s. Entonces, cualquier elemento Y del subgrupo (P, , P 2 , • . • , P 1- 1 } tiene la forma



Y=a, + az+ ... +a1-1> donde el elemento a¡, j = 1, 2, ... , t - 1, pertenece al subgrupo P;. es decir, tiene el orden p~J. Entonces, (



o



P,'" P,"• · · · Ph. 1 ~~· ) y =



o,



~ea, e l orden del elemento y es cierto divisor del número p"•p1;• ,,



· · .p 1 ~~ · y, por consiguie11tc, e l elemento



1



-



y, si es diferente de cero, no puede pertenecer a l snbgrupo P;. De este modo, queda demostrado, que {P" P2 • ... , P1-1} íl P; =0,



que es Jo que se quería demostrar. Obsérvese que el grupo abeliano en el que los órdenes de todos los elementos son potencias de nn mismo número primo p, se denomina primario respecto del número p. Los grupos cíclicos primarios son c0rema fundamental al caso de un grupo :abcliano .íinito primario P, respecto de cierto número primo p. Examinemos este caso. Sea a 1 uno de los elementos del grupo P que tienen en éste e l orden máximo. Si, luego, existen en el grupo P elementos, diferentes de cero, las interseccio11es de cuyos subgrupos cíclicos con el subgrupo cíclico {a¡} son iguales a cero, entonces, mediante a2 indicamos uno ele los elementos de orden máximo entre los eleme11tos que poseen esta propiedad; por lo tanto, {1t1} íl. {a2} =O.
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Supongamos q ue ya se han elegido los olemenlos 01. a2 • • •• , a , _1. El s u bgrupo de l gru po P, engendrado por s us suhgrupos cíclic os, lo iudirnrcmos mediante {a., a 2 , • • • , a;- 1}. ({a 1 ) , {n2 ) .... , (01- 1}} - {a 1 , a 2••.• , 0;- 1}.



(4)



Es evi deu ll'. qui' 1•stc se compone de torios los e leme ntos del grupo /' qu e se p1wdc11 expresa r en form a de 1111a s um a rle elementos, mú lti plo!'! d(J los c lomc11tos a 1, a.2 , •••• a 1 _ ,; diremos que este subgru¡w está ('lllft'lld rado por los e lementos 11 1 , a 2 • •• ., a.;_,. Designemos ahora 


01- 1}



íl



{a1} = O.



(fl)



Cu11111 t• I gr11pl'signando cun P' 1·1 s n hgrupo l'ngend ra do por C!"lUS



'\ ' l'lllt~nto~.



P' = {a,, ílz, ... , íl, ), o sea, (fi) 1 i1•11(' qu o e l s ubgrupo c íc li co e n gl'ndrndo por c ualqui


Queda por demostrnr que el subgrupo P' coinc ide en la realidad con todo el grupo P. Sea x un e lemento c ualquiern del g rupo P que tenga e l o rden p. Como



P'



íl {x} ,,


y e l s ubg rupo {x} no tiene subgrupos no nulos, diícrenles de sí mis mo (recorde mos, qno e l orden de un subgrupo es d ivisor del orden d e l grupo, y qu e e l número pes primo), e l su hgrupo {x} verdaderamente está conl.e ni
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Co m o muestra la e lecc ión de los elementos a,, a~ . a, , e l orden do éstos no ''ª crccic ud o y, por esto, ;:e puede sefü1lar tal i, l . i - ·1 ,


Q l11 1 , entonces .



a~ • .. . , a 1 _ 1 },



Q n {.1:)7!=º·



Si 11 e mbargo, en e l párrafo a nterior se hnbía demostrado que lodo :subg rupo uo nulo 1lc u11 g rnpo cícli co primoriu {x} de orden pA coulioue e l e lemenlo



(8)



p 1·-l.1:.



y



P or c·ousigu icntc, e~l•· c lcme11lo y pet·tenerc a l1t intersecc ión Q íl {.r}, y. por Jo 111111(), a l s11bg r11po Q. E~IO ,\¡, la posibilidad d e cxprns a r y eu ftirllla dl• 11ua suma de clcm1•11lnl'. múltiplos 1h• los



n



~l!'in e nlo~



a1,



a,



ti 2 • . . ..



1:



(9) l)l' (8)



se deduce, qu o 1'1 e lemento y ti l•m• t·I or1lcu p. l'or eso,



f- . . . -1- (pl¡



1) (I ¡



1~



virt.ud •h· la exisl.e nci11



111'



Ja



(p/ ~) Oz



(pl,) 11¡ Í



o



.~c


que



en



ll, 111·~.omposición



di recia (7), (pl j ) ll j



11.



i



1,2, .. .,i - t.



P or lu lanto, el número pi; li!'IW que dividir:


l¡



¡/'- 1111 j .



i



1,2,. . ., i - 1.



(10)



E.~I !' elemen to p e rtt'IJCCI' i1I s ubgrupo Q y. por ronsiguirnl e, a l subgrupo />'; ad emás, t·n ,·irtud de (9) y (IO) , !J /)N-1 z. (11 )



Üt•



(8) y (11) :-;e d cd uc


¡/ •-1 (x 1•:; d ecir, c¡uc el ordc•n



;;) = O,



cid elc111cuto l = x - ;
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no es 1T111yor qne pk-• y, por consiguiente. e11 vi rlud de la hipotesis do la i11ducciór1. t perlencco al subgrupo P' . Por asto, el elemento x, corn" s11111a do dos elementos de P', x ~= z Lambié11 pertenece a l



+ /,



s ubgrn po P'. De esto modo, queda demostrado q11e todos los elementos dt• orden p" de l grupo P pertenecen a P'. P or consiguiente, nu\!l'\ 1·:1 rl~mostración por inducción da la posibilidad de aHrmnr qu e lodos los elementos del grupo P pertenecen 111s ubgrupo P', o sea. qu e /l' JI . Ln demostración del teoremo fundamental está terminada. Corno rcsu liado complementario, obtenemos que un grupo a/Jelian o f ini/o es primario respecto al número prime p, cuando, y sólo cuando, su orden e.~ una potencia de este nrimero p. En efecto, ~e había domostra1lo que todo grupo abeliano finito P que es primario (1•especto a p), so c.lescompone en una suma directa de grupos cíclicos primarios (res· pecto a p), y por eso, el orden del gru po Pes igual a l producto de los órdenes de estos grupos ciclicos, o sea, es una \)Otencia del número p. Recí prncamente, si el orden de uu grupo ahelinno finito es igua l a p1', 1Jondc p es un número primo, entonces, el orden decualq11icrn de su!' elemen tos es divisor do este número, es deci r. también es un a potencia del número p, y, por lo \.¡\n to, el grupo resulta ser prima· ri o respecto a p. Con el teorema fundamental no se agota lolin'\•Íil el problema de lu tle~cripción total ele los grupos abelianos finitos, puesto que tocln· vín 110 so ha e:ccluido 111 posibilidad de que lns sumas directas 1l e dos coujuntos distintos do grupos cíclicos, pri moríos respecto a cier· tos números primos, sean grupos isomorfos. E n la realidad esto no se verifica, como muestra el teorema que s ig ue: Sl, rle dos modos distintos, se ha descompuesto WL ·grupo abelia110 finito G en una suma directa de subgrup os cíclicos primarios, G = {a,} + {a2 }+ ... + {a,}={b1}+ {b2 }+ ... +{b1}. ( 12)



entonces, arnba.s descomposiciones d;.rectas posee1i el mismo número de sumandos directos, s = t, y entre los sumandos directcs de estas descomposiciones se puede establecer una correspondencia biunívoca tal, gtie los sumandos correspondientes sean gnipos cíclicos de un mism.o orden, es decir, Isomorfos. Obsenemos primero, que si tomamos en l a primera de las descomposiciones directas (12), por ejemplo, los sumandos directos que se relacionan al número primo dado p, su suma directa será un subgrupo primario (respecto a p) del grupo G, e incluso componente primaria de esto grupo. puesto que su orden es igual a Ja potencia máxima del número p por la que se divide el orden del grupo G. Reuniendo de este modo todos Jos sumandos directos en cada una de las descomposiciones (12), obtenemos en ambos c11sos la descomposición de l grupo G en componentes primarias, cuya unicidad ya fue seña lada a n teriormente.
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l!:s to nos permite dernoslrnr el teorema, suponiendo que e l mismo gru¡10 ()t'S ¡1rima rio rcs r1ecto al número primo p. Sc11elegid a111 numen1c ión de lo!! su mandos directos en cada un¡¡ do lns descomposiciones (1 2) de t..1 1 m od o, que los órdenes de estos s uman dws no vayan creciendo . es dl·1·i r , qu e te niendo los el emen tos a 1 , a~, .. ., ª• los



ímfones r


J.· 1 > k2 ?;- . .. ;;. k,, ••• , b1 los órdc1w!I



y ten iendo los element os h1 , b2 ,



P''• p'3, . .. • p\ n '!' pect ivame nte, sea,



l 1 > lz> ... > l1. S i n o se c umpli(•sc• la tesis rl


k; :-/= 1,.



E,:l;Í claro. que i ..r: min (s, 1), pu esto que p;tl'a tad¡l un;i de las dc,:c:ompos iei


k¡


J'>csig11ernos co11 JI el co11j11nto de lo,, elemcnlo!< dlll grn p o (; '"uyos tlrdeues 110 sobrepasan a r¡1,;. Bst.o r c ¡Jresen!.11 un s 11l1g'l'!1po tic ! g ru po G. pueílto q ue s i x e il "ºª elemcnlQs de // , cn to uce>', x I· y y - x son ele ordeu no :,;u perior a l núm er o pi. Obsérvese, qu e a l ~ubgrupo 11 p erlc11t!


1.... "1n 1_,, " h



n¡. 1, .. . , a.,..



Por otra p11rt e. si 1 -e aqní se



deduce, qui' la c la se ad junta ai ..!. lJ (lrecoril cmvs, qm· estam os 1•111pleando la e xpresión adi tiva!) ti e ne, como c l om cnlo de l g rup o 1 cociente G/11 , el orden p 'r"•; este mismo ordc11 tiene s u ;;11/Jgrupo 


Gl/l=(a1+ 1l} + {az + Il} + .. . -f- {a1 -.-f- J/},



(15)



 4.:11;
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y qui•. por eslo. ;;11 urden es iicual a l ní11111•rn p


Si



.i;



•



( \\\}



e, existe



t'S 1111 c le111e11lo al'bitrnr io clol grupo



ltt



UX J)l'(l-



,'-l i611 1



m_,11 •.



1, :.! .. .. , i - t .



S 11ptmg;11110., ljuc. para



p"i - 1'iq¡



lll j



11 ¡ .



do11.tc ( 17) E111.011 Cll>


t¡;(¡/'; - ''in.;)



¡· ll ¡tl; .



y como el primer :-11111111\du dt•I ,;cgumlo mi l.'m lirn c;;l{1 n \cn idt•



c11 // , Hl' tiene m¡a¡ 1



11



// .



· ll¡fl j



Por ot ra part.e, 111 ;(1;



/J 01'



11



~



H, .



. . , lll sa t.



11



!f.



CHO,



.x -1 11 - (m1a1 ·i 1/) -1-(m zª ·z -¡- lf) + ... : (m.,a. 1 //) · · (ncn 1 ~ /1 ) ; (11 all z 1 fl) ,



.. . 1· (n1



S uponga mo:< que t•xis tc 1111a cxprc"i


i



f/ ) - . . .



rnú ~



1/l i - 1 \



H) .



(lt>)



de e!


(11' 1- 1ª; - 1 ';- //) .



(l!I)



dond•• O-< n j < phrk1 , ¡ ~ !, :! . . .. . i - 1.



Entonces, Jos



(20)



olemc11to~



+ n211 2 -i- ... ,· 11 ; . 111, _ 1 11;11 1 -1 11;a 2 + ... + n i - 10 1- 1 11,(11



y



está n en una mi sma e-Jase adju nta relati\·a a // . o sea, ;.u difl'rencia pertenece a JI y, por es to, p~l ((n.-n;)



ª• + (112 -n;) ad



· ... -:- (11;-, - n ;_ i) ª 1- 1) = O.



De aqul se deduce (ya que la primera d e la:; descompo>:icio1ws (12) es directa) que pkl(n; - n j)a; = O, ; ~ t ,2, .. .,i - 1,
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y, por lo 1.anLo, e l 11 úrnero ¡/'i (n¡ - nj) t.ienC' qui' dividirse por e l orden p 1'i de l elemento a¡ y, por consiguiente, Ja diferencia n1 - nj 1 1 se divide por el número p 'r ' ;, En virt.ud de (17) y (20), de aq11i se ded11c1:? que n¡ nj ,¡ ~ 1,2, ... ,i - J,



es decir, fas expresiones (18) y (Hl) son idénticas. De este modo, queda demostrada la exisLencia ele la descomposición di recta (15). Consideraciones análogas, realizadas para la segunda de las de!'composiciones (12), muestran que este mismo grupo cociente Gi /-1 posee una descomposición directa G/H = {b, 1· //} + {b2 l· H} ·1· ... _:.. {b;-.-l TI} + {/Jd· H} +



.. .,



es decir, que en virtud de (13) y (14), su orden tiene que ser estrlcta ml'n te m ayor que C'I número (Hi). Esta c·o11t.raclicc ión demuestra el teorema. Ya hemos ohtenido una exposición completa de los grnpo~ ahc lia11os finitos. Así , p11c~. tomamos todos los conj11nlfJs finitos posibfrs de números naturales di/erfntes de la u.nidacl, pero no indispensafJ/11111Pnfr distintos, de modo qne cada nno de elLos sea una potencia de cierto número primo. A cada conjunto de éstos ponemos e11 correspo11den.ci
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