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Capítulo 2 Probabilidad



c) Suponga que todos los paquetes defectuosos fueron rechazados y perdieron todo su valor, ¿a cuánto se reduciría la utilidad de la venta de 10,000 paquetes debido a que no se cumplieron las especiicaciones de peso?



2.6



2.72



Demuestre que P(A′ ∩ B′) = 1 + P(A ∩ B) – P(A) – P(B).



Probabilidad condicional, independencia y regla del producto Un concepto muy importante en la teoría de probabilidad es la probabilidad condicional. En algunas aplicaciones el profesional se interesa por la estructura de probabilidad bajo ciertas restricciones. Por ejemplo, en epidemiología, en lugar de estudiar las probabilidades de que una persona de la población general tenga diabetes, podría ser más interesante conocer esta probabilidad en un grupo distinto, como el de las mujeres asiáticas cuya edad está en el rango de 35 a 50 años, o como el de los hombres hispanos cuya edad está entre los 40 y los 60 años. A este tipo de probabilidad se le conoce como probabilidad condicional.



Probabilidad condicional La probabilidad de que ocurra un evento B cuando se sabe que ya ocurrió algún evento A se llama probabilidad condicional y se denota con P(B|A). El símbolo P(B|A) por lo general se lee como “la probabilidad de que ocurra B, dado que ocurrió A”, o simplemente, “la probabilidad de B, dado A”. Considere el evento B de obtener un cuadrado perfecto cuando se lanza un dado. El dado se construye de modo que los números pares tengan el doble de probabilidad de ocurrencia que los números nones. Con base en el espacio muestral S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, en el que a los números impares y a los pares se les asignaron probabilidades de 1/9 y 2/9, respectivamente, la probabilidad de que ocurra B es de 1/3. Suponga ahora que se sabe que el lanzamiento del dado tiene como resultado un número mayor que 3. Tenemos ahora un espacio muestral reducido, A = {4, 5, 6}, que es un subconjunto de S. Para encontrar la probabilidad de que ocurra B, en relación con el espacio muestral A, debemos comenzar por asignar nuevas probabilidades a los elementos de A, que sean proporcionales a sus probabilidades originales de modo que su suma sea 1. Al asignar una probabilidad de w al número non en A y una probabilidad de 2w a los dos números pares, tenemos 5w = 1 o w = 1/5. En relación con el espacio A, encontramos que B contiene sólo el elemento 4. Si denotamos este evento con el símbolo B|A, escribimos B | A = {4} y, en consecuencia, 2 P (B |A ) = . 5 Este ejemplo ilustra que los eventos pueden tener probabilidades diferentes cuando se consideran en relación con diferentes espacios muestrales. También podemos escribir 2/ 9 P (A ∩ B ) 2 = = , 5 5/ 9 P (A ) donde P(A ∩ B) y P(A) se calculan a partir del espacio muestral original S. En otras palabras, una probabilidad condicional relativa a un subespacio A de S se puede calcular en forma directa de las probabilidades que se asignan a los elementos del espacio muestral original S. P (B |A ) =
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Definición 2.10: La probabilidad condicional de B, dado A, que se denota con P(B|A), se deine como



P (B |A ) =



P (A ∩ B ) , P (A ) , siempre que P(A) > 0.



Un ejemplo más: suponga que tenemos un espacio muestral S constituido por la población de adultos de una pequeña ciudad que cumplen con los requisitos para obtener un título universitario. Debemos clasiicarlos de acuerdo con su género y situación laboral. Los datos se presentan en la tabla 2.1. Tabla 2.1: Clasiicación de los adultos de una pequeña ciudad Empleado 460 140 600



Hombre Mujer Total



Desempleado 40 260 300



Total 500 400 900



Se seleccionará al azar a uno de estos individuos para que realice un viaje a través del país con el in de promover las ventajas de establecer industrias nuevas en la ciudad. Nos interesaremos en los eventos siguientes: M: se elige a un hombre, E: el elegido tiene empleo. Al utilizar el espacio muestral reducido E, encontramos que P (M |E ) =



460 23 = . 600 30



Sea n(A) el número de elementos en cualquier conjunto A. Podemos utilizar esta notación, puesto que cada uno de los adultos tiene las mismas probabilidades de ser elegido, para escribir P (M |E ) =



n(E ∩ M )/n (S ) P (E ∩ M ) n(E ∩ M ) = = , n(E) n(E)/n (S) P (E )



en donde P(E ∩ M) y P(E) se calculan a partir del espacio muestral original S. Para veriicar este resultado observe que P (E) =



600 2 460 23 = y P (E ∩ M ) = = . 900 3 900 45



Por lo tanto, P (M |E) =



23 23/ 45 = , 2/ 3 30



como antes. Ejemplo 2.34: La probabilidad de que un vuelo programado normalmente salga a tiempo es P(D) = 0.83, la probabilidad de que llegue a tiempo es P(A) = 0.82 y la probabilidad de que
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salga y llegue a tiempo es P(D ∩ A) = 0.78. Calcule la probabilidad de que un avión a) llegue a tiempo, dado que salió a tiempo; y b) salió a tiempo, dado que llegó a tiempo. Solución: Al utilizar la deinición 2.10 tenemos lo que sigue: a) La probabilidad de que un avión llegue a tiempo, dado que salió a tiempo es P (A |D ) =



0.78 P (D ∩ A ) = = 0.94. P (D ) 0.83



b) La probabilidad de que un avión haya salido a tiempo, dado que llegó a tiempo es P (D |A ) =



0.78 P (D ∩ A) = = 0.95. P (A) 0.82



La noción de probabilidad condicional brinda la capacidad de reevaluar la idea de probabilidad de un evento a la luz de la información adicional; es decir, cuando se sabe que ocurrió otro evento. La probabilidad P(A|B) es una actualización de P(A) basada en el conocimiento de que ocurrió el evento B. En el ejemplo 2.34 es importante conocer la probabilidad de que el vuelo llegue a tiempo. Tenemos la información de que el vuelo no salió a tiempo. Con esta información adicional, la probabilidad más pertinente es P(A|D′), esto es, la probabilidad de que llegue a tiempo, dado que no salió a tiempo. A menudo las conclusiones que se obtienen a partir de observar la probabilidad condicional más importante cambian drásticamente la situación. En este ejemplo, el cálculo de P(A|D′) es P (A |D ) =



0.82 − 0.78 P (A ∩ D ) = = 0.24. P (D ) 0.17



Como resultado, la probabilidad de una llegada a tiempo disminuye signiicativamente ante la presencia de la información adicional. Ejemplo 2.35: El concepto de probabilidad condicional tiene innumerables aplicaciones industriales y biomédicas. Considere un proceso industrial en el ramo textil, en el que se producen listones de una tela especíica. Los listones pueden resultar con defectos en dos de sus características: la longitud y la textura. En el segundo caso el proceso de identiicación es muy complicado. A partir de información histórica del proceso se sabe que 10% de los listones no pasan la prueba de longitud, que 5% no pasan la prueba de textura y que sólo 0.8% no pasan ninguna de las dos pruebas. Si en el proceso se elige un listón al azar y una medición rápida identiica que no pasa la prueba de longitud, ¿cuál es la probabilidad de que la textura esté defectuosa? Solución: Considere los eventos L: defecto en longitud,



T: defecto en textura.



Dado que el listón tiene una longitud defectuosa, la probabilidad de que este listón tenga una textura defectuosa está dada por P (T |L ) =



0.008 P (T ∩ L) = = 0.08. P (L) 0.1
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Eventos independientes En el experimento del lanzamiento de un dado de la página 62 señalamos que P(B|A) = 2/5, mientras que P(B) = 1/3. Es decir, P(B|A) ≠ P(B), lo cual indica que B depende de A. Consideremos ahora un experimento en el que se sacan 2 cartas, una después de la otra, de una baraja ordinaria, con reemplazo. Los eventos se deinen como A: la primera carta es un as, B: la segunda carta es una espada. Como la primera carta se reemplaza, nuestro espacio muestral para la primera y segunda cartas consta de 52 cartas, que contienen 4 ases y 13 espadas. Entonces, P (B |A) =



13 1 13 1 = y P (B) = = . 52 4 52 4



Es decir, P(B|A) = P(B). Cuando esto es cierto, se dice que los eventos A y B son independientes. Aunque la probabilidad condicional permite alterar la probabilidad de un evento a la luz de material adicional, también nos permite entender mejor el muy importante concepto de independencia o, en el contexto actual, de eventos independientes. En el ejemplo 2.34 del aeropuerto, P(A|D) diiere de P(A). Esto sugiere que la ocurrencia de D inluye en A y esto es lo que, de hecho, se espera en este caso. Sin embargo, considere la situación en donde tenemos los eventos A y B, y P(A|B) = P(A). En otras palabras, la ocurrencia de B no inluye en las probabilidades de ocurrencia de A. Aquí la ocurrencia de A es independiente de la ocurrencia de B. No podemos dejar de resaltar la importancia del concepto de independencia, ya que desempeña un papel vital en el material de casi todos los capítulos de este libro y en todas las áreas de la estadística aplicada. Definición 2.11: Dos eventos A y B son independientes si y sólo si



P(B|A) = P(B) o P(A|B) = P(A), si se asume la existencia de probabilidad condicional. De otra forma, A y B son dependientes. La condición P(B|A) = P(B) implica que P(A|B) = P(A), y viceversa. Para los experimentos de extracción de una carta, donde mostramos que P(B|A) = P(B) = 1/4, también podemos ver que P(A|B) = P(A) = 1/13.



La regla de producto o regla multiplicativa Al multiplicar la fórmula de la deinición 2.10 por P(A), obtenemos la siguiente regla multiplicativa importante (o regla de producto), que nos permite calcular la probabilidad de que ocurran dos eventos.



www.FreeLibros.me



 66



Capítulo 2 Probabilidad



Teorema 2.10: Si en un experimento pueden ocurrir los eventos A y B, entonces P(A ∩ B) = P(A)P(B|A), siempre que P(A) > 0. Por consiguiente, la probabilidad de que ocurran A y B es igual a la probabilidad de que ocurra A multiplicada por la probabilidad condicional de que ocurra B, dado que ocurre A. Como los eventos A ∩ B y B ∩ A son equivalentes, del teorema 2.10 se deduce que también podemos escribir P(A ∩ B) = P(B ∩ A) = P(B)P(A|B). En otras palabras, no importa qué evento se considere como A ni qué evento se considere como B. Ejemplo 2.36: Suponga que tenemos una caja de fusibles que contiene 20 unidades, de las cuales 5 están defectuosas. Si se seleccionan 2 fusibles al azar y se retiran de la caja, uno después del otro, sin reemplazar el primero, ¿cuál es la probabilidad de que ambos fusibles estén defectuosos? Solución: Sean A el evento de que el primer fusible esté defectuoso y B el evento de que el segundo esté defectuoso; entonces, interpretamos A ∩ B como el evento de que ocurra A, y entonces B ocurre después de que haya ocurrido A. La probabilidad de sacar primero un fusible defectuoso es 1/4; entonces, la probabilidad de separar un segundo fusible defectuoso de los restantes 4 es 4/19. Por lo tanto, P (A ∩ B) =



1 4



4 19



=



1 . 19



Ejemplo 2.37: Una bolsa contiene 4 bolas blancas y 3 negras, y una segunda bolsa contiene 3 blancas y 5 negras. Se saca una bola de la primera bolsa y se coloca sin verla en la segunda bolsa. ¿Cuál es la probabilidad de que ahora se saque una bola negra de la segunda bolsa? Solución: N1, N2 y B1 representan, respectivamente, la extracción de una bola negra de la bolsa 1, una bola negra de la bolsa 2 y una bola blanca de la bolsa 1. Nos interesa la unión de los eventos mutuamente excluyentes N1 ∩ N2 y B1 ∩ N2. Las diversas posibilidades y sus probabilidades se ilustran en la igura 2.8. Entonces P [(N 1 ∩ N 2 ) o ( B 1 ∩ N 2 )] = P (N 1 ∩ N 2 ) + P (B 1 ∩ N 2 ) = P (N 1 )P (N 2 |N 1 ) + P (B 1 )P (N 2 |B 1 ) =



3 7



6 9



+



4 7



5 9



=



38 . 63



Si, en el ejemplo 2.36, el primer fusible se reemplaza y los fusibles se reacomodan por completo antes de extraer el segundo, entonces la probabilidad de que se extraiga un fusible defectuoso en la segunda selección sigue siendo 1/4; es decir, P(B|A) = P(B), y los eventos A y B son independientes. Cuando esto es cierto podemos sustituir P(B) por P(B|A) en el teorema 2.10 para obtener la siguiente regla multiplicativa especial.
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N Bolsa 1 4B, 3N



Bolsa 2 3B, 6N
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N 6/9 B 3/9



3/7 4/7 B



Bolsa 2 4B, 5N



N 6/9 4/9 B



P(N1  N2) = (3/7)(6/9)



P(N1  B2) = (3/7)(3/9) P(B1  N2) = (4/7)(5/9)



P(B1  B2) = (4/7)(4/9)



Figura 2.8: Diagrama de árbol para el ejemplo 2.37.



Teorema 2.11: Dos eventos A y B son independientes si y sólo si P(A ∩ B) = P(A)P(B). Por lo tanto, para obtener la probabilidad de que ocurran dos eventos independientes simplemente calculamos el producto de sus probabilidades individuales. Ejemplo 2.38: Una pequeña ciudad dispone de un carro de bomberos y una ambulancia para emergencias. La probabilidad de que el carro de bomberos esté disponible cuando se necesite es 0.98 y la probabilidad de que la ambulancia esté disponible cuando se le requiera es 0.92. En el evento de un herido en un incendio, calcule la probabilidad de que tanto la ambulancia como el carro de bomberos estén disponibles, suponiendo que operan de forma independiente. Solución: Sean A y B los respectivos eventos de que estén disponibles el carro de bomberos y la ambulancia. Entonces, P(A ∩ B) = P(A)P(B) = (0.98)(0.92) = 0.9016. Ejemplo 2.39: Un sistema eléctrico consta de cuatro componentes, como se ilustra en la igura 2.9. El sistema funciona si los componentes A y B funcionan, y si funciona cualquiera de los componentes C o D. La coniabilidad (probabilidad de que funcionen) de cada uno de los componentes también se muestra en la igura 2.9. Calcule la probabilidad de a) que el sistema completo funcione y de b) que el componente C no funcione, dado que el sistema completo funciona. Suponga que los cuatro componentes funcionan de manera independiente. Solución: En esta coniguración del sistema, A, B y el subsistema C y D constituyen un sistema de circuitos en serie; mientras que el subsistema C y D es un sistema de circuitos en paralelo.
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a) Es evidente que la probabilidad de que el sistema completo funcione se puede calcular de la siguiente manera: P[A ∩ B ∩ (C ∪ D)] = P(A)P(B)P(C ∪ D) = P(A)P(B)[1 – P(C′ ∩ D′)] = P(A)P(B)[1 – P(C′)P(D′)] = (0.9)(0.9)[1 – (1 – 0.8)(1 – 0.8)] = 0.7776. Las igualdades anteriores son válidas debido a la independencia entre los cuatro componentes. b) Para calcular la probabilidad condicional en este caso, observe que P (el sistema funciona pero C no funciona) P (el sistema funciona) P (A ∩ B ∩ C ∩ D ) (0.9)(0 .9)(1 − 0.8)(0 .8) = = = 0.1667. P (el sistema funciona) 0.7776



P =



0.8



C 0.9



0.9



A



B 0.8



D



Figura 2.9: Un sistema eléctrico para el ejemplo 2.39.



La regla multiplicativa se puede extender a situaciones con más de dos eventos. Teorema 2.12: Si, en un experimento, pueden ocurrir los eventos A1, A2,..., Ak, entonces P(A1 ∩ A2 ∩···∩Ak) = P(A1)P(A2|A1)P(A3|A1 ∩ A2)···P(Ak|A1 ∩ A2 ∩···∩Ak-1). Si los eventos A1, A2,..., Ak son independientes, entonces P(A1 ∩ A2 ∩···∩Ak) = P(A1)P(A2)···P(Ak) Ejemplo 2.40: Se sacan tres cartas seguidas, sin reemplazo, de una baraja ordinaria. Encuentre la probabilidad de que ocurra el evento A1 ∩ A2 ∩ A3, donde A1 es el evento de que la primera carta sea un as rojo, A2 el evento de que la segunda carta sea un 10 o una jota y A3 el evento de que la tercera carta sea mayor que 3 pero menor que 7. Solución: Primero deinimos los eventos: A1: la primera carta es un as rojo, A2: la segunda carta es un 10 o una jota,
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A3: la tercera carta es mayor que 3 pero menor que 7. Ahora bien, 2 8 12 P (A 1 ) = , P (A 2 |A 1 ) = , P (A 3 |A 1 ∩ A 2 ) = , 52 51 50 por lo tanto, por medio del teorema 2.12, P (A 1 ∩ A 2 ∩ A 3 ) = P (A 1 )P (A 2 |A 1 )P (A 3 |A 1 ∩ A 2 ) =



2 52



8 51



12 50



=



8 . 5525



La propiedad de independencia establecida en el teorema 2.11 se puede extender a situaciones con más de dos eventos. Considere, por ejemplo, el caso de los tres eventos A, B y C. No basta con tener P(A ∩ B ∩ C) = P(A)P(B)P(C) como una deinición de independencia entre los tres. Suponga que A = B y C = Ø, el conjunto vacío. Aunque A ∩ B ∩ C = f, que da como resultado P(A ∩ B ∩ C) = 0 = P(A)P(B)P(C), los eventos A y B no son independientes. En consecuencia, tenemos la siguiente deinición: Definición 2.12: Un conjunto de eventos a = {A1,…, An} son mutuamente independientes si para cual-



quier subconjunto de a, Ai1 ..., Aik, para k ≤ n, tenemos



P(Ai1 ∩···∩ Aik) = P(Ai1)···P(Aik).



Ejercicios 2.73 Si R es el evento de que un convicto cometa un robo a mano armada y D es el evento de que el convicto venda drogas, exprese en palabras lo que en probabilidades se indica como a) P(R|D); b) P(D′|R); c) P(R′|D′ ). 2.74 Un grupo de estudiantes de física avanzada se compone de 10 alumnos de primer año, 30 del último año y 10 graduados. Las caliicaciones inales muestran que 3 estudiantes de primer año, 10 del último año y 5 de los graduados obtuvieron 10 en el curso. Si se elige un estudiante al azar de este grupo y se descubre que es uno de los que obtuvieron 10 de caliicación, ¿cuál es la probabilidad de que sea un estudiante de último año? 2.75 La siguiente es una clasiicación, según el género y el nivel de escolaridad, de una muestra aleatoria de 200 adultos.



Escolaridad Hombre Mujer Primaria 38 45 Secundaria 28 50 Universidad 22 17 Si se elige una persona al azar de este grupo, ¿cuál es la probabilidad de que…



a) la persona sea hombre, dado que su escolaridad es de secundaria?; b) la persona no tenga un grado universitario, dado que es mujer? 2.76 En un experimento para estudiar la relación que existe entre el hábito de fumar y la hipertensión arterial se reúnen los siguientes datos para 180 individuos: Fumadores Fumadores moderados empedernidos H 21 36 30 SH 48 26 19 donde las letras H y SH de la tabla representan Hipertensión y Sin hipertensión, respectivamente. Si se selecciona uno de estos individuos al azar, calcule la probabilidad de que la persona… a) sufra hipertensión, dado que es una fumadora empedernida; b) no fume, dado que no padece hipertensión. No fumadores



2.77 En un grupo de 100 estudiantes de bachillerato que están cursando el último año, 42 cursaron matemáticas, 68 psicología, 54 historia, 22 matemáticas e historia, 25 matemáticas y psicología, 7 historia pero ni matemáticas ni psicología, 10 las tres materias y 8 no cursaron ninguna de las tres. Seleccione al azar a un
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estudiante de este grupo y calcule la probabilidad de los siguientes eventos: a) Una persona inscrita en psicología y cursa las tres materias; b) Una persona que no está inscrita en psicología y esté cursando historia y matemáticas. 2.78 Un fabricante de una vacuna para la gripe está interesado en determinar la calidad de su suero. Con ese in tres departamentos diferentes procesan los lotes de suero y tienen tasas de rechazo de 0.10, 0.08 y 0.12, respectivamente. Las inspecciones de los tres departamentos son secuenciales e independientes. a) ¿Cuál es la probabilidad de que un lote de suero sobreviva a la primera inspección departamental pero sea rechazado por el segundo departamento? b) ¿Cuál es la probabilidad de que un lote de suero sea rechazado por el tercer departamento? 2.79 En USA Today (5 de septiembre de 1996) se listaron los siguientes resultados de una encuesta sobre el uso de ropa para dormir mientras se viaja:



Ropa interior Camisón Nada Pijama Camiseta Otros



Hombre 0.020 0.002 0.160 0.102 0.046 0.084



Mujer 0.024 0.180 0.018 0.073 0.088 0.003



Total 0.244 0.182 0.178 0.175 0.134 0.087



a) ¿Cuál es la probabilidad de que un viajero sea una mujer que duerme desnuda? b) ¿Cuál es la probabilidad de que un viajero sea hombre? c) Si el viajero fuera hombre, ¿cuál sería la probabilidad de que duerma con pijama? d ) ¿Cuál es la probabilidad de que un viajero sea hombre si duerme con pijama o con camiseta? 2.80 La probabilidad de que cuando se tenga que llenar el tanque de gasolina de un automóvil también se necesite cambiarle el aceite es 0.25, la probabilidad de que también se le tenga que cambiar el iltro de aceite es 0.40, y la probabilidad de que se necesite cambiarle el aceite y el iltro es 0.14. a) Si se le tiene que cambiar el aceite, ¿cuál es la probabilidad de que también se necesite cambiarle el iltro? b) Si se le tiene que cambiar el iltro de aceite, ¿cuál es la probabilidad de que también se le tenga que cambiar el aceite? 2.81 La probabilidad de que un hombre casado vea cierto programa de televisión es 0.4 y la probabilidad de que lo vea una mujer casada es 0.5. La proba-



bilidad de que un hombre vea el programa, dado que su esposa lo ve, es 0.7. Calcule la probabilidad de que a) una pareja casada vea el programa; b) una esposa vea el programa dado que su esposo lo ve; c) al menos uno de los miembros de la pareja casada vea el programa. 2.82 Para parejas casadas que viven en cierto suburbio, la probabilidad de que el esposo vote en un referéndum es 0.21, la probabilidad de que vote la esposa es 0.28 y la probabilidad de que ambos voten es 0.15. ¿Cuál es la probabilidad de que… a) al menos uno de los miembros de la pareja casada vote? b) una esposa vote, dado que su esposo vota? c) un esposo vote, dado que su esposa no vota? 2.83 La probabilidad de que un vehículo que entra a las Cavernas Luray tenga matrícula de Canadá es 0.12, la probabilidad de que sea una casa rodante es 0.28 y la probabilidad de que sea una casa rodante con matrícula de Canadá es 0.09. ¿Cuál es la probabilidad de que… a) una casa rodante que entra a las Cavernas Luray tenga matrícula de Canadá? b) un vehículo con matrícula de Canadá que entra a las Cavernas Luray sea una casa rodante? c) un vehículo que entra a las Cavernas Luray no tenga matrícula de Canadá o no sea una casa rodante? 2.84 La probabilidad de que el jefe de familia esté en casa cuando llame el representante de marketing de una empresa es 0.4. Dado que el jefe de familia está en casa, la probabilidad de que la empresa le venda un producto es 0.3. Encuentre la probabilidad de que el jefe de familia esté en casa y compre productos de la empresa. 2.85 La probabilidad de que un doctor diagnostique de manera correcta una enfermedad especíica es 0.7. Dado que el doctor hace un diagnóstico incorrecto, la probabilidad de que el paciente entable una demanda legal es 0.9. ¿Cuál es la probabilidad de que el doctor haga un diagnóstico incorrecto y el paciente lo demande? 2.86 En 1970, 11% de los estadounidenses completaron cuatro años de universidad; de ese porcentaje 43 % eran mujeres. En 1990, 22% de los estadounidenses completaron cuatro años de universidad, un porcentaje del cual 53 % fueron mujeres. (Time, 19 de enero de 1996). a) Dado que una persona completó cuatro años de universidad en 1970, ¿cuál es la probabilidad de que esa persona sea mujer?
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b) ¿Cuál es la probabilidad de que una mujer haya terminado cuatro años de universidad en 1990? c) ¿Cuál es la probabilidad de que en 1990 un hombre no haya terminado la universidad? 2.87 Un agente de bienes raíces tiene 8 llaves maestras para abrir varias casas nuevas. Sólo 1 llave maestra abrirá cualquiera de las casas. Si 40% de estas casas por lo general se dejan abiertas, ¿cuál es la probabilidad de que el agente de bienes raíces pueda entrar en una casa especíica, si selecciona 3 llaves maestras al azar antes de salir de la oicina? 2.88 Antes de la distribución de cierto software estadístico se prueba la precisión de cada cuarto disco compacto (CD). El proceso de prueba consiste en correr cuatro programas independientes y veriicar los resultados. La tasa de falla para los 4 programas de prueba son 0.01, 0.03, 0.02 y 0.01, respectivamente. a) ¿Cuál es la probabilidad de que uno de los CD que se pruebe no pase la prueba? b) Dado que se prueba un CD, ¿cuál es la probabilidad de que falle el programa 2 o 3? c) En una muestra de 100, ¿cuántos CD esperaría que se rechazaran? d ) Dado que un CD está defectuoso, ¿cuál es la probabilidad de que se pruebe? 2.89 Una ciudad tiene dos carros de bomberos que operan de forma independiente. La probabilidad de que un carro especíico esté disponible cuando se le necesite es 0.96. a) ¿Cuál es la probabilidad de que ninguno esté disponible cuando se necesite? b) ¿Cuál es la probabilidad de que un carro de bomberos esté disponible cuando se le necesite? 2.90 La contaminación de los ríos de Estados Unidos ha sido un problema por muchos años. Considere los siguientes eventos:



A: el río está contaminado. B: al probar una muestra de agua se detecta contaminación. C: se permite pescar. Suponga que P(A) = 0.3, P(B|A) = 0.75, P(B|A′) = 0.20, P(C|A ∩ B ) = 0.20, P(C|A′ ∩ B ) = 0.15, P(C|A ∩ B′) = 0.80 y P(C|A′ ∩ B′) = 0.90. a) Calcule P(A ∩ B ∩ C). b) Calcule P(B′ ∩ C). c) Calcule P(C). d ) Calcule la probabilidad de que el río esté contaminado, dado que está permitido pescar y que la muestra probada no detectó contaminación. 2.91 Encuentre la posibilidad de seleccionar aleatoriamente 4 litros de leche en buenas condiciones sucesivamente de un refrigerador que contiene 20 litros, de los cuales 5 están echados a perder, utilizando a) la primera fórmula del teorema 2.12 de la página 68; b) las fórmulas del teorema 2.6 y la regla 2.3 de las páginas 50 y 54, respectivamente. 2.92 Imagine el diagrama de un sistema eléctrico como el que se muestra en la igura 2.10. ¿Cuál es la probabilidad de que el sistema funcione? Suponga que los componentes fallan de forma independiente. 2.93 En la igura 2.11 se muestra un sistema de circuitos. Suponga que los componentes fallan de manera independiente. a) ¿Cuál es la probabilidad de que el sistema completo funcione? b) Dado que el sistema funciona, ¿cuál es la probabilidad de que el componente A no funcione? 2.94 En la situación del ejercicio 2.93 se sabe que el sistema no funciona. ¿Cuál es la probabilidad de que el componente A tampoco funcione?
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Figura 2.10: Diagrama para el ejercicio 2.92.



Figura 2.11: Diagrama para el ejercicio 2.93.
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2.7



Capítulo 2 Probabilidad



Regla de Bayes La estadística bayesiana es un conjunto de herramientas que se utiliza en un tipo especial de inferencia estadística que se aplica en el análisis de datos experimentales en muchas situaciones prácticas de ciencia e ingeniería. La regla de Bayes es una de las normas más importantes de la teoría de probabilidad, ya que es el fundamento de la inferencia bayesiana, la cual se analizará en el capítulo 18.



Probabilidad total Regresemos al ejemplo de la sección 2.6, en el que se selecciona un individuo al azar de entre los adultos de una pequeña ciudad para que viaje por el país promoviendo las ventajas de establecer industrias nuevas en la ciudad. Suponga que ahora se nos da la información adicional de que 36 de los empleados y 12 de los desempleados son miembros del Club Rotario. Deseamos encontrar la probabilidad del evento A de que el individuo seleccionado sea miembro del Club Rotario. Podemos remitirnos a la igura 2.12 y escribir A como la unión de los dos eventos mutuamente excluyentes E ∩ A y E′ ∩ A. Por lo tanto, A = (E ∩ A) ∪ (E′ ∩ A), y mediante el corolario 2.1 del teorema 2.7 y luego mediante el teorema 2.10, podemos escribir P(A) = P [(E ∩ A) ∪ (E′ ∩ A)] = P(E ∩ A) + P(E′ ∩ A) = P(E)P(A|E) + P(E′)P(A|E′).



E



E'



A EA E'  A



Figura 2.12: Diagrama de Venn para los eventos A, E y E′.



Los datos de la sección 2.6, junto con los datos adicionales antes dados para el conjunto A, nos permiten calcular P (E ) =



2 600 = , 900 3



P (A |E ) =



36 3 = , 600 50



y P (E ) =



1 , 3



P (A |E ) =



1 12 = . 300 25



Si mostramos estas probabilidades mediante el diagrama de árbol de la igura 2.13, donde la primera rama da la probabilidad P(E)P(A|E) y la segunda rama da la probabilidad
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E



P(A|E ) = 3/50
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P(A|E )' = 1/25
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P( E)
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P(E)P(A|E )



E' P( )= 1/ 3



P(E' )P(A|E' )



Figura 2.13: Diagrama de árbol para los datos de la página 63 con información adicional de la página 72. la probabilidad P(E′)P(A|E′), deducimos que P (A ) =



2 3



3 50



1 3



+



1 25



=



4 . 75



Una generalización del ejemplo anterior para el caso en donde el espacio muestral se parte en k subconjuntos se cubre mediante el siguiente teorema, que algunas veces se denomina teorema de probabilidad total o regla de eliminación. Teorema 2.13: Si los eventos B1, B2,... Bk constituyen una partición del espacio muestral S, tal que P(Bi) ≠ 0 para i = 1, 2,..., k, entonces, para cualquier evento A de S, k



P (A ) =



k



P (Bi ∩ A ) = i =1



P (B i )P (A |Bi ). i =1



B3 B1



B5



B4 A



B2



…



Figura 2.14: Partición del espacio muestral s.
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Prueba: Considere el diagrama de Venn de la igura 2.14. Se observa que el evento A es la unión de los eventos mutuamente excluyentes B1 ∩ A, B2 ∩ A,…, Bk ∩ A;



es decir,



A = (B1 ∩ A) ∪ (B2 ∩ A) ∪··· ∪ (Bk ∩ A) Por medio del corolario 2.2 del teorema 2.7 y el teorema 2.10 obtenemos P (A ) = P [(B 1 ∩ A ) ∪ (B 2 ∩ A ) ∪ … ∪ (B k ∩ A )] = P (B 1 ∩ A) + P (B 2 ∩ A)) + … + P (B k ∩ A) k



P (B i ∩ A)



= i =1 k



P (B i )P (A |B i ).



= i =1



Ejemplo 2.41: Tres máquinas de cierta planta de ensamble, B1, B2 y B3, montan 30%, 45% y 25% de los productos, respectivamente. Se sabe por experiencia que 2%, 3% y 2% de los productos ensamblados por cada máquina, respectivamente, tienen defectos. Ahora bien, suponga que se selecciona de forma aleatoria un producto terminado. ¿Cuál es la probabilidad de que esté defectuoso? Solución: Considere los siguientes eventos: A: el producto está defectuoso, B1: el producto fue ensamblado con la máquina B1, B2: el producto fue ensamblado con la máquina B2, B3: el producto fue ensamblado con la máquina B3. Podemos aplicar la regla de eliminación y escribir P(A) = P(B1)P(A|B1) + P(B2)P(A|B2) + P(B3)P(A|B3). Si nos remitimos al diagrama de árbol de la igura 2.15 encontramos que las tres ramas dan las probabilidades P(B1)P(A|B1) = (0.3)(0.02) = 0.006, P(B2)P(A|B2) = (0.45)(0.03) = 0.0135, en consecuencia,



P(B3)P(A|B3) = (0.25)(0.02) = 0.005, P(A) = 0.006 + 0.0135 + 0.005 = 0.0245.
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P(A|B1 ) = 0.02



A



P(B2 ) = 0.45 P(A|B2 ) = 0.03
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P(A|B3 ) = 0.02



B3



Figura 2.15: Diagrama de árbol para el ejemplo 2.41.



Regla de Bayes Suponga que en lugar de calcular P(A) mediante la regla de eliminación en el ejemplo 2.41, consideramos el problema de obtener la probabilidad condicional P(Bi|A). En otras palabras, suponga que se selecciona un producto de forma aleatoria y que éste resulta defectuoso. ¿Cuál es la probabilidad de que este producto haya sido ensamblado con la máquina Bi? Las preguntas de este tipo se pueden contestar usando el siguiente teorema, denominado regla de Bayes: Teorema 2.14: (Regla de Bayes) Si los eventos B1, B2,..., Bk constituyen una partición del espacio muestral S, donde P(Bi) ≠ 0 para i = 1, 2,...,k, entonces, para cualquier evento A en S, tal que P(A) ≠ 0, P (Br |A ) =



P (Br ∩ A ) k



=



P (Bi ∩ A )



i =1



P (Br )P (A |Br ) k



para r = 1, 2, . . . , k.



P (Bi )P (A |Bi )



i =1



Prueba: Mediante la deinición de probabilidad condicional, P (B r |A ) =



P (B r ∩ A ) , P (A )



y después usando el teorema 2.13 en el denominador, tenemos P (Br ∩ A )



P (Br |A ) =



k



P (Bi ∩ A )



i =1



=



P (Br )P (A |Br ) k



,



P (Bi )P (A |Bi )



i =1



que completa la demostración. Ejemplo 2.42: Con referencia al ejemplo 2.41, si se elige al azar un producto y se encuentra que está defectuoso, ¿cuál es la probabilidad de que haya sido ensamblado con la máquina B3? Solución: Podemos utilizar la regla de Bayes para escribir P (B 3 |A ) =



P (B 3 )P (A |B 3 ) , P (B 1 )P (A |B 1 ) + P (B 2 )P (A |B 2 ) + P (B 3 )P (A |B 3 )
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y después al sustituir las probabilidades calculadas en el ejemplo 2.41, tenemos P (B3 |A ) =



0.005 10 0.005 = = . 0.006 + 0.0135 + 0.005 0.0245 49



En vista del hecho de que se seleccionó un producto defectuoso, este resultado sugiere que probablemente no fue ensamblado con la máquina B3. Ejemplo 2.43: Una empresa de manufactura emplea tres planos analíticos para el diseño y desarrollo de un producto especíico. Por razones de costos los tres se utilizan en momentos diferentes. De hecho, los planos 1, 2 y 3 se utilizan para 30%, 20% y 50% de los productos, respectivamente. La tasa de defectos diiere en los tres procedimientos de la siguiente manera, P(D|P1) = 0.01, P(D|P2) = 0.03, P(D|P3) = 0.02, en donde P(D|Pj) es la probabilidad de que un producto esté defectuoso, dado el plano j. Si se observa un producto al azar y se descubre que está defectuoso, ¿cuál de los planos tiene más probabilidades de haberse utilizado y, por lo tanto, de ser el responsable? Solución: A partir del planteamiento del problema P(P1) = 0.30,



P(P2) = 0.20



y



P(P3) = 0.50,



debemos calcular P(Pj|D) para j = 1, 2, 3. La regla de Bayes (teorema 2.14) muestra P (P1 )P (D |P1 ) P (P1 )P (D |P1 ) + P (P2 )P (D |P2 ) + P (P3 )P (D |P3 ) 0.003 (0.30)(0.01) = = 0.158. = (0.3)(0 .01) + (0.20)(0.03) + (0.50)(0.02) 0.019



P (P1 |D ) =



De igual manera, P (P2 |D) =



(0.02)(0.50) (0.03)(0.20) = 0.316 y P (P3 |D) = = 0.526. 0.019 0.019



La probabilidad condicional de un defecto, dado el plano 3, es la mayor de las tres; por consiguiente, un defecto en un producto elegido al azar tiene más probabilidad de ser el resultado de haber usado el plano 3. La regla de Bayes, un método estadístico llamado método bayesiano, ha adquirido muchas aplicaciones. En el capítulo 18 estudiaremos una introducción al método bayesiano.



Ejercicios 2.95 En cierta región del país se sabe por experiencia que la probabilidad de seleccionar un adulto mayor de 40 años de edad con cáncer es 0.05. Si la probabilidad de que un doctor diagnostique de forma correcta que una persona con cáncer tiene la enfermedad es 0.78, y la probabilidad de que diagnostique de forma incorrecta que una persona sin cáncer tiene la enfermedad es 0.06, ¿cuál es la probabilidad de que a un adulto mayor de 40 años se le diagnostique cáncer?



2.96 La policía planea hacer respetar los límites de velocidad usando un sistema de radar en 4 diferentes puntos a las orillas de la ciudad. Las trampas de radar en cada uno de los sitios L1, L2, L3 y L4 operarán 40%, 30 %, 20% y 30% del tiempo. Si una persona que excede el límite de velocidad cuando va a su trabajo tiene probabilidades de 0.2, 0.1, 0.5 y 0.2, respectivamente, de pasar por esos lugares, ¿cuál es la probabilidad de que reciba una multa por conducir con exceso de velocidad?
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2.97 Remítase al ejercicio 2.95. ¿Cuál es la probabilidad de que una persona a la que se le diagnostica cáncer realmente tenga la enfermedad? 2.98 Si en el ejercicio 2.96 la persona es multada por conducir con exceso de velocidad en su camino al trabajo, ¿cuál es la probabilidad de que pase por el sistema de radar que se ubica en L2? 2.99 Suponga que los cuatro inspectores de una fábrica de película colocan la fecha de caducidad en cada paquete de película al inal de la línea de montaje. John, quien coloca la fecha de caducidad en 20% de los paquetes, no logra ponerla en uno de cada 200 paquetes; Tom, quien la coloca en 60% de los paquetes, no logra ponerla en uno de cada 100 paquetes; Jeff, quien la coloca en 15% de los paquetes, no lo hace una vez en cada 90 paquetes; y Pat, que fecha 5% de los paquetes, falla en uno de cada 200 paquetes. Si un cliente se queja de que su paquete de película no muestra la fecha de caducidad, ¿cuál es la probabilidad de que haya sido inspeccionado por John? 2.100 Una empresa telefónica regional opera tres estaciones de retransmisión idénticas en diferentes sitios. A continuación se muestra el número de desperfectos en cada estación reportados durante un año y las causas de éstos.



Estación Problemas con el suministro de electricidad Falla de la computadora Fallas del equipo eléctrico Fallas ocasionadas por otros errores humanos



A 2 4 5 7



B 1 3 4 5



C 1 2 2 5



Suponga que se reporta una falla y que se descubre que fue ocasionada por otros errores humanos. ¿Cuál es la probabilidad de que provenga de la estación C? 2.101 Una cadena de tiendas de pintura produce y vende pintura de látex y semiesmaltada. De acuerdo con las ventas a largo plazo, la probabilidad de que un cliente compre pintura de látex es 0.75. De los que compran pintura de látex, 60 % también compra rodillos. Sin embargo, sólo 30 % de los que compran pintura semiesmaltada compra rodillos. Un comprador que se selecciona al azar adquiere un rodillo y una lata de pintura. ¿Cuál es la probabilidad de que sea pintura de látex? 2.102 Denote como A, B y C a los eventos de que un gran premio se encuentra detrás de las puertas A, B y C, respectivamente. Suponga que elige al azar una puerta, por ejemplo la A. El presentador del juego abre una puerta, por ejemplo la B, y muestra que no hay un premio detrás de ella. Ahora, el presentador le da la opción de conservar la puerta que eligió (A) o de cambiarla por la puerta que queda (C). Utilice la probabilidad para explicar si debe o no hacer el cambio.



Ejercicios de repaso 2.103 Un suero de la verdad tiene la propiedad de que 90% de los sospechosos culpables se juzgan de forma adecuada, mientras que, por supuesto, 10% de los sospechosos culpables erróneamente se consideran inocentes. Por otro lado, a los sospechosos inocentes se les juzga de manera errónea 1% de las veces. Si se aplica el suero a un sospechoso, que se selecciona de un grupo de sospechosos en el cual sólo 5% ha cometido un delito, y éste indica que es culpable, ¿cuál es la probabilidad de que sea inocente? 2.104 Un alergólogo airma que 50% de los pacientes que examina son alérgicos a algún tipo de hierba. ¿Cuál es la probabilidad de que… a) exactamente 3 de sus 4 pacientes siguientes sean alérgicos a hierbas? b) ninguno de sus 4 pacientes siguientes sea alérgico a hierbas? 2.105 Mediante la comparación de las regiones apropiadas en un diagrama de Venn, veriique que a) (A ∩ B) ∪ (A ∩ B′ ) = A; b) A′ ∩ (B′ ∪ C) = (A′ ∩ B′ ) ∪ (A′ ∩ C).



2.106 Las probabilidades de que una estación de servicio bombee gasolina en 0, 1, 2, 3, 4, 5 o más automóviles durante cierto periodo de 30 minutos son, respectivamente, 0.03, 0.18, 0.24, 0.28, 0.10 y 0.17. Calcule la probabilidad de que en este periodo de 30 minutos a) más de 2 automóviles reciban gasolina; b) a lo sumo 4 automóviles reciban gasolina; c) 4 o más automóviles reciban gasolina. 2.107 ¿Cuántas manos de bridge que contengan 4 espadas, 6 diamantes, 1 trébol y 2 corazones son posibles? 2.108 Si la probabilidad de que una persona cometa un error en su declaración de impuestos sobre la renta es 0.1, calcule la probabilidad de que a) cada una de cuatro personas no relacionadas cometa un error; b) el señor Jones y la señora Clark cometan un error, y el señor Roberts y la señora Williams no cometan errores.
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2.109 Una empresa industrial grande usa tres moteles locales para ofrecer hospedaje nocturno a sus clientes. Se sabe por experiencia que a 20% de los clientes se le asigna habitaciones en el Ramada Inn, a 50% en el Sheraton y a 30% en el Lakeview Motor Lodge. Si hay una falla en la plomería en 5% de las habitaciones del Ramada Inn, en 4% de las habitaciones del Sheraton y en 8% de las habitaciones del Lakeview Motor Lodge, ¿cuál es la probabilidad de que… a) a un cliente se le asigne una habitación en la que falle la plomería? b) a una persona que ocupa una habitación en la que falla la plomería se le haya hospedado en el Lakeview Motor Lodge? 2.110 La probabilidad de que un paciente se recupere de una delicada operación de corazón es 0.8. ¿Cuál es la probabilidad de que… a) exactamente 2 de los siguientes 3 pacientes a los que se somete a esta operación sobrevivan? b) los siguientes 3 pacientes que tengan esta operación sobrevivan? 2.111 Se sabe que 2/3 de los reclusos en cierta prisión federal son menores de 25 años de edad. También se sabe que 3/5 de los reos son hombres y que 5/8 son mujeres de 25 años de edad o mayores. ¿Cuál es la probabilidad de que un prisionero seleccionado al azar de esta prisión sea mujer y tenga al menos 25 años de edad? 2.112 Si se tienen 4 manzanas rojas, 5 verdes y 6 amarillas, ¿cuántas selecciones de 9 manzanas se pueden hacer si se deben seleccionar 3 de cada color? 2.113 De una caja que contiene 6 bolas negras y 4 verdes se extraen 3 bolas sucesivamente y cada bola se reemplaza en la caja antes de extraer la siguiente. ¿Cuál es la probabilidad de que… a) las 3 sean del mismo color? b) cada color esté representado? 2.114 Un cargamento de 12 televisores contiene tres defectuosos. ¿De cuántas formas puede un hotel comprar 5 de estos aparatos y recibir al menos 2 defectuosos? 2.115 Cierto organismo federal emplea a tres empresas consultoras (A, B y C) con probabilidades de 0.40, 0.35 y 0.25, respectivamente. Se sabe por experiencia que las probabilidades de que las empresas rebasen los costos son 0.05, 0.03 y 0.15, respectivamente. Suponga que el organismo experimenta un exceso en los costos. a) ¿Cuál es la probabilidad de que la empresa consultora implicada sea la C? b) ¿Cuál es la probabilidad de que sea la A? 2.116 Un fabricante estudia los efectos de la temperatura de cocción, el tiempo de cocción y el tipo de aceite para la cocción al elaborar papas fritas. Se utilizan 3 diferentes temperaturas, 4 diferentes tiempos de cocción y 3 diferentes aceites.



a) ¿Cuál es el número total de combinaciones a estudiar? b) ¿Cuántas combinaciones se utilizarán para cada tipo de aceite? c) Analice por qué las permutaciones no intervienen en este ejercicio. 2.117 Considere la situación del ejercicio 2.116 y suponga que el fabricante puede probar sólo dos combinaciones en un día. a) ¿Cuál es la probabilidad de que elija cualquier conjunto dado de 2 corridas? b) ¿Cuál es la probabilidad de que utilice la temperatura más alta en cualquiera de estas 2 combinaciones? 2.118 Se sabe que existe una probabilidad de 0.07 de que las mujeres de más de 60 años desarrollen cierta forma de cáncer. Se dispone de una prueba de sangre que, aunque no es infalible, permite detectar la enfermedad. De hecho, se sabe que 10 % de las veces la prueba da un falso negativo (es decir, la prueba da un resultado negativo de manera incorrecta) y 5 % de las veces la prueba da un falso positivo (es decir, la prueba da un resultado positivo de manera incorrecta). Si una mujer de más de 60 años se somete a la prueba y recibe un resultado favorable (es decir, negativo), ¿qué probabilidad hay de que tenga la enfermedad? 2.119 Un fabricante de cierto tipo de componente electrónico abastece a los proveedores en lotes de 20. Suponga que 60% de todos los lotes no contiene componentes defectuosos, que 30% contiene un componente defectuoso y que 10% contiene dos componentes defectuosos. Si se elige un lote del que se extraen aleatoriamente dos componentes, los cuales se prueban y ninguno resulta defectuoso, a) ¿Cuál es la probabilidad de que haya cero componentes defectuosos en el lote? b) ¿Cuál es la probabilidad de que haya un componente defectuoso en el lote? c) ¿Cuál es la probabilidad de que haya dos componentes defectuosos en el lote? 2.120 Existe una extraña enfermedad que sólo afecta a uno de cada 500 individuos. Se dispone de una prueba para detectarla, pero, por supuesto, ésta no es infalible. Un resultado correcto positivo (un paciente que realmente tiene la enfermedad) ocurre 95% de las veces; en tanto que un resultado falso positivo (un paciente que no tiene la enfermedad) ocurre 1% de las veces. Si un individuo elegido al azar se somete a prueba y se obtiene un resultado positivo, ¿cuál es la probabilidad de que realmente tenga la enfermedad? 2.121 Una empresa constructora emplea a dos ingenieros de ventas. El ingeniero 1 hace el trabajo de estimar costos en 70% de las cotizaciones solicitadas a la empresa. El ingeniero 2 hace lo mismo en 30% de las
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cotizaciones. Se sabe que la tasa de error para el ingeniero 1 es tal que la probabilidad de encontrar un error en su trabajo es 0.02; mientras que la probabilidad de encontrar un error en el trabajo del ingeniero 2 es 0.04. Suponga que al revisar una solicitud de cotización se encuentra un error grave en la estimación de los costos. ¿Qué ingeniero supondría usted que hizo los cálculos? Explique su respuesta y muestre todo el desarrollo. 2.122 En el campo del control de calidad a menudo se usa la ciencia estadística para determinar si un proceso está “fuera de control”. Suponga que el proceso, de hecho, está fuera de control y que 20 por ciento de los artículos producidos tiene defecto. a) Si tres artículos salen en serie de la línea de producción, ¿cuál es la probabilidad de que los tres estén defectuosos? b) Si salen cuatro artículos en serie, ¿cuál es la probabilidad de que tres estén defectuosos? 2.123 En una planta industrial se está realizando un estudio para determinar la rapidez con la que los trabajadores lesionados regresan a sus labores después del percance. Los registros demuestran que 10% de los trabajadores lesionados son llevados al hospital para su tratamiento y que 15% regresan a su trabajo al día siguiente. Además, los estudios demuestran que 2% son llevados al hospital y regresan al trabajo al día siguiente. Si un trabajador se lesiona, ¿cuál es la probabilidad de que sea llevado al hospital, de que regrese al trabajo al día siguiente, o de ambas cosas? 2.124 Una empresa acostumbra capacitar operadores que realizan ciertas actividades en la línea de producción. Se sabe que los operadores que asisten al curso de capacitación son capaces de cumplir sus cuotas de producción 90% de las veces. Los nuevos operarios que no toman el curso de capacitación sólo cumplen con sus cuotas 65% de las veces. Cincuenta por ciento de los nuevos operadores asisten al curso. Dado que un nuevo operador cumple con su cuota de producción, ¿cuál es la probabilidad de que haya asistido al curso? 2.125 Una encuesta aplicada a quienes usan un software estadístico especíico indica que 10% no quedó satisfecho. La mitad de quienes no quedaron satisfechos le compraron el sistema al vendedor A. También se sabe que 20% de los encuestados se lo compraron al
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vendedor A. Dado que el proveedor del paquete de software fue el vendedor A, ¿cuál es la probabilidad de que un usuario especíico haya quedado insatisfecho? 2.126 Durante las crisis económicas se despide a obreros y a menudo se les reemplaza con máquinas. Se revisa la historia de 100 trabajadores cuya pérdida del empleo se atribuye a los avances tecnológicos. Para cada uno de ellos se determinó si obtuvieron un empleo alternativo dentro de la misma empresa, si encontraron un empleo en la misma área de otra empresa, si encontraron trabajo en una nueva área o si llevan desempleados más de un año. Además, se registró la situación sindical de cada trabajador. La siguiente tabla resume los resultados. No Sindicalizado sindicalizado Está en la misma empresa 15 40 Está en otra empresa (misma área) 13 10 Está en una nueva área 11 4 Está desempleado 5 2



a) Si un trabajador seleccionado encontró empleo en la misma área de una nueva empresa, ¿cuál es la probabilidad de que sea miembro de un sindicato? b) Si el trabajador es miembro de un sindicato, ¿cuál es la probabilidad de que esté desempleado desde hace un año? 2.127 Hay 50% de probabilidad de que la reina tenga el gen de la hemoilia. Si es portadora, entonces cada uno de los príncipes tiene 50% de probabilidad independiente de tener hemoilia. Si la reina no es portadora, el príncipe no tendrá la enfermedad. Suponga que la reina tuvo tres príncipes que no padecen la enfermedad, ¿cuál es la probabilidad de que la reina sea portadora del gen? 2.128 Proyecto de equipo: Entregue a cada estudiante una bolsa de chocolates M&M y forme equipos de 5 o 6 estudiantes. Calcule la distribución de frecuencia relativa del color de los M&M para cada equipo. a) ¿Cuál es su probabilidad estimada de elegir un chocolate amarillo al azar? ¿Y uno rojo? b) Ahora haga el mismo cálculo para todo el grupo. ¿Cambiaron las estimaciones? c) ¿Cree que en un lote procesado existe el mismo número de chocolates de cada color? Comente al respecto.



Posibles riesgos y errores conceptuales; relación con el material de otros capítulos Este capítulo incluye las deiniciones, reglas y teoremas fundamentales que convierten a la probabilidad en una herramienta importante para la evaluación de sistemas cientíicos y de ingeniería. A menudo estas evaluaciones toman la forma de cálculos de probabili-



www.FreeLibros.me



 80



Capítulo 2 Probabilidad



dad, como se ilustra en los ejemplos y en los ejercicios. Conceptos como independencia, probabilidad condicional, regla de Bayes y otros suelen ser muy adecuados para resolver problemas prácticos en los que se busca obtener un valor de probabilidad. Abundan las ilustraciones en los ejercicios. Vea, por ejemplo, los ejercicios 2.100 y 2.101. En éstos y en muchos otros ejercicios se realiza una evaluación juiciosa de un sistema cientíico, a partir de un cálculo de probabilidad, utilizando las reglas y las deiniciones que se estudian en el capítulo. Ahora bien, ¿qué relación existe entre el material de este capítulo y el material de otros capítulos? La mejor forma de responder esta pregunta es dando un vistazo al capítulo 3, ya que en éste también se abordan problemas en los que es importante el cálculo de probabilidades. Ahí se ilustra cómo el desempeño de un sistema depende del valor de una o más probabilidades. De nuevo, la probabilidad condicional y la independencia desempeñan un papel. Sin embargo, surgen nuevos conceptos que permiten tener una mayor estructura basada en el concepto de una variable aleatoria y su distribución de probabilidad. Recuerde que el concepto de las distribuciones de frecuencias se abordó brevemente en el capítulo 1. La distribución de probabilidad muestra, en forma gráica o en una ecuación, toda la información necesaria para describir una estructura de probabilidad. Por ejemplo, en el ejercicio de repaso 2.122 la variable aleatoria de interés es el número de artículos defectuosos, una medición discreta. Por consiguiente, la distribución de probabilidad revelaría la estructura de probabilidad para el número de artículos defectuosos extraídos del número elegido del proceso. Cuando el lector avance al capítulo 3 y los siguientes, será evidente para él que se requieren suposiciones para determinar y, por lo tanto, utilizar las distribuciones de probabilidad en la resolución de problemas cientíicos.
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 CAPÍTULO 3



Variables aleatorias y distribuciones de probabilidad 3.1



Concepto de variable aleatoria La estadística realiza inferencias acerca de las poblaciones y sus características. Se llevan a cabo experimentos cuyos resultados se encuentran sujetos al azar. La prueba de un número de componentes electrónicos es un ejemplo de experimento estadístico, un concepto que se utiliza para describir cualquier proceso mediante el cual se generan varias observaciones al azar. A menudo es importante asignar una descripción numérica al resultado. Por ejemplo, cuando se prueban tres componentes electrónicos, el espacio muestral que ofrece una descripción detallada de cada posible resultado se escribe como S = {NNN, NND, NDN, DNN, NDD, DND, DDN, DDD},



donde N denota “no defectuoso”, y D, “defectuoso”. Es evidente que nos interesa el número de componentes defectuosos que se presenten. De esta forma, a cada punto en el espacio muestral se le asignará un valor numérico de 0, 1, 2 o 3. Estos valores son, por supuesto, cantidades aleatorias determinadas por el resultado del experimento. Se pueden ver como valores que toma la variable aleatoria X, es decir, el número de artículos defectuosos cuando se prueban tres componentes electrónicos. Definición 3.1: Una variable aleatoria es una función que asocia un número real con cada elemento



del espacio muestral. Utilizaremos una letra mayúscula, digamos X, para denotar una variable aleatoria, y su correspondiente letra minúscula, x en este caso, para uno de sus valores. En el ejemplo de la prueba de componentes electrónicos observamos que la variable aleatoria X toma el valor 2 para todos los elementos en el subconjunto E = {DDN, DND, NDD} del espacio muestral S. Esto es, cada valor posible de X representa un evento que es un subconjunto del espacio muestral para el experimento dado. 81
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Ejemplo 3.1: De una urna que contiene 4 bolas rojas y 3 negras se sacan 2 bolas de manera sucesiva, sin reemplazo. Los posibles resultados y los valores y de la variable aleatoria Y, donde Y es el número de bolas rojas, son Espacio muestral RR RN NR NN



y 2 1 1 0



Ejemplo 3.2: El empleado de un almacén regresa tres cascos de seguridad al azar a tres obreros de un taller siderúrgico que ya los habían probado. Si Smith, Jones y Brown, en ese orden, reciben uno de los tres cascos, liste los puntos muestrales para los posibles órdenes en que el empleado del almacén regresa los cascos, después calcule el valor m de la variable aleatoria M que representa el número de emparejamientos correctos. Solución: Si S, J y B representan, respectivamente, los cascos que recibieron Smith, Jones y Brown, entonces los posibles arreglos en los cuales se pueden regresar los cascos y el número de emparejamientos correctos son Espacio muestral SJB SBJ BJS JSB JBS BSJ



m 3 1 1 1 0 0



En cada uno de los dos ejemplos anteriores, el espacio muestral contiene un número inito de elementos. Por el contrario, cuando lanzamos un dado hasta que salga un 5, obtenemos un espacio muestral con una secuencia de elementos interminable, S = {F, NF, NNF, NNNF,...}, donde F y N representan, respectivamente, la ocurrencia y la no ocurrencia de un 5. Sin embargo, incluso en este experimento el número de elementos se puede igualar a la cantidad total de números enteros, de manera que hay un primer elemento, un segundo, un tercero y así sucesivamente, por lo que se pueden contar. Hay casos en que la variable aleatoria es categórica por naturaleza en los cuales se utilizan las llamadas variables icticias. Un buen ejemplo de ello es el caso en que la variable aleatoria es binaria por naturaleza, como se indica a continuación. Ejemplo 3.3: Considere la condición en que salen componentes de la línea de ensamble y se les clasiica como defectuosos o no defectuosos. Deina la variable aleatoria X mediante X ⫽



1, 0,



si el componente está defectuoso, si el componente no está defectuoso.
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Evidentemente la asignación de 1 o 0 es arbitraria, aunque bastante conveniente, lo cual quedará más claro en capítulos posteriores. La variable aleatoria en la que se eligen 0 y 1 para describir los dos posibles valores se denomina variable aleatoria de Bernoulli. En los siguientes ejemplos veremos más casos de variables aleatorias. Ejemplo 3.4: Los estadísticos utilizan planes de muestreo para aceptar o rechazar lotes de materiales. Suponga que uno de los planes de muestreo implica obtener una muestra independiente de 10 artículos de un lote de 100, en el que 12 están defectuosos. Si X representa a la variable aleatoria, deinida como el número de artículos que están defectuosos en la muestra de 10, la variable aleatoria toma los valores 0, 1, 2, . . . , 9, 10. Ejemplo 3.5: Suponga que un plan de muestreo implica obtener una muestra de artículos de un proceso hasta que se encuentre uno defectuoso. La evaluación del proceso dependerá de cuántos artículos consecutivos se observen. En este caso, sea X una variable aleatoria que se deine como el número de artículos observados antes de que salga uno defectuoso. Si N representa un artículo no defectuoso y D uno defectuoso, los espacios muestrales son S = {D} dado que X = 1, S = {ND} dado que X = 2, S = {NND} dado que X = 3, y así sucesivamente. Ejemplo 3.6: Existe interés por la proporción de personas que responden a cierta encuesta enviada por correo. Sea X tal proporción. X es una variable aleatoria que toma todos los valores de x para los cuales 0 ≤ x ≤ 1. Ejemplo 3.7: Sea X la variable aleatoria deinida como el tiempo que pasa, en horas, para que un radar detecte entre conductores sucesivos a los que exceden los límites de velocidad. La variable aleatoria X toma todos los valores de x para los que x ≥ 0. Definición 3.2: Si un espacio muestral contiene un número inito de posibilidades, o una serie intermi-



nable con tantos elementos como números enteros existen, se llama espacio muestral discreto. Los resultados de algunos experimentos estadísticos no pueden ser ni initos ni contables. Éste es el caso, por ejemplo, en una investigación que se realiza para medir las distancias que recorre un automóvil de cierta marca, en una ruta de prueba preestablecida, con cinco litros de gasolina. Si se asume que la distancia es una variable que se mide con algún grado de precisión, entonces salta a la vista que tenemos un número ininito de distancias posibles en el espacio muestral, que no se pueden igualar a la cantidad total de números enteros. Lo mismo ocurre en el caso de un experimento en que se registra el tiempo requerido para que ocurra una reacción química, en donde una vez más los posibles intervalos de tiempo que forman el espacio muestral serían un número ininito e incontable. Vemos ahora que no todos los espacios muestrales necesitan ser discretos. Definición 3.3: Si un espacio muestral contiene un número ininito de posibilidades, igual al número de



puntos en un segmento de recta, se le denomina espacio muestral continuo. Una variable aleatoria se llama variable aleatoria discreta si se puede contar su conjunto de resultados posibles. En los ejemplos 3.1 a 3.5 las variables aleatorias son discretas. Sin embargo, una variable aleatoria cuyo conjunto de valores posibles es un intervalo completo de números no es discreta. Cuando una variable aleatoria puede tomar valores
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en una escala continua, se le denomina variable aleatoria continua. A menudo los posibles valores de una variable aleatoria continua son precisamente los mismos valores incluidos en el espacio muestral continuo. Es evidente que las variables aleatorias descritas en los ejemplos 3.6 y 3.7 son variables aleatorias continuas. En la mayoría de los problemas prácticos las variables aleatorias continuas representan datos medidos, como serían todos los posibles pesos, alturas, temperaturas, distancias o periodos de vida; en tanto que las variables aleatorias discretas representan datos por conteo, como el número de artículos defectuosos en una muestra de k artículos o el número de accidentes de carretera por año en una entidad especíica. Observe que tanto Y como M, las variables aleatorias de los ejemplos 3.1 y 3.2, representan datos por conteo: Y el número de bolas rojas y M el número de emparejamientos correctos de cascos.



3.2



Distribuciones discretas de probabilidad Una variable aleatoria discreta toma cada uno de sus valores con cierta probabilidad. Al lanzar una moneda tres veces, la variable X, que representa el número de caras, toma el valor 2 con 3/8 de probabilidad, pues 3 de los 8 puntos muestrales igualmente probables tienen como resultado dos caras y una cruz. Si se suponen pesos iguales para los eventos simples del ejemplo 3.2, la probabilidad de que ningún obrero reciba el casco correcto, es decir, la probabilidad de que M tome el valor cero, es 1/3. Los valores posibles m de M y sus probabilidades son m P( M = m)



0



1



3



1 3



1 2



1 6



Observe que los valores de m agotan todos los casos posibles, por lo tanto, las probabilidades suman 1. Con frecuencia es conveniente representar todas las probabilidades de una variable aleatoria X usando una fórmula, la cual necesariamente sería una función de los valores numéricos x que denotaremos con f (x), g(x), r (x) y así sucesivamente. Por lo tanto, escribimos f (x) = P(X = x); es decir, f (3) = P(X = 3). Al conjunto de pares ordenados (x, f (x)) se le llama función de probabilidad, función de masa de probabilidad o distribución de probabilidad de la variable aleatoria discreta X. Definición 3.4: El conjunto de pares ordenados (x, f (x)) es una función de probabilidad, una función



de masa de probabilidad o una distribución de probabilidad de la variable aleatoria discreta X si, para cada resultado x posible, 1. f (x ) ≥ 0, f (x ) = 1,



2. x



3. P (X = x ) = f (x ).



Ejemplo 3.8: Un embarque de 20 computadoras portátiles similares para una tienda minorista contiene 3 que están defectuosas. Si una escuela compra al azar 2 de estas computadoras, calcule la distribución de probabilidad para el número de computadoras defectuosas. Solución: Sea X una variable aleatoria cuyos valores x son los números posibles de computadoras defectuosas compradas por la escuela. Entonces x sólo puede asumir los números 0, 1 y 2. Así,
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f (0) = P (X = 0) = f (2) = P (X = 2) =



85 3 0



17 2 20 2 3 17 2 0 20 2



=



68 , 95



=



3 . 190



f (1) = P (X = 1) =



3 1



17 1 20 2



=



51 , 190



Por consiguiente, la distribución de probabilidad de X es x f (x )



0



1



2



68 95



51 190



3 190



Ejemplo 3.9: Si una agencia automotriz vende 50% de su inventario de cierto vehículo extranjero equipado con bolsas de aire laterales, calcule una fórmula para la distribución de probabilidad del número de automóviles con bolsas de aire laterales entre los siguientes 4 vehículos que venda la agencia. Solución: Como la probabilidad de vender un automóvil con bolsas de aire laterales es 0.5, los 24 = 16 puntos del espacio muestral tienen la misma probabilidad de ocurrencia. Por lo tanto, el denominador para todas las probabilidades, y también para nuestra función, es 16. Para obtener el número de formas de vender tres automóviles con bolsas de aire laterales necesitamos considerar el número de formas de dividir 4 resultados en 2 celdas, con 3 automóviles con bolsas de aire laterales asignados a una celda, y el modelo sin bolsas de aire laterales asignado a la otra. Esto se puede hacer de 43 = 4 formas. En general, el evento de vender x modelos con bolsas de aire laterales y 4 - x modelos sin bolsas de aire laterales puede ocurrir de 4x formas, donde x puede ser 0, 1, 2, 3 o 4. Por consiguiente, la distribución de probabilidad f (x) = P(X = x) es f (x ) =



1 4 , 16 x



para x = 0, 1, 2, 3, 4.



Existen muchos problemas en los que desearíamos calcular la probabilidad de que el valor observado de una variable aleatoria X sea menor o igual que algún número real x. Al escribir F(x) = P(X ≤ x) para cualquier número real x, deinimos F(x) como la función de la distribución acumulativa de la variable aleatoria X. Definición 3.5: La función de la distribución acumulativa F(x) de una variable aleatoria discreta X



con distribución de probabilidad f (x) es



f (t),



F(x ) = P (X ≤ x ) =



para -∞ < x < ∞.



t ≤x



Para la variable aleatoria M, el número de emparejamientos correctos en el ejemplo 3.2, tenemos 1 1 5 F (2) = P (M ≤ 2) = f (0) + f (1) = + = . 3 2 6 La función de la distribución acumulativa de M es 0, para m < 0, 1 , para 0 ≤ m < 1, F (m ) = 53 para 1 ≤ m < 3, 6, 1, para m ≥ 3.
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Es necesario observar en particular el hecho de que la función de la distribución acumulativa es una función no decreciente monótona, la cual no sólo se deine para los valores que toma la variable aleatoria dada sino para todos los números reales. Ejemplo 3.10: Calcule la función de la distribución acumulativa de la variable aleatoria X del ejemplo 3.9. Utilice F(x) para veriicar que f (2) = 3/8. Solución: El cálculo directo de la distribución de probabilidad del ejemplo 3.9 da f (0) = 1/16, f (1) = 1/4, f (2) = 3/8, f (3) = 1/4 y f (4) = 1/16. Por lo tanto, F (0) = f (0) =



1 , 16



F (1) = f (0) + f (1) =



5 , 16



F (2) = f (0) + f (1) + f (2) =



11 , 16



F (3) = f (0) + f (1) + f (2) + f (3) =



15 , 16



F (4) = f (0) + f (1) + f (2) + f (3) + f (4) = 1. Por lo tanto,



F (x ) =



0, para 1 para 16 , 5 16 , para 11 para 16 , 15 para 16 ,



x < 0, 0≤ x < 1≤ x < 2≤ x < 3≤ x < 1 para x ≥ 4.



Entonces,



f (2) = F (2) − F (1) =



1, 2, 3, 4,



5 3 11 − = . 16 16 8



A menudo es útil ver una distribución de probabilidad en forma gráica. Se pueden graicar los puntos (x, f (x)) del ejemplo 3.9 para obtener la igura 3.1. Si unimos los puntos al eje x, ya sea con una línea punteada o con una línea sólida, obtenemos una gráica de función de masa de probabilidad. La igura 3.1 permite ver fácilmente qué valores de X tienen más probabilidad de ocurrencia y, en este caso, también indica una situación perfectamente simétrica. Sin embargo, en vez de graicar los puntos (x, f (x)), lo que hacemos más a menudo es construir rectángulos como en la igura 3.2. Aquí los rectángulos se construyen de manera que sus bases, con la misma anchura, se centren en cada valor x, y que sus alturas igualen a las probabilidades correspondientes dadas por f (x). Las bases se construyen de forma tal que no dejen espacios entre los rectángulos. La igura 3.2 se denomina histograma de probabilidad. Como cada base en la igura 3.2 tiene el ancho de una unidad, P(X = x) es igual al área del rectángulo centrado en x. Incluso si las bases no tuvieran el ancho de una unidad, podríamos ajustar las alturas de los rectángulos para que tengan áreas que igualen las probabilidades de X de tomar cualquiera de sus valores x. Este concepto de utilizar
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Figura 3.1: Gráica de función de masa de probabilidad.
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Figura 3.2: Histograma de probabilidad.



áreas para representar probabilidades es necesario para nuestro estudio de la distribución de probabilidad de una variable aleatoria continua. La gráica de la función de la distribución acumulativa del ejemplo 3.9, que aparece como una función escalonada en la igura 3.3, se obtiene graicando los puntos (x, F(x)). Ciertas distribuciones de probabilidad se aplican a más de una situación física. La distribución de probabilidad del ejemplo 3.9 también se aplica a la variable aleatoria Y, donde Y es el número de caras que se obtienen cuando una moneda se lanza 4 veces, o a la variable aleatoria W, donde W es el número de cartas rojas que resultan cuando se sacan 4 cartas al azar de una baraja de manera sucesiva, se reemplaza cada carta y se baraja antes de sacar la siguiente. En el capítulo 5 se estudiarán distribuciones discretas especiales que se aplican a diversas situaciones experimentales.
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Figura 3.3: Función de distribución acumulativa discreta.



3.3



Distribuciones de probabilidad continua Una variable aleatoria continua tiene una probabilidad 0 de adoptar exactamente cualquiera de sus valores. En consecuencia, su distribución de probabilidad no se puede
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presentar en forma tabular. En un principio esto parecería sorprendente, pero se vuelve más probable cuando consideramos un ejemplo especíico. Consideremos una variable aleatoria cuyos valores son las estaturas de todas las personas mayores de 21 años de edad. Entre cualesquiera dos valores, digamos 163.5 y 164.5 centímetros, o incluso entre 163.99 y 164.01 centímetros, hay un número ininito de estaturas, una de las cuales es 164 centímetros. La probabilidad de seleccionar al azar a una persona que tenga exactamente 164 centímetros de estatura en lugar de una del conjunto ininitamente grande de estaturas tan cercanas a 164 centímetros que humanamente no sea posible medir la diferencia es remota, por consiguiente, asignamos una probabilidad 0 a tal evento. Sin embargo, esto no ocurre si nos referimos a la probabilidad de seleccionar a una persona que mida al menos 163 centímetros pero no más de 165 centímetros de estatura. Aquí nos referimos a un intervalo en vez de a un valor puntual de nuestra variable aleatoria. Nos interesamos por el cálculo de probabilidades para varios intervalos de variables aleatorias continuas como P(a < X < b), P(W ≥ c), etc. Observe que cuando X es continua, P(a < X ≤ b) = P(a < X < b) + P(X = b) = P(a < X < b). Es decir, no importa si incluimos o no un extremo del intervalo. Sin embargo, esto no es cierto cuando X es discreta. Aunque la distribución de probabilidad de una variable aleatoria continua no se puede representar de forma tabular, sí es posible plantearla como una fórmula, la cual necesariamente será función de los valores numéricos de la variable aleatoria continua X, y como tal se representará mediante la notación funcional f (x). Cuando se trata con variables continuas, a f (x) por lo general se le llama función de densidad de probabilidad, o simplemente función de densidad de X. Como X se deine sobre un espacio muestral continuo, es posible que f (x) tenga un número inito de discontinuidades. Sin embargo, la mayoría de las funciones de densidad que tienen aplicaciones prácticas en el análisis de datos estadísticos son continuas y sus gráicas pueden tomar cualesquiera de varias formas, algunas de las cuales se presentan en la igura 3.4. Como se utilizarán áreas para representar probabilidades y éstas son valores numéricos positivos, la función de densidad debe caer completamente arriba del eje x.



(a)



(b)



(c)



Figura 3.4: Funciones de densidad típicas.
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Una función de densidad de probabilidad se construye de manera que el área bajo su curva limitada por el eje x sea igual a 1, cuando se calcula en el rango de X para el que se deine f (x). Como este rango de X es un intervalo inito, siempre es posible extender el intervalo para que incluya a todo el conjunto de números reales deiniendo f (x) como cero en todos los puntos de las partes extendidas del intervalo. En la igura 3.5 la probabilidad de que X tome un valor entre a y b es igual al área sombreada bajo la función de densidad entre las ordenadas en x = a y x = b, y a partir del cálculo integral está dada por b



P (a < X < b) =



f(x)



f (x ) dx . a



a



b



x



Figura 3.5: P(a < X < b). Definición 3.6: La función f (x) es una función de densidad de probabilidad (fdp) para la variable



aleatoria continua X, deinida en el conjunto de números reales, si 1. f (x ) ≥ 0, para toda x ∈ R. 2.



∞ −∞



f (x ) dx = 1.



3. P (a < X < b) =



b a



f (x ) dx .



Ejemplo 3.11: Suponga que el error en la temperatura de reacción, en °C, en un experimento de laboratorio controlado, es una variable aleatoria continua X que tiene la función de densidad de probabilidad x2 3



f (x ) =



0,



,



−1 < x < 2, en otro caso.



a) Veriique que f (x) es una función de densidad. b) Calcule P(0 < X ≤ 1). Solución: Usamos la deinición 3.6. a) Evidentemente, f (x) ≥ 0. Para veriicar la condición 2 de la deinición 3.6 tenemos 2



∞



f (x ) dx = −∞



−1



x2 8 1 x3 2 dx = | = + = 1. 3 9 −1 9 9
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b) Si usamos la fórmula 3 de la deinición 3.6, obtenemos 1



x2 x3 dx = 3 9



P (0 < X ≤ 1) = 0



1 0



1 = . 9



Definición 3.7: La función de distribución acumulativa F(x), de una variable aleatoria continua X con



función de densidad f (x), es x



f (t) dt, para − ∞ < x < ∞.



F (x ) = P (X ≤ x ) = −∞



Como una consecuencia inmediata de la deinición 3.7 se pueden escribir los dos resultados, dF (x ) P (a < X < b) = F (b) − F (a) y f (x ) = , dx si existe la derivada. Ejemplo 3.12: Calcule F(x) para la función de densidad del ejemplo 3.11 y utilice el resultado para evaluar P(0 < X ≤ 1). Solución: Para -1 < x < 2, x



x



F (x ) =



f (t) dt = −∞



−1



t2 t3 dt = 3 9



x



= −1



x3 + 1 . 9



Por lo tanto, 0, F (x ) =



x 3 +1 9



1,



x < −1, , −1 ≤ x < 2, x ≥ 2.



La función de la distribución acumulativa F(x) se expresa en la igura 3.6. Entonces, 1 2 1 P (0 < X ≤ 1) = F (1) − F (0) = − = , 9 9 9 que coincide con el resultado que se obtuvo al utilizar la función de densidad en el ejemplo 3.11. Ejemplo 3.13: El Departamento de Energía (DE) asigna proyectos mediante licitación y, por lo general, estima lo que debería ser una licitación razonable. Sea b el estimado. El DE determinó que la función de densidad de la licitación ganadora (baja) es



f (y) =



5 8b ,



0,



2 5b≤



y ≤ 2b, en otro caso.



Calcule F(y) y utilice el resultado para determinar la probabilidad de que la licitación ganadora sea menor que la estimación preliminar b del DE. Solución: Para 2b/5 ≤ y ≤ 2b, y



F (y) = 2b/ 5



5 5t dy = 8b 8b



y



= 2b/ 5
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Figura 3.6: Función de distribución acumulativa continua.



Por consiguiente, y < 52 b, 5y 1 2 8b − 4 , 5 b ≤ y < 2b, 1, y ≥ 2b.



0, F (y) =



Para determinar la probabilidad de que la licitación ganadora sea menor que la estimación preliminar b de la licitación tenemos P (Y ≤ b) = F (b) =



5 1 3 − = . 8 4 8



Ejercicios 3.1 Clasiique las siguientes variables aleatorias como discretas o continuas: X: el número de accidentes automovilísticos que ocurren al año en Virginia. Y: el tiempo para jugar 18 hoyos de golf. M: la cantidad de leche que una vaca especíica produce anualmente. N: el número de huevos que una gallina pone mensualmente. P: el número de permisos para construcción que los funcionarios de una ciudad emiten cada mes. Q: el peso del grano producido por acre. 3.2 Un embarque foráneo de 5 automóviles extranjeros contiene 2 que tienen ligeras manchas de pintura. Suponga que una agencia recibe 3 de estos automóviles al azar y liste los elementos del espacio muestral S usando las letras M y N para “manchado” y “sin mancha”, respectivamente; luego asigne a cada punto



muestral un valor x de la variable aleatoria X que representa el número de automóviles con manchas de pintura que compró la agencia. 3.3 Sea W la variable aleatoria que da el número de caras menos el número de cruces en tres lanzamientos de una moneda. Liste los elementos del espacio muestral S para los tres lanzamientos de la moneda y asigne un valor w de W a cada punto muestral. 3.4 Se lanza una moneda hasta que se presentan 3 caras sucesivamente. Liste sólo aquellos elementos del espacio muestral que requieren 6 o menos lanzamientos. ¿Es éste un espacio muestral discreto? Explique su respuesta. 3.5 Determine el valor c de modo que cada una de las siguientes funciones sirva como distribución de probabilidad de la variable aleatoria discreta X: a) f(x ) = c (x 2 + 4), para x = 0, 1, 2, 3; b) f(x ) = c x2 3 −3 x , para x = 0, 1, 2.
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3.6 La vida útil, en días, para frascos de cierta medicina de prescripción es una variable aleatoria que tiene la siguiente función de densidad:



f (x ) =



20 , 000 ( x + 100) 3



0,



,



x > 0, en otro caso.



Calcule la probabilidad de que un frasco de esta medicina tenga una vida útil de a) al menos 200 días; b) cualquier lapso entre 80 y 120 días. 3.7 El número total de horas, medidas en unidades de 100 horas, que una familia utiliza una aspiradora en un periodo de un año es una variable aleatoria continua X que tiene la siguiente función de densidad:



f (x ) =



x, 2 − x, 0,



0 < x < 1, 1 ≤ x < 2, en otro caso.



Calcule la probabilidad de que en un periodo de un año una familia utilice su aspiradora a) menos de 120 horas; b) entre 50 y 100 horas. 3.8 Obtenga la distribución de probabilidad de la variable aleatoria W del ejercicio 3.3; suponga que la moneda está cargada, de manera que existe el doble de probabilidad de que ocurra una cara que una cruz. 3.9 La proporción de personas que responden a cierta encuesta enviada por correo es una variable aleatoria continua X que tiene la siguiente función de densidad:



f (x ) =



2( x + 2) 5



0,



, 0 < x < 1, en otro caso.



a) Demuestre que P(0 < X < 1) = 1. b) Calcule la probabilidad de que más de 1/4 pero menos de 1/2 de las personas contactadas respondan a este tipo de encuesta.



3.12 Una empresa de inversiones ofrece a sus clientes bonos municipales que vencen después de varios años. Dado que la función de distribución acumulativa de T, el número de años para el vencimiento de un bono que se elige al azar, es 0, t < 1, 1 , 1 ≤ t < 3, 4 F (t) = 12 , 3 ≤ t < 5, 3 , 5 ≤ t < 7, 4 1, t ≥ 7, calcule a) P(T = 5); b) P(T > 3); c) P(1.4 < T < 6); d ) P(T ≤ 5 | T ≥ 2); 3.13 La distribución de probabilidad de X, el número de imperfecciones que se encuentran en cada 10 metros de una tela sintética que viene en rollos continuos de ancho uniforme, está dada por x 0 1 2 3 4 f (x ) 0.41 0.37 0.16 0.05 0.01 Construya la función de distribución acumulativa de X. 3.14 El tiempo que pasa, en horas, para que un radar detecte entre conductores sucesivos a los que exceden los límites de velocidad es una variable aleatoria continua con una función de distribución acumulativa



0, x < 0, 1 − e− 8 x , x ≥ 0. Calcule la probabilidad de que el tiempo que pase para que el radar detecte entre conductores sucesivos a los que exceden los límites de velocidad sea menor de 12 minutos a) usando la función de distribución acumulativa de X; b) utilizando la función de densidad de probabilidad de X. F(x ) =



3.15 Calcule la función de distribución acumulativa de la variable aleatoria X que represente el número de unidades defectuosas en el ejercicio 3.11. Luego, utilice F(x) para calcular a) P (X = 1); b) P (0 < X ≤ 2).



3.10 Encuentre una fórmula para la distribución de probabilidad de la variable aleatoria X que represente el resultado cuando se lanza un dado una vez.



3.16 Construya una gráica de la función de distribución acumulativa del ejercicio 3.15.



3.11 Un embarque de 7 televisores contiene 2 unidades defectuosas. Un hotel compra 3 de los televisores al azar. Si x es el número de unidades defectuosas que compra el hotel, calcule la distribución de probabilidad de X. Exprese los resultados de forma gráica como un histograma de probabilidad.



3.17 Una variable aleatoria continua X, que puede tomar valores entre x = 1 y x = 3, tiene una función de densidad dada por f (x) = 1/2. a) Muestre que el área bajo la curva es igual a 1. b) Calcule P(2 < X < 2.5). c) Calcule P(X ≤ 1.6).
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3.18 Una variable aleatoria continua X, que puede tomar valores entre x = 2 y x = 5, tiene una función de densidad dada por f (x) = 2(1 + x)/27. Calcule a) P (X < 4); b) P (3 ≤ X < 4). 3.19 Para la función de densidad del ejercicio 3.17 calcule F(x). Utilícela para evaluar P(2 < X < 2.5). 3.20 Para la función de densidad del ejercicio 3.18 calcule F(x) y utilícela para evaluar P(3 ≤ X < 4). 3.21



Considere la función de densidad f (x ) =



k √x, 0,



0 < x < 1, en otro caso.



a) Evalúe k. b) Calcule F(x) y utilice el resultado para evaluar P (0.3 < X < 0.6). 3.22 Se sacan tres cartas de una baraja de manera sucesiva y sin reemplazo. Calcule la distribución de probabilidad para la cantidad de espadas. 3.23 Calcule la función de distribución acumulativa de la variable aleatoria W del ejercicio 3.8. Use F(w) para calcular a) P (W > 0); b) P (−1 ≤ W < 3). 3.24 Calcule la distribución de probabilidad para el número de discos compactos de jazz cuando, de una colección que consta de 5 de jazz, 2 de música clásica y 3 de rock, se seleccionan 4 CD al azar. Exprese sus resultados utilizando una fórmula. 3.25 De una caja que contiene 4 monedas de 10 centavos y 2 monedas de 5 centavos se seleccionan 3 monedas al azar y sin reemplazo. Calcule la distribución de probabilidad para el total T de las 3 monedas. Exprese la distribución de probabilidad de forma gráica como un histograma de probabilidad. 3.26 De una caja que contiene 4 bolas negras y 2 verdes se sacan 3 bolas sucesivamente, cada bola se regresa a la caja antes de sacar la siguiente. Calcule la distribución de probabilidad para el número de bolas verdes. 3.27 El tiempo que pasa, en horas, antes de que una parte importante de un equipo electrónico que se utiliza para fabricar un reproductor de DVD empiece a fallar tiene la siguiente función de densidad: f (x ) =



1 2000



0,



exp(−x/ 2000),



x ≥ 0, x < 0.



a) Calcule F(x). b) Determine la probabilidad de que el componente (y, por lo tanto, el reproductor de DVD) funcionedurante más de 1000 horas antes de que sea necesario reemplazar el componente. c) Determine la probabilidad de que el componente falle antes de 2000 horas. 3.28 Un productor de cereales está consciente de que el peso del producto varía ligeramente entre una y otra caja. De hecho, cuenta con suicientes datos históricos para determinar la función de densidad que describe la estructura de probabilidad para el peso (en onzas). Si X es el peso, en onzas, de la variable aleatoria, la función de densidad se describe como 2 , 23.75 ≤ x ≤ 26.25, f (x ) = 5 0, en otro caso. a) Veriique que sea una función de densidad válida. b) Determine la probabilidad de que el peso sea menor que 24 onzas. c) La empresa desea que un peso mayor que 26 onzas sea un caso extraordinariamente raro. ¿Cuál será la probabilidad de que en verdad ocurra este caso extraordinariamente raro? 3.29 Un factor importante en el combustible sólido para proyectiles es la distribución del tamaño de las partículas. Cuando las partículas son demasiado grandes se presentan problemas importantes. A partir de datos de producción históricos se determinó que la distribución del tamaño (en micras) de las partículas se caracteriza por 3x − 4 , x > 1, f (x ) = 0, en otro caso. a) Veriique que sea una función de densidad válida. b) Evalúe F(x). c) ¿Cuál es la probabilidad de que una partícula tomada al azar del combustible fabricado sea mayor que 4 micras? 3.30 Las mediciones en los sistemas cientíicos siempre están sujetas a variación, algunas veces más que otras. Hay muchas estructuras para los errores de medición y los estadísticos pasan mucho tiempo modelándolos. Suponga que el error de medición X de cierta cantidad física es determinado por la siguiente función de densidad: k(3 − x 2 ), −1 ≤ x ≤ 1, f (x ) = 0, en otro caso. a) Determine k, que representa f (x), una función de densidad válida. b) Calcule la probabilidad de que un error aleatorio en la medición sea menor que ½. c) Para esta medición especíica, resulta indeseable si la magnitud del error (es decir, |x|) es mayor que 0.8. ¿Cuál es la probabilidad de que esto ocurra?
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3.31 Con base en pruebas extensas, el fabricante de una lavadora determinó que el tiempo Y (en años) para que el electrodoméstico requiera una reparación mayor se obtiene mediante la siguiente función de densidad de probabilidad: 1 − y/4 e , y ≥ 0, f (y) = 4 0, en cualquier otro caso. a) Los críticos considerarían que la lavadora es una ganga si no hay probabilidades de que requiera una reparación mayor antes del sexto año. Comente sobre esto determinando P(Y > 6). b) ¿Cuál es la probabilidad de que la lavadora requiera una reparación mayor durante el primer año? 3.32 Se está revisando qué proporciones de su presupuesto asigna cierta empresa industrial a controles ambientales y de contaminación. Un proyecto de recopilación de datos determina que la distribución de tales proporciones está dada por 5(1 − y) 4 , 0 ≤ y ≤ 1, f (y) = 0, en cualquier otro caso. a) Veriique que la función de densidad anterior sea válida. b) ¿Cuál es la probabilidad de que una empresa elegida al azar gaste menos de 10% de su presupuesto en controles ambientales y de contaminación? c) ¿Cuál es la probabilidad de que una empresa seleccionada al azar gaste más de 50% de su presupuesto en controles ambientales y de la contaminación? 3.33 Suponga que cierto tipo de pequeñas empresas de procesamiento de datos están tan especializadas que algunas tienen diicultades para obtener utilidades durante su primer año de operación. La función de densidad de probabilidad que caracteriza la proporción Y que obtiene utilidades está dada por ky 4 (1 − y) 3 , 0 ≤ y ≤ 1, f (y) = 0, en otro caso. a) ¿Cuál es el valor de k que hace de la anterior una función de densidad válida? b) Calcule la probabilidad de que al menos 50% de las empresas tenga utilidades durante el primer año. c) Calcule la probabilidad de que al menos 80% de las empresas tenga utilidades durante el primer año.



3.4



3.34 Los tubos de magnetrón se producen en una línea de ensamble automatizada. Periódicamente se utiliza un plan de muestreo para evaluar la calidad en la longitud de los tubos; sin embargo, dicha medida está sujeta a incertidumbre. Se considera que la probabilidad de que un tubo elegido al azar cumpla con las especiicaciones de longitud es 0.99. Se utiliza un plan de muestreo en el cual se mide la longitud de 5 tubos elegidos al azar. a) Muestre que la función de probabilidad de Y, el número de tubos de cada 5 que cumplen con las especiicaciones de longitud, está dada por la siguiente función de probabilidad discreta: f (y) =



5! (0.99) y (0.01) 5− y , y!(5 − y)!



b) Suponga que se eligen artículos de la línea al azar y 3 no cumplen con las especiicaciones. Utilice la f (y) anterior para apoyar o refutar la conjetura de que hay 0.99 de probabilidades de que un solo tubo cumpla con las especiicaciones. 3.35 Suponga que a partir de gran cantidad de datos históricos se sabe que X, el número de automóviles que llegan a una intersección especíica durante un periodo de 20 segundos, se determina mediante la siguiente función de probabilidad discreta f (x ) = e − 6



6x , para x!



x = 0, 1, 2, ....



a) Calcule la probabilidad de que en un periodo especíico de 20 segundos más de 8 automóviles lleguen a la intersección. b) Calcule la probabilidad de que sólo lleguen 2 automóviles. 3.36 En una tarea de laboratorio, si el equipo está funcionando, la función de densidad del resultado observado, X, es 2(1 − x ), 0 < x < 1, f (x ) = 0, en otro caso. a) Calcule P(X ≤ 1/3). b) ¿Cuál es la probabilidad de que X sea mayor que 0.5? c) Dado que X ≥ 0.5, ¿cuál es la probabilidad de que X sea menor que 0.75?



Distribuciones de probabilidad conjunta El estudio de las variables aleatorias y sus distribuciones de probabilidad de la sección anterior se restringió a espacios muestrales unidimensionales, ya que registramos los resultados de un experimento como los valores que toma una sola variable aleatoria. No
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obstante, habrá situaciones en las que se busque registrar los resultados simultáneos de diversas variables aleatorias. Por ejemplo, en un experimento químico controlado podríamos medir la cantidad del precipitado P y la del volumen V de gas liberado, lo que daría lugar a un espacio muestral bidimensional que consta de los resultados ( p, v); o bien, podríamos interesarnos en la dureza d y en la resistencia a la tensión T de cobre estirado en frío que produciría los resultados (d, t). En un estudio realizado con estudiantes universitarios para determinar la probabilidad de que tengan éxito en la universidad, basado en los datos del nivel preparatoria, se podría utilizar un espacio muestral tridimensional y registrar la caliicación que obtuvo cada uno en la prueba de aptitudes, el lugar que cada uno ocupó en la preparatoria y la caliicación promedio que cada uno obtuvo al inal de su primer año en la universidad. Si X y Y son dos variables aleatorias discretas, la distribución de probabilidad para sus ocurrencias simultáneas se representa mediante una función con valores f (x, y), para cualquier par de valores (x, y) dentro del rango de las variables aleatorias X y Y. Se acostumbra referirse a esta función como la distribución de probabilidad conjunta de X y Y. Por consiguiente, en el caso discreto, f (x, y) = P (X = x, Y = y);



es decir, los valores f (x, y) dan la probabilidad de que los resultados x y y ocurran al mismo tiempo. Por ejemplo, si se le va a dar servicio a los neumáticos de un camión de transporte pesado, y X representa el número de millas que éstos han recorrido y Y el número de neumáticos que deben ser reemplazados, entonces f (30,000, 5) es la probabilidad de que los neumáticos hayan recorrido más de 30,000 millas y que el camión necesite 5 neumáticos nuevos. Definición 3.8: La función f (x,y) es una distribución de probabilidad conjunta o función de masa de



probabilidad de las variables aleatorias discretas X y Y, si 1. f (x, y) ≥ 0 para toda (x, y), 2.



f (x, y) = 1, x



y



3. P (X = x, Y = y) = f (x, y).



Para cualquier región A en el plano xy, P[(X, Y) ∈ A] = ΣΣ f ( x,y ). A



Ejemplo 3.14: Se seleccionan al azar 2 repuestos para bolígrafo de una caja que contiene 3 repuestos azules, 2 rojos y 3 verdes. Si X es el número de repuestos azules y Y es el número de repuestos rojos seleccionados, calcule a) la función de probabilidad conjunta f (x, y), b) P[(X, Y) ∈ A], donde A es la región {(x, y) | x + y ≤ 1}. Solución: Los posibles pares de valores (x, y) son (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1), (0, 2) y (2, 0). a) Ahora bien, f (0, 1), por ejemplo, representa la probabilidad de seleccionar un repuesto rojo y uno verde. El número total de formas igualmente probables de seleccionar cualesquiera 2 repuestos de los 8 es 82 = 28. El número de formas de seleccionar 1 rojo de 2 repuestos rojos y 1 verde de 3 repuestos verdes es 21 31 = 6. En consecuencia, f (0, 1) = 6/28 = 3/14. Cálculos similares dan las probabilidades para
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los otros casos, los cuales se presentan en la tabla 3.1. Observe que las probabilidades suman 1. En el capítulo 5 se volverá evidente que la distribución de probabilidad conjunta de la tabla 3.1 se puede representar con la fórmula f (x, y) =



3 x



2 y



3 2−x −y 8 2



,



para x = 0, 1, 2; y = 0, 1, 2; y 0 ≤ x + y ≤ 2. b) La probabilidad de que (X,Y) caiga en la región A es P [(X, Y ) ∈ A ] = P (X + Y ≤ 1) = f (0, 0) + f (0, 1) + f (1, 0) 3 3 9 9 = + + = . 28 14 28 14 Tabla 3.1: Distribución de probabilidad conjunta para el ejemplo 3.14 f (x, y) 0 1 2



y



x 1



Totales 2 por renglón



3 28 3 14 1 28



9 28 3 14



3 28



0



0 0



15 28 3 7 1 28



5 14



15 28



3 28



1



0



Totales por columna



Cuando X y Y son variables aleatorias continuas, la función de densidad conjunta f (x,y) es una supericie que yace sobre el plano xy, y P[(X,Y) ∈ A], donde A es cualquier región en el plano xy, que es igual al volumen del cilindro recto limitado por la base A y la supericie. Definición 3.9: La función f (x,y) es una función de densidad conjunta de las variables aleatorias con-



tinuas X y Y si 1. f (x, y) ≥ 0, para toda (x, y), 2.



∞ −∞



∞ −∞



f (x, y) dx dy = 1,



3. P [(X, Y ) ∈ A ] =



A



f (x, y) dx dy, para cualquier región A en el plano xy.



Ejemplo 3.15: Una empresa privada opera un local que da servicio a clientes que llegan en automóvil y otro que da servicio a clientes que llegan caminando. En un día elegido al azar, sean X y Y, respectivamente, las proporciones de tiempo que ambos locales están en servicio, y suponiendo que la función de densidad conjunta de estas variables aleatorias es f (x, y) =



2 5 (2x



0,



+ 3y),



0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, en otro caso.



a) Veriique la condición 2 de la deinición 3.9. b) Calcule P [(X, Y ) ∈ A ], donde A = {(x, y) | 0 < x < 21 ,
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Solución: a) La integración de f(x,y) sobre la totalidad de la región es ∞



1



∞



1



f (x, y) dx dy = −∞



0



−∞



0 1



= 0 1



= 0



2 (2x + 3y) dx dy 5



2x 2 6xy + 5 5 2 6y + 5 5



x =1



dy x =0



2y 3y 2 + 5 5



dy =



1



= 0



2 3 + = 1. 5 5



b) Para calcular la probabilidad utilizamos 1 1 1 0


P [(X, Y ) ∈ A ] = P



1/ 2



1/ 2



= 1/ 4



0



1/ 2 1/ 4



3y 2 y + 10 10



=



1 3 + 2 4



1 10



x =1 / 2



2x 2 6xy + 5 5



=



=



2 (2x + 3y) dx dy 5 1/ 2



dy = 1/ 4



x=0



1 3y + 10 5



dy



1/ 2 1/ 4



−



3 1 + 4 16



=



13 . 160



Dada la distribución de probabilidad conjunta f (x, y) de las variables aleatorias discretas X y Y, la distribución de probabilidad g(x) sólo de X se obtiene sumando f (x, y) sobre los valores de Y. De manera similar, la distribución de probabilidad h(y) de sólo Y se obtiene sumando f (x, y) sobre los valores de X. Deinimos g(x) y h(y) como distribuciones marginales de X y Y, respectivamente. Cuando X y Y son variables aleatorias continuas, las sumatorias se reemplazan por integrales. Ahora podemos establecer la siguiente deinición general. Definición 3.10: Las distribuciones marginales sólo de X y sólo de Y son



f (x, y) y h (y) =



g(x ) = y



f (x, y) x



para el caso discreto, y ∞



g(x ) =



∞



f (x, y) dy y h(y) = −∞



f (x, y) dx −∞



para el caso continuo. El término marginal se utiliza aquí porque, en el caso discreto, los valores de g(x) y h(y) son precisamente los totales marginales de las columnas y los renglones respectivos, cuando los valores de f (x, y) se muestran en una tabla rectangular.
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Ejemplo 3.16: Muestre que los totales de columnas y renglones de la tabla 3.1 dan las distribuciones marginales de sólo X y sólo Y. Solución: Para la variable aleatoria X vemos que 3 3 1 5 g(0) = f (0, 0) + f (0, 1) + f (0, 2) = + + = , 28 14 28 14 3 15 9 + +0 = , g(1) = f (1, 0) + f (1, 1) + f (1, 2) = 28 14 28 y g (2) = f (2, 0) + f (2, 1) + f (2, 2) =



3 3 +0+0= , 28 28



que son precisamente los totales por columna de la tabla 3.1. De manera similar podemos mostrar que los valores de h(y) están dados por los totales de los renglones. En forma tabular, estas distribuciones marginales se pueden escribir como sigue: x



0



1



2



g(x )



5 14



15 28



3 28



y



0



1



2



h(y)



15 28



3 7



1 28



Ejemplo 3.17: Calcule g(x) y h(y) para la función de densidad conjunta del ejemplo 3.15. Solución: Por deinición, 1



∞



g(x ) =



f (x, y) dy = 0



−∞



2 (2x + 3y) dy = 5



4xy 6y 2 + 5 10



y =1



= y =0



4x + 3 , 5



para 0 ≤ x ≤ 1, y g(x) = 0 en otro caso. De manera similar, 1



∞



f (x, y) dx =



h(y) =



0



−∞



2 2(1 + 3y) (2x + 3y) dx = , 5 5



para 0 ≤ y ≤ 1, y h(y) = 0 en otro caso. El hecho de que las distribuciones marginales g(x) y h(y) sean en realidad las distribuciones de probabilidad de las variables individuales X y Y solas se puede veriicar mostrando que se satisfacen las condiciones de la deinición 3.4 o de la deinición 3.6. Por ejemplo, en el caso continuo ∞



∞



∞



−∞



−∞



g(x ) dx = −∞



f (x, y) dy dx = 1,



y P (a < X < b) = P (a < X < b, −∞ < Y < ∞) b



b



∞



f (x, y) dy dx =



= a



−∞



g(x ) dx . a



En la sección 3.1 establecimos que el valor x de la variable aleatoria X representa un evento que es un subconjunto del espacio muestral. Si utilizamos la deinición de probabilidad condicional que se estableció en el capítulo 2, P (A ∩ B ) , siempre que P (A ) > 0, P (B |A ) = P (A )
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donde A y B son ahora los eventos deinidos por X = x y Y = y, respectivamente, entonces, P (Y = y | X = x ) =



P (X = x, Y = y) f (x, y) = , siempre que g(x ) > 0, P (X = x ) g(x )



donde X y Y son variables aleatorias discretas. No es difícil mostrar que la función f (x, y)/g(x), que es estrictamente una función de y con x ija, satisface todas las condiciones de una distribución de probabilidad. Esto también es cierto cuando f (x, y) y g(x) son la densidad conjunta y la distribución marginal, respectivamente, de variables aleatorias continuas. Como resultado, para poder calcular probabilidades condicionales de manera eicaz es sumamente importante que utilicemos el tipo especial de distribución de la forma f (x, y)/g(x). Este tipo de distribución se llama distribución de probabilidad condicional y se deine formalmente como sigue: Definición 3.11: Sean X y Y dos variables aleatorias, discretas o continuas. La distribución condicional



de la variable aleatoria Y, dado que X = x, es f (y|x ) =



f (x, y) , siempre que g(x ) > 0. g(x )



De manera similar, la distribución condicional de la variable aleatoria X, dado que Y = y, es f (x |y) =



f (x, y) , siempre que h(y) > 0. h(y)



Si deseamos encontrar la probabilidad de que la variable aleatoria discreta X caiga entre a y b cuando sabemos que la variable discreta Y = y, evaluamos f (x |y),



P (a < X < b | Y = y) = a


donde la sumatoria se extiende a todos los valores de X entre a y b. Cuando X y Y son continuas, evaluamos b



P (a < X < b | Y = y) =



f (x |y) dx . a



Ejemplo 3.18: Remítase al ejemplo 3.14, calcule la distribución condicional de X, dado que Y = 1, y utilice el resultado para determinar P(X = 0 | Y = 1). Solución: Necesitamos encontrar f (x | y), donde y = 1. Primero calculamos que 2



f (x, 1) =



h(1) = x =0



3 3 3 + +0 = . 14 14 7



Ahora calculamos, f (x |1) =



f (x, 1) = h(1)



7 3
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Por lo tanto, 7 3 7 f (2|1) = 3



7 3 7 f (2, 1) = 3



f (0|1) =



3 7 1 = , f (1|1) = 14 2 3



f (0, 1) =



f (1, 1) =



7 3



3 1 = , 14 2



(0) = 0,



y la distribución condicional de X, dado que Y = 1, es x f (x |1) Finalmente,



0



1



1 2



1 2



2 0



1 P (X = 0 | Y = 1) = f (0|1) = . 2



Por lo tanto, si se sabe que 1 de los 2 repuestos seleccionados es rojo, tenemos una probabilidad igual a 1/2 de que el otro repuesto no sea azul. Ejemplo 3.19: La densidad conjunta para las variables aleatorias (X,Y), donde X es el cambio unitario de temperatura y Y es la proporción de desplazamiento espectral que produce cierta partícula atómica es 10xy 2 , 0 < x < y < 1, f (x, y) = 0, en otro caso. a) Calcule las densidades marginales g(x), h(y) y la densidad condicional f (y | x). b) Calcule la probabilidad de que el espectro se desplace más de la mitad de las observaciones totales, dado que la temperatura se incremente en 0.25 unidades. Solución: a) Por deinición, 1



∞



g(x ) =



x



−∞



=



10xy 2 dy



f (x, y) dy = 10 3 xy 3



y =1



= y =x



10 x (1 − x 3 ), 0 < x < 1, 3 y



∞



f (x, y) dx =



h(y) =



10xy 2 dx = 5x 2 y 2



0



−∞



x =y x =0



= 5y 4 , 0 < y < 1.



Entonces, f (y|x ) =



f (x, y) = g(x )



10 3



3y 2 10xy 2 = , 0 < x < y < 1. 3 1 − x3 x (1 − x )



b) Por lo tanto, P



Y >



1 2



1



X = 0.25



1



f (y | x = 0.25) dy =



= 1/ 2



3y 2 8 dy = . 3 1 − 0.25 9 1/ 2



Ejemplo 3.20: Dada la función de densidad conjunta f (x, y) =



x (1+3 y 2 ) 4



0,



,



0 < x < 2, 0 < y < 1, en otro caso,



calcule g(x), h(y), f (x | y) y evalúe P ( 14 < X 



1 2



| Y = 31 ).
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Solución: Por deinición de la densidad marginal, para 0 < x < 2, 1



∞



f (x, y) dy =



g(x ) =



0



−∞



=



xy xy + 4 4



y =1



3



x (1 + 3y 2 ) dy 4 x , 2



= y =0



y para 0 < y < 1, 2



∞



f (x, y) dx =



h(y) =



0



−∞



=



x (1 + 3y 2 ) dx 4



x=2



x2 3x 2 y 2 + 8 8



= x=0



1 + 3y 2 . 2



Por lo tanto, usando la deinición de la densidad condicional para 0 < x < 2, f (x |y) =



x (1 + 3 y 2 )/ 4 x f (x, y) = = , 2 h(y) (1 + 3 y )/ 2 2



y P



1 1 


Y =



1/2



1 3



= 1/4



3 x dx = . 2 64



Independencia estadística Si f (x | y) no depende de y, como ocurre en el ejemplo 3.20, entonces f (x | y) = g(x) y f (x, y) = g(x)h(y). La prueba se realiza sustituyendo f (x, y) = f (x |y)h(y) en la distribución marginal de X. Es decir, ∞



g(x ) =



∞



f (x, y) dy =



f (x |y)h(y) dy.



−∞



−∞



Si f (x | y) no depende de y, podemos escribir ∞



g(x ) = f (x |y)



h(y) dy. −∞



Entonces, ∞



h(y) dy = 1, −∞



ya que h(y) es la función de densidad de probabilidad de Y. Por lo tanto, g(x ) = f (x |y) y entonces f (x, y) = g(x )h(y).
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Debería tener sentido para el lector que si f (x | y) no depende de y, entonces, por supuesto, el resultado de la variable aleatoria Y no repercute en el resultado de la variable aleatoria X. En otras palabras, decimos que X y Y son variables aleatorias independientes. Ofrecemos ahora la siguiente deinición formal de independencia estadística. Definición 3.12: Sean X y Y dos variables aleatorias, discretas o continuas, con distribución de probabi-



lidad conjunta f (x, y) y distribuciones marginales g(x) y h(y), respectivamente. Se dice que las variables aleatorias X y Y son estadísticamente independientes si y sólo si f (x, y) = g(x )h(y) para toda (x,y) dentro de sus rangos. Las variables aleatorias continuas del ejemplo 3.20 son estadísticamente independientes, pues el producto de las dos distribuciones marginales da la función de densidad conjunta. Sin embargo, es evidente que ése no es el caso de las variables continuas del ejemplo 3.19. La comprobación de la independencia estadística de variables aleatorias discretas requiere una investigación más profunda, ya que es posible que el producto de las distribuciones marginales sea igual a la distribución de probabilidad conjunta para algunas, aunque no para todas, las combinaciones de (x,y). Si puede encontrar algún punto (x,y) para el que f (x, y) se deine de manera que f (x, y) ≠ g(x)h(y), las variables discretas X y Y no son estadísticamente independientes. Ejemplo 3.21: Demuestre que las variables aleatorias del ejemplo 3.14 no son estadísticamente independientes. Prueba: Consideremos el punto (0,1). A partir de la tabla 3.1, encontramos que las tres probabilidades f (0, 1), g(0) y h(1) son f (0, 1) =



3 , 14 2



g(0) =



f (0, y ) =



3 1 5 3 + + = , 28 14 28 14



f (x, 1) =



3 3 3 + +0= . 14 14 7



y=0 2



h(1) = x=0



Claramente, f (0, 1) = g(0)h(1), por lo tanto, X y Y no son estadísticamente independientes. Todas las deiniciones anteriores respecto a dos variables aleatorias se pueden generalizar al caso de n variables aleatorias. Sea f (xl, x2, . . . , xn) la función de probabilidad conjunta de las variables aleatorias X1, X2, . . . , Xn. La distribución marginal de X1, por ejemplo, es ···



g(x 1 ) = x2



f (x 1 , x 2 , . . . , x n ) xn
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para el caso discreto, y ∞



g(x 1 ) =



∞



·· · −∞



f (x 1 , x 2 , . . . , x n ) dx 2 dx 3 · · · dx n −∞



para el caso continuo. Ahora podemos obtener distribuciones marginales conjuntas como g(xl, x2), donde g(x 1 , x 2 ) =



·· · x3 ∞ −∞



xn



···



f (x 1 , x 2 , . . . , x n )



(caso discreto),



∞ −∞



(caso continuo).



f (x 1 , x 2 , . . . , x n ) dx 3 dx 4 · · · dx n



Podríamos considerar numerosas distribuciones condicionales. Por ejemplo, la distribución condicional conjunta de X1, X2 y X3, dado que X4 = x4, X5 = x5, . . . , Xn = xn, se escribe como f (x 1 , x 2 , . . . , x n ) , f (x 1 , x 2 , x 3 | x 4 , x 5 , . . . , x n ) = g(x 4 , x 5 , . . . , x n ) donde g(x4, x5, . . . , xn) es la distribución marginal conjunta de las variables aleatorias X4, X5, . . . , Xn. Una generalización de la deinición 3.12 nos lleva a la siguiente deinición para la independencia estadística mutua de las variables X1, X2, . . . , Xn. Definición 3.13: Sean X1, X2, . . . , Xn, n variables aleatorias, discretas o continuas, con distribución de



probabilidad conjunta f (x1, x2, . . . , xn) y distribuciones marginales f1(x1), f2(x2), . . . , fn(xn), respectivamente. Se dice que las variables aleatorias X1, X2, . . . , Xn son recíproca y estadísticamente independientes si y sólo si f (x 1 , x 2 , . . . , x n ) = f 1 (x 1 )f 2 (x 2 ) · · · f n (x n )



para toda (x1, x2, . . . ,xn) dentro de sus rangos. Ejemplo 3.22: Suponga que el tiempo de vida en anaquel de cierto producto comestible perecedero empacado en cajas de cartón, en años, es una variable aleatoria cuya función de densidad de probabilidad está dada por e −x x > 0, f (x ) = 0, en otro caso. Represente los tiempos de vida en anaquel para tres de estas cajas seleccionadas de forma independiente con X1, X2 y X3 y calcule P(X1 < 2, 1< X2 < 3, X3 > 2). Solución: Como las cajas se seleccionaron de forma independiente, suponemos que las variables aleatorias X1, X2 y X3 son estadísticamente independientes y que tienen la siguiente densidad de probabilidad conjunta: f (x 1 , x 2 , x 3 ) = f (x 1 )f (x 2 )f (x 3 ) = e−x 1 e−x 2 e−x 3 = e−x 1 −x 2 −x 3 , para xl > 0, x2 > 0, x3 > 0, y f (xl, x2, x3) = 0 en cualquier otro caso. En consecuencia, ∞



P (X 1 < 2, 1 < X 2 < 3, X 3 > 2) =



2



= (1 − e
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3



2



e−x 1 −x 2 −x 3 dx 1 dx 2 dx 3



1 0 −2 −1



)( e



− e−3 )e−2 = 0.0372.
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¿Por qué son importantes las características de las distribuciones de probabilidad y de dónde provienen? Es importante que este texto ofrezca al lector una transición hacia los siguientes tres capítulos. En los ejemplos y los ejercicios presentamos casos de situaciones prácticas de ingeniería y ciencias, en los cuales las distribuciones de probabilidad y sus propiedades se utilizan para resolver problemas importantes. Estas distribuciones de probabilidad, ya sean discretas o continuas, se presentaron mediante frases como “se sabe que”, “suponga que” o incluso, en ciertos casos, “la evidencia histórica sugiere que”. Se trata de situaciones en las que la naturaleza de la distribución, e incluso una estimación óptima de la estructura de la probabilidad, se pueden determinar utilizando datos históricos, datos tomados de estudios a largo plazo o incluso de grandes cantidades de datos planeados. El lector debería tener presente lo expuesto en el capítulo 1 respecto al uso de histogramas y, por consiguiente, recordar cómo se estiman las distribuciones de frecuencias a partir de los histogramas. Sin embargo, no todas las funciones de probabilidad y de densidad de probabilidad se derivan de cantidades grandes de datos históricos. Hay un gran número de situaciones en las que la naturaleza del escenario cientíico sugiere un tipo de distribución. De hecho, varias de ellas se reflejan en los ejercicios del capítulo 2 y en este capítulo. Cuando observaciones repetidas independientes son binarias por naturaleza (es decir, defectuoso o no, funciona o no, alérgico o no) con un valor de 0 o 1, la distribución que cubre esta situación se llama distribución binomial. La función de probabilidad de esta distribución se explicará y se demostrará en el capítulo 5. El ejercicio 3.34 de la sección 3.3 y el ejercicio de repaso 3.80 constituyen ejemplos de este tipo de distribución, y hay otros que el lector también debería reconocer. El escenario de una distribución continua del tiempo de operación antes de cualquier falla, como en el ejercicio de repaso 3.69 o en el ejercicio 3.27 de la página 93, a menudo sugiere una clase de distribución denominada distribución exponencial. Tales tipos de ejemplos son tan sólo dos de la gran cantidad de las llamadas distribuciones estándar que se utilizan ampliamente en situaciones del mundo real porque el escenario cientíico que da lugar a cada uno de ellos es reconocible y a menudo se presenta en la práctica. Los capítulos 5 y 6 abarcan muchos de estos tipos de ejemplos, junto con alguna teoría inherente respecto de su uso. La segunda parte de esta transición al material de los capítulos siguientes tiene que ver con el concepto de parámetros de la población o parámetros de distribución. Recuerde que en el capítulo 1 analizamos la necesidad de utilizar datos para ofrecer información sobre dichos parámetros. Profundizamos en el estudio de las nociones de media y de varianza, y proporcionamos ideas sobre esos conceptos en el contexto de una población. De hecho, es fácil calcular la media y la varianza de la población a partir de la función de probabilidad para el caso discreto, o de la función de densidad de probabilidad para el caso continuo. Tales parámetros y su importancia en la solución de muchas clases de problemas de la vida real nos proporcionarán gran parte del material de los capítulos 8 a 17.



Ejercicios 3.37 Determine los valores de c, tales que las siguientes funciones representen distribuciones de probabilidad conjunta de las variables aleatorias X y Y: a) f (x, y) = cxy, para x = 1, 2, 3; y = 1, 2, 3; b) f (x, y) = c |x - y|, para x = -2, 0, 2; y = -2, 3.



3.38 Si la distribución de probabilidad conjunta de X y Y está dada por x +y f(x, y ) = , para x = 0, 1, 2, 3; y = 0, 1, 2, 30 calcule
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P (X ≤ 2, Y = 1); P (X > 2, Y ≤ 1); P (X > Y ); P (X + Y = 4). 3.39 De un saco de frutas que contiene 3 naranjas, 2 manzanas y 3 plátanos se selecciona una muestra aleatoria de 4 frutas. Si X es el número de naranjas y Y el de manzanas en la muestra, calcule a) la distribución de probabilidad conjunta de X y Y; b) P[(X, Y) ∈ A], donde A es la región dada por {(x, y) | x + y ≤ 2}. a) b) c) d)



3.40 Un restaurante de comida rápida opera tanto en un local que da servicio en el automóvil, como en un local que atiende a los clientes que llegan caminando. En un día elegido al azar, represente las proporciones de tiempo que el primero y el segundo local están en servicio con X y Y, respectivamente, y suponga que la función de densidad conjunta de estas variables aleatorias es 2 3



(x + 2y), 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, f (x, y) = 0, en otro caso. a) Calcule la densidad marginal de X. b) Calcule la densidad marginal de Y. c) Calcule la probabilidad de que el local que da servicio a los clientes que llegan en automóvil esté lleno menos de la mitad del tiempo. 3.41 Una empresa dulcera distribuye cajas de chocolates con un surtido de cremas, chiclosos y envinados. Suponga que cada caja pesa 1 kilogramo, pero que los pesos individuales de cremas, chiclosos y envinados varían de una a otra cajas. Para una caja seleccionada al azar, represente los pesos de las cremas y los chiclosos con X y Y, respectivamente, y suponga que la función de densidad conjunta de estas variables es f (x, y) =



24xy , 0,



0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, x + y ≤ 1, en cualquier caso.



a) Calcule la probabilidad de que en una caja dada los envinados representen más de la mitad del peso. b) Calcule la densidad marginal para el peso de las cremas. c) Calcule la probabilidad de que el peso de los chiclosos en una caja sea menor que 1/8 de kilogramo, si se sabe que las cremas constituyen 3/4 partes del peso. 3.42 Sean X y Y la duración de la vida, en años, de dos componentes en un sistema electrónico. Si la función de densidad conjunta de estas variables es f (x, y) =



e− ( x + y ) , x > 0, y > 0, 0, en otro caso,



calcule P(0 < X < 1 | Y = 2). 3.43 Sea X el tiempo de reacción, en segundos, ante cierto estímulo, y Y la temperatura (en °F) a la cual inicia cierta reacción. Suponga que dos variales aleatorias, X y Y, tienen la densidad conjunta 4xy , 0 < x < 1, 0 < y < 1, 0, en otro caso.



f (x, y) = Calcule a) P (0 ≤ X ≤ b) P (X < Y ).



1 2



y



1 4



≤ Y ≤ 12 );



3.44 Se supone que cada rueda trasera de un avión experimental se llena a una presión de 40 libras por pulgada cuadrada (psi). Sea X la presión real del aire para la rueda derecha y Y la presión real del aire de la rueda izquierda. Suponga que X y Y son variables aleatorias con la siguiente función de densidad conjunta: f (x, y) =



k (x 2 + y 2 ), 0,



30 ≤ x < 50, 30 ≤ y < 50, en otro caso.



a) Calcule k. b) Calcule P(30 ≤ X ≤ 40 y 40 ≤ Y < 50). c) Calcule la probabilidad de que ambas ruedas no contengan la suiciente cantidad de aire. 3.45 Sea X el diámetro de un cable eléctrico blindado y Y el diámetro del molde cerámico que hace el cable. Tanto X como Y tienen una escala tal que están entre 0 y 1. Suponga que X y Y tienen la siguiente densidad conjunta: 1 , 0 < x < y < 1, f (x, y) = y 0, en otro caso. Calcule P(X + Y > 1/2). 3.46 Remítase al ejercicio 3.38, calcule a) la distribución marginal de X; b) la distribución marginal de Y. 3.47 Al principio de cualquier día la cantidad de queroseno que contiene un tanque, en miles de litros, es una cantidad aleatoria Y, de la que durante el día se vende una cantidad aleatoria X. Suponga que el tanque no se reabastece durante el día, de manera que x ≤ y, e imagine también que la función de densidad conjunta de estas variables es f (x, y) =



2, 0 < x ≤ y < 1, 0, en otro caso.



a) Determine si X y Y son independientes. b) Calcule P(1/4 < X < 1/2 | Y =3/4).
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3.48 Remítase al ejercicio 3.39 y calcule a) f (y | 2) para todos los valores de y; b) P(Y = 0 | X = 2).



3.53



3.49 Sea X el número de veces que fallará cierta máquina de control numérico: 1, 2 o 3 veces en un día dado. Y si Y denota el número de veces que se llama a un técnico para una emergencia, su distribución de probabilidad conjunta estará dada como f (x, y) 1 3 y 5



x 2 0.05 0.10 0.20



1 0.05 0.05 0.00



3 0.10 0.35 0.10



a) Evalúe la distribución marginal de X. b) Evalúe la distribución marginal de Y. c) Calcule P(Y = 3 | X = 2).



x 2 0.10 0.20 0.10



f (x, y) =



6− x − y 8



0,



, 0 < x < 2, 2 < y < 4, en otro caso,



calcule P(1 < Y < 3 | X = 1). 3.54 Determine si las dos variables aleatorias del ejercicio 3.49 son dependientes o independientes. 3.55 Determine si las dos variables aleatorias del ejercicio 3.50 son dependientes o independientes. 3.56 La función de densidad conjunta de las variables aleatorias X y Y es f (x, y) =



3.50 Suponga que X y Y tienen la siguiente distribución de probabilidad conjunta: f (x, y) 1 y 3 5



Dada la función de densidad conjunta



6x, 0,



0 < x < 1, 0 < y < 1 − x, en otro caso.



a) Demuestre que X y Y no son independientes. b) Calcule P(X > 0.3 | Y = 0.5). 3.57 Si X, Y y Z tienen la siguiente función de densidad de probabilidad conjunta:



4 0.15 0.30 0.15



f (x, y, z ) =



a) Calcule la distribución marginal de X. b) Calcule la distribución marginal de Y. 3.51 De las 12 cartas mayores (jotas, reinas y reyes) de una baraja ordinaria de 52 cartas se sacan tres cartas sin reemplazo. Sea X el número de reyes que se seleccionan y Y el número de jotas. Calcule a) la distribución de probabilidad conjunta de X y Y; b) P[(X,Y) ∈ A], donde A es la región dada por {(x, y) | x + y ≥ 2}. 3.52 Una moneda se lanza dos veces. Sea Z el número de caras en el primer lanzamiento y W el número total de caras en los 2 lanzamientos. Si la moneda no está balanceada y una cara tiene una probabilidad de ocurrencia de 40%, calcule a) la distribución de probabilidad conjunta de W y Z; b) la distribución marginal de W; c) la distribución marginal de Z; d ) la probabilidad de que ocurra al menos 1 cara.



kx y 2 z, 0,



0 < x, y < 1, 0 < z < 2, en otro caso.



a) Calcule k. b) Calcule P(X < 14 , Y > 21 , 1 < Z < 2). 3.58 Determine si las dos variables aleatorias del ejercicio 3.43 son dependientes o independientes. 3.59 Determine si las dos variables aleatorias del ejercicio 3.44 son dependientes o independientes. 3.60 La función de densidad de probabilidad conjunta de las variables aleatorias X, Y y Z es f (x, y, z ) =



4 xy z 2 9



0,



, 0 < x, y < 1, 0 < z < 3, en otro caso.



Calcule a) la función de densidad marginal conjunta de Y y Z; b) la densidad marginal de Y; c) P ( 41 < X < 21 , Y > 31 , 1 < Z < 2); d ) P (0 < X < 12 | Y = 14 , Z = 2).
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Ejercicios de repaso 3.61 Una empresa tabacalera produce mezclas de tabaco. Cada mezcla contiene diversas proporciones de tabaco turco, tabaco de la región y otros. Las proporciones de tabaco turco y de la región en una mezcla son variables aleatorias con una función de densidad conjunta (X = turco y Y = de la región) 24xy , 0 ≤ x, y ≤ 1, x + y ≤ 1, f (x, y) = 0, en otro caso. a) Calcule la probabilidad de que en determinada caja el tabaco turco represente más de la mitad de la mezcla. b) Calcule la función de densidad marginal para la proporción del tabaco de la región. c) Calcule la probabilidad de que la proporción de tabaco turco sea menor que 1/8, si se sabe que la mezcla contiene 3/4 de tabaco de la región. 3.62 Una empresa de seguros ofrece a sus asegurados varias opciones diferentes de pago de la prima. Para un asegurado seleccionado al azar, sea X el número de meses entre pagos sucesivos. La función de distribución acumulada de X es



0, si x < 1, 0.4, si 1 ≤ x < 3, F (x) = 0.6, si 3 ≤ x < 5, 0.8, si 5 ≤ x < 7, 1.0, si x ≥ 7. a) ¿Cuál es la función de masa de probabilidad de X? b) Calcule P(4 < X ≤ 7). 3.63 Dos componentes electrónicos de un sistema de proyectiles funcionan en conjunto para el éxito de todo el sistema. Sean X y Y la vida en horas de los dos componentes. La densidad conjunta de X y Y es ye − y (1 + x ) , 0,



f (x, y) =



x, y ≥ 0, en otro caso.



a) Determine las funciones de densidad marginal para ambas variables aleatorias. b) ¿Cuál es la probabilidad de que ambos componentes duren más de dos horas? 3.64 Una instalación de servicio opera con dos líneas telefónicas. En un día elegido al azar, sea X la proporción de tiempo que la primera línea está en uso, mientras que Y es la proporción de tiempo en que la segunda línea está en uso. Suponga que la función de densidad de probabilidad conjunta para (X,Y) es f (x, y) =



(x 2 + y 2 ), 0 ≤ x, y ≤ 1, 0, en otro caso. 3 2



a) Calcule la probabilidad de que ninguna línea esté ocupada más de la mitad del tiempo. b) Calcule la probabilidad de que la primera línea esté ocupada más del 75% del tiempo. 3.65 Sea el número de llamadas telefónicas que recibe un conmutador durante un intervalo de 5 minutos una variable aleatoria X con la siguiente función de probabilidad: f (x ) =



e − 2 2x , para x = 0, 1, 2, . . . . x!



a) Determine la probabilidad de que X sea igual a 0, 1, 2, 3, 4, 5 y 6. b) Graique la función de masa de probabilidad para estos valores de x. c) Determine la función de distribución acumulada para estos valores de X. 3.66 Considere las variables aleatorias X y Y con la siguiente función de densidad conjunta f (x, y) =



x + y, 0,



0 ≤ x, y ≤ 1, en cualquier otro caso.



a) Calcule las distribuciones marginales de X y Y. b) Calcule P(X > 0.5, Y > 0.5). 3.67 En un proceso industrial se elaboran artículos que se pueden clasiicar como defectuosos o no defectuosos. La probabilidad de que un artículo esté defectuoso es 0.1. Se realiza un experimento en el que 5 artículos del proceso se eligen al azar. Sea la variable aleatoria X el número de artículos defectuosos en esta muestra de 5. ¿Cuál es la función de masa de probabilidad de X? 3.68 Considere la siguiente función de densidad de probabilidad conjunta de las variables aleatorias X y Y: f (x, y) =



3x − y 9



0,



, 1 < x < 3, 1 < y < 2, en otro caso.



a) Calcule las funciones de densidad marginal de X y Y. b) ¿X y Y son independientes? c) Calcule P(X > 2). 3.69 La duración en horas de un componente eléctrico es una variable aleatoria con la siguiente función de distribución acumulada: x



F (x ) =
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a) Determine su función de densidad de probabilidad. b) Determine la probabilidad de que la vida útil de tal componente rebase las 70 horas. 3.70 En una fábrica especíica de pantalones un grupo de 10 trabajadores los inspecciona tomando aleatoriamente algunos de la línea de producción. A cada inspector se le asigna un número del 1 al 10. Un comprador selecciona un pantalón para adquirirlo. Sea la variable aleatoria X el número del inspector. a) Determine una función de masa de probabilidad razonable para X. b) Graique la función de distribución acumulada para X. 3.71 La vida en anaquel de un producto es una variable aleatoria que se relaciona con la aceptación por parte del consumidor. Resulta que la vida en anaquel Y, en días, de cierta clase de artículo de panadería tiene la siguiente función de densidad:



actual, ¿cuál es el porcentaje de lotes que no son aceptables? 3.74 El tiempo Z, en minutos, entre llamadas a un sistema de alimentación eléctrica tiene la siguiente función de densidad de probabilidad:



2, 0 < x 1 < x 2 < 1, 0, en otro caso. Determine la distribución marginal de X1. Determine la distribución marginal de X2. ¿Cuál es la probabilidad de que las proporciones del componente generen los resultados X1 < 0.2 y X2 > 0.5? Determine la distribución condicional fX1|X2(x1 | x2). f (x 1 , x 2 ) =



1 2



e− y/2 , 0 ≤ y < ∞, f (y) = 0, en otro caso. ¿Qué fracción de las rebanadas de este producto que hoy están en exhibición se espera que se vendan en 3 días a partir de hoy? 3.72 El congestionamiento de pasajeros es un problema de servicio en los aeropuertos, en los cuales se instalan trenes para reducir la congestión. Cuando se usa el tren, el tiempo X, en minutos, que toma viajar desde la terminal principal hasta una explanada especíica tiene la siguiente función de densidad: 1 10



, 0 ≤ x ≤ 10, f (x ) = 0, en otro caso. a) Demuestre que la función de densidad de probabilidad anterior es válida. b) Calcule la probabilidad de que el tiempo que le toma a un pasajero viajar desde la terminal principal hasta la explanada no exceda los 7 minutos. 3.73 Las impurezas en el lote del producto inal de un proceso químico a menudo reflejan un grave problema. A partir de una cantidad considerable de datos recabados en la planta se sabe que la proporción Y de impurezas en un lote tiene una función de densidad dada por 10(1 − y) 9 , 0 ≤ y ≤ 1, 0, en cualquier otro caso. a) Veriique que la función de densidad anterior sea válida. b) Se considera que un lote no es vendible y, por consiguiente, no es aceptable si el porcentaje de impurezas es superior a 60%. Con la calidad del proceso f (y) =



1 10



e− z/10 , 0 < z < ∞, 0, en otro caso. a) ¿Cuál es la probabilidad de que no haya llamadas en un lapso de 20 minutos? b) ¿Cuál es la probabilidad de que la primera llamada entre en los primeros 10 minutos después de abrir? 3.75 Un sistema químico que surge de una reacción química tiene dos componentes importantes, entre otros, en una mezcla. La distribución conjunta que describe las proporciones X1 y X2 de estos dos componentes está dada por f (z ) =



a) b) c) d)



3.76 Considere la situación del ejercicio de repaso 3.75; pero suponga que la distribución conjunta de las dos proporciones está dada por f (x 1 , x 2 ) =



6x 2 , 0 < x 2 < x 1 < 1, 0, en otro caso.



a) Determine la distribución marginal fX1(x1) de la proporción X1 y veriique que sea una función de densidad válida. b) ¿Cuál es la probabilidad de que la proporción X2 sea menor que 0.5, dado que X1 es 0.7? 3.77 Considere las variables aleatorias X y Y que representan el número de vehículos que llegan a dos esquinas de calles separadas durante cierto periodo de 2 minutos. Estas esquinas de las calles están bastante cerca una de la otra, así que es importante que los ingenieros de tráico se ocupen de ellas de manera conjunta si fuera necesario. Se sabe que la distribución conjunta de X y Y es f (x, y) =



9 1 · , 16 4( x + y )



para x = 0, 1, 2, . . . , y para y = 0, 1, 2, . . . a) ¿Son independientes las dos variables aleatorias X y Y? Explique su respuesta.
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