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Resumen En México, en el Sistema Educativo Mexicano, específicamente en el nivel de educación básica, se observan bajos logros en el aprendizaje y dominio de tareas como son la lectura, la escritura y las matemáticas. Los resultados de evaluaciones como EXCALE, ENLACE y PISA evidenciaron que en la educación primaria existen alumnos que no consiguen alcanzar los objetivos de la educación al final de la primaria; y que cerca de dos de cada diez alumnos de sexto de primaria no alcanzan las competencias básicas en matemáticas. Los resultados obtenidos por el análisis de PISA sitúan a México entre los últimos lugares de los cuarenta y un países a los que se les aplicó la prueba en 2009. Los estudiantes mexicanos presentaron importantes rezagos y deficiencias en lengua y sobre todo en matemáticas. Después de dieciséis años de haberse implantado el plan de estudios en la Escuela  primaria en México, diferentes investigadores concluyen que los niños después de cursar la educación primaria no emplean los algoritmos de la suma y la resta como herramientas eficientes para solucionar problemas cotidianos. En atención a este problema, esta investigación tiene como primer objetivo identificar los errores o dificultades de los niños y niñas de primer grado de educación primaria para el aprendizaje de los algoritmos de la suma y de la resta. El segundo objetivo es analizar las estrategias empleadas por niños de  primer grado para apropiarse los algoritmos de la suma y de la resta, y de esta manera tener  información que sirva de base para la implantación de intervenciones pedagógicas. Este estudio se focalizó en dos contenidos de aprendizaje relacionados con los algoritmos de la suma y de la resta que formaron parte de los contenidos del Plan y Programa de Matemáticas de Educación Primaria 1993, y se encontraban en el Eje temático Los números sus relaciones y sus operaciones. Y ahora, se ubican en el Eje temático Sentido numérico y pensamiento algebraico en el Plan y Programa de Matemáticas de Educación Primaria 2009. Específicamente se realizó un estudió con niños de primer grado de educación  primaria de un municipio del Estado de Campeche. El estudio fue de tipo exploratorio para analizar las causas que posiblemente expliquen por qué los niños y niñas de una escuela del municipio de Calkiní, Campeche, no alcanzan logros más altos en el aprendizaje y dominio
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de la suma y la resta. Las interrogantes a las que se responde en este estudio son ¿cuáles son las dificultades de los niños de las escuelas primarias para alcanzar los conocimientos y aplicaciones de los algoritmos de la suma y la resta?, ¿qué factores están relacionados con la apropiación e implementación de estos algoritmos como herramientas para resolver   problemas de la vida cotidiana? y ¿cómo aprenden los niños a utilizar los algoritmos de la suma y de la resta como herramientas convencionales para solucionar problemas con facilidad y rapidez? Se realizó un estudio exploratorio de carácter descriptivo a través del análisis del estudio de caso. Se consideró como caso de estudio a un grupo de 6 niños de primer grado de educación primaria del municipio de Calkiní, Campeche; en este grupo de niños se analizó el proceso de aprendizaje de la suma, de la resta y la aplicación de estos algoritmos en la solución de problemas. El análisis de los resultados de esta investigación arrojaron que había niños finalizando el primer grado de educación primaria que solo podían operar con números menores que la decena, y que además no lograban dominar los procedimientos algorítmicos de la suma y la resta y menos aún mostraban un entendimiento conceptual de éstas y otras nociones matemáticas elementales, a pesar de que el currículo oficial prescribe que dichos aprendizajes deben adquirirse desde primero grado. Finalmente, aunque con este estudio se han analizado se concluye que es necesario continuar realizando investigaciones en los contextos más desfavorecidos del Estado de Campeche que contribuyan a revelar las dificultades del proceso de la enseñanza y el aprendizaje, más aun cuando en México desde el año 2009 se ha iniciado la reforma gradual de los planes y programas de la educación primaria. Entonces, se podrá contar con estudios que ayuden al docente a establecer proyectos escolares para construir un puente entre lo que el niño sabe y lo que se pretende lograr con el currículo oficial.
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Capítulo I. Planteamiento del problema En el Acuerdo Nacional para la Modernización de la Educación Básica suscrito en mayo de 1992, se ratificó la necesidad de reformular los contenidos y materiales educativos, ya que el plan y programa de estudio de la educación primaria tenía casi veinte años de haber sido formulado y, durante ese periodo sólo se le realizaron ajustes y cambios fragmentarios. En 1993 el Artículo tercero constitucional también fue reformado, desde entonces la educación básica quedó conformada por tres niveles educativos: Preescolar, Primaria y Secundaria. En la actualidad, la Alianza entre el Gobierno Federal y el Sindicato Nacional de Trabajadores de la Educación considera necesario impulsar una amplia movilización entre los sectores que intervienen en la educación, de esta manera, no sólo se trata de un mejoramiento de los Planes de estudios, sino se trata de desarrollar acciones como: modernizar los centro escolares, profesionalización de los maestros y de las autoridades educativas, bienestar y desarrollo integral de los alumnos y formar integralmente a los alumnos para la vida y el trabajo. Las reformas anteriores se han orientado a alcanzar estándares educativos más altos. Por un lado, se busca la capacitación del docente y por el otro, evaluar las habilidades y competencias de los estudiantes por asignatura y grado, entre otras cosas. En el caso de la educación primaria con el Plan y programa de 1993 se pretendía el fortalecimiento de los conocimientos y habilidades básicas como la capacidad de la lectura y la escritura en español, así como el uso de las matemáticas en la solución de problemas en la vida práctica (Plan y programa de estudio de la educación primaria, 1993). Entonces, el Sistema Educativo Mexicano (SEM) creó instrumentos de evaluación para conocer en qué medida se alcanzan los propósitos de la educación primaria en el país. Asimismo, el Instituto Nacional para la Evaluación de la Educación (INEE) implementó los Exámenes de la Calidad y el Logro Educativo (EXCALE) y por su parte la Secretaría de Educación Pública (SEP) instrumentó la Evaluación Nacional de Logros Académico en Centros Escolares (ENLACE). En el ciclo escolar 2006 - 2007 se evaluaron las habilidades de lengua y las habilidades matemáticas en 3° de Preescolar y en 6° de Primaria con los EXCALE; en el
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2008 se instrumentó la prueba ENLACE de 3° a 6° en la primaria. Los resultados arrojados  por estas dos evaluaciones evidenciaron que los alumnos de educación básica no logran apropiarse de los contenidos matemáticos del plan de estudio (INEE, 2008). De la misma manera, los resultados obtenidos en los EXCALE 2006-2007 demostraron que en la educación primaria existen alumnos que no consiguen alcanzar los objetivos de la educación al final de la primaria; cerca de dos de cada diez alumnos de sexto de primaria no alcanzan las competencias básicas en matemáticas (INEE, 2008). Además, los resultados de ENLACE 2008 evidenciaron que en la educación  primaria prevalecen las dificultades relacionadas con las competencias matemáticas. En el ámbito nacional, después de analizar los resultados, se dio a conocer que existen niños en sexto grado de primaria con una alfabetización matemática muy por debajo de la media nacional. El análisis de los resultados de EXCALE y ENLACE puntualizan que las deficiencias en el aprendizaje matemático son diferentes en cada contexto social, de esta manera, se observan grupos más vulnerables que otros. Los estudiantes que cursan la  primaria en escuelas privadas y urbanas son quienes muestran niveles de logro más altos. En el extremo opuesto se encuentran los estudiantes de escuelas rurales y escuelas indígenas, cuya situación es la más desfavorable y su rendimiento académico es el más bajo (INEE, 2008). Por otra parte, México se integró a la Organización para el Comercio y el Desarrollo Económico (OCDE), esta organización implementó el Programa para la Evaluación Internacional de los Estudiantes (PISA, por su sigla en inglés). Este programa de evaluación internacional fue desarrollado entre 1997 y 1999 y aplicado por primera vez en el año 2000 con la colaboración de 28 países miembros de la OCDE, entre ellos México. El examen de PISA se encuentra diseñado para conocer las competencias o las habilidades, la pericia y las aptitudes de los estudiantes para analizar y resolver problemas,  para manejar información y para enfrentar situaciones que se les presentarán en la vida adulta y que requerirán de tales habilidades. PISA se concentra en la evaluación de tres áreas: competencia lectora, competencia matemática y competencia científica. Los resultados obtenidos por el análisis de PISA sitúan a México entre los últimos lugares de los países a los que se les aplicó la prueba en 2006. Los estudiantes mexicanos
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 presentaron importantes rezagos y deficiencias en lengua y sobre todo en matemáticas, incluso México se encuentra por debajo de naciones con niveles de desarrollo similar. Por otra parte, con los resultados de los EXCALE se han realizado comparaciones entre los niveles de logro de los estudiantes, considerando el estrato social al que atienden los centros educativos. Estas comparaciones permitieron concluir que los alumnos de sectores sociales, de contexto menos favorables estudian en las escuelas públicas urbanas y rurales de alta marginalidad. Ahora bien, los alumnos que acuden a escuelas rurales marginadas presentan deficiencia en casi todas las áreas de conocimiento. Sin embargo, esta tesis se ubica en el campo de la educación matemática para precisar deficiencias en el aprendizaje de las matemáticas en niños de un contexto rural marginado del Estado de Campeche. El aprendizaje matemático implica formas diferentes de entender, conocer y hacer  matemáticas, es el resultado de un proceso largo y gradual. Debido a la amplitud temática que eso supone, en esta tesis sólo se han considerado dos contenidos elementales del  programa de Matemáticas: la suma y la resta.  Establecimiento del problema y justificación del estudio Después de dieciséis años de haberse implantado el plan de estudios en la Escuela  primaria en México, diferentes investigadores (Ávila, Block y Carvajal , 2003, Martínez y Gorgorio, 2004; León y Fuenlabrada, 1996) han realizado un análisis sobre cómo se efectúa el aprendizaje de los algoritmos de las operaciones aritméticas en la escuela, y concluyen, en el caso de la suma y de la resta, que los niños después de cursar la educación  primaria no emplean los algoritmos de estas operaciones aritméticas como herramientas eficientes para solucionar problemas cotidianos. En cualquier caso, las deficiencias para emplear eficazmente estos algoritmos puede ocurrir debido a que se pone mayor énfasis en el aprendizaje del procedimiento que en el significado del algoritmo; se concede un lugar   privilegiado al algoritmo y hay dificultades para validar los procedimientos no algorítmicos; además, persisten prácticas como enseñar la definición del concepto, realizar   prácticas repetitivas de operaciones de suma y de resta y luego a la aplicación para solucionar problemas. Más aún, los profesores minimizan las soluciones espontáneas de los alumnos y sólo se le presentan problemas con un formato tradicional, de esta forma existen
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 pocas posibilidades de un razonamiento complejo, y finalmente los profesores dirigen la actuación de los alumnos en solución de problemas. Entre las dificultades de los niños que acuden a las escuelas primarias rurales evidenciadas con ENLACE 2008, están: 1. El alumno no logra descomponer aditivamente un número utilizando la notación desarrollada. 2. El alumno no logra resolver problemas de suma o resta con números de dos cifras que impliquen combinar, unir o juntar dos cantidades y averiguar su suma. 3. El alumno no logra resolver problemas de suma o resta con números de dos cifras que impliquen averiguar el complemento de una cantidad. 4. El alumno no logra resolver problemas de suma o resta con números de dos cifras que impliquen averiguar el valor de una cantidad que fue modificada al agregarle algo (? + 23 = 38). 5. El alumno no logra identificar un problema que puede ser resuelto por una operación de suma o de resta. 6. El alumno no logra combinar, unir o juntar dos cantidades y averiguar su suma. Los estudiantes de escuelas primarias en EXCALE 2008 mostraron serias dificultades en contenidos elementales para solucionar situaciones como: 1. Resolver problemas que impliquen una suma (agregar). 2. Resolver problemas que impliquen una resta (sustraer). 3. Restar números de cinco cifras con transformación. 4. Reconocer distintos procedimientos para resolver una suma. De acuerdo con con los resultados de los dos estudios anteriores (ENLACE 2008 y EXCALE 2008) la suma y la resta son contenidos en los que los alumnos de las escuelas  privadas, escuelas urbanas públicas y escuelas rurales urbanas presentan dificultades. Carpenter, Hiebert y Moser (1981) plantean que los niños suelen entrar a la escuela con conocimientos informales en torno a la aritmética, sin embargo, esos conocimientos no  bastan para actuar eficazmente en la práctica diaria. Los procedimientos generados en la vida cotidiana para resolver situaciones problemáticas muchas veces son largos, complicados y poco eficientes, es por eso que la escuela debe proporcionar herramientas
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convencionales que permitirán resolver las mismas situaciones con más facilidad y rapidez, entre estas herramientas convencionales están los algoritmos de la suma y de la resta. Al analizar los resultados de las pruebas (EXCALE 2008 y ENLACE 2008) se observó que los niños no están alcanzando el dominio de los contenidos curriculares matemáticos que la escuela debería desarrollar. Es así como surgen cuestionamientos como: ¿cuáles son las dificultades de los niños de las escuelas primarias para alcanzar los conocimientos y aplicaciones de los algoritmos de la suma y la resta?, ¿qué factores están relacionados con la apropiación e implementación de estos algoritmos como herramientas  para resolver problemas de la vida cotidiana? y ¿cómo aprenden los niños a utilizar los algoritmos de la suma y de la resta como herramientas convencionales para solucionar   problemas con facilidad y rapidez? Es frecuente escuchar que los niños, desde muy pequeños, suelen presentar  dificultades con las matemáticas; las causas pueden ser muy variadas, al respecto Martínez y Gorgorio (2004) asocian las causas con: a) factores socioeconómicos, ya que las condiciones de vida de los estudiantes pueden ser más o menos favorables para el aprendizaje; b) status sociocultural, el grado de escolaridad de los padres de los estudiantes cuando se combina con otros factores como la participación de padres en los asuntos escolares, contribuye a un buen aprendizaje matemático; c) los antecedentes escolares de los estudiantes, estos están asociados al nivel del rendimiento escolar, los niños que cursaron educación preescolar tienen resultados ligeramente más altos; d) las condiciones institucionales en las que se desarrolla el programa tienen impacto positivo o negativo y, finalmente; e) el docente, es una de las variables que resulta importante de analizar, ya que en sus manos se encuentran las decisiones sobre el aprendizaje de los estudiantes. Bishop (1999) relaciona otras causas de la ineficiencia en el dominio de las habilidades matemáticas, con el hecho de que en la actualidad en las aulas se da poca reflexión sobre la actividad matemática. De ese modo, cuando se ofrecen experiencias genuinas de descubrimiento inductivo, estas experiencias actúan dentro de la estrecha  perspectiva del tema matemático concreto que se enseña, en vez de considerarse dentro del marco de referencia más amplio del conocimiento matemático general. Es así como los algoritmos de la suma y de la resta son empleados como métodos
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específicos y aislados para solucionar problemas de adición y de sustracción, y no como formas de resolver cualquier tipo de problema aditivo o substractivo y llegar a la solución de manera rápida y ágil (Bermejo, 1990). De esta manera, los algoritmos de la suma y de la resta no aseguran una herramienta funcional para resolver problemas cotidianos a los que se enfrentarán los niños. El aprendizaje de la suma y de la resta de acuerdo con Bermejo (1990) debe comenzar con el planteamiento de problemas verbales, de manera que los niños empleen las estrategias de conteo hasta lograr los algoritmos convencionales. El mismo autor asume que los problemas verbales deberían proponerse al mismo tiempo que el aprendizaje de la suma y de la resta, sin embargo, la solución de problemas verbales se posterga hasta que los niños alcanzan cierto dominio en estos algoritmos. En ese sentido, los algoritmos sólo son aplicados como un procedimiento repetitivo y memorizado. Por otra parte, la suma y la resta tienen importancia social y cultural, ya que constituyen parte de la estructura habitual de nuestro quehacer cotidiano. Tanto en el mundo infantil como en la vida adulta se emplean estas operaciones para resolver   problemas diarios (Maza, 2001). Habitualmente la suma y la resta son operaciones que se realizan sobre números mayores que la decena, sin embargo, no se puede dejar a un lado y olvidar que su realización (sobre todo si ésta es mental) se apoya en el conocimiento de las operaciones aritméticas sobre números elementales. En este sentido, conviene señalar que otros conocimientos escolares descansan en una base sólida del aprendizaje de estas operaciones, así, la multiplicación y la división podrán resolverse empleando la suma y la resta; además, el cálculo con fracciones y decimales se apoya en los mismos conocimientos  previos. Carraher, Carraher y Schliemann (1991) señalan que el fracaso en las matemáticas sería explicado como el fracaso de la escuela o del maestro, en función de la ineficacia para encontrar la capacidad real de los niños e indagar y considerar los conocimientos previos con los que cuentan. A eso también contribuye el desconocimiento de los procesos que llevan al niño a adquirir el conocimiento y, finalmente, el problema se da por la incapacidad de establecer un puente entre el conocimiento formal que la escuela desea enseñar y las nociones de las que dispone el niño.
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Entonces, las causas que explican el fenómeno del bajo rendimiento de los alumnos de la primaria son numerosas, por esta razón en esta tesis se analizaron aquellas que se circunscriben al salón de clases, particularmente se analizaron los contenidos de aprendizaje relacionados con los algoritmos de la suma y de la resta que formaron parte de los contenidos del Plan y Programa de Matemáticas de Educación Primaria 1993, y se encontraban en el Eje temático Los números sus relaciones y sus operaciones. Incluso, en el Plan y Programa de Matemáticas de Educación Primaria 2009, estos contenidos se encuentran ubicados en el Eje temático Sentido numérico y pensamiento algebraico. Específicamente se realizó un estudió con niños de primer grado de educación primaria de un municipio del Estado de Campeche. La adición y la sustracción son operaciones aritméticas que están presentes en numerosos contextos y situaciones de la vida cotidiana infantil y adulta, particularmente en las de compra y venta así como en los relacionados con las medidas, sea del tiempo, de volumen, de peso, etc. Desde el punto de vista profesional, las operaciones se realizan generalmente sobre números mayores que una decena, pero esto permite suponer un adecuado dominio de las operaciones con número más pequeños, tanto para hacer cálculos mentales como aproximativos. En este sentido, los conocimientos matemáticos que un niño pueda desarrollar en el primer grado de educación elemental serán herramientas útiles para avanzar en las operaciones con los números y para la vida dentro de su entorno (Maza, 2001). Objetivo del estudio Uno de los objetivos de esta investigación ha sido identificar los errores o dificultades de los niños y niñas de primer grado de educación primaria para utilizar los algoritmos de la suma y de la resta de modo práctico en la resolución de problemas. Además, este estudio también tuvo como objetivo analizar las formas o estrategias como los niños de primer grado de educación primaria se apropian los algoritmos de la suma y de la resta, y de esta manera tener información que sirva de base para la implantación de intervenciones pedagógicas.
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 Propósitos del estudio Se realizó un estudio exploratorio para analizar las causas que posiblemente expliquen por qué los niños y niñas de una escuela del municipio de Calkiní, Campeche, no alcanzan logros más altos en el aprendizaje y dominio de la suma y la resta.  Justificación del estudio Esta tesis sustentará por medio de bases teóricas el por qué los niños de educación  primaria no alcanzan logros más altos en los contenidos del currículo de las matemáticas en educación primaria. Se trata de investigar sobre las dificultades en el aprendizaje de la suma y la resta a partir del grado de abstracción con la aplicación de cuatro tipos de  problemas de suma y de resta. Este planteamiento es relevante debido a la escasez de estudios en esta dirección en el Estado de Campeche. Actualmente, los bajos rendimientos de los estudiantes de la educación básica son asuntos importantes a tratar en la agenda de las Secretarías de Educación a nivel federal, ya que los diversos análisis de los resultados de las evaluaciones hasta ahora realizados han mostrado bajos logros de aprovechamiento escolar, específicamente en los conocimientos matemáticos. Así, se requiere profundizar el conocimiento de las dificultades que viven los niños para apropiarse los contenidos de enseñanza de la escuela primaria; y es precisamente en esa dirección en la que se encamina esta tesis. También se pretende que los docentes de las escuelas primarias pueden contar con un acercamiento teórico para implantar acciones encaminadas a favorecer las habilidades matemáticas de los niños de contextos desfavorables. Se trata de tener un primer estudio exploratorio sobre las dificultades del aprendizaje matemático en un contexto del Estado de Campeche, ya que instituciones como la Universidad Autónoma de Campeche (UAC) han orientado sus investigaciones al estudio del desarrollo sustentable y aprovechamientos de la vida silvestre de la entidad, investigaciones históricas y sociales del estado y otros estudios no directamente relacionados con el objeto de estudio de esta tesis. De esta forma, se obtendrán datos relevantes que aporten información sobre las necesidades y realidades locales que afectan el desarrollo del conocimiento matemático. Finalmente, se espera que cualquier agente involucrado en el proceso educativo de los niños Campechanos que lea este documento, se interese en acrecentar las
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investigaciones que aborden la temática planteada. Por su puesto, con el propósito de comprender, rectificar formas de enseñar y sobre todo, hacer que los conocimientos impartidos en la escuela y relacionados con los saberes matemáticas sean una herramienta empleada por los niños y por las niñas para solventar problemas vivenciales. Y por último, que la escuela brinde a los niños y las niñas la oportunidad de relacionar sus experiencias con los conocimientos del currículo, esto brindará conocimientos matemáticos más sólidos y útiles para la vida del estudiante.  Delimitaciones del estudio. En esta tesis se han analizado dos contenidos específicos del Plan y programa de estudio de la educación primaria 1993, la adición y la sustracción en el primer curso, estos contenidos de aprendizaje se encuentran apilados en el eje temático Los números, sus relaciones y sus operaciones. Se decidió indagar sobre estos dos contenidos, ya que realizar  un análisis de otras dificultades en el aprendizaje matemático requeriría mayor tiempo del que se dispone.
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Capítulo II. Revisión de la literatura Este trabajo se desarrolla en el campo de las matemáticas con niños de 6 a 7 años de edad. Al concluir la investigación se propone obtener información relevante sobre el  proceso de aprendizaje de la suma y de la resta de niños que acuden a una escuela primara de contexto rural. En la escuela primaria de nuestro país se ha desarrollado un mismo Plan de educación desde 1993, con este se pretendía enseñar matemáticas a través de la resolución de problemas. De esta manera, este enfoque de enseñanza de las matemáticas será el punto de partida para analizar el aprendizaje de la suma y de la resta. Para estudiar las dificultades en el aprendizaje de las matemáticas escolares se han escogido dos contenidos elementales del Plan y programa de matemáticas de educación  primaria 1993: la adición y la sustracción. Estos contenidos serán el medio para aproximarse al aprendizaje matemático de los niños de una zona rural del Estado de Campeche y que además presentaron bajo rendimiento académico en ENLACE. El hecho de que los niños puedan llegar a solucionar problemas que de alguna manera involucren el uso de los algoritmos de la suma y de la resta, no significa que tengan dominio de estas dos operaciones. Para que los niños y las niñas logren el dominio de ambos conceptos deben poseer conocimientos previos tales como: la habilidad de contar, el concepto de número, situación de transformación, distintos niveles de dificultad como las situaciones parte-todo y situaciones comparativas. Las dificultades para resolver problemas de suma y de resta radican no únicamente en la situación que se le presentan al niño, sino también, en las invariantes de la suma y de la resta, o a las operaciones del pensamiento que el niño debe comprender para resolverlas. En este capítulo se reúnen las aportaciones de diversos autores sobre los conceptos de adición y sustracción. También, se recopila información sobre las estrategias informales empleadas por los niños para solucionar problemas básicos de adición y sustracción y se consideran los conceptos relacionados con la acción de contar. Finalmente, se presentan los aportes de Jean Paiget sobre la comprensión de la evolución y desarrollo del conocimiento matemático en el niño, particularmente durante el primer grado de educación primaria.
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 Adición, sustracción y estrategias de conteo La adición y la sustracción son operaciones que tiene importancia social y cultural  porque constituyen la estructura habitual de nuestro quehacer cotidiano y están presentes en múltiples situaciones de la vida diaria (Maza, 2001). Además, son procesos complementarios (Baroody, 2000). Esto se pude observar en el ejemplo 5 – 3=? Para resolver esta ecuación se puede transformar a una ecuación aditiva 3+?=5, entonces, se da el siguiente planteamiento ¿cuánto más hay que agregarle a 3 para que sea 5?, este ejemplo proporciona una forma de asociar una expresión de substracción con una de adición, lo que le permite al niño el dominio de las dos operaciones. A esto Barody (2000) le llamó principio de complemento. Además, este mismo autor, descubre una constante relación entre el concepto parte-todo y el principio de complemento; esa relación se da cuando el niño es capaz de solucionar una resta replanteándola como una suma (7 – 2=? en 2+?=7) a través del principio parte-todo. Por otra parte, es importante que el niño pueda emplear sus estrategias propias para descubrir el concepto de número y además, es también importante partir de situaciones concretas y objetos manipulables para acercarlo a los conocimientos formales de la suma y de la resta. Baroody (2000) considera que los niños no pueden ser circunscritos a la suma o a la resta, sino que estas dos operaciones deberían ser construidas como conceptos correlacionados fundamentados en el principio de complemento, donde una resta puede ser  transformada a suma. En la adición, se trata de una operación que une las partes en un todo; es decir, la adición es una operación reversible que se constituye cuando, por una parte, los sumandos se reúnen en un todo y, por otra, cuando dicho todo se considera constante (invariante) con independencia de las diversas particiones que puedan efectuarse. Y por otro lado, el todo  puede ser particionado dando lugar a la operación inversa que es la resta. Además, Canobi, Reeve y Pattison (2002) exploraron la forma de proceder de los niños al resolver problemas aditivos, esto fue a fin de entender la aparición y desarrollo del conocimiento parte-todo. Desde esta óptica, el principio parte-todo es fundamental para que los niños comprendan el algoritmo de la suma y resta. La manera de reconocer que un todo se encuentra conformado por partes es fundamental para dar sentido a los números y es la
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 base para muchas relaciones en los problemas de adición y sustracción. Por ejemplo, en la  propiedad conmutativa las partes se añaden en diferente orden y serán igual al todo, (A+A’=B, A’+ A = B), donde A y A’ son dos subconjuntos y B es el total.



Los principios como la composición aditiva, conmutativa y asociativa son  propiedades fundamentales de adición, algunos principios se adquieren más rápido (asociativo) y otros se adquieren después, debido a su complejidad (conmutativo). También, Canobi, Reeve y Pattison (2002) asumen que la suma y la resta son conceptos adquiridos por el niño de manera progresiva, la concepción de que el todo está formado por partes y que un todo se puede descomponer de diferente manera puede ayudar  a que los estudiantes miren a las matemáticas como un sistema de conocimiento, lo que a la vez puede ayudar a aprender distintas ideas y procedimientos de hacer matemáticas. El reconocimiento de los números verbales también permite a los niños ver 2=1+1 y 3=2+1 o 3=1+1+1 como un conjunto compuesto de unidades o como un todo compuesto de partes individuales. Estas experiencias proporcionan la base para la comprensión fundamental de la gran idea de descomposición y composición. El todo consiste de partes que se pueden separar (descomponer) muchas veces, de diferentes maneras o bien, diferentes partes  pueden componer un mismo todo, como en: 1+7=8, 2+6=8, 3+5=8, 4+4=8 y un todo se  puede descomponer de diferentes maneras como en: 8=1+7, 8=2+6, 8=3+5, 8=4+4. Otros autores (Baroody, 2000; Carpenter, Hiebert, y Moser 1981) plantean que los niños emplean estrategias informales para solucionar problemas básicos de adición y sustracción. Cuando a los niños se les plantea un problema con el que no están familiarizados emplean o formulan ciertas estrategias para representar el significado del  problema. Además, los niños de seis y siete años emplean objetos reales para representar  las cantidades descritas en un problema, realizan acciones para imitar la operación aritmética indicada y, sobre todo, cuentan para determinar la respuesta. De esta manera, las niñas y los niños de cinco y seis años de edad pueden resolver problemas de tipo aditivo mediante una simple extensión del conteo y con la ayuda de su imaginación en juegos de simulación (Nunes y Bryant, 2002). Asimismo, los niños pequeños resuelven problemas de sustracción de la misma manera que resuelven problemas de tipo aditivo. Por otro lado, Carpenter, Hiebert, y Moser (1981) identifican que los niños emplean
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ciertas estrategias para resolver problemas de adicionar y de sustracción antes de la instrucción escolar. Así, las estrategias de modelado directo son las primeras herramientas empleadas por los niños para solucionar problemas de adicionar y de sustracción. Posteriores a estas, se encuentran las estrategias de conteo. De acuerdo con Bermejo (1990) el niño utiliza la estrategia de Contar todo con modelos antes de acudir a la escuela. Esto consiste en representar todo los conjuntos mediante objetos físicos o los dedos y recontar estos objetos en función de las cantidades  planteadas en el problema. La estrategia “Contar todo con modelo puede cumplirse de dos ”



formas: a) una vez que los dos conjuntos se construyen se unen físicamente o se suma un conjunto al otro, y b) el total se cuenta sin juntar físicamente los conjuntos. El primer caso representa mejor la acción de los problemas de juntar, mientras que la segunda expresa las relaciones estáticas implicadas para los problemas “ Parte-parte-todo”. Una tercera alternativa, ocurre cuando el niño construye un conjunto que representa un sumando y entonces, en este conjunto se incrementa el número de elementos correspondientes al otro sumando sin construir un segundo conjunto. Tal estrategia representa una concepción unitaria de la suma, aunque esta estrategia casi no se observa. Por otra parte, Bermejo (1990) comenta que entre las estrategias de conteo se encuentra la estrategia de “Contar todo sin modelos , Contar a partir del primer  ”



“ 



 sumando y Contar a partir del sumando mayor  . Cuando el niño utiliza estas estrategias ”



“ 



”



necesita algún procedimiento que le permita registrar el número de pasos efectuados al final del conteo. La mayoría de los niños utiliza sus dedos para registrar el número de pasos que se incrementa en la secuencia del conteo. Ahora bien, las estrategias de conteo pueden servir tanto para la suma como para la resta, sin embargo se ha observado en las investigaciones (Bermejo ,1990; Baroody, 2000; Carpenter, Hiebert, y Moser, 1981; Nunes y Bryant, 2002) que para adicionar los niños emplean las siguientes estrategias: Contar todo. La estrategia de contar todo puede ser empleada usando objetos o los dedos, o bien contando mentalmente. Si se emplean objetos, el conjunto de cosas es representativo, la unión de conjuntos inicia con el conteo desde el uno. Si el conteo se realiza mentalmente o con los dedos, la secuencia del conteo comienza por el uno y termina con el número que representa el total de las dos cantidades dadas.
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Contar a partir del primer sumando. En esta estrategia, la secuencia de conteo comienza con el primer número dado en el problema o el sucesor de aquel número. El conteo puede ser realizado mentalmente o usando objetos o los dedos para mantener la pista de los números que se han contado. Contar a partir del sumando mayor . Esta estrategia es similar a la anterior, salvo que la secuencia del conteo comienza con el número más grande dado o con el sucesor de aquel número. Conocer el resultado. El niño da una respuesta con la justificación de que su respuesta es la correcta para dicha operación, esto puede ocurrir debido a que el niño conoce elementos básicos de sustracción y adición y logra intuir la respuesta.  Estrategias heurísticas. Estas se basan generalmente en los dobles o los números cuya suma sea 10. Por ejemplo, solucionar un problema que representa 6+8=? un niño  puede responder que 6+6=12 y 6+8 es 2 pasado de 12. Otro ejemplo que implica 4+7=? un sujeto responde que 4+6=10 y 4+7=11 es apenas 1 pasado de 10. Por otro lado Bermejo (1990), Baroody (2000) Carpenter, Hiebert, y Moser (1981) y  Nunes y Bryant (2002) afirman que cuando se trata de sustraer, los niños emplean las siguientes estrategias de conteo: Separando de. El niño utiliza objetos concretos para representar la cantidad más grande dada y después resta la cantidad menor. Separa la cantidad menor quitando un objeto a la vez, un número de objetos o de dedos iguales al número pequeño dado en el  problema. Cuenta el juego de objetos restantes que dan respuesta a la situación planteada. Separar a. Esta estrategia es similar a la estrategia de “Separar de , salvo que la ”



separación sigue hasta que la cantidad más pequeña sea alcanzada. En el ejemplo 8 – 3=?, el niño coloca un conjunto de 8 objetos, enseguida realiza un subconjunto de 3 objetos,  posteriormente, agrega 5 objetos a este último subconjunto para tener 8 objetos. La respuesta es el número de objetos agregados, en este caso es 5. Contar al revés. El niño inicia una secuencia de conteo al revés que comienza con el número más grande proporcionado, hasta alcanzar el número más pequeño. No pierde de vista los números pronunciados en la secuencia, mentalmente o usando objetos, el niño determina que el último número pronunciado en la secuencia es la respuesta.
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 Adición. Con objetos concretos el niño forma un conjunto igual al número más  pequeño. Entonces agrega más objetos para que la nueva colección sea igual al número más grande. Se cuenta el número de objetos agregados y se obtiene la respuesta. Contando a partir del primer número. En esta estrategia, la secuencia de conteo comienza con el primer número dado en el problema o el sucesor de ese número. El conteo se puede hacer mentalmente, utilizando objetos concretos o los dedos para no perder de vista los números que se han contado. Correspondencia o emparejamiento. La correspondencia es sólo factible cuando los objetos concretos están disponibles. El niño saca dos juegos de objetos, cada juego que significa uno del número dado. Luego, empareja los conjuntos uno a uno tratando de colocar los objetos que se indican por cada número dado. La respuesta resulta de contar los objetos que no tengan pareja.  Estrategias de hechos numéricos. Estas estrategias se emplean cuando a los niños se les cuestiona con problemas verbales, y son las respuestas que ellos dan de memoria  basándose en datos conocidos o derivados de ciertas reglas. Estas estrategias son:  Hechos conocidos. Esta estrategia ocurre cuando la respuesta se obtiene a partir de un dato conocido. Por ejemplo, 11-5 =6, el niño conoce que el resultado de que a 11 se le quite 5 el resultado es igual a seis.  Hechos derivados. En esta estrategia la respuesta se obtiene de un hecho numérico conocido. Estas estrategias para la resta se construyen sobre las mismas transformaciones  parte-todo igual que en la suma. Sin embargo, las estrategias de la operación de restar son más difíciles para los niños y se usan menos de manera espontánea aún cuando se le dé al niño una instrucción específica. Las estrategias de sustracción que han sido mencionadas pueden ser empleadas de tres formas de acuerdo con Bermejo (1990), Baroody (2000) y Carpenter, Hiebert, y Moser  (1981). 1. Una misma estrategia es usada para todo problema de sustracción. 2. Los niños consideran el tamaño de los números y eligen trabajar con la estrategia más adecuada para resolver el problema. 3. Las estrategias serán implementadas considerando la estructura del problema.
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Recapitulando, los niños deben manipular objetos concretos al iniciarse en la resolución de problemas que impliquen suma o resta. Además, los niños emplean estrategias de transición en la abstracción de un largo proceso para desarrollar el concepto de adición y de sustracción. Ahora bien, Frontera (1992) realizó una investigación con niños de edades entre 4 y 8 años con el objetivo de explicar las principales dificultades que presentaban los niños en la resolución de problemas de enunciado verbal de suma y de resta. Es así como Frontera agrupó los fallos y dificultades de acuerdo con las siguientes categorías: 1.  Proporcionar un dato del problema. Los niños dan como respuesta una de las dos cantidades incluidas en el planteamiento del problema. 2. Confundir la operación (acción) a realizar . Los niños realizaban una operación distinta a la necesaria para resolver el problema. 3.  Falta de respuesta. En esta categoría fueron contabilizados los niños que no hicieron nada, no intentaron nada para solucionar el problema, además guardaban silencio sin mostrar incomprensión ni solicitar aclaración. 4.  Respuesta cualitativa. Quedaron incluidas aquí las contestaciones en las que los niños se limitaron a hacer una valoración subjetiva: muchos, bastantes, unos,  pocos. A veces llegan a dar un dato numérico pero con la misma función que las expresiones precedentes; así, por ejemplo, un niño puede dar como respuesta 1, indicando pocos o menos. Esto implica una limitación en la comprensión de la estructura del problema y el propósito de los mismos. Esto ocurre a falta de familiaridad con un particular tipo de problemas. 5.  Expresar su desconocimiento. El niño no sabe cómo resolver el problema pero  pide información adicional. 6.  Responder por aproximación. Los niños buscan entre los datos que proporciona el problema una respuesta que encaje con ellos, pero no ejecutan ningún cálculo. 7.  Respuesta ciega. Los niños dan una respuesta totalmente al azar. El niño menciona la primera cifra que se le ocurre. Esto puede ocurrir por una falta de comprensión del problema y al mismo tiempo, por la necesidad de dar una respuesta.
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8. Olvidar la dimensión comparativa. Este error es específico en la resolución de  problemas de Igualación. 9.  Expresar una cantidad indeterminada. El niño indicaba que el dato pedido en el  problema pudiera ser cualquier número. 10. Dificultades en el manejo de los números. Existen niños que no dominaban la serie numérica por encima de la decena. 11. Centrarse en un solo dato numérico. Los niños solo consideraban una cantidad de las dos dadas en el problema. 12. Establecer una correspondencia óptica. Los niños emplean adecuadamente la estrategia Emparejar con números pequeños. Sin embargo, con números grandes el niño no logra aplicar correctamente la estrategia. 13. Fracaso en la operación aritmética formal. El error se sitúa no en la interpretación del problema, sino en el algoritmo matemático. En conclusión, Frontera (1992) encontró que la dificultad fundamental de los errores cometidos por los niños en la solución de problemas aritméticos de enunciado verbal se encuentra, para la mayor parte de los niños, en la representación mental idónea de la situación planteada en el problema. Además, Frontera encontró que una proporción importante de niños cometen errores al construirse un modelo incorrecto a partir del enunciado. Finalmente se observó que en los niños mayores de nivel de rendimiento alto (7 y 8 años) el obstáculo crucial comienza a estar en la selección de la operación adecuada.  El conocimiento matemático desde un enfoque cognitivo y sociocultural  Para esta tesis se ha considerado relevante la evolución y desarrollo del conocimiento matemático del niño, específicamente se hará mención de aquellos procesos que ocurren a los 6 y 7 años de edad. Piaget (1995) establece que el desarrollo de los niños ocurre en etapas distintas en relación con la adquisición y organización de su conocimiento. Para fines de esta tesis se consideró el Período de las operaciones concretas, de acuerdo con Piaget, esta fase comienza con la adquisición del lenguaje y se extiende hasta los 12 años. En esta fase se establecen dos sub-períodos: El de las representaciones preoperatorias y de las Operaciones concretas. En el período de las representaciones preoperatorias ocurre el desarrollo de la
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imaginación y la capacidad para retener imágenes en la memoria. El aprendizaje se vuelve más acumulativo y menos dependiente de la percepción inmediata y de la experiencia concreta. Los niños comienzan a pensar de manera lógica usando los esquemas mentales que representan sus experiencias previas con relaciones de causa y efecto para predecir los efectos de acciones potenciales. A pesar de sus ventajas, la lógica preoperatoria es inestable y egocéntrica. Piaget afirma que los esquemas son inestables durante este periodo, esto se debe a que los niños todavía no han aprendido a distinguir los aspectos invariables del ambiente de los aspectos que son variables y específicos de situaciones particulares. Los niños en esta etapa aún presentan dificultades con los problemas de conservación. El Período de las operaciones concretas comienza alrededor de los siete años; en este período los niños se vuelven operacionales. El pensamiento lógico del niño y sus habilidades de solución de problemas se organizan en operaciones concretas. Respecto a los números ocurre una serie de operaciones concretas que implican habilidades de clasificación para agrupar y reagrupar series de objetos, estas habilidades se convierten fundamentales en la construcción del conocimiento matemático. De acuerdo con Paiget, hacia los 7 y 8 años, el niño alcanza la maduración de las estructuras operatorias llamadas concretas, estas son: clasificación, seriación, negación, identidad, compensación o reciprocidad. La clasificación implica distinguir las características de las cosas para separarlas y ordenarlas de acuerdo a esas características, lo cual se relaciona con el aspecto ordinal del número. La conservación de cantidad (el número de objetos en el conjunto que permanece constante, independientemente de la forma en que se coloquen u ordenen los objetos) es imprescindible para poder captar tanto el aspecto cardinal como ordinal del número



Respecto a la seriación, sería la capacidad para colocar objetos en una serie de acuerdo con una cualidad creciente o decreciente, peso o alguna propiedad común. Cuando los niños alcanzan la conservación, ya pueden distinguir los significados que no varían de clases de objetos o acontecimientos de los aspectos variables, los cuales  pueden cambiar si los ejemplos son reemplazados o transformados. La negación implica el reconocimiento de que una acción puede ser negada o invertida para restablecer la situación original.
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Cuando los niños alcanzan la identidad , ya pueden reconocer que las sustancias físicas conservan su volumen o cantidad aunque cambien la apariencia de estas, en tanto que nada se le agregue o se le quite. Para que esto acontezca los niños deben contar ya con la compensación o con la habilidad de reconocer que un cambio en una dimensión es equilibrado por un cambio compensatorio o recíproco en otra dimensión. En resumen, las operaciones concretas son el conjunto de habilidades que los niños emplean para solucionar problemas específicos, además, contribuyen a desarrollar  habilidades para aprender a aprender y capacidades de razonamiento lógico. Piaget (1965) realizó tres experimentos para conocer sobre la suma y la resta. Con el  primero estudio investigó si el niño sabía que un número permanecía constante al descomponerse en partes. Así, encontró que los niños (5 y 6 años) fallan en la etapa I; en la etapa II solucionaban correctamente la tarea sólo después de verificar por conteo o correspondencia uno-a-uno y en la etapa III, los niños de 7 años contestaban la tarea sin verificación. Piaget concluyo que los niños de la etapa III conceden cierta comprensión de la suma cuando comprenden que (4+3)+(4-3)=8. Piaget con el segundo experimento estudió la habilidad de los niños para construir  con objetos dos conjuntos iguales a partir de dos conjuntos desiguales (8 contra 14). Los niños de la primera etapa transferían objetos desde el conjunto mayor, pero sólo comparaban los conjuntos construyéndolos nuevamente. Los niños de la etapa II construían configuraciones para comparar e igualar los dos conjuntos; por su lado, los niños de la etapa III elaboraban conjuntos equivalentes por medio de una descomposición previa de los conjuntos. Piaget concluyó con este experimento que la suma y la resta son operaciones numéricas sólo en los niños de la etapa III. En el tercer experimento Piaget analizó la habilidad para construir dos conjuntos iguales a partir de un conjunto simple. Los patrones de respuesta de los niños de la etapa I y II eran similares a los del segundo experimento. Los niños de la etapa III solucionaban la tarea por medio de la correspondencia uno-a-uno construyendo ambos conjuntos. Por otra parte, Piaget (1967) plantea que el niño construye tres tipos de conocimiento: el conocimiento del mundo físico, el conocimiento social y el conocimiento
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lógico-matemático, estos conocimientos se encuentran interrelacionados y cada nuevo avance en el campo de alguno de ellos influye en el resto. Para fines de este trabajo se ha considera uno de los conceptos subyacentes al conocimiento lógico-matemático. Este es el concepto de número, dejo de lado los conceptos de espacio y tiempo que son también importantes, pero que no son sobresalientes  para esta tesis.  El número, el conteo y su implicación en la suma y en la resta En este apartado se describen aspectos relacionados con la adquisición del conteo y cómo cobran sentido la suma y la resta; de acuerdo a Nunes y Bryant (1997) se trata de ilustrar los saberes previos que debe adquirir el niño antes de llegar al conocimiento formal de la suma y la resta durante la solución de problemas matemáticos. En el desarrollo de este apartado se encontrarán planteamientos que vienen desde Piaget (1965), hasta algunos de sus seguidores como y Kamii (1988), quienes se centran en la explicación de los principios lógicos relativos al conocimiento matemático del niño. Por su parte Nunes y Bryan hablan de tres aspectos relativos a los conceptos matemáticos que consideran medulares para el aprendizaje de las matemáticas: 1. Los niños y las niñas tienen que aprender una gran cantidad de conocimientos sobre las relaciones lógicas. 2. Deben dominar, y después aplicar toda una serie de sistemas matemáticos convencionales. 3. Tienen que aprender ciertas relaciones matemáticas que originalmente consideraban vinculadas a situaciones específicas que tienen usos mucho más extensos, y principalmente deben coordinar estos tres tipos de aprendizaje diferentes. En relación a cómo cobran sentido la adición y la substracción (Nunes y Bryant, 1997) a los niños y las niñas suele enseñárseles la suma y la resta mucho antes que otras operaciones aritméticas; no obstante, hay mucho que pueden aprender y comprender de estas dos partes básicas de las matemáticas. Por supuesto que tendrán que conquistar ciertos  procedimientos, tales como la transformación y el acarreo en las sumas y las restas con varios dígitos, y ciertamente tendrán que aprender una serie de hechos (tales como que
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3+2=5) que les ayudarán cuando tengan que sumar o restar mentalmente o sobre papel. Pero además los niños tienen mucho más que aprender; la suma y la resta son conceptos  bastante complicados, y hasta que los escolares no comprendan la base conceptual de esas operaciones no podrán utilizar los procedimientos que se les enseñan o los hechos que captan en la escuela. Ahora bien, en la resolución de problemas Nunes y Bryant (1997) afirman que aunque los niños resuelvan problemas de cambio en los que se suma o se resta otra cantidad, no necesariamente significa que hayan dominado los conceptos de suma y de resta. Existen otras situaciones en la suma y la resta que representan distintos niveles de dificultad para los niños y niñas pequeñas. Se trata de las situaciones parte-todo y las situaciones comparativas. Los problemas de cambio suponen dos tipos de significados del número: medidas estáticas y transformaciones. En la situación Juan tenía tres canicas. Después Tomás le dio cinco canicas más. Ahora Juan tiene ocho canicas, tres y ocho se refieren a medidas estáticas y el cinco se refiere a un cambio o transformación. En las situaciones parte-todo los números se refieren a conjuntos de objetos que se continúan; no se transforma ninguna cantidad. Un ejemplo sería: Cinco de los peces que Martín tiene en su pecera son amarillos y tres son rojos. ¿Cuántos peces tiene en total en su  pecera? Otro tipo de acciones que se les pide a los escolares es que cuantifiquen comparaciones. Por ejemplo: Juan tiene ocho dulces y Tomas tiene cinco. ¿Quién tiene más dulces? (esto es una pregunta fácil para el niño); ahora bien ¿Cuántos dulces tiene Juan más que Tomás? (se convierte en una pregunta difícil). La dificultad de un problema no radica únicamente en la situación sino también en las invariantes de la suma y la resta o las operaciones del pensamiento (Vergnaud, 1982) que el niño debe comprender para resolverlo. Por ejemplo, un tipo de problema que resulta aún más difícil es cuando en un  problema aditivo falta uno de los sumandos, aquí las invariantes involucradas exigirían  posiblemente una resta o una estrategia de complemento para buscar el número faltante, esto dependería del grado de conocimiento matemático del niño o niña. Los problemas en los que falta un sumando pueden resolverse de distintas maneras. Una es utilizar bloques o los dedos, en los que primero se cuentan un conjunto con dedos y
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después se agregan más dedos hasta completar el otro conjunto. Otra manera de resolver los  problemas sin sumando es mediante la resta, estrategia que depende de que el niño entienda la resta como lo inverso de la suma. Ejemplo: restar el estado inicial al estado final. Para hacer esto se necesita comprender una invariante de la suma/resta (la relación inversa) y también realizar una operación mental (es decir, aplicar esta transformación inversa) antes de calcular el resultado de la operación aritmética. Al resumir los resultados acertados de niños y niñas al solucionar distintos tipos de  problemas en los que se requiere la operación aritmética de suma y resta, los autores encontraron que los resultados sustentan claramente el supuesto teórico de que el análisis de las situaciones y las invariantes utilizadas para resolver un problema influyen conjuntamente en la dificultad de un problema. Pero ésos no son los únicos factores determinantes para que las niñas y niños pequeños realicen exitosamente las tareas de suma y resta. También es importante saber qué recursos están utilizando para llevar a la práctica los procedimientos de cálculo, es decir, qué herramientas del pensamiento o sistemas de signos están a su alcance. La utilización de los dedos y de objetos para ayudarse a calcular  es importante antes de la enseñanza formal y sigue siéndolo durante los primeros años escolares del niño o niña. Después de un análisis general de los conceptos de suma y resta Nunes y Bryant, (1997) proponen que con el fin de analizar los conceptos del niño, se necesita tomar en cuenta simultáneamente las situaciones descritas en los problemas, las operaciones mentales o las invariantes necesarias para resolver problemas particulares, así como los sistemas de signos que el alumno esté utilizando al resolver un problema. Por lo tanto, la comprensión infantil de la suma y la resta evoluciona a medida que el alumno domina más situaciones de problemas al emplear una mayor variedad de procedimientos que utilizan diferentes invariantes y una variedad de sistemas de signos. En este caso se refiere a cuando el niño o la niña adquieren de manera general un conjunto de significados matemáticos y de estrategias que pueden implicar la suma y la resta. Hughes (1986, cit. en Nunes y Bryant, 1997) documentó la dificultad de los más  pequeños para comprender sumas y restas sencillas cuando se les presentan números que no se refieren a situaciones que les puedan dar sentido. Dos tipos de pruebas denotan que es
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importante considerar las medidas estáticas y las transformaciones como algo distinto, al menos desde el punto de vista de la comprensión incipiente de los niños sobre los conceptos matemáticos. El primer tipo tiene que ver con cómo comprende el niño o niña las invariantes de la suma en el contexto de estos distintos significados del número. El segundo tipo de prueba se relaciona con el índice de respuestas correctas que los niños proporcionan a problemas con una transformación sustractiva, en contraste con los problemas sobre medidas estáticas parte todo cuando conocen el todo y una de las partes. Entonces, sería necesario distinguir entre el número como magnitud estática y el número como magnitud de transformación al estudiar el desarrollo conceptual en los niños, dado que la propiedad de la conmutatividad de la suma se reconoce con más rapidez cuando los números son magnitudes de conjuntos que cuando son magnitudes de transformaciones. Por último, Nunes y Bryant (1997) señalan que los niños crean diversas estrategias  para trabajar con números, pero éstas inicialmente parecen relacionarse con diferentes situaciones. Utilizan la correspondencia biunívoca para formar conjuntos equivalentes. Además, los escolares usan la suma y la resta en situaciones que implican números como medida del tamaño del conjunto y números como transformaciones. Sin embargo, no utilizan ninguna de estas operaciones cuando tienen que tratar con números como medida de la relación estática entre dos conjuntos: los niños pequeños no pueden resolver   problemas de comparación que impliquen una relación estática entre conjuntos. Sin embargo, puede inducírseles fácilmente a coordinar las estrategias que ya conocen para así aprender a resolver problemas de comparación. Éste parece ser el último paso en la comprensión de las situaciones de la suma y resta con números naturales; que más adelante se perfeccionarán debido a su uso. Hasta este fragmento, con base en los planteamientos de Nunes y Bryant, se ha  podido analizar el conocimiento matemático que trata de integrar el conteo, la numeración, la suma y la resta y la solución de problemas. En donde se destaca que la variación de situaciones puede llevar a una mejor aplicación de procedimientos y conceptos matemáticos más amplios, que el simple hecho de que el niño sólo repita o memorice números.
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Por su parte Piaget (1965) plantea que el niño debe lograr la lógica de las relaciones y la clasificación para comprender las relaciones de equivalencia y, como consecuencia aparece el concepto de número. Piaget concluye que la equivalencia (la correspondencia  biunívoca) es la base psicológica para comprender el número. Así mismo, Piaget (1965) afirma que el niño debe dominar primero ciertos principios lógicos como: seriación, clasificación y correspondencia biunívoca. Estos principios aparecen en el estadio operacional del desarrollo mental. Piaget supone que aquellos niños que no han llegado a esta etapa no pueden comprender el concepto de número, ni contar con significado. De la misma manera, Piaget y Kamii (1988) señalan que para cuantificar objetos en grupos, el niño tiene que ponerlos también en relación de inclusión de clases. Así, el concepto de número implica las operaciones lógicas de seriación, clasificación y conservación de cantidad. Por su parte Carraher, Carraher y Schliemann (1991) exploran la idea: el fracaso escolar o el fracaso de la escuela. Para el interés de esta tesis se destaca el estudio realizado  por estos autores sobre la discrepancia entre el desarrollo de los niños más desfavorecidos en situaciones cotidianas y en situaciones escolares donde había que emplear matemáticas. Sobre la base de los resultados obtenidos en su investigación, los autores suponen que el análisis lógico implícito en la solución de problemas facilita la realización de la operación. Esto es, el niño al realizar un análisis lógico se ubica en un sistema de significados bien comprendidos, en vez de constituir una actividad aislada que se ejecute en una secuencia de  pasos (algoritmos convencionales) a través de los cuales se llega a la solución. Para Carraher, Carraher y Schliemann (1991) los algoritmos que se enseñan en la escuela para realizar operaciones aritméticas pueden ser un obstáculo para el razonamiento del niño, lejos de ser una manera rápida de aprender. Estos autores concluyen que existen múltiples formas o estrategias correctas en la resolución de los problemas de cálculo; sin embargo, estas formas de proceder no son aprovechadas por la escuela. En consecuencia, en la escuela las matemáticas son una ciencia enseñada en un tiempo definido por alguien de mayor competencia. Ahora bien, en la vida, las matemáticas forman parte de la actividad de un sujeto que compra, vende, mide y encarga piezas de madera, que construye paredes y hace el cálculo de un ángulo. Desde esta lógica, la enseñanza de las matemáticas en la
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escuela debería ser un área más directamente vinculada al conocimiento de las matemáticas de la vida cotidiana. Siguiendo a Carreher , Carraher y Schliemann (1991) entre las estrategias que emplean los niños se encuentra la llamada descomposición del problema o el uso de unidades naturales. Es posible que el niño adquiera fluidez en los métodos informales de composición o uso de unidades naturales sin dominar los algoritmos escolares. Es así como el fracaso de la escuela ocurre por: 1. La incapacidad de comprender la capacidad real del niño. 2. El desconocimiento de los procesos naturales que llevan al niño a adquirir el conocimiento, y 3. La incapacidad de establecer un puente entre el conocimiento formal que se desea transmitir y el conocimiento práctico del cual el niño dispone. Ahora bien, lo anterior no significa que los algoritmos formales y modelos simbólicos deban ser dejados por un lado en la escuela, por el contrario, la educación matemática debe dar oportunidad para que esos modelos convencionales se relacionen con experiencias ricas en significado. Estos mismos autores (Carraher, Carraher y Schliemann, 1991) comentan que la educación matemática que brinde oportunidad a los niños de emplear sus propias experiencias, también brindará conocimientos matemáticos más sólidos y útiles para la vida. Una vez que se ha descrito los aspectos relacionados con la adquisición del conteo y cómo cobra sentido la suma y la resta, en el siguiente apartado se describen los principales conceptos subyacentes a la acción de contar considerando las aportaciones de Barody (2000) y



Vergnaud (2004). Conceptos relacionados con la acción de contar  Barody (2000) y Vergnaud (2004) concluyen en que los conceptos numéricos se desarrollan de manera progresiva y resultan de la aplicación de técnicas y conceptos cada vez más desarrollados. Es así como los niños pequeños pueden hacer numeraciones sin intentar numerar conjuntos; además, emplean números cuando se les interroga sobre cuántos objetos hay o bien cuando se les pide que cuenten. Por eso, los niños desde los dos
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años de edad reconocen los números como palabras especiales que se emplean en actividades de contar. De acuerdo con Barody (2000) entre los conceptos relacionados con la acción de contar se encuentran: El principio del orden estable. Cuando los niños emplean sus técnicas para contar y reflexionan sobre ellas, descubren ciertas regularidades y parecen entender los términos de la serie numérica de memoria. Este principio estipula que para contar se necesita de una secuencia coherente; es así como los niños que guían sus acciones por este principio pueden emplear la secuencia numérica convencional o una secuencia no convencional de forma siempre coherente. Esto se puede visualizar en un ejemplo proporcionado por Baroody (2000) cuando un niño llamado Beth cuenta: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10. Y por otro lado Carol emplea una secuencia propia para contar hasta diez objetos: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 18. El principio de correspondencia. Los niños emplean la imaginación para recitar  números mientras señalan objetos. Por lo tanto, los niños notan que es necesario etiquetar  cada elemento de un conjunto una vez y sólo una vez. Este principio se encuentra subordinado a cualquier intento de enumerar conjuntos y además guía los esfuerzos de conteo de los niños. Como a los tres años, los niños emplean este principio para detectar  errores de enumeración, esto ocurre cuando los niños cuentan dos veces un mismo objeto. El principio de unidad. Cuando los niños cuentan, lo que hacen es asignar valores cardinales a conjuntos para diferenciarlos o compararlos, entonces, resulta importante que los niños no solo pueden generar una secuencia estable y asignar una etiqueta y sólo una a cada elemento de un grupo, sino que también empleen una secuencia de etiquetas distintas. El principio de abstracción. Este principio se refiera al asunto de lo que puede ser  agrupado para formar un grupo. De esta madera, cuando se cuenta, un conjunto puede estar  formado por objetos semejantes o distintos. Sin embargo, para que el niño pueda incluir  elementos diferentes a un grupo, el niño debe no hacer caso a las diferencias físicas de los elementos y clasificarlos como cosas. El principio de valor cardinal . Cuando el niño logra este principio puede basarse en el último número contado para contestar a una pregunta sobre una cantidad, sin embargo,
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aún cuando el niño emplee la regla del valor cardinal, no garantiza un dominio adecuado del valor cardinal en sí. Esto significa que el niño se da cuenta de que el último término designa la cantidad total del conjunto y que un conjunto tendrá la misma cantidad si se cuenta nuevamente después de cambiar la distribución espacial de sus elementos. Por su  parte Bermejo (1990) sostiene que existen cinco pasos o momentos evolutivos en la adquisición de la cardinalidad: 1. Incomprensión de la situación y respuesta al azar. Ocurre cuando los niños tienen que contar un conjunto de elementos y responder a la pregunta de cardinalidad. Entonces, ante esta pregunta suelen utilizar un numeral distinto a todos los empleados en la secuencia del conteo; o bien uno que no se corresponde con el último elemento de la colección. Los niños emplean  palabras como pocos o muchos para contestar. 2. Repetición integral de la secuencia del conteo. El niño contesta a la pregunta de cardinalidad con la misma secuencia del conteo. 3. Volver a contar. Esta respuesta se diferencia de la anterior en que, en este caso, los niños establecen una nueva correspondencia entre los objetos y los numerales para responder a la pregunta. 4. Aplicación de la regla de cuántos. Consiste básicamente en responder con el último numeral. 5. Respuesta de la cardinalidad. El niño da como respuesta el último número de la secuencia de conteo y además está convencido que ese término representa realmente a todos los elementos contados. El principio de la irrelevancia del orden. Con las actividades de conteo se descubre el principio de la irrelevancia del orden. Esto es, el orden en que se enumeran los elementos de un conjunto no afecta a su designación cardinal (Baroody, 1994; citado por Baroody, 2000). En síntesis, es esta tesis también se consideraron las aportaciones de autores como Carpenter y Moser (1982) y Vergnaud (1982) quienes han examinado la forma de cómo los niños representan los problemas mediante el uso de objetos, dibujos, algoritmos en los  problemas verbales. Además se consideró la forma como Carpenter y Moser (1983)
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clasifican los problemas verbales de suma y resta de acuerdo con su estructura semántica: Cambio, Combinación, Comparación e Igualación. En cuanto a la estructura semántica, la mayoría de los trabajos (Bermejo y Rodríguez, 1987, 1990, 1990; Carpenter y Moser, 1982, 1983, 1984; De Corte y Verschaffel, 1987) indican que los problemas más fáciles son los de Cambio, luego los de Combinación, después los de Igualación y, por último, los  problemas de Comparación son los más complicados. Con relación a las estrategias que los niños emplean para resolver problemas de suma y de resta Carpenter y Moser (1982, 1983, 1984) proponen tres categorías de estrategias: el modelado directo, el conteo y los hechos numéricos. En las investigaciones se ha reportado que los niños cometen errores en las cuatro categorías de problemas de acuerdo con el lugar que ocupe la incógnita. Las aportaciones de Carpenter y Moser se encuentran vinculadas con las aportaciones de Baroody (2000) respecto a la operación de contar. Después de haber expuesto el sustento teórico, a continuación se presenta el capítulo correspondiente a la metodología con la que se aborda el objeto de estudio de la investigación en esta tesis.
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Capítulo III. Metodología En este capítulo se explica el procedimiento metodológico para alcanzar los objetivos de esta investigación; además, se enlistan las acciones necesarias para reconocer  en los niños de primer grado de educación primaria las dificultades para emplear los algoritmos convencionales de la adición y de la sustracción en la resolución de problemas de forma eficaz.  Enfoque metodológico Se realizó un estudio exploratorio de carácter descriptivo a través del análisis del estudio de caso. En este estudio se consideró como caso el estudio del proceso de aprendizaje de la suma, de la resta y la aplicación de estos algoritmos en la solución de  problemas en niños del primer curso de la escuela primaria pública ubicada en un contexto rural. De acuerdo con Stake (1995), el presente es un estudio de casos instrumental, ya que se realiza para llegar a comprender algo que se vincula con una necesidad de comprensión general del objeto de estudio. Con este estudio se analizó cómo los niños de una escuela primaria se apropian los algoritmos de la suma y de la resta; específicamente el foco de atención se centró en las dificultades que presentaron los niños y las niñas para aplicar de modo práctico los algoritmos en la resolución de problemas cotidianos, de manera que la representación de un  problema por medio de una ecuación aritmética a ritmética le permitía al niño establecer las relaciones entre los datos del problema y facilitar su resolución.  Del escenario y de los participantes La localidad donde se desarrolló esta investigación se ubica en el municipio de Calkiní, Campeche; sus habitantes son de bajos recursos económicos y su fuente principal de ingreso económico es la venta de carbón. Por otra parte, los habitantes carecen de servicios básicos, como: servicios médicos, comunicación telefónica, transporte público y seguridad pública. Respecto a la escuela primaria, se trató de una escuela primaria rural compuesta de dos aulas y extenso patio. Las aulas se encontraban equipadas con mesas, sillas, pizarrón, material didáctico, libros del rincón de lectura y equipo de Enciclomedia. El número de alumnos que asistían al plantel fue de cuarenta alumnos. Esta escuela funcionaba con la
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modalidad multigrado, ya que solo dos maestros atendían los seis grados de educación  primaria. Concretamente, el primero y el segundo grado eran e ran atendidos por un maestro y los grupos de tercero a sexto grado eran atendidos por otro maestro que además fungía como director del plantel. Específicamente esta tesis se trabajó con la población específicamente de primer grado, es este caso fueron 2 niñas y 3 niños. Características de los participantes. Para resguardar la identidad de los participantes, los nombres empleados para referirse a cada niña o niño son seudónimos, de esta manera los nombres empleados son: Geroldina (G), Martha (M), José (J), Luis (L) y Andrés (A). Participaron en este estudio 2 niñas (Geroldina y Martha) y 3 niños (José, Luis y Andrés) que eran alumnos del primer curso. Estos alumnos contaban con un rango de edad entre 6 y 7 años. Todos habían cursado la educación preescolar; por otra parte, su lengua materna era el maya, sin embargo, cuatro participantes podían hablar el castellano sin dificultad; esto se constató con una conversación sostenida con cada participante antes de resolver los problemas de suma y de resta; de esta manera, se advirtió que Geroldina no  podía interactuar con el entrevistador entrevistado r debido a su escaso dominio del español, motivo mo tivo por el que Geroldina solo participó de la primera sesión de trabajo.  Instrumentos En esta tesis se emplearon problemas de acuerdo con la clasificación de Bermejo (1990), Bermejo y Rodríguez (1987) y Vergnaud (2004), Desde el punto de vista de estos autores, para entender cómo los niños piensan sobre las operaciones aritméticas sería necesario considerar las diferencias existentes entre los tipos y formas de problemas que se les presentan. Aunque existen diversas formas en que los problemas pueden distinguirse uno de otro, una de las formas más útiles de clasificarlos es centrarse en los tipos de acción o relaciones descritas en los problemas. Bermejo, Lago y Rodríguez (1998) consideran que al plantear problemas con una estructura semántica determinada se podrían determinar los  procesos de resolución resoluc ión de los problemas e inferir la forma cómo los niños piensan para resolver los problemas y la forma de proceder para encontrar la respuesta. Tipos de problema aditivos y de sustracción. De acuerdo con las relaciones semánticas se pueden distinguir cuatro tipos de
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 problemas aditivos y de sustracción: problemas de cambio, problemas de combinación,  problemas de comparación y problemas de igualación igualac ión de acuerdo con Bermejo Berm ejo (1990), Bermejo y Rodríguez (1987) y Vergnaud (2004). Cabe señalar que se eligió el aspecto semántico de los problemas aditivos, ya que con estos aspectos se pueden analizar el grado de madurez de los conceptos básicos implicados en la ejecución del algoritmo de la suma, como por ejemplo: notación decimal y conceptos relacionados con el sistema de base. Los problemas de cambio se caracterizan por la presencia de una acción, de tal forma que esta acción modifica una cantidad inicial, dando como resultado el incremento o decremento de esa cantidad. Es decir, se parte de una cantidad inicial que es modificada por  otra para dar lugar al resultado. Esto es, en un primer momento se da una condición inicial, que viene seguida de un cambio, que produce a su vez el estado final o resultado del  problema. De esta manera, hay ha y tres subcategorías de problemas de Cambio en función fu nción del lugar en que se encuentre la incógnita o cantidad desconocida. En la primera subcategoría se propone la cantidad inicial y la magnitud de cambio, teniendo el niño que calcular la cantidad final; ejemplo: Pedro ejemplo: Pedro tenía 8 caramelos. María le da 4 caramelos más. ¿Cuántos caramelos tiene ahora Pedro? La ecuación se plantearía así: 8+4=? En la segunda subcategoría se conoce la cantidad inicial y el resultado del cambio, entonces se trata de hallar la magnitud del cambio; ejemplo: Pedro ejemplo: Pedro tiene 6 caramelos. ¿Cuántos caramelos necesita para tener 15 en total? La ecuación es 6+?=15. En la tercera subcategoría se desconoce la cantidad inicial; ejemplo: Pedro tenía algunos caramelos, María caramelos, María le da 6 caramelos más. Ahora tiene 15 caramelos. c aramelos. ¿Cuántos caramelos tenía al principio? La ecuación es ?+8=15. En la Tabla 1 se encuentran ejemplos de cada tipo de problemas. Por otra parte, los problemas de Combinación proponen situaciones en las que se  plantean dos cantidades disjuntas, que pueden considerarse conside rarse aisladas o como parte de un todo, sin que haya ningún tipo de acción. Hay de nuevo tres subcategorías según el lugar  que ocupe la incógnita y se procede también como en los problemas de Cambio.
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En los problemas de Comparación se plantea la relación de dos cantidades disjuntas, la finalidad puede ser encontrar la diferencia que existe entre ellas, una de las cantidades conociendo la otra o la diferencia entre ellas. Tabla 1. Ejemplos de cada una de las categorías de los problemas según Bermejo (1990). Tipos de problemas aditivos y de sustracción Problemas de cambio 1. Pedro tiene 8 caramelos, María le da 4 caramelos más ¿Cuántos caramelos tiene ahora Pedro? 2. Pedro tiene 6 caramelos ¿Cuántos necesita para tener 15 caramelos en total? 3. Pedro tenía algunos caramelos, María le da 6 caramelos más. Ahora tiene 15 caramelos ¿Cuántos caramelos tenía al principio? Problemas de combinación 1. Pedro tiene 9 caramelos y María 4 ¿Cuántos caramelos tienen entre los dos? 2. Pedro tiene 8 caramelos. María tiene también algunos caramelos. Entre los dos tienen 13 ¿Cuántos caramelos tiene María? 3. Pedro tiene algunos caramelos y María tiene 5. Entre los dos tienen 12 caramelos ¿Cuántos caramelos tiene Pedro? Problemas de comparación 1. Pedro tiene 7 caramelos. María tiene 5 caramelos ¿Cuántos caramelos tiene Pedro más que María? 2. Pedro tiene 5 caramelos. María tiene 9 caramelos más que Pedro ¿Cuántos caramelos tiene María más que Pedro? 3. Pedro tiene 13 caramelos. Tiene 4 caramelos más que María ¿Cuántos caramelos tiene María? Problemas de igualación 1. Pedro tiene 11 caramelos. María tiene 5 caramelos ¿Cuántos caramelos le tiene que dar a María para tener los mismos que Pedro? 2. Pedro tiene 3 caramelos. Si le dan 8 caramelos tendrá los mismos que María ¿Cuántos caramelos tiene María? 3. Pedro tiene 12 caramelos. Si a María le dan 5 caramelos tendrá los mismos que Pedro ¿Cuántos caramelos tiene María?



Finalmente, están los problemas de Igualación, estos constituyen una mezcla de los  problemas de Comparación y de Cambio, ya que hay una acción implícita que debe aplicarse a unos de los conjuntos, como ocurre en los problemas de Cambio, basada en la comparación de dos conjuntos.  Procedimiento Para realizar esta investigación se solicitó el consentimiento de todos los



 33



 participantes: director, maestros, padres de familia y alumnos. Gracias a la disposición de los maestros y de sus facilidades brindadas, fue posible realizar en aquella comunidad escolar el estudio y acceder al aula de primer grado para observar el trabajo de los niños y de las niñas. Respecto a la solución de problemas, en cada sesión a cada alumno se le mostró un  problema de cada categoría (Cambio, Combinación, Comparación e Igualación). Cada sesión exigió un nivel diferente de abstracción. En la primera sesión, el investigador leía  pausadamente los problemas y los alumnos podían manipular material concreto como canicas, dulces o lápices para lograr el resultado. A este nivel de abstracción se le llamó Modelado directo de acuerdo con Bermejo y Diaz (2007).. Por ejemplo: Ángel tiene 7  canicas y Luis tiene 5 canicas. ¿Cuántas canicas debería perder Ángel para tener las mismas canicas que Luis?



En la segunda sesión, el investigador leía pausadamente el problema, por su parte, los alumnos contaban con una hoja de papel para escribir el algoritmo o la forma de  proceder a fin de lograr el resultado. Cabe destacar que los participantes en esta sesión no contaban con objetos para modelar los problemas, ya que se trataba de observar cómo los niños y las niñas resolvían las tareas empleando sus saberes sobre la suma y la resta. Una vez que los participantes solucionaban un problema, se les cuestionaba acerca del  procedimiento empleado. Además, en este nivel de abstracción se les pidió a cada  participante que escribiesen el algoritmo de la suma o de la resta indicando sus términos con relación a la ecuación y a las cantidades dadas en los problemas, esto implicó un análisis de la estructura semántica de los problemas planteados. A este nivel de abstracción se le llamó Problemas verbales En la tercera sesión denominada Hechos Numéricos, el experimentador leía los  problemas pausadamente indicando las cantidades; por su parte, los participantes contaban con hojas de papel y un lápiz para anotar sus respuestas. Se trataba de observar la implementación del algoritmo convencional de la suma o de la resta para solucionar los  problemas.
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Los resultados obtenidos en este nivel de abstracción se categorizaron de acuerdo con los cuatro tipos niveles posibles de solución a los problemas aritméticos, clasificados de acuerdo con la propuesta de Flores (2002). Esta propuesta señala un patrón evolutivo en la complejidad de las soluciones ya que parte de una interpretación y solución equivocada del problema hasta llegar a una interpretación adecuada y a la implementación eficaz del algoritmo. Estos niveles son explicados en la sección de Análisis y discusión de los datos. La forma de proceder en las tres sesiones se realizó de acuerdo con el método clínico de Piaget (2001). Desde esta perspectiva, se trata de indagar las justificaciones y explicaciones que dan los niños a sus contestaciones. No es solo un conjunto de conversaciones y preguntas verbales, por el contrario, presupone la acción orientada del experimentador y la interacción con los participantes de una manera indagatoria. La conducta infantil que se observa puede ser verbal, manipulativa con lenguaje o  puramente manipulativa. Una de las características princi pales de este método es la intervención repetida del experimentador ante las acciones infantiles. El experimentador  está en presencia de un alumno al que se estudia individualmente y con el que se establece una interacción. Además, se le sitúa en una situación problemática que tiene que resolver o explicar, entonces, se observa lo que acontece. Mientras el alumno responde, el experimentador analiza lo que está sucediendo y elabora una serie de planteamientos para aclarar el significado de la respuesta del niño. Además, el investigador puede interrogar  sobre cualquier acción o respuesta del niño con el fin de esclarecer más la tarea que se estuviese realizando. Por tanto, el experimentador tiene que ser muy flexible y sensible a lo que los niños realizan. Para la aplicación de los problemas el director de la escuela dispuso un edificio dentro de la escuela donde se contaba con una silla para el participante, otra para el examinador y una mesa de trabajo. La cámara de video-filmación se colocó de un lado de la mesa de modo tal que se registraron las acciones del niño o de la niña. El investigador tenía a mano los problemas que en cada sesión se les mostrarían a los participantes en tarjetas de cartulina; se contaba con hojas para realizar las anotaciones respecto a la forma de proceder y las respuestas en la entrevista del niño. Por su parte, el niño o la niña siempre tuvieron un lápiz, borrador y hojas blancas como material de apoyo.
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En la primera sesión el examinador dispuso de un espacio de tiempo para establecer  confianza con los participantes. Se realizó una conversación de acuerdo con el Apéndice A Para advertir cualquier dificultad en la comprensión del dialogo, ya que en el contexto de los participantes predominaba la lengua maya. Por último, se explicó en qué consistiría la actividad y su participación. Cuando se lograron las condiciones de confianza se procedió a la aplicación de los  problemas. La aplicación tuvo como finalidad analizar y explorar los contenidos matemáticos (conceptos y procedimientos) relacionados con la suma, la resta y a la solución de problemas aditivos. Es importante señalar que los niños dispusieron de 15 minutos como tiempo máximo para lograr la respuesta a los problemas. Observaciones de la clase en el aula. Otra etapa en la recolección de los datos consistió en filmar tres clases en el salón de clases, para realizar esta tarea se acordaron las fechas de las sesiones con el docente en las que tenía planificado impartir los contenidos matemáticos de interés para este estudio (la suma y la resta). Después de obtener el consentimiento del maestro y de los alumnos se procedió a asistir con la cámara al salón de clases para realizar las grabaciones. Cabe señalar que los niños y niñas no mostraron asombro por la cámara de video, esto permitió grabar con detalle las tres sesiones programas. El equipo que se empleo en el aula para la video filmación consistió en una cámara portátil Handycam. Con este equipo se respaldó la información en discos de video digital con capacidad de 30 minutos. Las grabaciones permitieron analizar la forma como se institucionalizan la suma y la resta como contenidos del currículo de educación primaria. En el análisis de los videos sólo se eligieron los segmentos de interés que explicasen las dificultades en el dominio de los dos algoritmos mencionados.  Procesamiento de la información De los datos registrados en los videos se analizó detalladamente el tipo de respuesta dada a cada problema en cada nivel de abstracción (Modelado directo, Problemas verbales y Hechos numérico), considerando la parte verbal, procedimental y las estrategias empleadas. Los resultados encontrados en cada uno de los casos se contrastan con lo que se
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 plantea en el programa de la SEP, con los planteamientos que desde los resultados de otras investigaciones se hacen acerca del número (Bermejo, 1999; Vergnaud, 2004) el sistema decimal, algoritmos de suma y resta, la solución de problemas aditivos (Nunes y Bryan, 1997; Carpenter et al, 1999; Flores, 2002). Finalmente, se determinaron los principales conocimientos que los niños desarrollan en la escuela y al mismo tiempo se analizaron y categorizaron las dificultades para implementar los algoritmos de la suma y de la resta con eficacia.
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Capítulo IV. Análisis e interpretación de los Resultados En esta sección se dan a conocer los principales resultados obtenidos en la entrevista a los participantes durante la resolución de cada tarea. Cabe señalar que se realizó el análisis y la interpretación por cada participante de acuerdo a los tres niveles de abstracción: a) Modelado directo, b) Problemas verbales y c) Hechos numéricos. Adicionalmente, en el último apartado se presentan observaciones sobre el enseñanza/aprendizaje de los algoritmos de la suma y de la resta en el salón de clases.  Resultados obtenidos en el nivel denominado Modelado directo En los problemas asociados con el nivel de abstracción Modelado directo, los niños y las niñas solucionaron las tareas manipulando objetos concretos como lápices, canicas, dulces y globos. También se emplearon figuras de cuatro niños (Ángel, Carlos, Ignacio e Irene) para representar a los personajes de cada problema. Tarea 1. Problemas de cambio. Al solucionar este tipo de problemas los niños mostraron comprensión del problema y también realizaron una interpretación adecuada del significado matemático. Sin embargo, se notó que los niños cometieron errores de conteo. La forma de proceder de las niñas y de los niños fue similar a la de Andrés. E. Bien Andrés, ahora vamos a resolver otro problema, este dice así: Carlos tenía 4 lápices. Irene le dio 3 lápices más ¿Cuántos lápices tiene ahora Carlos? A. (coloca 4 lápices a Carlos y 3 lápices a Irene) uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete. (cuentó todos los lápices nuevamente y contestó). Tiene siete E. Muy bien, ¿además de contar, que fue lo que hiciste? A. Sume los lápices E. De acuerdo, muy bien. Ya resolvimos el problema, lo hiciste muy bien Los niños y las niñas formaron el primer sumando con los lápices, posteriormente el segundo de la misma forma y, por último, contaron todos los lápices presentes, empezando  por el primero. Así pues, los niños y las niñas emplearon la estrategia de contar todo para solucionar el problema Tarea 2. Problemas de combinación. Ante este tipo de tarea todos los niños y todas las niñas pudieron identificar el
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objetivo del problema planteado. También pudieron emplear el procedimiento adecuado  para llegar a la respuesta correcta, el modo de proceder de los niños y niñas fue semejante al de Luis. E: En este problema intervienen dos personajes: Irene e Ignacio, el  problema es: Irene tiene 4 dulces. Ignacio tiene 5 dulces. ¿Cuántos dulces tienen entre los dos? L: (coloca 4 dulces a Irene y 5 dulces a Ignacio) Nueve. E: Resolviste el problema muy rápido, explícame cómo lo hiciste. L: Uno, dos, tres, cuatro. Cuento primero los dulces de Ignacio y luego cuento los dulces de Irene; cinco, seis, siete, ocho, nueve. Tienen nueve entre los dos. Tanto en esta tarea como en la primera (problemas de cambio), los niños y las niñas formaron los dos sumandos con los dulces y por último, contaron todos los dulces  presentes, empezando por el primero. Así, los niños y las niñas emplearon la estrategia de contar todo para solucionar el problema. Tarea 3. Problemas de comparación. En este nivel de abstracción, Geroldina (G), Martha (M), José (J) y Andrés (A) emplearon la estrategia de contar todo para tratar de solucionar el problema. Los niños y las niñas no pudieron identificar claramente el objetivo del problema, además, presentaron dificultad para elegir y aplicar un procedimiento para solucionar el problema; esto se muestra en el siguiente fragmento de la entrevista: E: Irene tiene 3 globos; Ignacio tiene 7 globos. ¿Cuántos globos menos tiene Irene que Ignacio? G: Tres (señalando los globos de Irene) Los niños daban como respuesta correcta la primera cantidad del problema, lo que es erróneo. Por tal razón, se procedió a realizar otro ensayo de la tarea, en esta ocasión, se  pretendía que los niños y las niñas identificaran el objetivo del problema. Sin embargo, esto fue lo observado: E: El problema dice: Irene tiene 3 globos; Ignacio tiene 7 globos. ¿Cuántos globos tiene Irene menos que Ignacio? A: Tres (señalando los globos de Irene) E: Andrés, fíjate que Irene tiene 3 (señalando los globos de Irene); Ignacio tiene 7 globos (señalando los globos de Ignacio) ¿Quién tiene más globos? A: (señala a Ignacio) E: Muy bien, si Ignacio tiene más globos que Irene ¿Cuántos globos tiene
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Irene menos que Ignacio? A: Diez (suma las dos cantidades de globos). El contraejemplo a los anteriores fue el de Luis, este niño resolvió correctamente el  problema. Luis procedió a excluir la cantidad más pequeña (3) del conjunto de globos de Ignacio (7) quitando un globo a la vez, hasta que el resto fuese igual a la cantidad de globos de Irene. Esto se observa en el procedimiento empleado por Luis. E: El problema que vamos a resolver dice: Irene tiene 3 globos. Ignacio tiene 7 globos. ¿Cuántos globos tiene Irene menos que Ignacio? L: (coloca 3 globos a Irene y 7 globos a Ignacio, le quita un globo a la vez a Ignacio hasta emparejar el conjuntos de globos de Ignacio con el de Irene) ¿Cuántos globos tiene Irene menos que Ignacio? (repite la  pregunta del problema y contesta) tiene cuatro menos. E: Exacto, eso es lo que pide el problema. Tarea 4. Problemas de igualación. Luis como Martha pudieron solucionar el problema sin mayor dificultad; ante esta tarea Martha empleó la estrategia hechos derivados, y Luis procedió con la estrategia de emparejamiento; veamos la forma de proceder de Martha: E: Ahora vamos a trabajar con Ángel y Carlos, el problema dice: Ángel tiene 7 canicas y Carlos tiene 4 canicas ¿Cuántas canicas debería perder  Ángel para tener las mismas que Carlos? M: (colocó 7 canicas a Ángel y 4 canicas a Carlos) E: Bien, ahora dime ¿cuántas canicas debería perder Ángel para tener las mismas que Carlos? M: Tres (contestó sin manipular el material). E: ¿Cómo llegaste al resultado? M: Carlos tiene cuatro (señaló a Carlos), Ángel tiene siete (señaló a Ángel), él va a perder tres (contestó sin manipular las canicas). Veamos el ejemplo de Luis: E: Ahora vamos a trabajar con Ángel y Carlos, el problema es: Ángel tiene 7 canicas y Carlos tiene 4 canicas ¿Cuántas canicas debería perder  Ángel para tener las mismas que Carlos? L: Uno, dos, tres, cuatro (cuenta las canicas de Carlos). Uno, dos, tres, cuatro (cuenta cuatro canicas de Ángel y quita las que le sobran). Tres; debería perder tres. Luis formó las dos colecciones de canicas, cada juego significaba uno de los números dados. Emparejó los conjuntos uno a uno, tratando de colocar las canicas que se
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indicaban por cada número dado en el problema. La respuesta la obtuvo contando los objetos que no tenían pareja. Entonces, Luis empleo la estrategia de emparejamiento. Por su  parte José y Geroldina no lograron un procedimiento lógico para encontrar la respuesta. En conclusión, en el nivel de abstracción Modelado directo, los niños resolvieron los problemas de cambio como los problemas de combinación con facilidad, sin embargo, recurrieron a los materiales concretos para llegar a la solución correcta. También se observó que la estrategia de contar todo fue la herramienta utilizada para lograr la respuesta. Ahora bien, respecto a los problemas de comparación, tres de los participantes recurrieron a la misma estrategia de contar todo para obtener la respuesta, lo que fue un  procedimiento erróneo. No obstante, Luis mostró mayor comprensión del problema y empleó la estrategia de correspondencia o emparejamiento logrando el resultado correcto. En cuanto a los problemas de igualación, Martha y Luis lograron la respuesta correcta, sin embargo, solo Martha utilizó la estrategia hechos derivados observándose en ella un mejor dómino de la habilidad de contar, contrario al modo de proceder de Luis que empleó la estrategia de emparejamiento y de los demás participantes que no lograron un  procedimiento adecuado para la tarea.  Resultados obtenidos en el nivel denominado Problemas verbales En los problemas verbales el examinador leía pausadamente el problema. Cuando los niños y las niñas solucionaban la tarea o daban alguna respuesta no satisfactoria, se les cuestionaba sobre el procedimiento empleado. Además, en este nivel, se les pidió a los infantes que construyeran el algoritmo, indicando sus términos con relación a la ecuación y a las cantidades dadas en los problemas. En esta sección de trabajo los participantes podían usar únicamente papel y lápiz. Por su parte, el investigador realizó preguntas que guiaban a la comprensión y a la resolución de los problemas. Las dificultades observadas fueron clasificas de acuerdo con Bermejo, Lago y Rodríguez (1998). Desde esta perspectiva, la dificultad de los problemas verbales depende de factores como: la estructura semántica, la ubicación de la incógnita y el tamaño de las cantidades que se emplean en los problemas. Tarea 1. Problemas de cambio. En esta tarea, los niños y las niñas presentaron diferentes dificultades cuando se



 41



emplearon cantidades mayores a 10; por esta razón no se trabajó con la estructura original del problema (Carlos tenía unos cuantos lápices. Irene le dio 7 lápices más. Ahora Carlos tiene 18 lápices ¿Cuántos lápices tenía Carlos al principio?). El problema se planteó del modo siguiente: Carlos tenía unos cuantos lápices. Irene le dio 7 lápices más. Ahora Carlos tiene 10 lápices ¿Cuántos lápices tenia al principio? Así, los niños y las niñas resolvieron la tarea semejante al caso de Luis. E: Este es otro problema, pon atención, dice: Carlos tenía unos cuantos lápices. Irene le dio 7 lápices más. Ahora Carlos tiene 10 lápices ¿Cuántos lápices tenía al principio? Puedes hacer dibujos para solucionar el problema L: (dibuja 10 líneas verticales) E: Qué significado tienen las líneas que dibujaste L: Son los de Carlos (tratando de explicar que son los lápices que tiene Carlos al final) E: De acuerdo, ahora dime ¿Cuántos lápices le dio Irene? L: Uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete (coloca una línea vertical más larga para separar las siete líneas que ha contado) E: Ahora ¿Cuántos lápices tenía Carlos al principio? L: Uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete (cuenta los lápices que le quedaron a lado derecho de la línea que empleó para separar) tres. Tiene tres. De esta forma, los niños y las niñas modelaron el problema con líneas verticales  para representar la cantidad mayor dada en el problema. Después, restaron la cantidad menor procediendo así: separaron la cantidad menor quitando y contando una línea a la vez, hasta alcanzar la cantidad menor dada en el problema. Contaron las líneas restantes que dieron respuesta a la situación planteada. Los niños emplearon la estrategia de Separar de. Tarea 2. Problemas de combinación. En esta tarea, Martha presentó dominio del conteo y de los números, pero no pudo  prescindir del dibujo de los objetos para la realización del conteo. A diferencia de Andrés, este niño presentó un dominio más complejo de los números y utilizó la estrategias separar  de. Al plantearles el problema a José y a Luis contestaron 4. Estos niños no pudieron inferir las relaciones existentes entre las cantidades del problema; la parte y el resto blanca no indicaba la parte que queda de un todo. Sino que erróneamente supusieron que 4 era la respuesta correcta; por ejemplo, lo que José realizó:
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E: Bien José, el siguiente problema es: En el campo hay 9 vacas pastando, 4 son negras y el resto blancas ¿Cuántas vacas son blancas? J: Cuatro



 Figura 1. Dibujo realizado por José para resolver el problema 2. A pesar de que el problema fue replanteado, no pudo ser resuelto de modo satisfactorio por José. Fue así como a José y a Luis se les dieron algunas instrucciones para solucionar la tarea. Esto es una evidenció para suponer que los niños no comprendían la estructura semántica del problema. E: En el campo hay 9 vacas pastando, 4 vacas son negras y las otras son  blancas ¿Cuántas vacas son blancas? J: nueve E: son nueve en total. Esto se lee en el problema. J: ¿Las dibujo? E: Adelante J: (José realiza el dibujo de la figura 4) E: bien, ahora que te parece si marcas las vacas que son negras. J: (marcó las vacas negras como se observa en la figura 5) E: ¿Cuántas han quedado sin marcar? J: uno, dos, tres, cuatro, cinco E: ¿Cuántas vacas blancas hay? J: Cinco.



 Figura 2. Dibujo realizado por José para resolver el problema 2. En conclusión, en este nivel de abstracción los niños y las niñas interpretaron de forma correcta el problema, representaron cada elemento y las relaciones matemáticas subyacentes al problema mediante sus dedos, representaciones gráficas, y emplearon estrategias de conteo. Sin embargo, en este nivel abstracción se esperaba que los
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 participantes recurrieran al cálculo mental, objetivo de la aplicación de este nivel de abstracción. Tarea 3. Problemas de Comparación. En esta tarea, los niños y las niñas presentaron diferentes dificultades. Con el objetivo de observar estas dificultades se realizaron cambios en la estructura del problema. Además, se les dieron indicaciones y se les hicieron preguntas que guiasen a la elección de un procedimiento para solucionar la tarea. Al plantearle la tarea al primer participante, se modificó una cantidad del problema y se observó lo siguiente: E: Vamos a resolver el tercer problema, pon atención: Fátima tiene 15 globos, ella tiene 3 menos que Gónzalo ¿Cuántos globos tiene Gonzalo? L: tres E: ¿Por qué tres? ¿Qué hiciste para llegar a ese resultado? L: (no contesta) E: Hm, bueno voy a cambiar algunos valores: Fátima tiene 5 globos, ella tiene 3 menos que Gonzalo ¿Cuántos globos tiene Gonzalo? L: (no contesta) Finalmente, Luis no intentó aplicar un procedimiento para solucionar la tarea. Por  su parte, el examinador no reformuló el problema y tampoco pretendió que Luis aplicara un  procedimiento para solucionar el mismo. Por otro lado, a Andrés como a Luis se le aplicó el problema con las cantidades originales. Esto fue lo observado: E: Pon mucha atención a lo que señala el problema, este es: Fátima tiene 15 globos, ella tiene 3 menos que Gonzalo ¿Cuántos globos tiene Gonzalo? A: dieciocho E: ¿por qué dieciocho? A: (no contesta) E: Hm, veamos si cambiado los datos del problema me puedes explicar  cómo llegas a la resolución del mismo, dice: Fátima tiene 5 globos, ella tiene 3 menos que Gonzalo ¿Cuántos globos tiene Gonzalo? A: (no contesta) Andrés aparentó comprender el problema, sin embargo, no puede expresar lo que realizó para encontrar la respuesta. Por lo que se le propuso una vez más intentar resolver la tarea, en esta ocasión se disminuyó la primera cantidad de globos. Sin embargo, Andrés no
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resolvió el problema y tampoco aplicó algún procedimiento para tratar de encontrar el resultado. Finalmente Andrés no logró resolver el problema. Otro ejemplo es el de José, a este niño se le dieron indicaciones y se le hicieron  preguntas que le ayudaron a elegir un procedimiento para solucionar la tarea. Esta fue la forma de proceder de José: E: El problema es: Fátima tiene 5 globos, ella tiene 3 menos que Gonzalo ¿Cuántos globos tiene Gonzalo? J: (no contesta) E: Qué te parece si dibujas los globos de Fátima J: (dibuja 5 líneas) E: Bien, pero el problema señala que Fátima tiene tres globos menos que Gonzalo J: (dibuja tres líneas) E: ¿Cuántos globos tiene Gonzalo? J: Tres E: ¿Por qué dices que tres? J: Porque sí E: Veamos el dibujo que hiciste, tú me dijiste que estas líneas representan los 5 globos de Fátima. Ahora, estas 3 líneas que dibujaste representan los globos que tiene Fátima menos que Gonzalo. Y todas las líneas dibujadas representan los globos que tiene Gonzalo ¿Cuántos globos tiene Gonzalo? J: Cinco E: ¿Seguro José? J: ¿Cuento todo? E: Trata de encontrar la respuesta J: Uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho. Tiene ocho. Ante este problema, José dio como respuesta correcta la primera cantidad del  problema, lo que es erróneo. Esto evidencia que Luis no podía identificar el objetivo del  problema, además, presentó dificultad para elegir y aplicar un procedimiento en la solución. Otro ejemplo es el de Martha, a ella como a José se le dieron indicaciones y se le hicieron preguntas que le ayudasen a elegir un procedimiento para solucionar la tarea, sin embargo, Martha procedió así: E: El tercer problema nos platea lo siguiente: Fátima tiene 5 globos, ella tiene 3 menos que Gonzalo ¿Cuántos globos tiene Gonzalo? M: (dibujó 5 globos para indicar la cantidad de globos de Fátima) E: El problema plantea que Fátima tiene tres menos que Gonzalo ¿Cuántos globos tiene Gonzalo? M: Tacho tres (marcó tres globos de los cinco que dibujó para representar 



 45



la cantidad de globos de Fátima) E: Puedes decirme ahora ¿cuántos globos tiene Gonzalo? M: ¿Gonzalo? E: sí, Gonzalo. Recuerda que Gonzalo tiene tres M: (dibuja tres líneas) E: ¿Cuántos globos tiene Gonzalo? M: Tres E: ¿Por qué dices que tres? M: (no contesta) E: Tú ya dibujaste los 5 globos de Fátima; también ya dibujaste los globos que tiene Fátima menos que Gonzalo. Observa los dibujos y te darás cuenta que todos los globos que ya dibujaste son igual a la cantidad de globos que debería tener Gonzalo ¿Cuántos globos tiene Gonzalo? M: ¿Cuento? E: Sí M: ¿Cuento todo? E: Trata de encontrar la respuesta M: (no contesta) E: De acuerdo Martha. Hasta aquí vamos a dejar este problema. En el ejemplo expuesto, se observa que Martha no comprendió correctamente el  problema, ella consideró que las palabras: tiene tres menos indicaban sustraer al conjunto de Fátima tres globos, lo que es erróneo. Por el contrario, estas palabras indicaban adicionar al conjunto de Fátima tres globos para conocer la cantidad del conjunto de globos de Gonzalo. Finalmente, se observó que Martha aparentaba entender la explicación del  planteamiento del problema; sin embargo, no logró solucionar el problema. Guardó silencio. De acuerdo con Díaz y Bermejo (2007) solucionar problemas de tipo verbal representa el grado más elevado de abstracción, ya que existe al sujeto una comprensión sobre la estructura semántica de los problemas. Además, implica una competencia cognitiva abstracta centrada en dominar las relaciones semánticas o el significado de las cantidades del problema planteado. Sin embargo, se observó que algunos niños resolvieron sin dificultad la tarea que se les propuso. Tarea 4. Problemas de igualación. En la resolución de esta tarea, los niños y las niñas recurrieron a la estrategia de contar todo. Esta estrategia parece ser la estrategia básica para solucionar problemas aditivos. Los dedos se usaban para representar cada uno de los sumandos.
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Otro procedimiento empleado fue el modelado con segmentos de línea; los niños y las niñas pudieron realizar el ejercicio con mayor soltura cuando se les permitía representar  las cantidades con líneas verticales. Por su parte, Andrés logró solucionar el problema con una cantidad mayor a la decena; sin embargo, recurrió a la estrategia de separar a. Por otra parte, Martha, José y Luis no pudieron resolver el problema con las cantidades iniciales; por esta razón, se emplearon cantidades menores a la decena. E: Ángel tiene 17 canicas y Luis tiene 5 canicas ¿Cuántas canicas debería  perder Ángel para tener las mismas canicas que Luis? (Igualación desconocida) A: ¿Cuántas tiene Ángel? E: Diecisiete A: (trazó diecisiete segmentos de líneas verticales y luego contó) uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve, diez, once, doce. Doce debería de perder (remarcando la doceava línea) Los procedimientos empleados por Martha y José fueron semejantes; igualaron conjuntos para solucionar el problema. A continuación se presenta el procedimiento de José: E: Ángel tiene 7 canicas y Luis tiene 5 canicas. ¿Cuántas canicas debería  perder Ángel para tener las mismas canicas que Luis? J: (dibujó 7 líneas verticales que representan la cantidad de canicas de Ángel y dibujó 5 líneas para representar las canicas de Luis). E: Bien, ahora dime ¿cuántas canicas debería perder Ángel para tener las mismas canicas que Luis? J: Dos E: Muy bien, dime qué hiciste para llegar al resultado J: Conté E: ¿Cómo contaste? J: Uno, dos, tres, cuatro, cinco, me sobran dos E: Marca las que te sobraron J: (ver Figura 3) E: De acuerdo José, hiciste una igualación de conjuntos para solucionar el  problema.



 Figura 3. Dibujos realizados por José para resolver el problema 1.
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 Figura 4. Dibujos realizados por Martha para resolver el problema 1. En conclusión, en este nivel de abstracción denominado problemas verbales, los  participantes mostraron dificultades para trabajar con números mayores que a 10, no utilizaron un procedimiento algorítmico puro, antes bien, emplearon segmentos de líneas  para modelar las cantidades de los problemas y recurrieron a las estrategias de conteo.  Resultados obtenidos en el nivel denominado Hechos numéricos En esta sesión a cada niño se le proporcionó una hoja de papel para registrar sus  procedimientos; así se observó lo siguiente: Tarea 1. Problema de cambio. El problema de cambio planteado fue: Carlos tiene 5 lápices. Irene le dio unos cuantos más. Si ahora Carlos tiene 7 lápices ¿cuántos lápices le dio Irene? La respuesta es 2. Ante esta tarea los niños (Andrés, Geroldina, Edgar y José) demostraron el mismo conocimiento matemático y las mismas dificultades. El procedimiento empleado por los  participantes consistió en acciones no realizado sobre la base de los algoritmos, por  ejemplo, véase la Figura 5. Sin embargo, los niños interpretaron de forma correcta el  problema, pero no recurrieron al algoritmo de la suma o de la resta para solucionar la tarea, sino representaron cada elemento y las relaciones matemáticas del problema mediante sus dedos, representaciones gráficas, cálculo mental y emplearon diferentes estrategias de conteo. En otras palabras, los niños no lograron escribir el algoritmo de la resta 7-5=2 como la ecuación inversa a la suma para obtener el resultado correcto; sin embargo, después de representar el estado inicial de Carlos y seguir dibujando líneas hasta alcanzar el número final de lápices de Carlos, sustrajeron 5 lápices de los 7 lápices que logró juntar Carlos y remarcaron los 2 lápices sobrantes como la respuesta. Lo que fue correcto. Carraher, Carraher y Schliemann (1991) han estudiado estas estrategias de conteo y maneras de representar los cálculos numéricos e indican que son un antecedente para que los niños entiendan el algoritmo de la adición y de la sustracción.
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 Figura 5. Solución de Geroldina al problema de Cambio.



Tarea 2. Problema de combinación. El problema planteado decía: En el campo hay 6 vacas pastando, 4 son negras y el resto blancas ¿Cuántas vacas son blancas? José y Edgar fueron los dos niños que solucionaron correctamente la tarea empleando un procedimiento algoritmo para restarle 4 a 6; sin embargo, recurrieron a formas no algorítmicas para lograr el resultado correcto. Esto es, los niños comprendieron el problema y realizaron una interpretación adecuada del significado matemático del problema, además emplearon la resta; sin embargo, José y Edgar dudaron de la respuesta y procedieron a comprobarlas, para comprobar el resultado de la operación trazaron seis líneas verticales y borraron una línea por vez hasta alcanzar un total de cuatro líneas, las dos líneas sobrantes representaron el resultado correcto (Figura 6).



 Figura 6 . Solución de José al problema de Combinación.



Ante el mismo problema de Combinación, Andrés y Geraldina mostraron menor  comprensión del problema. Interpretaron de forma correcta el problema pero recurrieron a la representación gráfica de los elemento del problema, al cálculo mental y a las estrategias de conteo. Esto es, los niños dibujaron segmentos de líneas verticales (Figura 7) para lograr 
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el resultado; posteriormente, escribieron el algoritmos de la suma indicando los valores obtenidos por medio del conteo. Dicho de otra manera, los algoritmos no fueron empleados de modo práctico para solucionar un problema aditivo o de sustracción. Los niños aún recurrían a las estrategias básicas del conteo para solucionar el problema. Los que se observó hasta este punto, muestra que los niños se encontraban en el dominio de los antecedentes (estrategias de conteo, representación gráfica) para comprender y realizar los algoritmos de la adición y de la sustracción de modo práctico. Tarea 3. Problemas de comparación. El problema de comparación planteado en este nivel de abstracción, fue: Fátima tiene 6 globos. Tiene 3 menos que Gonzalo. ¿Cuántos globos tiene Gonzalo? En esta tarea Edgar y José lograron interpretar el objetivo de la tarea planteada; además, lograron comprender la relación entre las variables del problema y el empleo del algoritmo. Sin embargo, cometieron errores de cómputo o cálculo pero lograron autocorregir sus errores empleando la representación gráfica de algunos de los elementos del problema (Figura 7).



 Figura 7 . Solución de Andrés al problema de Combinación



 Figura 8. Solución de Edgar al problema de Comparación



Por otra parte, se observó que Andrés y Geroldina no lograron comprender las relaciones matemáticas de adición o sustracción que podrían subyacer de la tarea. Esto es, no lograron interpretar el contenido matemático del problema, tampoco lograron identificar 
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el objetivo (supusieron que la frase tiene 3 menos que Gonzalo se trataba de una resta, o sea 6-3) del problema y presentaron dificultad para elegir y aplicar un procedimiento en la solución de la tarea. En conclusión, Geroldina y Andrés al no contar con materiales concretos para manipular y modelar los datos de la tarea, no mostraron interés por utilizar  algún procedimiento donde se pudiera observar indicios del uso del algoritmo de la resta o de la suma. Tarea 4. Problemas de igualación. El último problema de este nivel de atracción, fue: Luis tiene 7 canicas. Si le dan 3 canicas más tendrá las mismas que Ángel ¿Cuántas canicas tendría Ángel? Los  participantes solucionaron el problema sobre la base del algoritmo de la suma. Así, los niños lograron interpretar el objetivo del problema, lograron comprender la relación entre las variables del problema y emplear el algoritmo de la suma. Sin embargo, comprobaron el resultado de la operación mediante un procedimiento no algorítmico.



 Figura 9. Solución de José al problema de Igualación



En la Figura 9 se observa que los niños pudieron relacionar los datos del problema con un procedimiento correcto del algoritmo de la suma; sin embargo, para lograr la respuesta, los niños combinaron la representación gráfica de los dos conjuntos de canicas con el algoritmo de la suma; además, contaron los elementos de cada conjunto uno por uno hasta lograr el resultado (o sea, emplearon la estrategia: contar todo). Es así como los niños indicaron que el resultado se obtenía de la unión de ambos conjuntos. Este tipo de respuesta significa que sin el conocimiento o el empleo formal de los algoritmos de la suma y de la resta, los alumnos al utilizar sus nociones conceptuales de la composición aditiva y con el apoyo de dibujos o el modelado, logran comprender las relaciones aditivas o de diferencias que se establecen entre las variables de los problemas.
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Finalmente se observan dos tipos de solución en este nivel de abstracción: 1. Solución canónica no algorítmica. En esta se observó una interpretación matemática de los niños acorde con la naturaleza de las relaciones matemáticas implicadas en el problema pero para solucionarlo no recurre al algoritmo aritmético. Los niños representan los elementos y las relaciones matemáticas contenidas en los problemas mediante sus dedos, representaciones gráficas, cálculo mental y emplean diferentes estrategias de conteo. Ejemplos: figuras 5, 6, 7 y 8. 2. Solución canónica algorítmica basada en una solución no algorítmica. En esta solución el niño comprende el problema, su interpretación es acorde con el significado matemático y empieza a comprender el empleo del algoritmo pero como todavía no lo acaba de entender valida su resultado mediante una solución no algorítmica. En su estrategia de solución no hay todavía un entendimiento cabal de porqué se emplea un algoritmo determinado y por ello al solucionar  suma o resta siempre corrobora su resultado con una solución no algorítmica;  por ejemplo Figuras 9 y 10.  Resultados del análisis de las observaciones realizadas en la clase de matemáticas Para obtener más datos que permitiesen inferir las dificultades de los niños al implementar el algoritmo de la suma o de la resta, se procedió a observar un total de tres clases de la asignatura de Matemáticas durante el mes de mayo. En cada clase se trató de observar la práctica de la solución del algoritmo escrito de la suma y de la resta. A continuación se presenta un segmento de la primera clase donde se destaca la forma de  proceder del profesor al institucionalizar el algoritmo de la suma y de la resta. El maestro inició escribiendo en el pizarrón: María vendió 32 naranjas y Rosa vendió 23 ¿Cuántas naranjas vendieron? El objetivo de la clase fue realizar sumas o restas con el algoritmo formal por escrito de la suma y de la resta con dos dígitos. Cabe recalcar  que a los niños se les permitió modelar las cantidades de los problemas con piedras. M. El problema es: María vendió 32 naranjas y Rosa vendió 23 ¿Cuántas naranjas vendieron?, vamos a tener que acomodar los números para que los podamos sumar (refiriéndose al acomodo de los números de manera vertical para realizar la suma)
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A. Vamos a saltear renglones (refiriéndose a dejar renglones en blanco en la hoja para copiar otro problema). M. Sí. Vamos a hacer esta operación que es la suma (escribe en el pizarrón la operación ). Acuérdense que la crucecita nos indica la suma. M. Cuando es rayita es menos. Entonces, cuando sumemos vamos a anotar  cuánto nos da aquí (señalando la línea donde se debía escribir el resultado). M. ¿Qué debemos de hacer? ¿Tenemos que sumar, verdad? Hay que acomodar los números de esta manera ¿Entendieron cómo lo van a hacer? Esto lo van a escribir abajo del 32 (refiriéndose al 23) para que  podamos realizar la operación. M: Díganme ¿cuánto tenemos aquí? M: Tres (el Maestro contesta señalando las tres decenas de 32) M: ¿Cuánto hay aquí? (señalando las dos decenas de 23) M: Dos (el M contesta señalando el 2 del 23). M: Entonces ponen tres piedras y después ponen otras dos, las juntamos y lo que dé lo escribimos aquí (señalando la columna de las decenas). M: Después juntan dos piedritas, luego otras tres, las juntan y lo que quede lo ponen aquí abajo (señalando las unidades) A. (Los niños realizaron las sugerencias sin pedir alguna explicación y colocaron 55 en la línea de respuesta. En la segunda y tercera sesión de clases se plantearon otros problemas similares y la forma de proceder del profesor fue semejante en todos los casos. Su objetivo fue hacer que los niños reproduzcan una serie de tareas en las que debía contar, tratando de resolver tareas de suma y en escasas ocasiones tareas de resta mediante las acciones de agregar o sustraer  con el apoyo de piedras. Además, el maestro no permitió que los niños expongan sus razonamientos o explicaciones al resolver la tarea, ni ofreció retroalimentación ni explicación a los niños. En este proceso del aprendizaje el maestro trató de cuidar que los niños escribiesen correctamente los números y el signo “más” (+) y el signo menos (-), iniciando por escribir  los números, después el signo, escribir el número más grande arriba (alinear los números  por su valor posicional), escribir la raya y debajo de ésta el resultado, siempre co n la exigencia de que muestren primero un resultado mediante el conteo con material. Las órdenes del profesor en actos no son acciones que permitiesen la extensión del conocimiento matemático del niño; el hecho de que el maestro pidiese a los niños que quiten o agreguen piedras difícilmente promovería la comprensión de los conceptos de la
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suma y de la resta en los alumnos. Sin embargo, los alumnos trataban de resolver los  problemas aplicando las estrategias de conteo de la suma y de la resta. Se pudo apreciar que el aprendizaje de la suma y la resta se centró en la escritura de la operación, la obtención de un resultado del conteo con material y escribir el resultado obtenido por medio del conteo sin atender el procedimiento del algoritmo escrito. En cuanto a la aplicación del algoritmo, se observó una serie de inconsistencias; el maestro inició sumando las decenas y luego las unidades. En los problemas que se  plantearon nunca ocurrió que las decenas y las unidades sumaran más de 9. Esto permitió llegar una respuesta de las operaciones planteadas, sin embargo el valor posicional de los números no se consideraba, nunca se escucho al maestro mencionar el concepto de decena, sólo el de unidades. Además, en la clase se observó que los niños realmente sólo podían realizar sumas o restas con números de una cifra y no con dos cifras como proponía el maestro al iniciar la clase. Además, se observó la ausencia de preguntas o argumentos por   parte del maestro que guiasen al niño en la comprensión del valor posicional aplicado al concepto y solución del algoritmo de la suma. De manera general, el proceso de la enseñanza y aprendizaje de la suma y la resta pareciera que está destinado solo al cumplimiento del Plan y programa de estudios que a la finalidad de provocar algún cambio cognitivo (Martínez, 2006) que se caracterice por la construcción de más conocimiento matemático, en este caso el conocimiento y el empleo útil del conteo, como son el uso del valor y significado de los números, o la práctica de diferentes situaciones, como el  planteamiento de problemas aritméticos de la vida cotidiana que se orienten hacia el desarrollo conceptual de la adición y la sustracción (Gellman y Gallistel, 1978; Nunes y Bryant, 1997), y en su caso poderlos relacionar con sus algoritmos de la suma y la resta, que sean de utilidad para el desarrollo del conocimiento matemático del niño. A manera de conclusión de este apartado, a continuación se enlistan los principales resultados del análisis de los datos recabados: 1. Los participantes cometieron errores relacionados con la acción de contar. 2. La estrategia contar todo fue la herramienta básica para solucionar tanto los  problemas aditivos como los de sustracción; ahora bien, de acuerdo con
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Bermejo (1990) el niño utiliza la estrategia de contar todo antes de acudir a la escuela. 3. Los participantes tenían poco dominio de los algoritmos de la suma y la resta e intentaron solucionar los problemas mediante el conteo y con el apoyo de una serie de dibujos gráficos y materiales concretos. 4. En dos niños se observó que a pesar de que emplearon los algoritmos de la suma o de la resta para llegar a la respuesta de la tarea, no tuvieron seguridad del resultado de sus operaciones y recurrieron a la representación gráfica de los datos para comprobar su respuesta. Además, los niños aun dependía de las estrategias de conteo para lograr las respuestas. 5. Otro dificultad fue el poco dominio del sistema decimal, los niños no podían realizar sumas o restas con números mayores a la decena. Al momento de escribir el algoritmo de la suma, los participantes cometieron errores de regla al alinear los números en un valor posicional inadecuado. 6. También los niños presentaron dificultades para interpretar o comprender la intencionalidad del problema y utilizaron una operación errónea, esto se observó cuando se debería proceder con una resta, los niños procedieron con una suma. 7. Por su parte, el trabajo que el profesor dirige en el salón de clases consistía en ofrecer a los alumnos un procedimiento que no le permitía a los alumnos comprender y analizar el problema en cuestión. De esta manera, no se le  permitía a los niños experimentar y utilizar sus experiencias para lograr un  procedimiento que lo condujera a la solución.
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Capítulo V. Conclusiones y recomendaciones En esta sección, se enuncian conclusiones sobre el análisis de los datos y se retoman las preguntas de investigación planteadas en el capítulo uno y, finalmente se realizan las recomendaciones que de esta investigación se infieren. El análisis de los resultados muestra que los alumnos que formaron parte de este estudio parecen seguir un patrón evolutivo a nivel cognoscitivo que coincide con lo establecido por Piaget (1965, 1967), en relación con la adquisición de nociones vinculadas al conocimiento matemático. Esta progresión se observó cuando los participantes resolvieron problemas en el nivel de hechos numéricos. Los niños antes de recurrir al algoritmo de la suma o de la resta para solucionar la tarea, representaron cada elemento y las relaciones matemáticas del problema mediante sus dedos, representaciones gráficas, cálculo mental y estrategias de conteo. En este sentido, el trabajo realizado coincide con los estudios de Carraher, Carraher y Schliemann (1991) quienes señalan que las estrategias de conteo y maneras de representar son un antecedente para que los niños entiendan el algoritmo de la adición y de la sustracción. Ahora bien, aquellos conocimientos que el niño emplea antes de acudir a la escuela para solucionar problemas que impliquen una acción como sumar, restar, multiplicar o dividir, deberían ser la base para lograr los conceptos de las operaciones aritméticas. Por otro lado, los niños lograron comprender los problemas de cambio y de combinación sin mayor dificultad; en tanto que en los problemas de igualación y comparación fueron tareas donde los niños mostraron mayor dificultad para comprender el contenido matemático del problema y lograr la respuesta. Incluso, en los problemas de igualación, los niños mostraron mucha mayor  dificultad que en los problemas de comparación, ya que para resolver éste tipo de  problemas los niños implementaron acciones con las que no lograron interpretar el contenido matemático del problema, tampoco lograron identificar el objetivo del problema y presentaron dificultad para elegir y aplicar un procedimiento en la solución de la tarea. Asimismo, los niños tuvieron dificultad para comprender las relaciones matemáticas de adición o sustracción subyacente a la tarea; por lo tanto, los niños procedían como en los  problemas de cambio o combinación, lo cual fue erróneo. Estas dificultades son semejantes
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a las que se reportan en los resultados de los ENLACE 2008 y 2009: los niños y las niñas no logran resolver problemas que impliquen una resta y se le dificulta reconocer distintos  procedimientos para resolver una suma. Por otro parte, los inconvenientes observados en la implementación de los algoritmos, indican que el proceso de la enseñanza y aprendizaje de la suma y de la resta  pareciera estar destinado sólo al cumplimiento del Plan y programa de estudios, que a la finalidad de provocar algún cambio cognitivo que se caracterice por la construcción de más conocimiento matemático como el conocimiento y el empleo útil del conteo, el uso del valor y significado de los números, o a la práctica de diferentes situaciones como el  planteamiento de problemas aritméticos de la vida cotidiana orientados hacia el desarrollo conceptual de la adición y la sustracción, y en tal caso que la resolución de estos problemas sean de utilidad para el desarrollo del pensamiento matemático del niño. Los resultados de esta investigación muestran que las dificultades de los niños en la solución de problemas se suma y de resta se encuentra vinculadas con factores que determinan la apropiación y articulación de los algoritmos de la suma y la resta, desde la  perspectiva de esta tesis, estos factores se relación con el hecho de que los niños sólo son expuestos a problemas de cambio, o sea, a una de las categorías de problemas propuestos  por Bermejo (1990). Además, los niños repiten procedimiento memorizados y enfocados a solucionar tareas, donde la operación se refiere a encontrar la incógnita final. Esto tiene consecuencias en el aprovechamiento escolar, ya que limita el desarrollo del cálculo relacional y centra al alumno en un aprendizaje del cálculo numérico. Por otra parte, los niños no pudieron determinar las relaciones entre un número dado y el que le sigue. Esto es, no pudieron realizar con eficacias sumas de N+1 o diferencias como N-1. Asimismo, los niños demostraron un bajo dominio de los principios relacionados con contar (orden estable, de correspondencia, de unicidad, de atracción, valor cardinal y de la irrelevancia del orden) ya que no pudieron realizar de forma práctica la comparación de los conjuntos que se les proponía en los problemas. En otras palabras, los niños no estaban  preparados para implementar los algoritmos de la suma y de la resta como acciones  prácticas para operar con los números. Estas dificultades son semejantes a las que se han reportado por los ENLACE 2008 y 2009 y se vinculan directamente con aquellas que
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señalan que los niños no pueden resolver problemas que impliquen unir y resolver   problemas que impliquen agregar. Considerando que las primeros nociones del conceptos que desarrolla el niños sobre la adición y la sustracción provienen de contextos circundantes a él, donde cuenta y emplea  palabras como “se da”, “se quita”, “menos que”, “más que”, y nunca de las expresiones numéricas en abstracto; los conceptos de suma y de resta deben provenir de situaciones de la vida cotidiana de los niños (Bermejo, Rodríguez y Pérez, 2000). De esta forma, los  problemas planteados en la escuela y la orientación del maestro para arribar a su solución, deberían ayudar a conectar las actividades del salón de clases con el conocimiento que el niño ya posee y que además el niño intenta usar. Entre los hallazgos de este trabajo, se encuentra el análisis del tipo de solución que los participantes dieron en los problemas del tercer nivel (hechos numéricos), donde los niños emplearon sus propios recursos o saberes matemáticos, o sea, resolvieron los  problemas mediante el uso de las estrategias de conteo sin la necesidad de utilizar los algoritmos formales. Esto quiere decir que los niños cuentan con experiencias matemáticas  previas obtenidas, ya sea de su contexto o de la educación preescolar; entonces, el maestro de la clase debería conocer cuál es el conocimiento matemático inherente al niño a fin de guiar el aprendizaje con actividades efectivas para lograr un pensamiento matemático más abstracto. Además, en el análisis de los resultados de los tres niveles de abstracción reveló que los participantes se encontraban en diferentes niveles de dominio de los antecedentes conceptuales para lograr los algoritmos de la suma y de la resta, sin embargo, la forma de  proceder del maestro fue igual en todos las clases observadas, dejando por un lado la experiencia de los alumnos.  Recomendaciones A continuación se exponen algunas recomendaciones para el maestro con la finalidad de que los niños logren desde la perspectiva de este trabajo, el aprendizaje de la suma y la resta como herramientas convencionales para solucionar problemas con facilidad y rapidez. Primero, es importante y necesario que a los alumnos en el salón de clases se les
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 brinden categorías diferentes de problemas para su análisis y solución; por ejemplo, los  planteados por Bermejo (1990). Esto permitiría que durante el proceso de solución, el estudiante adquiera mayor comprensión y habilidades intelectuales necesarias para comprender otros conocimientos más complejos y extenderse a otros campos del ámbito matemático con mayor facilidad. Del mismo modo, el maestro en clases debe brindar las oportunidades para reflexionar sobre los problemas contribuyendo a que el alumno transite de un razonamiento matemático concreto e informal a uno más abstracto y conceptual. Además, es importante que el profesor formule cuestiones que permitan al niño reflexionar sobre el concepto de la suma y su relación con el procedimiento de solución, además de plantear problemas más complejos como son los de igualación y de comparación. En términos generales, los niños de contextos más desfavorecidos emplean el modelado directo con dibujos u objetos para solucionar problemas aritméticos, sin embargo, presentan dificultad para solucionar problemas o para hacer una representación mental de los mismos, así sean los problemas muy sencillos o más complejos. Entonces, resulta necesario apoyar a los niños que se encuentran en este nivel de abstracción con el uso de material concreto hasta que ellos adquieran desarrollos cognitivos más complejos;  por ejemplo, veamos cómo iniciar con la enseñanza de los números hasta el 10: Primero, el profesor debería dar mayor importancia a los principios básicos que fundamentan las operaciones de sumar y de restar, como son, el concepto de igualdad, el  pensamiento del esquema parte-todo y al mismo tiempo asentar las bases del Sistema numérico decimal. Esto podría ocurrir de la forma siguiente: En la Figura 10 se observa un ejemplo de la representación del número 1,  posteriormente se forma el número 2 mediante la adición de 1+1, esto es: 1lápiz+1lápiz= 2 lápices. El 3 se formaría con la suma de 2+1, el 4 sería la suma de 1+3 ó 2+2 y en su caso el 5 sería 1+4 ó 2+3. Después de lograr que el niño tenga un amplio dominio de lo que 1, 2, 3, 4 y 5 representan, y que además cada número sea un todo compuesto de otros números podrá avanzar hacia números más grandes mediante de cantidades conocidas.
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 Figura 10. Representación concreta de los números hasta el 5 Recapitulando, con lo que hasta aquí se ha propuesto el niño formaría la secuencia numérica hasta el 5. En la Figura 18 se muestra un ejercicio para retroalimentar el aprendizaje alcanzado. 1=1 2=1+1 3=1+2 4=2+2 ó 4=1+3 5=1+4 ó 2+3 Los números 6, 7, 8, 9 y 10 se podrán formar siguiendo la misma lógica: 6=1+5, 2+4, 3+3 7=1+6, 2+5, 3+4 ´ 8=1+7, 2+6, 3+5, 4+4 9=1+8, 2+7, 3+6, 4+5 10=1+9, 2+8, 3+7, 4+6, 5+5 Por otro lado, aunque el proceso de enseñanza y de aprendizaje tenga predominio de concepciones del maestro tal y como lo asegura Díaz y Hernández, (2003) y Thompson, (1992). La enseñanza que imparte el profesor aún en una actividad por muy sencilla que esta sea; por ejemplo: formar una decena con objetos o colorear cinco globos, no se pueden aprender por simple repetición ni reproducirse mecánicamente; el niño que cuenta, el niño que dibuja, debe comprender el procedimiento y otorgarle un sentido a la tarea, para que el comportamiento constituya un acto matemático genuino y se pueda llegar a un entendimiento conceptual, y no sólo quede en una forma de proceder ante alguna situación, como la forma de proceder en la solución de problemas aritméticos en el salón de clases
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durante la recogida de datos.



 Figura 1. Ejercicio para estimar el avance del dominio de los números hasta el 10 Ahora bien, se puede iniciar ya con el cálculo mental Resulta apropiado promover el aprendizaje de los algoritmos de la suma y la resta sobre la base conceptual y estratégica que ya tienen los niños, dentro de un ambiente contextuado de solución de problemas auténticos, sin olvidar la reflexión sobre los mismos y no sólo la mecanización de los procedimientos. Además, es necesario continuar realizando investigaciones en los contextos más desfavorecidos del Estado de Campeche que contribuyan a revelar las dificultades del  proceso de la enseñanza y el aprendizaje, más aun cuando en México desde el año 2009 se ha iniciado la reforma gradual de los planes y programas de la educación primaria. Entonces, se podrá contar con estudios que ayuden al docente a establecer proyectos
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escolares para construir un puente entre lo que el niño sabe y lo que se pretende lograr con el currículo oficial. En relación con el conocimiento numérico, es deseable plantear una diversidad de situaciones didácticas referidas al cambio, combinación, comparación e igualación, que ayuden al niño desarrollar los principios básicos del conocimiento numérico, y no sólo a contar por el contar en sí o la práctica rutinaria del numeral. Esto permite asimismo afrontar  la complejidad creciente de los tipos de problemas matemáticos que se le presentan al alumno en estos grados escolares. Los docentes deben reunirse y validar secuencias didácticas en colectivo para analizar el sentido de su labor docente y para plantear y afrontar las necesidades y  problemas de la enseñanza, en este caso de las matemáticas. Finalmente, es importante revisar la secuencia y organización de contenidos del currículo de matemáticas en los primeros grados de la primaria para plantear secuencias de aprendizajes validadas por expertos en didáctica de las matemáticas.
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