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SESION 01 INTRODUCCIÓN



El término Estadística tiene diversos signifcados, dependiendo del modo en que se empl emplee ee;; así así pues pues,, para para un polí políti tico co,, esta estará rá relacionado con algún tipo de récord nacional o regio regional nal;; un cientí científco fco lo relac relacion ionará ará con alguna alguna técnic técnica a más o menos menos sofst sofstica icada da de prueba de hipótesis; para un matemático, este término estará relacionado con alguna órmula emplea empleada da para para estima estimarr algún algún parám parámetr etro o de una variable aleatoria. odos estos signifcados se agrupan para ormar esta ciencia, rama de las las mate matemá máti tica cas, s, la cual cual se und undam amen enta ta básicamente en la teoría de probabilidades. !ntes de tratar de discutir este tema, será conveniente revisar algunas defniciones" #teel $ orri orrie e dicen que la estadísti estadística ca %es la ciencia, pura $ aplicada, que se encarga de crear crear,, desar desarro rolla llarr $ aplica aplicarr técnic técnicas, as, de tal manera que la incertidumbre de las inerencias inductivas pueda ser evaluada%. #egún &e'is, %ciencia $ técnica que se ocupa de reuni eunir, r, anal anali( i(ar ar $ resum esumir ir dato datoss $ de estimar la probabilidad de la inerencia que se haga con dichos datos%.  oro,  oro, defne a la estadística como %ciencia que tiene por ob)eto agrupar metódicamente todos los hechos que se presten a una valuación numérica%. Toro , defne a la bioestadística como %parte de la biología que aplica a los seres vivientes los los méto método doss esta estadí díst stic icos os $ el cálc cálcul ulo o de probabilidades%. La Estadí Estadísti stica ca, part partic icul ular arme ment nte e desd desde e el punto de vista aplicado al método científco, es una ciencia ciencia )oven pudiéndose estudiar desde dos aspectos" el descriptivo $ el inerencial" &a Estadística Estadística *escriptiva. *escriptiva. se ocupa de la representación ob)etiva de la inor inormac mación ión +datos +datos colec colectad tada; a; para para esto se requiere al menos de un mínimo de conocimientos teóricos, así  com como de bast basta ante nte habi habili lida dad d para para comunicar en orma clara un mensa)e des deseado eado,, haci hacien endo do uso uso de fgur fguras as,, gráfcas, tablas, dibu)os, etc. &a Estadíst Estadística ica -nere -nerencial ncial.. trata trata de lo concerniente a la obtención de dedu deducc ccio ione ness de una una part parte e al todo todo,, desarrollando para esto las técnicas de muestreo, las técnicas de estimación $ las técnicas de prueba de hipótesis. ara llegar a la parte aplicada, $ principalmente para conocer las bases sobre las que descansa esto, se necesita tener al menos un concepto somero acerca de •



•



2



mediciones, álgebra de con)untos, probabilida idades, variab iables, unciones, dens densid idad ades es,, dist distri ribu buci cion ones es $ de límit límites es de confan(a en la estimación de parámetros o constantes poblacionales. &os &os ob)etiv ob)etivos os que e/pon e/pone e 01enter 01enter para para un curso de este estilo, parecen mu$ apropiados para fnali(ar este capítulo de introducción" -ntr ntroduci ducirr a los los estud studia iant ntes es en el lengua lengua)e )e $ floso flosoía ía de la estadí estadísti stica. ca. relacionarlos con los tipos de problemas que pueden ser conducidos a soluciones estadísticas. resentar sufciente técnica estadística para para que los los estud tudiant iantes es pue puedan dan trab traba) a)ar ar algu alguno noss tipo tiposs está estánd ndar ar de problemas. 2abi 2abili lita tarr a los los estu estudi dian ante tess para para que que puedan leer $ comprender los resultados sumari(ados de e/per e/perime imento ntoss estadí estadísti stico coss llevad llevados os a cabo por otros otros investigad investigadore ores. s. puede ser que que algu alguno noss nunc nunca a teng tengan an que que llev llevar ar a cabo cabo un e/pe e/peri rime ment nto o por por sí  mismos mismos,, pero pero puede puede ser que tengan tengan que leer acerca del traba)o de otros en %3ournals%. •



•



•



PERMUTACIONES Permutaci!" 4on)unto ordenado de n elementos. Notaci!" n ; n,n ; !n, n ermutación ermutación de 5 elementos 5 6 57 or lo que" P! # !$ 5 6 57 6 5 / 8 / 9 / : /  6 :< E%em&'o 1" ara el con)un )unto =a, b, c> e/isten las siguientes permutaciones" permutaciones" #olución" !bc, acb, bca, bac, cab, cba 6 ? 9 6 97 6 ? E%em&'o (" En una una asam samblea blea de acci accio onis nistas, tas, ha$ ha$ ? personas que han solicitado hacer uso de la pala palabr bra a @En @En cuán cuánta tass órde órdene ness die dierrente entess pueden hablar, si es que no se ha establecido un orden de prioridadesA #olución" ? 6 ?7 6 B:< ormas distintas E%em&'o )" En un pro proces ceso de manu manua act ctur ura a ha$ ha$ seis eis operaciones distintas, que se indican con !, C, 4, *, E $ D. En general no e/iste una secuencia f)a para las operaciones, con la salvedad de que ! debe eectuarse al principio $ D al fnal.
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@4uá @4uánt ntas as secu secuen enci cias as die dierrente entess pued pueden en ocurrirA #olución" A * C D E + 8 6 87 6 :8 ormas dierentes 4uando se toman parte de los elementos del con)unto se tiene" (n
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E%em&'o ." *e cuántas maneras 9 resadoras, 8 tornos, 8 taladros $ : cepillos pueden ordenarse en fla en un taller, de modo que el mismo tipo de máquina queden )untas. 9D 8 8 :4
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E%em&'o -" 2a$ B candidatos para desempear 9 tareas, si todos los candidatos son igualmente efcien efcientes tes,, @*e cuánta cuántass manera manerass se puede puede eectuar la asignaciónA #olución"



B,9 6



ara determinar el número de combinaciones de n elementos tomando de r en r"



C 7



E%em&'o " #i " n 6 5 $



8 6 87



8 6 87
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8 6 87



− r )!



Com/i!acio!es " Gna combinación de H n I elementos tomados de H r I en H r I es un subcon)unto no ordenado de HrI HrI elementos con r J n. : combin combinaci acione oness ormad ormadas as por r elemen elementos tos son son dist distin inta tas, s, si dife diferren al meno menoss en un elemento. E%em&'o 1" #ea el con)unto =a, b, c> de cuántas maneras podemos seleccionar" seleccionar" a un elemento b dos elementos c tres elementos #olución"



a E/is E/iste ten n 9 orm ormas as de sele selecc ccio iona narr un un elementos" a; b; c. b E/iste E/isten n 9 ormas ormas de selecc seleccion ionar ar dos elementos" ab, ac, bc c E/iste  or orma de se selec leccionar 9 elementos" abc
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10.9.8.7! 7!.3!
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E%em&'o (" El congreso anglome/icano de administración pública, debe elegir el uturo comité e)ecutivo que regirá a esa institución durante el pró/imo ao. &a comisión directiva se orma con ? integrantes $ este ao han sido propuestos B represe representant ntantes es me/icano me/icanoss $ 8 ingleses ingleses para ser electo electos. s. #e pide pide deter determin minar ar de cuánta cuántass maneras se puede integrar la comisión en los siguientes casos"



a #i en la la co comisión deb debe hab haber 8 me/icanos $ : ingleses. b #i en la comi comisi sión ón debe debe habe haberr como como mínimo : ingleses $ : me/icanos. #olución" a &os me/icano me/icanoss se pueden pueden escoger escoger de" 7
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&os ingleses se pueden escoger de" 4



97 / 87 / 87 / :7 / 87 6 ?5, ?5,FF FFF F mane manera rass dierentes
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4on)untamente " b 
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6 95 / ? 6 :



#e pueden presentar los casos" : ingleses $ 8 me/icanos" 4



95 6 :< : 9 ingleses $ 9 me/icanos"



C 2 4



7



C 4 7



C 3 C 3



6? /



6 8



9 8 ingleses $ : me/icanos" C 44 C 37  6 : :< K 8< K : 6 9B E%em&'o )" En los los labo labora rato tori rios os HE&L HE&LMI MI ha$ ha$ 9 pla( pla(as as vaca vacant ntes es de un tota totall de 99 soli solici citu tude dess de empleo, sólo 8 se han considerado acep acepta tabl bles es,, en base basess en las las entr entrev evis ista tass practicada practicadass por el departame departamento nto de personal. personal. @*e cuántas maneras pueden asignarse las 9 pla(asA a #i todos todos los empleo empleoss son son de la misma misma categoría
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b #i un empleo es de gerente de ventas, uno es de agente visitador para las ciudades de uebla $ la/cala $ otro de agente visitador para las ciudades de ampico $ 4d. Nadero. #olución" 14 a C 3 = 364 b



=



14  P  3



14! 11!



= 2184



Pro/'emas  E%ercicios Pro&uestos" . *e B candidatos @ 4uántas ternos se pueden escogerA :. 8 alumnos deciden el horario en el cual harán sus prácticas pre proesionales , sabiendo que e/isten ? turnos disponible distintos $ en cada turno debe asistir uno de ellos. Entonces cuántas ormas pueden practicar 9. En la distribución de material para médico para 5 hospitales se tomó en cuenta lo siguiente "  ! uno de ellos se debe entregar el material a las F"9< al otro a las O"<< $ al siguiente a las O"9< $ así sucesivamente hasta el último . #i e/iste la posibilidad de variar el orden de entrega de material a cada hospital, entonces de cuantas ormas distintas se entrega el material.



8. 4uántos ob)etos distintos deben e/istir para que el número de combinación que se puede ormar , tomándolos de : en : sea igual a ? veces el número de ob)etos 5. 4alcular " a ) K 
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35!*28! 27!*36! 29! 27!+28! 36!+37! 37!−36!



SESION 0(



COM*INACIONES A!'isis Com/i!atorio Pri!ci&io +u!dame!ta' de' Co!teo" #uponga que una persona tiene : ormas de ir de una ciudad ! a otra ciudad C; $ una ve( llegada a C, tiene 9 maneras de llegar a otra ciudad 4, @*e cuántas maneras podrá reali(ar el via)e de ! a 4 pasando por CA



4



#i empe(ó a pie, podrá tomar luego avión, carro o trasatlántico, $ si empe(ó en bicicleta, también podrá tomar avión, carro o trasatlántico. &a persona tuvo ? ormas dierentes de reali(ar el via)e que son" +iniciales pa, pc, pt, ba, bc, bt. +: / 9 6 ? #e puede representar en un diagrama de árbol



or lo que el principio undamental del análisis combinatorio, puede e/presarse así" #i una primera decisión, operación o acción puede eectuarse de a ormas dierentes, una segunda acción puede eectuarse de b ormas dierentes, una tercera acción puede eectuarse de c ormas dierentes $ así  sucesivamente hasta la enésima acción que puede eectuarse de ( ormas dierentes, entonces el número total de ormas dierentes que pueden eectuarse estas n acciones es igual con" a / b / c / ... / ( Este principio también se llama principio del análisis combinatorio ó principio multiplicativo. E%em&'o 1"  @*e cuántas maneras dierentes podrá vestirse un )oven que tiene 9 camisas dierentes, 8 pantalones $ : pares de cal(adoA #olución" 9 / 8 / : 6 :8 maneras dierentes E%em&'o (" En una ciudad los números de teléono constan de 5 dígitos, cada uno de los cuales se llama con alguno de los < dígitos +< al O. @4uántos números dierentes pueden ormularseA #olución" < / < / < / < / < 6 
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nacional destinado a adivinar el nombre uturo de esa línea de productos. &as condiciones son" a &os nombres que se propongan deben ser de 8 letras. b Pinguna letra debe repetirse. c &a primera $ tercera letras deben ser consonantes. d &a segunda $ cuarta letras deben ser vocales. e #i una persona propone : veces el mismo nombre queda descalifcada. @4uántos nombres debe proponer una persona para estar seguro que participa en el sorteo públicoA Co!siderar (2 'etras de' a'3a/eto  #olución"  :9 / 5 / :: / 8 6 


ropiedades" a para n natural n7 6 n+nQ7 E%em&'o" B7 6 B / ?7 6 B / ? / 5 / 87 b 


9 8



5



5 4uando n es demasiado grande se suele utili(ar la órmula de #tirling" E%em&'o" *eterminar 5
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negocio puede resultar desde un gran é/ito hasta un racaso, es decir, la ganancia no es f)a, sino que depende del é/ito a obtener. #i no podemos evaluar qué tan actible es cada monto posible de la ganancia, tenemos una situación de incertidumbre. or el contrario, si podemos tener una idea de qué tan probables son los dierentes resultados $ entonces tendremos una situación de riesgo. Esta última es la que llamamos aleatoria o a(arosa. Es&acio Muestra'  Pro/a/i'idad8 El párrao anterior se resume diciendo que en las situaciones o e/perimentos aleatorios tenemos dos elementos esenciales" . Gna lista de posibilidades a uturo" espacio muestral :. Gna cuantifcación de la incertidumbre sobre esa lista de posibilidades" asignación de probabilidades. 4ualquier problema o situación en la probabilidad, parte de esos dos elementos" Espacio Nuestral $ robabilidades. ESPACIO MUESTRAL8 El espacio muestral es el con)unto de todos los posibles resultados de un e/perimento o situación aleatoria. #i en una ca)a ha$ < man(anas $ : están echadas a perder +Val menos en este momento7, al e/traer tres man(anas $ ver cuantas son buenas podemos obtener , : o 9 buenas +V< buenas es imposible7. *e modo que en este e)emplo el espacio muestral es" = , :, 9 >. #i un )uego consiste en tirar todos los volados que hagan alta hasta obtener tres águilas seguidas o hasta que sean 5 volados, si nos f)amos en el número de volados requeridos, el espacio muestral es" = 9, 8, 5, . . . , 5 >. ero si nos f)áramos en el número de soles que resultan, entonces el espacio muestral es" = . Es claro que para determinar el espacio muestral en un e/perimento aleatorio es necesario entender perectamente" Wué se va a hacer. Wué se va a observar o contar. • •



SUCESOS O E6ENTOS8 4uando se tiene un espacio muestral llamamos, ormalmente evento a cualquier subcon)unto del espacio muestral. *ecimos que un evento se reali(a, cuando el resultado del e/perimento aleatorio es un elemento del evento. &as dos defniciones anteriores son mu$ abstractas. Teamos un par de e)emplos.
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En el caso de contar cuantos volados hacen alta para conseguir tres águilas seguidas o tirar 5 volados; el espacio muestral son los números" 9, 8, 5, . . . , 5. Gn evento podría ser = 9, 5, B, . . . , 5>. Este evento corresponde a que el número de tiros necesario sea n ó n. #i al hacer los volados los resultados ueran" !!#!!###!!! +aquí nos detenemos porque han caído $a, tres águilas seguidas, el evento si se reali(ó porque el número necesario ue  $ es nón. ###!!! +aquí paramos porque $a ha$ tres águilas, el evento !o se reali(ó. odemos pensar que cada e/perimento al a(ar es un )uego $ que un evento es una lista de los resultados que hacen que XM gane. Mtro e)emplo más. !l comprar llantas para mi auto, puede ser que manifesten un deecto de abricación dentro del período de garantía total $ que el abricante deba reponerlas.  ambién puede pasar que el deecto se manifeste en el período de garantía parcial $ que el abricante bonifque sólo un porcenta)e o que el deecto se manifeste después de vencido el período de garantía en cu$o caso el abricante no paga nada. ambién puede pasar que las llantas no tengan deecto de abricación aparente $ que no ha$a garantía que reclamar. 4omo se puede considerar que las llantas que me vendieron se escogieron al a(ar de entre toda la producción, tenemos un e/perimento aleatorio. El espacio muestral en este e/perimento es" # 6 = , , :, 9, P, ML >. 4on la siguiente notación " pago total,  pago del 5 sólo se reali(a cuando las llantas no tienen deecto. En este último e)emplo se tiene un evento simple porque consta de un solo punto del espacio muestral. #erá compuesto cuando tiene varios puntos del espacio muestral. #e llama evento imposible al que no puede ocurrir; éste evento corresponde al con)unto vacío. Mtro evento e/tremo es el espacio muestral mismo que, puesto que siempre ocurre, se llama evento seguro. •



•



roblemas ropuestos" . En una ca)a ha$ F ocos de los cuales 9 están undidos. #e van a sacar los ocos de uno en uno, hasta encontrar los tres undidos. #i nos f)amos en el número de ocos que se quedan en la ca)a @cuál es el espacio muestralA
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:. En el e/perimento de los volados mencionado arriba. #i nos f)amos en el número de soles que salieron, describa en sus propias palabras, cuál es el evento = . #i los resultados ueron !!#!!#!!! @or qué se detuvo el e/perimentoA @#e reali(ó el eventoA 9. 3úntese con un compaero de este curso $ entre los dos discutan $ encuentren un e)emplo de un e/perimento aleatorio relacionado con las personas que están en la biblioteca después de las < de la noche. E/pliquen cuál es el espacio muestral. E/pliquen qué inormación necesitarían para asignar probabilidades. 8. 4on su mismo compaero, encuentren un e)emplo de un e/perimento aleatorio reerente a las inscripciones. *etallen el espacio muestral. ropongan un evento. *en un e)emplo de un resultado que implique que el evento no se reali(ó $ otro resultado donde el evento sí se ha$a reali(ado. SESION 0PRACTICA CALI+ICADA SESION 0. PRO*A*ILIDAD



!parte del espacio muestral, en cada e/perimento aleatorio ha$ una asignación primaria de probabilidades. Casados en la e/periencia o en ra(onamientos de simetría, a cada elemento del espacio muestral le asignamos una evaluación de qué tan actible es. Esta evaluación se reZe)a en un porcenta)e +número entre < $ . Entre más actible sea el resultado, ma$or es el porcenta)e que se le asigna. &os casos e/tremos son" Gn evento que no puede suceder, tiene probabilidad cero. Nuchas veces estos eventos con probabilidad cero son imposibles por alguna contradicción lógica en su defnición. or e)emplo" RRque la suma de dos dados sea n ó n $ los dos dados tengan el mismo númeroSS. En el otro e/tremo ha$ eventos que siempre suceden $ estos tienen probabilidad uno. or e)emplo" RRque el número de águilas en dos volados sea menor o igual a B.FSS, aunque el evento pueda resultar e/trao en su defnición, siempre sucede $ tiene probabilidad igual a . •



•
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&a asignación toma la orma matemática de una unción $ se llama unción de probabilidad. El dominio de esta unción es el espacio muestral $ su codominio es el intervalo real [ . &a unción de probabilidad le asigna a cada uno de los elementos del espacio muestral el valor de  ] ?. Esta asignación la hacemos porque el dado está balanceado. *ecimos que la probabilidad de un evento es el número de resultados avorables al evento entre el número de resultados posibles.



or e)emplo, la probabilidad de que el resultado sea ma$or que 8 es : ] ?, porque ha$ : resultados avorables entre los ? resultados posibles. Dormalmente, el evento es ! 6 = 5, ? > $ [!\ 6 :]?. &a probabilidad que resulta de esta manera, tiene una interpretación empírica; si hacemos una serie larga de lan(amientos del dado, $ observamos la recuencia de resultados avorables al evento !, esta recuencia tiende a ser :]?. Mtro e)emplo" una urna con 5< papelitos numerados de los cuales se escoge uno para que tenga un premio. El espacio muestral es = , :, 9, . . . , 5< >. &a asignación de probabilidades es de  ] 5< para cada resultado. #i $o compré los números , 8 $ F; el evento de que $o gane es = , 8, F > $ la probabilidad de que gane es 9 ] 5
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!l defnir los sucesos hablamos de las dierentes relaciones que pueden guardar dos sucesos entre sí, así como de las posibles relaciones que se pueden establecer entre los mismos. Tamos a ver ahora cómo se reZe)a esto en el cálculo de probabilidades. a; U! suceso &uede estar co!te!ido e! otro" entonces, la probabilidad del primer suceso será menor que la del suceso que lo contiene. E%em&'o" lan(amos un dado $ anali(amos dos sucesos" a que salga el número ?, $ b que salga un número par. *i)imos que el suceso a está contenido en el suceso b. +! 6 ]? 6 
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e; Sucesos i!com&ati/'es" la probabilidad de la unión de dos sucesos incompatibles será igual a la suma de las probabilidades de cada uno de los sucesos +$a que su intersección es el con)unto vacio $ por lo tanto no ha$ que restarle nada. E%em&'o" lan(amos un dado al aire $ anali(amos dos sucesos" a que salga un número menor que 9, $ b que salga el número ?. &a probabilidad del suceso unión de estos dos sucesos será igual a" +! 6 : ] ? 6 


 eniendo en cuenta las operaciones para hacer con)untos nuevos, ha$ algunos hechos undamentales respecto a la probabilidad que se cumplen siempre" . +! ma$or o igual a < :. +# 6  9. +! ó C 6 +! K +C si ! $ C son e/clu$entes. *e estas tres propiedades, los matemáticos deducen un montón de reglas útiles para calcular probabilidades en situaciones más complicadas. ! este tipo de proposiciones de las que se deducen otras, se les llama a/iomas
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$ los tres de arriba son los a/iomas de la probabilidad. !lgunas de las órmulas más útiles, deducidas de los a/iomas, son las siguientes. + vacío  6 < +!S 6 Q +! +! Q C 6 +! Q +! $ C #i ! está contenido en C entonces +! menor o igual a +C +! menor o igual a  +! ó C 6 +! K +C Q +! $ C. &a deducción de estas le$es a partir de los tres a/iomas es un e)ercicio de ingenio matemático al que valdría la pena asomarse, pero en el que no tenemos intención de meternos de lleno. Xa que desde el punto de vista de este curso, lo interesante es aplicarlas. Uespecto a la tercera de la reglas, note bien que la resta de con)untos se defne así" RR! Q CSS es la colección de elementos de ! que no están en C. *e tal suerte que +! Q C debe contemplar sólo a elementos de ! $ por eso es que a +! no le restamos +C sino solamente +! $ C. Mtro comentario lo merece la última regla" +! ó C 6 +! K +C Q +! $ C. Es preciso restar +! $ C $a que así no lo hiciéramos, se estaría tomando en cuenta dos veces a los elementos comunes a ! $ a C. • • • •



• •



Pro/'emas Pro&uestos Reso'>er 'os si5uie!tes e%ercicios . -nventen un )uego con dos dados. 4omo e)emplos, o tirar dos dados $ el resultado no es la suma de los dados sino la multiplicación. o tirar dos dados $ el resultado es <<< si la suma de los dos es par $ 5<<< si la suma es n ó n. Escriban el espacio muestral $, teniendo en cuenta que las 9? pare)as de posibles resultados con dos dados" = +,, +,:, +,9, . . . > son igualmente probables, encuentren la unción de probabilidad para el )uego que inventaron. Com/i!acio!es de Sucesos o E>e!tos8 *efnir la unión e intersección de eventos. Mbtener la probabilidad de la unión e intersección de eventos. Enunciar $ aplicar las le$es de la probabilidad. *efnir eventos mutuamente e/clu$entes $ la partición de un espacio muestral. Establecer $ aplicar la le$ de la adición de la probabilidad para n eventos.
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De 'a 3u!ci! de Pro/a/i'idad a' c'cu'o de &ro/a/i'idades  oda la inormación matemáticamente importante respecto a un e/perimento aleatorio se encuentra en" El espacio muestral. &a unción de probabilidad. El cálculo de la probabilidad de un evento se simplifca partiéndolo en eventos más sencillos $ uniendo los peda(os de acuerdo a la llamada le$ de la adición para probabilidades. Gn e)emplo nos puede servir. #e van a tirar dos dados $ $o gano si la suma de los dados da siete o aunque la suma no sea siete, si uno, al menos, de los dados cae en uno. &os resultados de tirar los dados son 9?" # 6 = +,,+,:,+,9, . . . ,+?,? >. !demás, por la simetría interna de los dados, cada uno de estos 9? resultados es igualmente probable. Esto establece la unción de probabilidad. asemos al problema de calcular la probabilidad de ganar. Gna manera equivocada de resolver el problema es así. Xo gano si el primer dado cae uno o el segundo dado cae uno o la suma de los dos es siete. 4omo las respectivas probabilidades son"  ] ?,  ] ? $  ] ?. &a probabilidad de que gane es la suma de estas tres,  ] :. &o que tiene mal este ra(onamiento es que los eventos en que hemos partido el resultado de que $o gane no son a)enos, $ en estas circunstancias no se vale sumar las probabilidades $ $a. ara responder correctamente ha$ que partir el resultado de que $o gane en más peda(os" que el primer dado caiga uno $ el otro no o que el segundo caiga uno $ el primero no o que los dos caigan uno o que la suma sea siete pero no ha$a ningún uno. &as respectivas probabilidades son" 5 ] 9?, 5 ] 9?,  ] 9? $ 8 ] 9?. ara una probabilidad total de ganar de" 5 ] 9?; esto es menor que  ] : que es la que habíamos calculado mal. Dí)ese que para resolver el problema lo partimos en peda(os más pequeos, los peda(os son a)enos. la probabilidad ue la suma de esos peda(os. En el e)emplo usamos un espacio muestral equiprobable. • •



• •



• • •



•



•



• •



• •



Pro/'emas &ro&uestos" Resue'>a estos e%ercicios8
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. #e van a tirar 5 monedas $ el resultado va a ser el número de águilas menos el número de soles. Escriban el espacio muestral equiprobable para este e/perimento. +*ebe tener 9: resultados. :. #iguiendo con el e)ercicio anterior, me van a dar una cantidad de pesos igual a la resta" [número de águilas\ NEPM# [número de soles\. #i sale negativo quiere decir que V$o pago7 @4uál es la probabilidad de que gane más de dos pesosA 9. #i un dado se constru$e de modo que un  o un : ocurran dos veces más recuentemente que un 5, mismo que se presenta tres veces más seguido que un 9 o un 8 o un ?. @4uál es la probabilidad de que el número que se obtiene sea parA @4uál la de que sea un cuadrado perectoA @4uál la de que sea ma$or que 8A 8. @4ómo harían Gds. para construir un dado como el que se propone en el e)ercicio anteriorA SESION 10 E=AMEN PARCIAL SESION 11 PRO*A*ILIDAD CONDICIONAL



4onsideremos la siguiente situación. #e tienen tres urnas similares; por uera son idénticas. #e sabe que en la urna  ha$ 9 bolas blancas $ O a(ules, en la urna : ha$ :< bolas blancas $ : a(ules, en la urna 9 ha$  bolas blancas $  a(ules. #e va a sacar una bola de una de las urnas. uede ser a(ul o blanca. @4uál es la probabilidad de que sea blancaA 2a$ cuatro posibles soluciones" . &a probabilidad de una blanca es 9 ] ::. Esto es porque si se escoge la urna , ha$ 9 de :: bolas que son blancas. Esta respuesta nos de)a pensando en que es mu$ arbitrario decir que la urna escogida es la . #i la urna escogida uese la  esta sería la respuesta correcta. :. *e manera similar, podemos pensar que la urna escogida es la : $ entonces la probabilidad de una bola blanca es :< ] ::. •



•



•
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9. 4laro que, también, la urna escogida puede ser la 9 $ entonces la probabilidad de blanca es  ] ::. 8. 4omo no se sabe cual es la urna escogida $ las tres urnas tienen el mismo número de bolas, la probabilidad se calcula como si uese una gran urna con ?? bolas de las cuales 9 K :< K  son blancas $, así, la probabilidad es 98 ] ?? @4uál es la respuesta correctaA o @habrá otra que sea la respuesta correctaA Gna cosa es clara; si podemos suponer que la urna escogida es la , la respuesta correcta es la primera. &o mismo se puede decir de la segunda $ la tercera. &a cuarta es un poquito más atrevida $ qui(á sea correcta. or lo pronto vamos a darle un nombre a las tres primeras" les llamamos probabilidad condicional. ! la primera la llamamos RRprobabilidad condicional de blanca dado que la urna es la SS. ! la segunda, la llamamos de manera similar condicional de blanca dado que la urna es la :. ! la tercera se le da un nombre análogo [@4uál nombreA\. Nás adelante en el curso, veremos lo que se llama órmula de la probabilidad total $ entonces, veremos que la cuarta respuesta daría la RRprobabilidad no condicionalSS. or el momento ampliemos nuestras ideas sobre probabilidad condicional con un poco de matemáticas. •



•



•



Dormalmente, defnimos en clase la probabilidad condicional de la siguiente manera" + ! ^ C  6 [+ ! $ C \ ] [+ C \ El símbolo + ! ^ C  lo leemos como probabilidad de ! dado C. &o interpretamos como la probabilidad de que, sabiendo que $a sucedió C, además suceda !. En el e)emplo de las urnas ! sería el evento RRla bola es blancaSS; C sería la urna correspondiente. 4omo lo que está aba)o en el quebrado es la probabilidad de lo dado, la órmula no es simétrica en ! $ C. #i los intercambiamos, da otro número. Esto se ve en el e)emplo $a que no es lo mismo que nos inormen cual es el número de la urna escogida a que nos digan que la bola ue blanca $ nos pregunten cuál es la urna. Esta órmula no tiene sentido matemático si +C 6 


•



•
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decimos que la probabilidad condicional no está defnida. 4laro que eso está bien porque no puede haber sucedido algo que es imposible. Dí)ese que esta órmula se usará cuando ha$a una manera ácil de calcular las probabilidades no condicionales $ la condicional sea diícil. Eso no ue el caso con el color de la bola $ las urnas. ara e)emplifcar el tipo de situación en que nos sirve la órmula descrita, considere este problema. #e tiran dos dados $ se sabe que el primero no tiene el número 5. @4uál es la probabilidad de que la suma de los dados sea FA ara resolver, llamemos C el evento" RRel primer dado no es 5SS. ! el evento" RRla suma de los dados es FSS. 4on los datos se ve que" +C 6 9< ] 9?. orque de las 9? pare)as posibles, ? tienen 5 en el primer dado. +! $ C 6 8 ] 9?. orque sólo se obtiene F, con las pare)as +:,?, +9,5, +8,8 $ +?,: [&a pare)a +5,9 sí  suma ocho pero tiene un 5 en el primer dado\. $, usando la órmula, +!^C 6 8 ] 9


•



•
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C ocurrió no cambia la probabilidad de ! $ decimos que ! $ C son independientes. Esta última característica, la independencia,  )uega un papel mu$ importante en la probabilidad $ merece una atención más detallada. or el momento debemos establecer una defnición" ! $ C son eventos independientes si $ sólo si +! $ C 6 +! +C En orma equivalente decimos" ! $ C son eventos independientes si $ sólo si +! ^ C 6 +! &a equivalencia se sigue de una sustitución algebraica mu$ sencilla. &a consecuencia de que esta sea una defnición es que" para comprobar la independencia de dos eventos es preciso hacer ver que +! $ C 6 +!+C. Es importante remarcar la dierencia de concepto entre eventos independientes $ eventos e/clu$entes o a)enos. En nuestro e)emplo se ve claramente que ambos conceptos son antitéticos. El hecho de que dos eventos se e/clu$an casi implica que no son independientes. &a e/cepción se da en el caso degenerado de que alguno de ellos +o los dos, sea imposible. En el habla cotidiana, a veces, se conunden estos conceptos. Pote que si ! es imposible; +! 6 e!tos8 Establecer $ aplicar la le$ general multiplicativa de la probabilidad para n eventos. *efnir independencia de n eventos. *ada una colección de eventos, determinar si son o no independientes. Establecer $ aplicar la le$ particular multiplicativa de la probabilidad para n eventos independientes. Pro/a/i'idades co!%u!tas 4on" la defnición que hicimos probabilidad condicional $ •



de
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la defnición de independencia podemos establecer igualdades que nos au/ilien para calcular la probabilidad de la ocurrencia simultánea de dos eventos. . ara dos eventos en general. +! $ C 6 +! +C ^ ! Esta igualdad no es más que la defnición de probabilidad condicional volteada al revés. ara aplicar esta igualdad es preciso que contemos, de alguna manera indirecta, con la probabilidad condicional. &a igualdad se puede escribir también, condicionando sobre C, así. +! $ C 6 +C +! ^ C :. ara dos eventos independientes +! $ C 6 +! +C ara poder usar esta igualdad se necesita saber, de otras uentes, que ! $ C son independientes. Esta igualdad no es más que la versión de la de arriba cuando +C ^ ! 6 +C. Estas igualdades son mu$ útiles cuando el e/perimento aleatorio se va a llevar a cabo en etapas temporales. or e)emplo, suponga que una empresa recibe materia prima empaquetada en sobres de 9e!tos !mbas igualdades se pueden llevar a tres o más eventos, como sigue" +! $ C $ 4 6 +! +C ^ ! +4 ^ ! $ C o cualquier otro orden para el condicionamiento, •



o



o



o



o



o
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por e)emplo" +! $ C $ 4 6 +C +4 ^ C +! ^ C $ 4 ara el caso de eventos independientes la igualdad se simplifca en su escritura" +! $ C $ 4 6 +! +C +4 &a generali(ación de las órmulas anteriores a más de tres eventos es inmediata. Po olvide que para aplicar cualquiera de estas órmulas es preciso conocer, previamente los valores de las probabilidades involucradas. Gn e)emplo de uso de estas órmulas es el siguiente" #i una pistola está cargada con 5 cartuchos, de los cuales : son inútiles $ no uncionarán, @Wué probabilidad ha$ de que el primer cartucho uncione $ los dos siguientes noA En este e)emplo, por la especifcación del evento, podemos calcular las probabilidades condicionales por separado $ eso nos lleva aplicar la primera de las órmulas vistas arriba. &a solución la damos en el pi(arrón. Ms so/re i!de&e!de!cia Uespecto a la independencia de dos eventos, ha$ algunas cosas mu$ elementales que agregar a la defnición que hicimos en notas pasadas. . &a independencia de dos eventos ! $ C, quiere decir que el saber que ! sucedió no modifca la probabilidad de que C también ha$a sucedido. 4omo consecuencia saber que ! no sucedió tampoco puede aectar a la probabilidad de C. 2acemos una demostración ormal en el pi(arrón. odemos poner esto diciendo que #i ! $ C son independientes, también lo son las tres siguientes pares" !S $ C ; ! $ CS ; !S $ CS +estamos usando el apóstroe ?  para denotar complemento :. 4uando se tienen tres eventos, se puede presentar una situación mu$ curiosa. uede pasar que ! $ C sean independientes $ ! $ 4 sean independientes $ C $ 4 también sean independientes. Pero A, *  C NO sea! i!de&e!die!tes8 Esta situación curiosa se describe diciendo que no basta que varios eventos sean independientes a pares, para que sean independientes. El e)emplo clásico es el de un e/perimento aleatorio con cuatro o o o
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posibles resultados igualmente probables" , :, 9 $ 8 . #i el resultado es , ! gana $ nadie más. #i el resultado es :, C gana $ nadie más. #i el resultado es 9, 4 gana $ nadie más, pero #i el resultado es 8, los tres !, C $ 4 ganan. Gsted puede calcular las probabilidades para darse cuenta que" +! $ C 6 +! +C +! $ 4 6 +! +4 +C $ 4 6 +C +4 pero +! $ C $ 4 no es igual a +! +C +4. 9. Gna nota fnal de un estilo menos matemático. &a palabra independencia se utili(a en otros conte/tos para denotar un sinnúmero de conceptos dierentes. &os e)emplos más comunes son en política, en historia, en derecho. En la ciencia se habla de variables independientes $ el signifcado es dierente que el que usamos aquí. !ún en otras ramas de la matemática se usa la palabra independencia para denotar a otros conceptos. 4uando queremos distinguir la defnición técnica que usamos en la probabilidad de otras nociones le ponemos un apellido a la independencia $ decimos independencia estocástica. Es conveniente recordar que cuando e/iste duda si dos eventos son independientes o nó, la única orma de (an)ar la cuestión es viendo si +! $ C es igual o dierente al resultado de multiplicar +! +C. Paturalmente que si la independencia de dos eventos está en duda, el cálculo de +! $ C !o se puede hacer simplemente multiplicando +! +C sino que se debe )ustifcar de alguna otra manera. SESION 1( TEOREMA DE *A@ES o



o



o



o



o o o



Teamos un problema que nos llevará a una regla interesante de cálculo de probabilidades que se llama" e' teorema de *aes. En una etapa de la producción de un artículo se aplica soldadura $ para eso se usan tres dierentes robots. &a probabilidad de que la soldadura sea deectuosa varía para cada uno de los tres, así como la proporción de artículos que cada uno procesa, de acuerdo a la siguiente tabla. prop. robot prob. *eect. roces.
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&a probabilidad que buscamos es una condicional pero al revés de las que tenemos. Cuscamos + 4 ^ d para calcularla usamos la defnición de probabilidad condicional" + 4 ^ d 6 [+4 $ d\ ] [+ d \ El numerador +lo de arriba lo calculamos con + 4 $ d  6 +4 +d^4 $ el denominador lo calculamos con la órmula de probabilidad total +d 6 +! + d^! K +C + d^C K +4 + d^4  )untando las dos tenemos la órmula de Ca$es" + 4^d 6 [+4 +d^4\ ] [+! + d^! K +C + d^C K +4 + d^4\ !plicándola a nuestro caso tenemos +4^d 6 [+
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tanto, la probabilidad de que la otra moneda sea de oro es ]:. #i Gd. piensa de acuerdo a este ra(onamiento +Verróneo7, es mu$ diícil que encuentre en qué se equivoca. &o que está mal es que lo que averiguamos, al saber que la moneda e/traída es de oro, es algo más que el recha(o de la segunda bolsa. #i sólo nos di)eran que la bolsa escogida al a(ar no ue la segunda, sin inormarnos del metal de la moneda sacada, todavía tendríamos incertidumbre respecto a la primer moneda; todavía podríamos apostar a si ésta es de oro o de plata. !l decirnos que la moneda ue de oro, estamos aprendiendo algo más, $ eso echa por tierra el argumento de RRigual probabilidad para las dos bolsas restantesSS. &o interesante del problema es que, si nos hubieran dicho que la moneda sacada ue de plata, aplicando la órmula de Ca$es, llegamos a la conclusión de que la probabilidad de que la otra moneda sea también de plata es :]9 [V2aga Gd. las cuentas7\. Es decir, si vamos a apostar al metal de la otra moneda, nos conviene apostar por el metal de la primera. Este e)emplo nos lleva a reZe/ionar sobre el uso adecuado de la inormación contenida en RRlo dadoSS en el cálculo de la probabilidad condicional. Pro/'emas Pro&uestos " 18 Gna mu)er portadora de hemoflia clásica da a lu( tres hi)os. a @4ual es la probabilidad de que de los tres hi)os, ninguno esté aectado por la enermedadA b @4ual es la probabilidad de que e/actamente dos de los tres nios esté aectadoA (8 El ?
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el F5Y de los individuos alcohólicos $ el BY de los no alcohólicos surían tales patologías. #e desea saber cuál es la probabilidad de que un individuo con esas patologías sea realmente alcohólico. 8 *os tratamientos ! $ C curan una determinada enermedad en el :
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108 #abemos que tiene estudios superiores el 5Y de la población espaola, estudios medios el 8
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Drecuentemente el resultado de un e/perimento aleatorio se denota con un número" el resultado de lan(ar un dado, el número de unidades deectuosas entre < unidades seleccionadas, el tiempo que ha$ que esperar para que se presente una alla en un circuito, el número de estaciones de una red de computadoras que requieren la atención del servidor de la red en un momento dado, el número de personas en una comunidad que requieren atención médica en un día especifcado, el peso sumado de las personas que están en un elevador en un momento determinado del día, la cantidad en dinero de lo transportado en un camión antes de que sura una descompostura, etc. ! un número tal, le llamamos variable aleatoria. onga atención al hecho de que una variable aleatoria no es una variable en el sentido usual. &as variables que estamos acostumbrados a mane)ar son, por e)emplo" el peso de un cohete que va quemando el combustible que lo impulsa, la distancia del piso a un ob)eto que cae hacia él, la concentración de una solución dentro de un tanque conorme pasa el tiempo, etc. En los e)emplos anteriores el valor de la variable puede cambiar con el tiempo, pero es predecible a partir de las le$es de la mecánica, la química, la hidráulica o alguna otra ciencia. 4on una variable aleatoria la situación es enteramente dierente. El valor de una variable aleatoria no se puede conocer con e/actitud de antemano a la reali(ación del e/perimento. @Wué otros e)emplos de variables aleatorias se le ocurren además de los mencionados arribaA !l contestar esta pregunta tenga en cuenta que el a(ar debe  )ugar algún papel en la medición de la variable $ que su valor no debe ser predecible. Gna variable aleatoria presenta dos características importantes" . Gna colección +con)unto de valores posibles al que llamamos imagen de la variable aleatoria +antes lo llamábamos espacio muestral. :. Gna probabilidad asociada a los posibles resultados la cual queda e/presada mediante una unción de probabilidad. &as variables aleatorias que tienen un con)unto de posibles valores discreto, se llaman discretas. Estas variables son el • •



•



•



•



•



•
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resultado de contar . @4uáles de las variables aleatorias mencionadas arriba son discretasA 4iertamente el peso de las personas en el elevador no es discreto, pero entre las otras @cuáles son discretasA or otra parte, las variables aleatorias cu$os valores posibles se encuentran en cualquier parte de un intervalo, se llaman continuas. Estas variables son el resultado de medir. El hecho de que una variable aleatoria nos interesa cuando aún no tiene un valor específco, nos obliga a utili(ar una notación e/traa al reerirnos a ella. *enotamos con letras ma$úsculas a las variables aleatorias $ con minúsculas a los valores que contemplamos para ellas. #i tomamos como variable aleatoria el resultado +suma de lan(ar dos dados, desde el punto de vista de la probabilidad, el número resultante nos interesa antes de que realicemos el e/perimento. 4onocido el resultado, $a no es interesante +al menos, no para la probabilidad. &a imagen de esta variable aleatoria es # 6 = :, 9, 8, 5, ?, B, F, O, . &lamando _ al resultado del e/perimento, podemos contemplar el evento de que _ sea igual a /, donde / es cualquier elemento de #. 4laro que nos resultará mu$ interesante saber cosas como +_ 6 / para los dierentes valores de / en #; por e)emplo, +_ 6 ? 6 5]9? [esto se lee" RRla probabilidad de que _ sea igual a seis es un se/toSS\. @uede Gd. mostrar que +_ 6 F 6 5]9? A #iguiendo con el e)emplo de los dos dados, el lan(ar dados para ver que número cae no es mu$ apasionante que digamos, acompaemos los dados con un tablero de oca o de serpientes $ escaleras o de turista o de bac` gamón o algún otro )uego interesante. Xa puestos a )ugar turista o monopolio, es natural que nos interesen otro tipo de eventos. odríamos estar interesados en saber si el resultado es menor que F" +_  F 6 :]9? @uede Gd. ver por quéA; que el resultado sea desde 8 hasta menos que O" +9  _  O 6 :9]9? @or quéA; también podemos estar interesados en que _ sea distinta de B" +_ distinto de B 6  Q +_ 6 B 6  Q ]? 6 5]?. Paturalmente esta notación se e/tiende de manera natural a todo tipo de intervalos $ desigualdades. Uegresando a donde estábamos, ! la unción" +/ 6 +_ 6 / se le llama unción de probabilidad de _. Esta unción es una unción ordinaria de las que estudiamos en los cursos de matemáticas; •



•



•
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no tiene nada de aleatorio. *icho de otra orma, una ve( determinados los valores de las probabilidades, la unción de probabilidad es una unción común $ corriente, tiene su dominio, su codominio, su gráfca, puede ser in$ectiva, etc. 2a$ algunos hechos importantes respecto a esta unción" . ara una variable aleatoria discreta los valores posibles son los únicos para los cuales esta probabilidad es dierente de cero. *icho de otra orma, no nos hace dao ampliar el dominio de la unción de probabilidad a todos los reales, pero va a valer cero casi siempre e/cepto en un con)unto discreto de puntos. :. El valor de la unción de probabilidad depende esencialmente de la variable aleatoria a la que nos reerimos, cuando no sea claro a cuál variable nos reerimos, es conveniente poner el símbolo de la variable como subíndice para la unción"  _+/. Esta costumbre puede causar estragos en la comprensión de los novatos, esté Gd. prevenido. @Wué querrá decir   X+'A 9. &a gráfca de una unción como ésta se presenta en el pi(arrón. Uegresando al e)emplo de los dados, cambiemos el turista por otro )uego. En este  )uego Gd. gana si el resultado es par $ pierde si es n ó n; la cantidad que pierde o gana será el doble del resultado. !quí, su ganancia +positiva si Gd. gana, negativa si pierde es una variable aleatoria X, su imagen es # 6 =Q ::, QF, Q8, Q uede Gd. terminar la tabla de la unción de probabilidad de XA"  X Q:: QF Q8 Q< Q? 8 F : ? :< :8 +$ Gna ve( que ha$a llenado la tabla anterior, calcule la probabilidad de que gane Gd. más de F pesos; la probabilidad de que pierda más de < pesos; la probabilidad de que su ganancia esté entre Q< $ K? inclusive; la probabilidad de que su ganancia o pérdida e/ceda a O pesos. Gna unción de probabilidad de una variable aleatoria discreta, para ser correcta, debe satisacer dos propiedades +/ debe ser siempre ma$or o igual a < la suma de +/ para todos los valores de / debe dar  . • •



+u!ci! de Distri/uci!8 4uando la imagen de una variable aleatoria es un intervalo real decimos, según habíamos quedado, que la variable es continua. &a matemática que utili(amos para las variables
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continuas es dierente a la de las discretas or eso empe(amos nuestro estudio con las discretas. !ún no acabamos con las variables discretas, todavía nos altan por discutir temas mu$ importantes. ero antes, hablaremos de una noción que es común a las discretas $ a las continuas. Gna unción mu$ útil en el cálculo de probabilidades de una v. a. es la unción de distribución. Esta unción se defne de igual orma para continuas $ discretas" D +/ 6 +_ 6 / Tea bien la defnición anterior $ apréndasela de memoria. 4o)a una ho)a de papel en blanco $ escríbala. ara no conundirnos con la notación, suele escribirse también así" D +t 6 +_ 6 t &a unción de distribución tiene las siguientes propiedades" . D+en menos infnito 6 < ; D+en más infnito 6  :. D es una unción no decreciente. 9. D sirve para calcular probabilidades así  + a  _ 6 b  6 D+b Q D+a ara que esta última propiedad nos sea de utilidad deberíamos tener la distribución $a calculada. ara muchas variables aleatorias de uso común, las distribuciones $a están calculadas $ tabuladas +una ho)a de cálculo, como E/cel $a inclu$e prácticamente todas las distribuciones que veremos en este curso. ara las variables aleatorias discretas ha$ que tener cuidado con el hecho de que la primera desigualdad es estricta $ la segunda no. or e)emplo si la imagen de _ son todos los enteros, +:  _ 6 5 se puede calcular haciendo la resta D+5QD+:. ero la probabilidad +:  _  5 se obtiene restando D+5Q D+ +@or quéA. @4ómo calcula Gd. +: 6 _  5A &as 8 propiedades que se sealaron arriba defnen a una unción de distribución, de modo que para saber si una unción es una distribución o no, basta ver que las cumpla. 4onsidere el siguiente e)emplo. D +/ 6  Q e/p. +Q 


>aria/'es A'eatorias Co!ti!uas



18



&as variables aleatorias que hemos estudiado hasta ahora tienen la propiedad de que son el resultado de contar; sus valores posibles varían en orma discreta +a saltos. 2a$ otro tipo de variables aleatorias, las que son el resultado de un proceso de medir; sus valores posibles cubren todo un intervalo en los reales. 4uando la imagen de una variable aleatoria es un intervalo real decimos que la variable es continua. &a matemática que utili(amos para las variables continuas es dierente a la de las discretas aunque los conceptos probabilísticos sean los mismos de manera que en nuestro estudio de las continuas utili(aremos este paralelo con las discretas. De!sidad de u!a >aria/'e a'eatoria co!ti!ua El primer hecho de importancia es que una v. a. +variable aleatoria continua tiene probabilidad cero de tomar un valor específco, sólo tiene valores positivos para intervalos" + _ 6 a  6 < para cualquier valor de a



ara calcular la probabilidad de que _ esté en un intervalo +a,b o +a,b\ o [a,b o [a,b\ debemos hacer uso de una unción asociada a la variable aleatoria, la unción de densidad de _. &as variables aleatorias discretas tienen la unción de probabilidad, las continuas tienen unción de densidad. Esta unción de densidad tiene las siguientes características" +/ 6 < la integral de +/ vale  &a integral a la que nos reerimos es la integral defnida sobre toda la imagen de la variable aleatoria. Pote que estas características son el análogo continuo de las de la unción de probabilidad de una v. a. discreta. Es decir la probabilidad nunca es negativa $ la suma de todas las probabilidades es uno. or este motivo, es recuente utili(ar el nombre de densidad tanto para esta unción como para la unción de probabilidad de una v. a. discreta. !demás, como en el caso discreto, la unción de densidad está ligada a la v. a. _ de modo que cuando sea necesario aclarar a cuál densidad nos reerimos podemos usar la notación  _+/, poniéndole el subíndice _ a la . • •



• •



C'cu'o de Pro/a/i'idades co! 'a de!sidad8 ara obtener la probabilidad de un intervalo, hacemos la integral de la densidad sobre el intervalo del que queremos calcular la
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probabilidad. *e nuevo, la integral a la que nos reerimos es una integral defnida cu$os e/tremos son los del intervalo. Escriba la integral que da la probabilidad de que _ esté entre 9 $ 88.: Escriba en orma de integrales las siguientes" +a  _  a K h, + :.:  _ 6 5 , + _  F , + _ 6 5 , + _  : ó _  9 4onsidere un par de e)emplos que le servirán para apreciar las implicaciones de lo anterior. 4omo primer e)emplo tome el siguiente. #ea _ una v. a. continua cu$a densidad es" +/ 6 a / para / en [ 9, B\ • • • • •
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Estas propiedades se deducen de la defnición de la distribución. Estas propiedades caracteri(an a la distribución de modo que para saber si una unción es una distribución o nó, basta ver que las cumpla. 4onsidere el siguiente e%em&'o8 D +/ 6 Q e/p +Q  •



a es una constante necesaria para que la integral de +/ defnida de 9 a B, sea igual a uno. Nuestre que a 6 ]:< 6 





•



o o



Distri/uci! de u!a >aria/'e a'eatoria co!ti!ua Gna unción mu$ útil en el cálculo de probabilidades de una v. a. continua es la unción de distribución. Esta unción se defne de igual orma para continuas $ discretas" D +/ 6 +_ 6 / ara no conundir la notación, suele escribirse también así" D +t 6 +_ 6 t En el caso de una v.a. continua la derivada de la distribución es la densidad" +/ 6 D S+/ En los dos e)emplos anteriores calcule las unciones de distribución correspondientes. &a unción de distribución tiene las siguientes propiedades" . D+menos infnito 6 


donde g+i es cualquier unción $ +i es la unción de probabilidad de la v.a.; +i 6 +_ 6 i. or e)emplo, #i la unción g es g+t65:t, E+5:_ 6 suma=5:i +i> 6 5: suma=i +i> 6 5: E+_ •



•



•



#i la unción g es g+t6 +tQ8:, su esperan(a es E+ [_ Q 8\:  6 suma=[iQ8\:+i> 6 suma=i:+i> Q suma=Fi+i> K suma=?+i> 6 : E+_  Q FE+_ K ?  X si g es g+t6 t] :F E+ _] :F 6 suma=i] :F +i> 6 ]:F suma=i +i> 6 6 +] :F E+_ 6 E+_] :F



Gtili(ando el operador esperan(a, defnimos para cualquier v.a. discreta _ " . El valor esperado de _ es E+_. :. &a varian(a de _ es var+_ 6 E+ [_ Q E+_\:. E%em&'o8 E)emplos" si _ es una v.a. continua cu$a unción de probabilidad es _  : 9 8 5 ? +/ ]: :]: 9]: 8]:5]: ?]:
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E+_ 6 9 ] 9 +detalles en el pi(arrón $ var+_ 6 :< ] O así la desv.est.+_ 6 .8O


•



•



•



•



•
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#i conocemos la distribución de probabilidad de una variable aleatoria _ + la unción de densidad en el caso continuo, la unción de probabilidad en el caso discreto  hemos visto que podemos determinar  $   :  +media $ varian(a , si e/isten. ero lo reciproco no es cierto es decir, conociendo la media + $ la varian(a + :no podemos determinar la distribución de probabilidad de _. #in embargo se puede dar una cota superior +o inerior para probabilidad del tipo" [-_Qu-  ` \, este resultado se conoce con el nombre de la desigualdad de tcheb$shev. Teorema De Tce/se>; #i la variable aleatoria _ tiene media + $ varian(a+: fnita, entonces para cualquier L   , se cumple"



[-_Q-  ` \ J



1 2



k 



&a cual indica que la probabilidad que _ tome algún valor uera del intervalo "    `  ,  K `   es a lo más



1 2



k 



Co!secue!cias" a #i  6 `  se tiene " [-_Qu-   \ J



•



σ  



2



2



ε  



b



uesto que = -_Q  -  ` > $ = -_Q  -  ` > son eventos complementarios, entonces se cumple que"



[ -_Q  -  ` \   Q



1 2



k 



-ndica que la probabilidad de que _ tome valores dentro del intervalo    `  ,  K `  es por lo menos  Q



1 2



k 



E%em&'o de A&'icaci!" #ea _ una variable aleatoria con media 99 $ varian(a ? . 2allar una cota inerior para "  [ :9  _  89 \ So'uci!"  [ :9  _  89 \ 6  [ :9 Q 99  _ Q 99  89 Q 99 \ 6  [ Q <  _  99  < \ 6  [ -_Q  -  < \ Mbserve que" < 6 ` $  6 8 , entonces ` 6 5]: .
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&uego"  [ :9  _  89 \ 6  [ -_Q  -  +5]: +8 \   Q



1 (5 / 2) 2



or lo tanto"  [ :9  _  89 \ 
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Pro/'emas &ro&uestos" . #ea _ una variable aleatoria con media  6: $ varian(a : 6 . use la desigualdad de tcheb$shev para hallar una cota inerior para " a;  [ -_Q : -  8 \ b  [ Q 9  _  B \



:. #ea _ una variable aleatoria con media  6 < $ varian(a : 6 8 Ba''ar " a;  [ -_Q < -  9 \ /;  [ -_Q < -  9 \ c  [ 5  _  5 \ 9. 4on los datos del problema anterior determine el valor de HcI tal que"  [ -_Q < -  c \ J . &a unción de probabilidad es" •



•



•



•
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+` 6 +_6` 6 n4` p`q+nQ`, para ` en = donde me he visto obligado por la tipograía, a usar el símbolo poco usual n4` para denotar las combinaciones de ` ob)etos tomados de un total de n" n4` 6 [n7\ ] [`7+nQ`7\ además, la letra q representa la probabilidad de racaso q 6 Qp. &a media de la binomial es" E+_ 6 np $ la varian(a" var+_ 6 npq. @*ónde se aplica el modelo binomialA" . @En una amilia de tres hi)os, cuál es la probabilidad de que a lo más : sean niasA &a probabilidad de nia es 
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+_ 6 : 6 +_6a'or 1 4uando es 3racaso la variable toma el >a'or 0 E%em&'o" robabilidad de salir cara al lan(ar una moneda al aire +sale cara o no sale; probabilidad de ser admitido en una universidad +o te admiten o no te admiten; probabilidad de acertar una quiniela +o aciertas o no aciertas !l haber únicamente dos soluciones se trata de sucesos com&'eme!tarios" ! la probabilidad de é/ito se le denomina & ! la probabilidad de racaso se le denomina F Terifcándose que" &GF#1 Teamos los e%em&'os a!teriores " E%em&'o 1" robabilidad de salir cara al lan(ar una moneda al aire" robabilidad de que salga cara" p 6 
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p K q 6 . &a unción de probabilidad está dada por" +_6/ 6 [ `4 / +PQ`4+nQ/ \ ] [ P4n \; para / en =  &a media es" E+_ 6 n`]P $ la varian(a" var+_ 6 [PQn\][PQ\ n +Q`]P `]P @*ónde se aplicaA . En situaciones de muestreo sin reempla(o en que la muestra es un porcenta)e considerable de la población. 4omo e)emplo, de un lote de 8< artículos se seleccionan al a(ar 8 para probarlos $ si allan la prueba más de : se recha(a el lote completo. @4uál es la probabilidad de recha(ar un lote que tenga F deectuososA *ado que el muestreo se hace sin reempla(o $ la racción de muestreo es grande +
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comité de B alumnos que represente al salón. &a selección se hace al a(ar. @Wué probabilidad ha$ de que en el comité ha$a ma$oría de niasA En esta situación se cumplen las hipótesis de una hipergeométrica. &os parámetros son" P695, `6
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?.



B.



F.



probabilidad de eectuar un vuelo e/itoso. #uponga que la máquina ! produce el doble de artículos que la máquina C . #e sabe que el ?Y de los artículos que produce la máquina ! son deectuosos mientras que el 9Y de los artículos que produce la máquina C son deectuosos . #uponga que se )unta la producción diaria de estas máquinas $ se toma una muestra aleatoria de < artículos. 4uál es la probabilidad de obtener 9 artículos deectuosos. Gn e/amen consta de :< preguntas , cada una tiene 5 respuestas, de las cuales sólo una es correcta . Gn estudiante que desconoce el curso responde el e/amen al a(ar. a 4uál es la probabilidad que acierte mas de < respuestas correctasA b 4uál es la probabilidad que acierte mas de 5 respuestas correctasA #e sabe que la probabilidad de que germine una sola semilla de cierta clase es 


SESION 1DISTRI*UCIÓN DE POISSON Este modelo se llama así para honrar la memoria de otro gran probabilista $ matemático. &a v.a. de oisson se refere a sucesos en un intervalo de tiempo o en una área específca. El intervalo de tiempo puede ser de cualquier duración, un minuto, una hora, un día, un ao. !lgunos e)emplos de situaciones modeladas con el modelo de oisson son" el número de allas de una máquina en una semana, el número )uegos de algún deporte pospuestos por lluvia en una temporada. 4uando se trata de superfcies, los e)emplos son" el número de ratas en un terreno, el número de errores de mecanograía por página, el número de deectos por centímetro cuadrado. ara que una v.a. sea de oisson, se requiere que se satisagan 9 hipótesis +que suelen



 24



llamarse también postulados del proceso de oisson. En los problemas que resolvemos en este curso, el hecho de que el modelo a utili(ar sea el de oisson, orma parte del enunciado del problema. &a v.a. de oisson tiene un solo parámetro que es mu 6 lambda.t ;donde t es la longitud del intervalo o la superfcie de la región $ lambda es la tasa de ocurrencia de eventos por unidad de medida. &a imagen de la v.a. de oisson es = es decir todos los enteros no negativos. &a unción de probabilidad esta dada por" +_ 6 ` 6 e/p+Qmu[mu+` ] `7\; ` 6 


o o



o
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+_ 6 5 apro/imadamente es a8 El modelo geométrico surge con la misma situación básica de la binomial" #e tiene una serie de pruebas. 4on las siguientes características" 4ada prueba tiene sólo dos posibles resultados" genéricamente los llamamos é/ito $ racaso. &os denotamos con  +é/ito $ < +racaso. El resultado de cada prueba es independiente del resultado de las demás pruebas. &a probabilidad de é/ito no cambia de una prueba a otra. Dí)ese que ahora no tenemos f)o el número de pruebas, sino que vamos a reali(ar las pruebas hasta obtener el primer é/ito. &a variable aleatoria que vamos a observar es el número total de pruebas reali(adas. or e)emplo, si tiramos volados hasta que salga la primera águila, el número total de volados necesarios será la variable aleatoria. Esta v. a. tiene como posibles valores =, :, 9, . . . >. &a unción de probabilidad es" +_ 6 ` 6 q+`Qp; para ` en =,:,9, . . . > &a media $ la varian(a son" E+_ 6  ] p $ var+_ 6 +Qp ] p :. @*ónde se aplica el modelo geométricoA . En un canal de comunicación, un modem puede equivocar un carácter enviado con una probabilidad p6 . Esta serie da q9


•



•
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seleccionada al a(ar sea la primera deectuosaA !quí aplicamos el modelo geométrico con p6a es el modelo que aplicamos cuando, en la misma situación que la geométrica, nos interesa el número de intentos necesarios para obtener el `Qésimo é/ito. &a imagen de esta variable aleatoria es" =`, `K, `K:, . . . > &a unción de probabilidades es" +` +mQ` +_ 6 m 6 C +mQ4+`Qp q para m en = `, `K, `K:, . . . > @*ónde se aplicaA . Gna persona se entretiene lan(ando al aire dos monedas, las recoge $ las vuelve a lan(ar, siempre lan(ando las dos. @4uál es la probabilidad de que las dos monedas caigan águilas ambas por tercera ocasión, en el se/to lan(amiento. Este es un problema binomial negativo +Vtambién parece un problema de ociosos7 donde é/ito es que las dos monedas caigan ambas águilas. &a probabilidad de que suceda esto, en un solo intento es p 6 
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caso, la e/periencia también indica que se puede modelar ra(onablemente bien este Zu)o de llamadas con la e/ponencial; en un rato del día que el conmutador esté mu$ ocupado +por e)emplo en las horas hábiles de una ofcina, el promedio entre llegadas será pequeo +beta pequeo mientras que cuando las llamadas están mas espaciadas beta será grande. El mode'o u!i3orme se utili(a para modelar loterías. #i busco un número real entre 9 $ F $ quiero que la probabilidad se reparta por igual entre todos los números, utili(o una variable aleatoria uniorme G que sea uniorme en el intervalo +


•



•



LA DISTRI*UCION NORMAL8 La Norma' Est!dar El modelo normal estándar es el de una variable aleatoria continua cu$a imagen son todos los números reales. &a densidad de la normal estándar es" +( 6 +:kQ]:e/p+Q(: ] : Esta unción no tiene una integral elemental de modo que se requiere una tabla especial para conocer los valores de la probabilidad de una variable normal. &a tabla da probabilidades para D+t 6 +  t
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&a variable aleatoria normal estándar tiene propiedades importantes" &a probabilidad está concentrada cerca de cero. #e puede ver, usando la tabla, que la probabilidad de un intervalo cercano a cero es ma$or que la de un intervalo del mismo ancho pero ale)ado de cero. En el salón hacemos varios e)ercicios de cálculo de probabilidades que nos convencen de este hecho. &a probabilidad está simétricamente distribuida alrededor del cero. 2aciendo cuentas con la misma tabla se ve que la D+a K D+Qa 6 , para cualquier valor de a. Esto nos lleva a concluir la simetría de la distribución. ara algunos cálculos de probabilidad de una normal es conveniente considerar el e)e real partido en cuatro peda(os, . antes de Qa, :. entre Qa $ 


•



•



Usos de 'a !orma'8 La !orma' !o est!dar En los casos en que este modelo se usa, generalmente" el valor central o promedio vale mu +distinto de cero la unidad de medida o desviación estándar es sigma +distinta de uno. ara calcular en este caso no estándar, es preciso hacer una transormación que se llama estandari(ación. Esta estandari(ación es un codifcación de los valores. &a órmula para estandari(ar es"  6 +_ Q mu ] sigma &a orma de usar esta codifcación la e)emplifcamos en el pi(arrón $ tiene Gd. abundantes e)ercicios en la tarea. En esta parte del curso calcularemos probabilidades suponiendo que el promedio $ la desviación estándar nos son dados. En un problema real, estos valores se tendrán que •



•
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obtener mediante observaciones a través del proceso de estimación. Mode'os re'acio!ados co! 'a !orma' &os distribuciones relacionadas con la normal reeridas en el ob)etivo 5.: del temario" t, )i cuadrada $ D, serán vistas posteriormente cuando tengamos necesidad de usarlas. or el momento es mu$ importante que haga Gd. abundantes e)ercicios con la normal. E%em&'o" #ea _ una variable aleatoria P+5, 8 . a @4uál es la probabilidad de que _ tome valores entre 8 $ BA b @ 4uál es la probabilidad de que _ tome valores ma$ores que 


b



4 − 5 2



 



 X   −  µ 



σ 
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[ Q]:     \ 6 φ (1) − φ ( −1 / 2) 6 


 X   −  µ 



σ 







 \



6  Q [   5]: \ 6 6  Q φ ( 2.5) 6   


Pro/'emas Pro&uestos. 1. #ea _ una variable aleatoria con P+ , :5  4alcular" [  _     9 \ :. #i _ es una variable aleatoria con P+ ?5
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5.



#i la duración de los periodos de duración de los postes teleónicos de madera es tal que el O.5Y tienen un periodo de duración que e/ceden los O aos, determine la desviación estándar de los periodos de duración si se sabe que la distribución de dichos periodos es normal.



SESION 1: TEOREMA CENTRAL DEL LMITE La distri/uci! de &ro/a/i'idad de u!a estadística Wui(á el resultado mas importante para la estadística es el eorema del &ímite 4entral. Este resultado nos indica que, para la estadística promedio de la muestra el valor esperado es la media de la población. la varian(a es igual a la de la población di>idida ∨ e' !mero de e'eme!tos de 'a muestra. la distribución de probabilidad es la normal. Este teorema es mu$ importante porque permite calcular probabilidades acerca de dónde se encuentra el valor del promedio muestral. Es sólo cuestión de usar la tabla normal teniendo cuidado al estandari(ar de usar la desviación estándar adecuada que es la de la población dividida por la raí( cuadrada del número de elementos de la muestra. En el salón hacemos en orma detallada, e)emplos de estos cálculos •



•



•



9.5jn  $ varian(a 95n]:. &a curva ro)a es el grafco de la unción de densidad de una normal con esos parámetros. Pro/'emas &ro&uestos" . Gn e/amen de tipo test contiene << preguntas, cada una con dos posibles respuestas +verdaderaQalsa, de las que sólo una es cierta. 2acer uso de la apro/imación normal para" a. 4alcular la probabilidad de que un alumno consiga acertar 8< preguntas sorteando al a(ar las << respuestas. b. 4alcular la probabilidad de que un alumno consiga acertar B< preguntas cuando sabe la respuesta de :5 preguntas $ sortea las respuestas de las otras B5. c. *eterminar el número de preguntas que un alumno debe acertar para que el proesor asegure que con una probabilidad de 


8.



En este applet, vemos nuevamente tiradas de dados. #ea = el numero que muestra un dado al ser tirado. El valor medio de los valores posibles de = es 9.5, $ la varian(a es 95]: . #i Sn es e l la s uma de n dados tirados, entonces si n es RRgrandeSS, la variable aleatoria 5. uede ser apro/imada por una normal, luego Sn  puede considerarse una normal de media
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#e selecciona una muestra de <<<< votantes. *efnimos la variable aleatoria"



#ea @4uál es la probabilidad de que se dierencie de la proporción p de votantes afrmativos que ha$ en la población en menos de 
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mínima cantidad que debe llevar para que, supuesto que los pagos o cobros se hacen al fnal de la serie, tenga una probabilidad de 


O.






#ea variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con media B5 $ varian(a ::5. a. Gtili(ar la desigualdad de  chebichev para calcular la probabilidad de que la media muestral no difera de la media poblacional en más de ? unidades. b. Gtili(ar el eorema 4entral de &ímite para calcular la misma probabilidad. Gn individuo posee tres monedas idénticas e/ternamente, pero en las que las probabilidades de obtener cara son dierentes e iguales a 


SESION 12 PRUE*AS DE BIPÓTESIS I!troducci!  Su&osicio!es Gna hipótesis es una aseveración sobre algún atributo poblacional. #egún Nénde( +OB9, una hipótesis es %Gna suposición teórica que
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se acepta provisionalmente para e/plicar ciertos hechos%. !severaciones sobre parámetros poblacionales conducen a pruebas paramétricas. Estas pruebas se basan en el análisis de muestras con el fn de evaluar algún valor hipotético. &as técnicas paramétricas se basan generalmente en una o varias suposiciones sobre los elementos de la población. or otra parte, e/isten hipótesis que se plantean con respecto a un intervalo de valores, es decir, en este caso el interés no es determinar un valor en particular sino construir un intervalo de confan(a, es decir, con base a una muestra determinar el valor de  +a W  b, la probabilidad de que el parámetro W se encuentre entre +a,b $ el grado de confabilidad en esta aseveración. &as suposiciones mas importantes en la ma$oría de las pruebas de hipótesis son" . Norma'idad. &os observaciones deben tener una distribución normal. Estas observaciones se distribu$en alrededor de una media Nu $ una varian(a sigma:. Xi)  P+Nu, sigma:. Es decir, la distribución de los errores es normal. En ciertos casos, la distribución puede ser otra, por e)emplo, chiQcuadrada, tQ student, e/ponencial, etc., sin embargo, la ma$oría de las pruebas son robustas a la normalidad, es decir, relativamente insensible al tipo de distribución, debido al teorema del limite central +la distribución de medias es apro/imadamente normal para cualquier distribución siempre $ cuando el tamao de muestra sea grande. or otra parte, los datos pueden transormarse para cumplir con esta suposición. :. I!de&e!de!cia. &os datos deben ser independientes. En otras palabras, las observaciones deben ser e/traídas al a(ar $ no estar correlacionadas. 4uando los datos están correlacionados, la valide( de la prueba disminu$e. &a independencia se logra mediante muestreo aleatorio o asignación aleatoria de tratamientos a unidades e/perimentales. Esta es una suposición undamental en la reali(ación de pruebas de hipótesis. &a alta de independencia, debido a la pobre planeación de un e/perimento, generalmente conduce a la invalide( de los resultados. ! dierencia de las otras suposiciones en las cuales es posible reali(ar transormaciones o cambiar de análisis para cumplir con esas suposiciones, en el caso de alta de independencia lo recomendable es
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anali(ar cuidadosamente el e/perimento para determinar las causas de la alta de independencia $ corregir estas allas +#o`al $ Uohl, OO5. omo54!eas. 9. 6aria!7as &a variabilidad de las observaciones entre dos o mas con)untos de datos debe ser similar" #igma: 6 sigma:: 6... 6 sigmat:. Esto signifca que las uentes de error e/perimental deben ser similares. 4uando las varian(as no son homogéneas puede haber problemas en la detección de dierencias entre medias. En este caso conviene reali(ar una transormación para hacer las varian(as homogéneas o bien hacer el análisis con subgrupos. Mtra alternativa es emplear métodos no paramétricos.



•



•



•



Procedimie!to e!era' &ara +ormu'ar  Pro/ar Bi&tesis Estadísticas &a ormulación $ prueba de hipótesis estadísticas siguen, en general, los siguientes pasos +no necesariamente en este orden" Especifcar la población sobre la cual nuestras inerencias son aplicables. E/traer una muestra de la población sobre la cual se pretende probar alguna hipótesis. Esta muestra +o muestras deben e/traerse al a(ar para que las inerencias tengan valide(. El tamao de muestra depende de la variabilidad de los datos, los costos de procesar la muestra $ la confabilidad en las estimaciones. Establecer la hipótesis nula e hipótesis alternativa. &a hipótesis nula +2o es la aseveración de que el parámetro es igual a cierto valor, mientras que la hipótesis alternativa +2a es la negación de la hipótesis alternativa. or e)emplo, para determinar la eectividad de algún insecticida, 2o sería" no ha$ eecto del insecticida sobre la población de insectos plaga de interés. &a hipótesis alternativa seria que sí e/iste eecto del plaguicida. El recha(o de 2o signifca la %aceptación% de la hipótesis alternativa. &a decisión sobre el recha(o o no de la hipótesis nula siempre conlleva un riesgo de error pues la decisión se basa en una muestra que no contiene todos los elementos de la población. 4uando no se recha(a 2o no quiere decir que se acepta 2o. Es decir, la evidencia no
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•



•



•



•



•



signifca que la aseveración es cierta; simplemente es que los datos se conorman, hasta ese momento, con 2o. #eleccionar $ determinar el valor de la estadística de prueba. &a estadística de prueba es la variable que se calcula con base a cierto modelo probabilístico. &a estadística de prueba es una variable aleatoria que tiene cierta distribución conocida cuando 2o es cierta. &a idea es determinar que tan probable es que el valor de la estadística de prueba calculada ocurra cuando 2o es cierta. #i esta probabilidad es ba)a, se recha(a 2o, con una probabilidad de equivocarse también ba)a. *eterminar el riesgo de equivocarse cuando se recha(a la hipótesis nula +Error tipo -. Este riesgo generalmente se establece a priori $ valores entre 


!lternativamente, el valor de la estadística de prueba puede emplearse para calcular la probabilidad de obtener dicho valor cuando la hipótesis nula es cierta. #i esta probabilidad es reducida, se tienen dos opciones +Nénde(, OB9" a &a hipótesis nula es alsa, o b &a hipótesis nula es cierta pero se obtuvo una muestra %rara% o poco probable. En este situación se reca7ar la hipótesis nula $ queda la
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incertidumbre +ba)a de cometer un error tipo -. Distri/ucio!es de Re3ere!cia &a ma$oría de las pruebas estadísticas hacen uso de una distribución de reerencia. Gna distribución de reerencia es un modelo probabilístico de la estadística de prueba que ocurre cuando 2o es cierta, es decir, cu$o+s parámetro+s corresponden a los establecidos en la hipótesis nula. 4on esta distribución de reerencia podemos calcular las probabilidades de obtener el valor observado de dicha estadística. or e)emplo, suponga que e/aminamos una muestra de la cual obtuvimos una media muestral 6F. odemos suponer que este valor provino de una distribución P+5,:, es decir, de una distribución de medias distribuidas normalmente, Nedia  P+5, :. En este caso, estamos suponiendo que la media poblacional  6 5, i.e., 2o"  6 5, contra 2a"   5. !demás, también suponemos que la varian(a de las medias es :. &a Digura  ilustra la distribución probabilística P+5,:.



Dig. . *istribución normal P+5, :. En la Dig.  observamos que el valor de nuestra media muestral +F se encuentra en el e/tremo de la distribución. En eecto, la probabilidad de obtener valores 6 F cuando 2o  65 $ varian(a 6 : son ba)as. !l calcular la probabilidad e/acta obtenemos el siguiente valor" +X media 6 F6 
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media 6 F con una ma$or probabilidad. 4uando las probabilidades de ocurrencia de la estadística de prueba son ba)as +digamos  ios permiten probar hipótesis sin necesidad de contar con una distribución de reerencia . E%em&'os de +ormu'aci! de Bi&tesis Estadísticas  ara u!a, dos o mas &o/'acio!es8 Gna población . #e inspecciona una muestra de pulgones de cierta región $ se mide la longitud de cornículo. or datos obtenidos en otra región, se sabe que la longitud promedio del cornículo es de 
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entonces C  


:. #e disea un e/perimento para determinar la eectividad de dos Hippodamia depredadores" $ Coccinella. #e evalúan ambos depredadores tanto en estado larval como adultos. #e prueban las siguientes hipótesis" E/isten dierencias en el consumo entre Hippodamia $ CoccinellaA E/isten dierencias en el consumo de pulgones entre larvas $ adultos de ambos depredadoresA &a dierencia en el consumo entre larvas $ adultos es el mismo para las dos especiesA 9. #e prueban varias variedades de ri)ol con respecto al ataque de



 Zabrotes. El ob)etivo es determinar si



e/isten variedades resistentes al ataque de este insecto, evaluado mediante el eecto de dichas variedades sobre las tasas de desarrollo. Gna hipótesis de interes sería" 4ual es la variedad mas resistente con respecto al testigo



PRO*LEMAS PROPUESTOS"



Gn contador cree que los problemas de Zu)o de eectivo de una empresa son resultado directo del lento proceso de cobro de las cuentas por cobrar. *ice que al menos el B


2.



#e tiene hipótesis"



la



siguiente



prueba



de



2o"  Q :  < 2a"  Q :  < &os resultados siguientes son para dos muestras independientes tomadas de dos poblaciones Nuestra  n 6 8



Nuestra : n: 6 5



6 ::.F 6 :5.: # 6 5.: #: 6 ?.< a @4uál es su conclusión de la prueba de hipótesis con 6 


Nuestra : n: 6 B< 6 
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