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								    				    Derivada parcial



La derivada de una función de una variable mide la rapidez de cambio de la variable dependiente respecto a la variable independiente. Para funciones de dos variables variables



e



podemos podemos medir medir dos razones razones de cambio: cambio: una según cambia



dejando a



fija y otra según cambia



, dejando a



,



fija.



Supong Supongaa que dejamo dejamoss variar variar sólo sólo a , dejand dejando o a fija, fija, digamo digamoss , en donde donde es una constant constante. e. ntonces, ntonces, en verdad verdad estamos estamos en presencia presencia de una una función función de una sola variable variable en



, a saber



. Si



entonces entonces la llamamos llamamos la derivada derivada parcial parcial de



!e forma an"loga podemos #acerlo para



tiene una derivada derivada



con respecto respecto a



variable y



en



.



fija.



Definición $derivada parcial%



Sea



una fun funció ción de dos vari variab able less y sea sea



entonces la derivada parcial de



con respecto a



en



,



es



siempre y cuando el l&mite e'ista. !e forma forma simila similarr defi defini nimo moss la deriva derivada da parcia parciall de en



con con respe respect cto o a



por



Observación: los l&mite l&mitess de la definició definición n son en una variabl variable, e, por lo que que  podemos calcularlos usando las t(cnicas aprendidas en cursos anteriores: factorización, racionalización, regla de )*spital, etc.



 Ejemplo 1



+sando



la



definición



de



derivada



parcial



calcule



 para Solución



+sando la definición tenemos que:



Observación: e'isten varias notaciones para la derivada parcial:



Ejemplo 2



maginemos que una placa met"lica de forma rectangular y delgada, se calienta irre irregu gula larm rmen ente te,, de de for forma ma tal tal que que la temp temper erat atur uraa en el punt punto o



tempera temperatur turaa  punto



es



. -dem"s, -dem"s, suponga suponga que e est"n medidas medidas en metros metros y la en grados grados cent&g cent&grad rados. os. /ómo /ómo var&a var&a la tempera temperatur turaa en el cuando



permanece fijo en



0, 1u( significa esto 0



Solución



!el ejemplo ejemplo 2 tenemos tenemos que temp temper erat atur uraa



en el punt punto o



con lo cual la rapidez rapidez de cambio de la es de 3 grad grados os cent cent&g &gra rado doss por por metr metro, o,



 Ejemplo 1



+sando



la



definición



de



derivada



parcial



calcule



 para Solución



+sando la definición tenemos que:



Observación: e'isten varias notaciones para la derivada parcial:



Ejemplo 2



maginemos que una placa met"lica de forma rectangular y delgada, se calienta irre irregu gula larm rmen ente te,, de de for forma ma tal tal que que la temp temper erat atur uraa en el punt punto o



tempera temperatur turaa  punto



es



. -dem"s, -dem"s, suponga suponga que e est"n medidas medidas en metros metros y la en grados grados cent&g cent&grad rados. os. /ómo /ómo var&a var&a la tempera temperatur turaa en el cuando



permanece fijo en



0, 1u( significa esto 0



Solución



!el ejemplo ejemplo 2 tenemos tenemos que temp temper erat atur uraa



en el punt punto o



con lo cual la rapidez rapidez de cambio de la es de 3 grad grados os cent cent&g &gra rado doss por por metr metro, o,



 cuan cuando do esta esta fijo en en . l #ec# #ec#o o de que que sea posit positiv ivaa nos indi indica ca que que la temp temper erat atur uraa de la plac placaa aum aumenta enta a medi medida da que que avan avanza zamo moss sobr sobree la recta



#acia



.



Pues Puesto to que que la deri deriva vada da parci parcial al no es m"s m"s que que la deriv derivad adaa ordi ordina nari riaa de la función de una variable que obtenemos al fijar alguna de las variables o , su c"lculo se realiza de la misma manera y usando las mismas reglas que las usadas para las funciones de una variable.



Para Para calcula calcularr respecto a .



, consid considere ere a



como como una constan constante te y derive derive a



con



Para Para calcula calcularr



, consid considere ere a



como como una constan constante te y derive derive a



con



respecto a



.



Ejemplo 3



/alcule



la



derivada



parcial



para



y



tambi(n



calcule Solución



+sando la regla para la derivada del cociente



.



Sabemos que la derivada de una función de una



 variable en un punto nos da la pendiente de la recta tangente a la función en ese punto. Esto signica que sabemos la rapidez de crecimiento/decrecimiento de la función en ese punto. Al ser una función de dos variables la gráca es una supercie, y entonces ay innitas direcciones entre las que estudiar el crecimiento.



!ues bien, las derivadas parciales nos indicarán tambi"n la pendiente de una recta concreta tangente a la supercie. Antes, pero, vamos a aprender a calcular derivadas parciales, ya que es un metodologia a la que luego le daremos sentido. !ara calcular una derivada parcial de una función en diversas variables tenemos que derivar como siempre respecto una de las variables y mantener las demás como constantes, #como valores $os%.



 RELACO! E!"RE LA DER#A$LDAD % LA CO!"!&DAD !emostraremos un teorema que relaciona la continuidad de una función con su derivabilidad. Para demostrarlo, es conveniente recordar el teorema del valor medio o de Lagrange o del incremento finito, para funciones de una variable.



Si la función y 4 f$'% es continua en el intervalo 5a, b6 y con derivada única $finita o infinita% en todo punto de $a , b%, #ay por lo menos un punto interior ξ , 7



  f $b % − f $ a % b−a



f$b%



=   f  ′$ξ%   $Lagrange% f $ε % f$a%



a



o sea: f $a



ξ



 b



∆y 4 ∆' . f 8$ ξ% y llamando ∆' 4 # ser" b 9 a 4 #  b 4 a ; # de donde :



+ #% − f $ a% #



= f ′$a + θ#% con < = θ = 2 ya que ξ est" comprendido entre a y b.



"EORE'A Si la función y  = f $ ' % es derivable en un recinto S y adem"s las f 'i $ '%   derivadas  parciales primeras son acotadas en S, entonces y = f $ ' %  es continua en S. Aclaración : +na función y  = f $ ' %  es acotada en un recinto S, cuando es posible #allar un número > no nulo y finito, tal que el valor absoluto de la función se mantenga en ese recinto, siempre menor que >, o sea f  $ ' % < >: ∀$ ' % ∈ S



DE'OS"RACO! !emostraremos el teorema para funciones de dos variables independientes, dado que su generalización es inmediata. l incremento total de la función cuando ' e y se incrementan en # y ?, respectivamente es: ∆f $ ' , y% = f $ ' + #: y + ? % − f $ ': y % Sumamos y restamos f$' ; # , y% luego:



 ∆f  =



f  $ '



+



#: y



+



? %



−



f  $ '



+



#: y%



+



f  $ '



+



#: y%



−



f  $ ' : y %



DER#ADAS (ARCALES DE ORDE! S&(EROR 



/onsideramos una función @4f$'y% de la cual #emos definido las derivadas parciales de  primer orden.



∂f $': y% f $ ' + #: y% − f $ ': y% = lim = f '$': y% = @'$': y% ∂' # # →< ∂f $ ': y% f $ ': y + ? % − f $ ': y% = lim = f y$ ': y% = @y$ ': y% # →< ∂y ?  que son en general nuevas funciones de ' , y. Si estas funciones admiten a su vez derivadas, las nuevas funciones as& definidas se llaman !AB-!-S SC+D!-S de f$' , y% las derivadas de las derivadas segundas se llaman derivadas terceras de f$' , y% etc. !ada la función @ 4 f$' , y% tenemos cuatro derivadas parciales segundas:



∂ Ef $ ': y% ∂  ∂f    =   = f '' $ ': y% = @ '' = @ ' ∂' E ∂'  ∂'   ∂ Ef $': y% ∂  ∂f    =   = f 'y $': y% = @'y ∂'∂y ∂y  ∂'   ∂ E f $ ': y% ∂ ∂f $ ': y% f  $ ': y% @ = = y' = y' ∂y∂' ∂' ∂y



E



E



∂ f $ ': y% ∂y



E



E



=



∂ f $ ', y% ∂y∂y



= f yy $ ': y% = @ y E



)abr" oc#o derivadas terceras, correspondientes a la derivación con respecto a ' e y de las cuatro derivadas segundas: ∂ Ff  ∂ Ff  ∂ Ff  ∂ Ff  ∂ Ff  ∂ Ff  ∂ Ff  ∂ Ff  : : : : : : : ∂' F ∂' E ∂y ∂'∂y E ∂'∂y∂' ∂y∂' E ∂y E ∂' ∂'∂y∂' ∂y F



n general para una función @ 4 f$' , y% de dos variables independientes #ay E r  derivadas de orden GrH, pero como veremos que bajo ciertas condiciones pueden #aber  algunas que son iguales entre s&, podemos afirmar que en general el número de derivadas de orden GrHdistintas, es menor que el citado. 'iste un teorema que determina las condiciones bajo las cuales f 'y $ ': y% = f y' $ ': y%  únicamente enunciaremos el mismo: "EORE'A DE SC)*AR"+ Si f y $ ': y% ∧ f 'y $ ': y% e'isten en un entorno del punto $'y% y si f 'y $ ': y% es



continua en dic#o entorno, entonces f y' $ ': y%  e'iste y es igual a f 'y $ ': y% COROLARO DE $O!E" Si f 'y $ ': y% ∧ f y' $ ': y%  son continuas en un entorno del punto $' ,y% entonces f 'y $ ': y% = f y' $ ': y% .stas #ipótesis incluyen a las de Sc#Iartz, es decir son una consecuencia de ellas.



 D,ERE!CA$LDAD



Aecordemos el concepto de diferenciablidad para funciones de una variable independiente y 4 f$'%. Definición: la función y 4 f$'% es diferenciable en un punto ' si est" definida en un entorno del punto ' y su incremento ∆y 4 f$' ; ∆'%9f$'% se puede e'presar de la siguiente manera: ∆y 4-.∆' ; ξ.∆' 4 -.∆' ; o$∆'% donde ξ.∆' 4 o $∆'% es un infinit(simo de orden superior a ∆', es decir que ξ →< cuando ∆' → < implica ξ.∆' 4 o $∆'%. Se llama diferencial de la función a la par-e lineal en . o sea d/0A . - depende de ' pero no de ∆'. Beamos que representa -:



de ∆y 4-.∆' ; ξ.∆' 4 $- ; ξ % ∆' o sea que



∆y $- + ξ% = lim - + lim ξ = - + < = ∆lim ∆' →< ∆' ∆' →< ∆' →< ' →



∆y = - ; ξ  en el l&mite para ∆'→< ser": ∆'



lim



y ξ→< cuando ∆'→ < o sea



ya que - no depende de ∆'



∆y dy = - = f $′' % = y ′ = ∆' →< ∆' d' lim



Cr"ficamente vemos que dy 4 tg α.∆' pero la tg / α representa la derivada de la función y 4 f$'% en el punto ', luego dy 4f 8$'% ∆'. Si y 4 ' ∴ dy 4d $'% 4 2. ∆' es decir: d' 4 ∆'. d/



dy = f $′' % .∆'



o sea



.



Consideremos una función de dos variables +0f ./4 !efinición: +na función z 4 f$' ,y% es diferenciable en un punto $' , y%, si est" definida en un entorno del punto $' , y% y su incremento total ∆f $ ', y% = f $' + ∆': y + ∆y% − f $': y% se puede e'presar como ∆f  = -.∆' + J.∆y + ξ2.∆' + ξ E .∆y 14  donde ξ2 ∧ ξE → 



cuando ∆'→< ∧ ∆y →< respectivamente. Siendo d f . /4 0 A . 5 $ /



!eterminemos a#ora cuanto valen - y J.



/omo ∆' ∧ ∆y son independientes, podemos #acer ∆y 4 


∆'f  = -∆' + ξ2∆' = $- + ξ2 %∆' de donde ∆'f  ∆'f  = - + ξ2 ⇒ ∆lim = ∆lim - ; lim ξ2 = ' →< ∆' ' →< ∆' →< ∆'



∆'f  = = ∂f $ ': y% = f ' $ ': y% = @ ' $ ': y% ∆' →< ∆' ∂' lim



 )acemos a#ora ∆' 4 < con lo cual obtenemos el incremento parcial de la función cuando se incrementa la variable y, es decir:



∆yf  = J∆y + ξE ∆y = $J + ξE %∆y



∆yf  ∆yf  = J + ξ E ∴ ∆lim = ∆lim J + lim ξ E = J y→< ∆y y→< ∆y→< ∆y



o



sea:



∂f $ ': y% = f y $': y% = @ y $ ': y% reemplazando los valores en 14 tendremos: ∂y ∂f $ ': y% ∂f $ ': y% .∆' + .∆y + ξ2 ∆' + ξ E ∆y ∆f  = ∂' ∂y J



=



df $ ' , y% =



∂f $ ': y% ∂f $ ': y% .∆' + .∆y ∂' ∂y



n particular cuando @ 4 f$'y% 4 ' dz4dy42.∆y o sea: df $ ' , y% =



dz 4 d' 42.∆'



24



y cuando @4 f$'y%4y



∂f $ ': y% ∂f $ ': y% .d' + .dy = @ ' .d' + @ y .dy = f ' $ ': y%.d' + f y $ ': y%.dy ∂' ∂y



34



Las e'presiones $E% y $F% reciben el nombre de G'presión anal&tica de la diferencialH. s muy importante observar que z 4f$' , y% depende de las variables ' e y mientras que su diferencial df  = f ' .d' + f y .dy depende de cuatro: ' y d ' d y Por lo tanto para calcular la diferencial de una función en un punto, no solo es necesario dar las coordenadas del punto $' , y%, sino tambi(n el valor de los incrementos ∆'4d' ∧ ∆y4dy. /onsideremos a#ora una función de tres variables independientes u4f$'yz%. Definición:



Se dice que u4f$'yz% es diferenciable en un punto P$'yz% si est" definida en un entorno del punto citado y su incremento total ∆f4∆u4f$';∆'y;∆yz;∆z%9f$'yz% se  puede e'presar: ∆f $ ', y, z% = -.∆' + J.∆y + /.∆z + ξ2.∆' + ξE .∆y + ξF .∆z



donde -, J y / dependen del punto $', y, z% pero no de ∆' ∆y y ∆z y ξ2 ξE ξF →< con ∆' ∆y, ∆z →< respectivamente. Se llama diferencial total de la función a df  = du = -.∆' + J.∆y + /.∆z Se demuestra que -



f $ ': y: z % ∂f $ ': y: z% : / = ∂f $ ': y: z: % :J = =∂  o sea: ∂' ∂y ∂z



df $ ', y, z % =



∂f $ ': y: z% ∂f $ ': y: z % ∂f $ ': y: z: % .d' + .dy + .dz ∂' ∂y ∂z



Diferencial de una función de n variables



Si y4f $'2'E...'n% es diferenciable en un punto si est" definida en un entorno del punto / su incremento total se puede e'presar:



 ∆y = -2.∆'2 + - E .∆' E + ... + - n .∆' n + ξ2.∆'2 + ... + ξ n .∆' n en donde la diferencial de la función ser": dy = -2 .∆'2 + - E .∆' E + ... + - n .∆' n con -i dependiendo de las coordenadas del punto  pero no de los ∆'i y los ξi →< con ∆'i→< respectivamente. -i



=



∂f $ '2 : ' E :...: ' n % ∂' i



n



luego :



dy



=∑ i =2



∂f $ ' % .d' i ∂' i



Aplicación de las derivadas en la administración e interpretación



La función de demanda Qd=f(P) con P como el precio del producto dQ/dP es la variación de la demanda por cambios en el precio y la elasticidad precio de la demanda se define como E=dQ/dP*P/Q. Tambin se aplican las derivadas para calcular la !tilidad "ar#inal$ Producto mar#inal$ %eneficio mar#inal y todo caso &ue di#a mar#inal utili'an el concepto de derivada monovariable. Tambin se emplean derivadas de funciones multivariadas #eneralmente parciales con respecto a al#una de las variables. i tienes una función de mercado multivariada puedes aplicar las derivadas para anali'arla. i se tiene una función y se &uiere encontrar su m+imo o m,nimo se -ace la primera derivada =  y para determinar si es un m+imo un m,nimo se -ace la evaluación de la se#unda derivada. Aplicaciones a la Economía:



 En aos recientes -a -abido un inters creciente por la aplicación de las matemticas a la econom,a. in embar#o puesto &ue la econom,a involucra muc-os factores impredecibles tales como decisiones psicoló#icas o pol,ticas la formulación matemtica de sus problemas es dif,cil. e deber,a -acer nfasis &ue como en los problemas de ciencia e in#enier,a cual&uier resultado obtenido teóricamente debe finalmente ser probado a la lu' de la realidad. Oferta y Demanda



upon#a &ue tenemos un bien tal como tri#o o petróleo. ea p el precio de este bien por al#una unidad especificada ( por e0emplo un barril de petróleo) en cual&uier tiempo t. Entonces podemos pensar &ue p es una función de t as, &ue p(t) es el precio en el tiempo t. El numero de unidades del bien &ue desean los consumidores por unidad de tiempo en cual&uier tiempo t se llama la demanda y se denota por 1(t) o brevemente 1. Esta demanda puede depender no solo del precio  p en cual&uier tiempo t esto es p(t) sino tambin de la dirección en la cual los consumidores creen &ue tomaran los precios esto es la tasa de cambio del precio o derivada p2(t). Por e0emplo si los precios estn altos en tiempo t pero los consumidores creen &ue pueden subir la demanda tiende a incrementar. En s,mbolos esta dependencia de 1 en p(t) y p2(t) puede escribirse3 1 = (p(t))p2(t) Llamamos la función de demanda. imilarmente el numero de unidades del bien &ue los productores tienen disponible por unidad de tiempo en cual&uier tiempo t se llama oferta y se denota por (t) o brevemente . 4omo en el caso de la demanda  tambin depende de p(t) y p2(t). Por e0emplo si los precios estn altos en tiempo t pero los productores creen &ue estos pueden subir mas la oferta disponible tiende a incrementar anticipndose a precios ms altos. En s,mbolo esta dependencia de  en p(t) y p2(t) puede escribirse3  = #(p(t) p2(t) Llamamos # a la función oferta. Principio económico de la oferta y la demanda3 El precio de un bien en cual&uier tiempo t esto es p(t) esta determinada por la condición de &ue la demanda en t sea i#ual a la oferta en t en forma matemtica esto &uiere decir3  (p(t)p2(t)) = #(p(t)p2(t)) Las formas &ue deber,a tener y # son las si#uientes3 1 = (p(t)p2(t)) = 56p(t) 7 58p2(t) 7 59



  = #(p(t)p2(t)) = %6p(t) 7 %8p2(t) 7 %9 donde 52 y %2 son constantes en ese caso la formula matemtica se transforma a la si#uiente e+presión3  56p(t) 7 58p2(t) 7 59 = %6p(t) 7%8p2(t) 7 %9 (58 : %8)p2(t) 7 (56 : %6)p(t) = %9 : 59  5sumamos &ue 56;%6 58;%8 y 59;%9. Entonces podr,amos escribir la formula como3 p2(t) 7 (56:%6/58:%8)p(t) = %9:59/58:%8 e Caso I: i Po = (%9:59)/(56:%6) y p(t)=Po entonces los precios permanecen



constantes en todo tiempo. Caso II: i (56:%6)/58:%8)? entonces se tendr,a una estabilidad de precios. Caso III: i (56:%6)/58:%8)@. en este caso vemos &ue de la ecuación p(t) =



%9:59/56:%6 7 Po: (%9:59/56:%6)>e &ue el precio p(t) crece indefinidamente a medida &ue t crece asumiendo &ue Po ? (%9:59)/56:%6)esto es tenemos inflación continuada o inestabilidad de precio. Este proceso puede continuar  -asta &ue los factores económicos cambien lo cual puede resultar en un cambio a la ecuación (58 : %8)p2(t) 7 (56 : %6)p(t) = %9 :59. Ejemplo:



La demanda y oferta de un cierto bien estn en miles de unidades por 1 = AB : 8p(t) 7 9p2(t)  = 9 7 p(t) 7 Ap2(t) respectivamente. i en t = el precio del bien es 6 unidades encuentre (a) El precio en cual&uier tiempo t ?  y (b) i -ay estabilidad o inestabilidad de precio. Solución: El precio p(t) esta determinado al i#ualar la oferta con la demanda



esto es AB : 8p(t) 7 9p2(t) = 9 7 p(t) 7 Ap2(t) = p2(t) 7 9 p(t) = 6B 


 i la oferta es mayor a la demanda entonces los productores tiene una cierta cantidad de bien en su posesión la cual se llama inventario del bien el cual esperan vender. Por otro lado si la demanda es mayor &ue la oferta entonces los productores deben ad&uirir inventario. ormulación "atemtica3 ea &(t) la cantidad o numero de unidades de un bien 4 disponible en tiempo t. Entonces &(t 7 ;t) = &(t) 7 ;& es la cantidad disponible en tiempo t 7 ;t. 5s, tenemos &ue3 4antidad acumulada en intervalo t a t 7 ;t = ;& = &(t 7 ;t) : &(t).  = numero de unidades de 4 ofrecidas de tiempo por los productores en tiempo t. 1 = numero de unidades de 4 demandadas por unidad de tiempo por los consumidores en tiempo t. Entonces el numero de unidades ofrecidas por los productores y demandas por  los consumidores entre t y t 7;t estn dados apro+imadamente por ;t y 1;t respectivamente donde los resultados son precisos e+cepto por trminos &ue involucran (;t)F y mayores.  5s, cantidad acumulada en el intervalo t a t 7 ;t es i#ual a3 ;t : 1;t 7 trminos con (;t)F o mayores.  5s, ;&/;t =  : 1 7 trminos con (;t)F o mayores. tomando el limite cuando ;tD d&/dt =  : 1. 1e esta Gltima ecuación podremos decir &ue servir de base para el posterior  anlisis sobre precios. 4omo una ilustración supon#amos &ue un productor  desea prote#er sus utilidades al re&uerir &ue la tasa a la cual incrementara el precio sea proporcional a la tasa a la cual declina el inventario. En ese caso tenemos &ue3 dp/dt = : d&/dt 1onde ?  es la constante de proporcionalidad &ue se asume conocida de modo &ue usando la ecuación dp/dt = : ( : 1). Puesto &ue  y 1 se pueden e+presar en trminos de p la ecuación dp/dt = : ( : 1) es una ecuación diferencial para p. Ejemplo:



upon#a &ue la oferta y la demanda estn dadas en trminos de precios p por   = C 7 8P 1 = 68 : 9P respectivamente la constante de proporcionalidad



 es = A. Escriba la ecuación diferencial para p y determine el precio en cual&uier tiempo t ?  asumiendo &ue p = B en t =  solución: de la formula dp/dt = : d&/dt la ecuación diferencial re&uerida para p



es3 dp/dt = :A(C 7 8P : 68 7 9p) o dp/dt 7 8 p = 8A resolviendo esta ultima ecuación diferencial tenemos &ue p = 68 7 ce usando p = B en t =  da c = : A y as, p = 68 : Ae -ttp3//-tml.rincondelva#o.com/aplicaciones:de:las:ecuaciones:diferenciales:de: primer:y:se#undo:orden.-tml Ejemplos prácticos en el área. Derivada de una función 1.



Una



empresa



hotelera tiene la función de costos totales:  donde ! es el n"mero de servicios vendidos de un a#o. Calcule la ra$ón de cam%io promedio & di'a cuál es la interpretación económica de esta fracción. (olución



es el costo mar#inal (el costo adicional de producir  una unidad ms). ). Una empresario administra un estacionamiento en una $ona turística & va a decidir la tarifa *ue co%rará por hora. El n"mero promedio de horas rentadas + al día está e!presado en función de la tarifa p por: Determine la tarifa óptima *ue permitirá ma!imi$ar los in'resos diarios del estacionamiento & calcule el in'reso má!imo. (olución



Hn#reso 1onde Q est ustituyendo



I=P& dada Q



por la en



función la



de demanda fórmula de



in#reso.



 4alculamos en se#uida por lo tanto I tiene su m+imo en 4obrando una tarifa de J8K se lo#rar,a el in#reso m+imo de3



,. El costo anual de hacer los pedidos de la compra & mantenimiento del inventario de cierta empresa está dado por la función:



donde



+



es



el



tama#o



del



pedido



&



C



es



el



costo



Calcule la se'unda derivada del costo determine el si'no de a ello di'a si la curva de costo es cóncava o conve!a.



anual.



& en %ase



(olución



4onviene



escribir



la



fórmula



del



costo



de



la



forma



si#uiente3



Por lo tanto la curva de costo es conve+a. -. Una empresa manufacturera tiene una función de %eneficio mensual/: 0donde ! es el n"mero de unidades producidas & vendidas al mes. Calcule la ra$ón de cam%io promedio & de una interpretación económica de esta fracción. Eval"e numricamente la ra$ón de cam%io promedio en el punto !2134 con un incremento de una unidad adicional de producción d!21/ & di'a *u si'nificado económico tiene el si'no del resultado. (olución



es el beneficio mar#inal promedio. 4uando el nivel de producción inicial es de 6C unidades y el incremento de producción es de una unidad el beneficio mar#inal es3



 El si#no ne#ativo del resultado indica &ue en el nivel de producción inicial de 6C se puede aumentar el beneficio de la empresa reduciendo la producción. 5. Una empresa produce harina de pescado & tiene una función de %eneficio mensual/:  donde ! es el n"mero de toneladas producidas & vendidas al mes. Calcule la ra$ón de cam%io puntual & d una interpretación económica de esta derivada. 6%ten'a el nivel óptimo de producción ! en el cual se alcan$a el %eneficio má!imo & calcule el %eneficio má!imo. (olución



 5l simplificar la fórmula del beneficio se obtiene3



es el beneficio mar#inal de la empresa. Para encontrar el nivel óptimo &ue ma+imice el beneficio i#ualamos a cero el beneficio mar#inal y despe0amos



 5dems



 por lo tanto el beneficio tiene su valor m+imo en



ustituyendo en la fórmula %eneficio m+imo=C6.8K



del



.



beneficio3



3. 7a oferta de maí$ en cierta economía esta e!presada enfunción del precio por:



Calcule las derivadas primera & se'unda



de la oferta determine sus si'nos e indi*ue si la curva de oferta es creciente o decreciente cóncava o conve!a. (olución



por lo tanto la curva de oferta es creciente y cóncava.



8unciones creciente & decreciente. !na función es creciente en un intervalo a,b> si al tomar dos puntos cuales&uiera del mismo x 6 y x 8 con la condición x 6  x 8 se verifica &ue f ( x 6 ) @ f ( x 8 ).



e dice estrictamente creciente si de x 6 @ x 8 se deduce &ue f(x 6  ! f(x 8 . E0emplo3



 C A 8  :C



:A



:8



:8 



8



:A :C



La función f(+) = 8+ 7 A es una función creciente en los nGmeros reales.



!na función es decreciente en un intervalo a,b> si para cuales&uiera puntos del intervalo x 6 y x 8 &ue cumplan x 6  x 8 entonces f(x 6  M f(x 8 . iempre &ue de  x 6 @  x 8 se dedu'ca f(x 6   " f(x 8   la función se dice estrictamente decreciente. E0emplo3 B C A 8  :K



:8 



K



:A :C :B



La función #(+) = :+9 es una función decreciente en los nGmeros reales 8U9C. CEC. ; DECEC. E9 


N !na función es creciente en un punto a  si e+iste un intervalo abierto



f ( x )  f (a) si x  pertenece a (a : e a) y f ( x ) M f (a) si x  pertenece a (a, a 7 e).



N  5nlo#amente una función es decreciente en un punto a si e+iste un intervalo abierto (a : e a 7 e) en el &ue f ( x ) M f (a) si x  pertenece a (a : e a) y f ( x )  f (a) si x  pertenece a (a, a 7 e).



 La definición de función estrictamente creciente o decreciente en un punto se obtiene sin ms &ue sustituir el s,mbolo  por @ y el M por el ?. Es preciso diferenciar el si#nificado de función creciente o decreciente en un intervalo del de función creciente o decreciente en un punto. Ejemplo: estudio del crecimiento & decrecimiento de una función Estudiar el crecimiento y decrecimiento de la función y # x 8 en los puntos



$esolución: La función y  =  x 8 es estrictamente creciente en el intervalo  7O) puesto



&ue si



Por otro lado es estrictamente decreciente en (:O > ya &ue en este intervalo (al ser nGmeros ne#ativos) si  x 9 @  x A   x 98 ?  x A8 (por e0emplo : @ :9 y (:)8 ? (:9)8 ). Es estrictamente decreciente en x  = . Rótese cómo en  x   =  la función no es creciente ni decreciente. 5 la i'&uierda de este punto es decreciente y a la derec-a es creciente. 4omo pone de manifiesto este e0emplo toda función creciente en un intervalo (respectivamente decreciente) es creciente (respectivamente decreciente) en todo punto de ese intervalo. á!imo & mínimos en todo su dominio & en un intervalo. El -ec-o de &ue la interpretación #eomtrica de la derivada es la pendiente de la recta tan%ente a la %r&fica de una función en un punto determinado es muy



Gtil para el tra'ado de las #rficas de funciones. Por e0emplo cuando la derivada es cero para un valor dado de x  (variable independiente) la tan#ente &ue pasa por dic-o punto tiene pendiente cero y por ende es paralela al e0e x . Tambin se pueden establecer los intervalos en los &ue la #rfica est sobre o deba0o de la tan#ente...



 ?alor má!imo relativo:



En la fi#ura de la derec-a (fi#.6) se puede observar un e0emplo de una función &ue tiene un valor m+imo relativo en c . 1ic-o valor es d  y ocurre en c. El valor m&ximo relativo de f en (a,b es d . (fi#.6) ?alor mínimo relativo:



En la fi#ura de la derec-a (fi#.8) se puede observar un e0emplo de una función &ue tiene un valor m,nimo relativo en c . 1ic-o valor es d  y ocurre en c. El valor m'nimo relativo de f en (a,b es d . (fi#.8) i una función tiene un valor m+imo relativo o un valor m,nimo relativo en c  se dice entonces &ue la función tiene un e!tremo relativo en c .



El teorema anterior establece &ue la recta tan#ente a la #rfica de la f  en el punto en donde ocurre un e+tremo relativo es paralela al e0e x . i f  es diferenciable los Gnicos posibles valores de x  para los cuales f  tiene un e+tremo relati a&uellos en los &ue f  S ( x ) = . Ro obstante ocurre con muc-as funciones &ue a pesar de &ue f  no -ay un e+tremo relativo all,. En la fi#.9 se puede apreciar un e0emplo de esta situación. Tambin puede suceder &ue al#una función f ten#a un e+tremo relativo en un nGmero dado y sinembar#o no ser diferenciable en dic-o nGmero. La fi#.A ilustra este -ec-o. Por Gltimo para ciertas funciones f  (c ) e+iste y f  S(c ) no e+iste y sinembar#o no -ay un e+tremo en c . En la fi#.K se muestra la #rfica de una función donde ocurre esta situación. Conclusión: si una función f  est definida en un nGmero c  una condición necesaria para &ue un e+tremo relativo en c  es &ue f  S( x ) =  o f S(c ) no e+ista$ pero esta condición no es suficiente



 (fi#.9)



(fi#.A)



(fi#.K)



(fi#.C) En la fi#.C se muestra la #rfica de una función en donde el valor m,nimo absoluto ocurre en a valor m+imo absoluto ocurre en b. En e la función tiene un valor m+imo relativo y en d  un val m,nimo relativo.



4uando una función tiene un valor m+imo o un valor m,nimo absoluto en un intervalo se dice &ue la función tiene un e+tremo absoluto en el intervalo. !na función dada puede tener o no tener un e+tremo absoluto en un intervalo. En la (fi#.) se puede observar &ue la función tiene un valor m+imo absoluto en c  (tambin es un valor m+imo relativo) pero no tiene un valor m,nimo absoluto.



 



(fi#.)



 


m+imo absoluto y el menor es el valor m,nimo absoluto.



Derivadas parciales aplicadas en la termodinamica La termodinámica es una ciencia (Furió, 2007: 463) de la química y de la isicoquímica !ura y a!licada muy utili"ada en el conocimiento de los !arámetros ener#$ticos y de esta%ilidad de mol$culas y %iomol$culas en %ioquímica y en el dise&o y ormulación de !re!arados armac$uticos en tecnolo#ía armac$utica' La termodinámica ace am!lio uso del cálculo dierencial e inte#ral, es!ecialmente de las deriadas !arciales' Las e*!resiones deducidas en termodinámica a!licando la deriación !arcial son muy +tiles, ya que el com!ortamiento de un sistema que no sea susce!ti%le de medición directa !uede descri%irse mediante las e*!resiones o%tenidas !or deriación !arcial o el uso de erramientas irtuales' (ui&ones, 2006:-423) .ara reerirnos a las deriadas de una unción, en !rinci!io consideremos y sim%olicemos al#unas unciones que se !resentan en la ida r eal' .or e/em!lo: el estado del a#ua de!ende de la tem!eratura !ara a%ilitar un equi!o electrónico, $ste de!ende de su %atería el celular de!ende al menos de las si#uientes com!onentes la %atería, el ci!, la se&al el om%re de !ende de las si#uientes aria%les más releantes la !resión cardíaca, !resión arterial, tem!eratura, !eso, talla en la ecuación de estado el olumen V de!ende de P, n, R, T.



La deriada de una unción es la ra"ón de cam%io de una aria%le, de orma #ráica es la tan#ente a la cura en un !unto' 1sí la elocidad de un móil es la distancia recorrida res!ecto al tiem!o en el caso del om%re si la meta es que cam%ie el !eso, $sta es la +nica aria%le que cam%ia, no así las otras consideradas (si !or %a/ar de !eso ace dieta eco que incide en su !eso, no así en su talla), en consecuencia $sta es una deriada !arcial'



 n las ecuaciones de estado !or e/em!lo PV=nRT las deriadas !arciales ayudan a determinar el eecto que el cam%io en una de las aria%les de estado !rooca en otra de ellas, !ara conse#uir esto necesitamos de las erramientas del cálculo' na !endiente es una deriada y una deriada es una !endiente, !ara re!resentar en orma #ráica la de!endencia de y res!ecto a  x, si denotamos y por f(x), entonces



1ora consideramos una unción de arias aria%les, denotada !or f denotada !or



la deriada !arcial de res!ecto a una aria%le se deine como:



siem!re que el limite e*ista' e denomina así !orque sólo una de sus aria%les es la que cam%ia, las restantes aria%les se mantienen constantes' Las deriadas de orden su!erior, cum!len la deinición' n las ecuaciones con arias aria%les como PV= nRT la deriada total de una unción F de aria%les m+lti!les x, y, z sim%oli"ada como F(x, y, z) es la suma de todas sus deriadas !arciales cada una de ellas multi!licada !or el cam%io ininitesimal en la aria%le a!ro!iada (dx, dy, dz y así sucesiamente):



 e lee: la deriada de la unción F con res!ecto a una aria%le a la e"' n cada caso las demás aria%les se mantienen constantes' 5on las ecuaciones de estado !odemos deriar y determinar e*!resiones !ara los cam%ios de una aria%le de estado con res!ecto a la otra' 1l#unas eces estas deriadas nos !ermiten o%tener conclusiones im!ortantes so%re las relaciones entre las aria%les de estado, lo que constituye una t$cnica !oderosa !ara tra%a/ar con la termodinámica' (1tins, 200:87)



DERIVADAS PARCIALES Y LEYES DE LOS GASES n la ecuación de estado PV=nRT su!on#amos que necesitamos conocer la orma en que aria la !resión con res!ecto a la tem!eratura T su!oniendo que el olumen Vy el n+mero de moles n en nuestro sistema #aseoso !ermanece constante' sta interro#ante que nos interesa la !ode mos escri%ir con una deriada !arcial:



(Leine, 9' 2004:23)'



s !osi%le construir diersas deriadas !arciales que relacionen las dierentes aria%les de estado de un #as ideal, al#unas de las cuales son más +tiles o áciles de entender que otras, no o%stante la deriada de R es cero ya que es una constante (;onilla, 2006:68)' n la ecuación de estado PV=nRT, analicemos V,n,R a !artir de P=nRT/V lue#o deriar am%os miem%ros con res!ecto a T, mientras el resto de las aria%les se mantienen constantes:



i tomamos una muestra de un #as ideal y medimos su !resión P a dierentes tem!eraturas T a olumen constante y tra"amos la #raica, o%tenemos una recta cuya !endiente es (nR/ V) es decir la deriada' (1ceedo, ' < 5ostas, 2007:-74)' Lue#o el cam%io de !resión res!ecto a la tem!eratura T es {dpi dT)V,n,R = V/nR. i A es unción de dos aria%les B y C re!resentada A(B,C) y am%as aria%les B y C son unciones de las aria%les D y  re!resentado B(D,) y C(D,), entonces la re#la de la cadena !ara las deriadas !arciales es:



 n los casos de PVT !odemos a!licar este conce!to dada una cantidad de #as, la P de!ende de =y T!P(V,T) y el olumen de!ende dePy T! V(P,T) y la tem!eratura de!ende de P y V! T(P,V). n el caso de cualquier aria%le de estado #eneral de un #as F la deriada total de esta con res!ecto a la tem!eratura T a P constante, es:



l termino en otro caso 0'



la deriada de una aria%le res!ecto a si misma es -,



i F es la !resión P entonces mantiene constante' La e*!resión anterior se conierte en:



!uesto que P se



.odemos reordenar esta e*!resión



>%sere que cada t$rmino incluye PVT" si se conoce cualquiera de las dos deriadas, se !uede determinar la tercera' l coeiciente de e*!ansión de un #as ideal a se deine como el cam%io en el olumen conorme la tem!eratura cam%ia a !resión constante, la e*!resión incluye el actor #/$!



 La com!resi%ilidad isot$rmica de un #as re!resentado con la letra % es el cam%io del olumen conorme aría la !resión a tem!eratura constante con actor #/V!



i#uiendo el !rocedimiento anterior, !ara un #as ideal se demuestra que %=nRT/VP &



?a que las dos deiniciones utili"an PVT se tiene (dp / dr)V = a @ T, en eecto:



 stas e*!resiones son de inter$s cuando es im!osi%le mantener el olumen de un sistema constante' La deriada del olumen constante !uede e*!resarse en t$rminos de deriadas a tem!eratura y !resión constantes, dos condiciones áciles de controlar en la%oratorio' (;onilla, 2006:67A6) 5onsideremos un !roceso ísico o químico que ocurre en un sistema, este tiene unas condiciones iniciales y des!u$s del !roceso tendrá otras condiciones, inales !ero ay mucas ormas en que el sistema !ueda !asar de su estado inicial a su estado inal' na unción de estado es cualquier !r o!iedad termodinámica del sistema cuyo cam%io durante el !roceso es inde!endiente de la trayectoria, esto es, que de!ende solo del estado del sistema (PVTn) y no de la istoria del sistema o de como este lle#ó a dico estado' Las unciones de estado se re!resentan con letras may+sculas' 5omo la ener#ía interna ', ental!ia , entro!ía , ener#ía li%re de Belmolt" A, ener#ía li%re deCi%%s C' na !ro!iedad termodinámica cuyo cam%io durante el !roceso de!ende de la trayectoria no es una unción de estado' Las unciones que no son de estado se re!resentan con letras min+sculas, tales como el tra%a/o * y el calor +. (1tins, 200:87) *iste otra dierencia en lo que se reiere a las unciones de estado' 5uando se !resenta una ariación ininitesimal en un sistema, las ariaciones ininitesimales en el tra%a/o * y el calor + y la ener#ía interna se re!resentan así: d*, d+, d' res!ectiamente' n un !roceso com!leto estos cam%ios ininitesimales se inte#ran desde las condiciones iniciales asta las inales' Bay una dierencia en la notación: cuando se inte#ran d*, d+ el resultado es la cantidad a%soluta de tra%a/o Dyde calor + asociados al !roceso' .ero cuando se inte#ra d' en resultado no es ' a%soluto sino el cam%io en



.



La misma relación e*iste !ara las otras unciones de estado' Las dierenciales son dierenciales ine*actas, si#niica que sus alores inte#rados * y + de!enden de la trayectoria' n cam%io d' es una dierencial e*acta, quiere decir que su alor inte#rado A' es inde!endiente de la trayectoria' Eodos los cam%ios en las unciones de estado son dierenciales e*actas' (1tins, 200:8)



 PRIMERA LEY DE LA TERMODINMICA La ener#ía interna ' es la ener#ía total de un sistema, re!resenta el total de la ener#ía cuando se suma la ener#ía cin$tica y la ener#ía !otencial del sistema' La ener#ía cin$tica de%ida al moimiento molecular y atómico y la ener#ía !otencial de%ida a la !osición entre mol$culas y entre átomos' La ener#ía interna, más concretamente la ariación de la ener #ía interna d' de un sistema !uede ariar cuando se a#re#a calor al sistema o cuando el sistema emite calor d+ y cuando el tra%a/o es reali"ado !or el sistema o si se reali"a tra%a/o so%re el sistema' i tenemos un sistema #aseoso que contiene un olumen de !artículas determinado, estas se encuentran en moimiento se des!la"an, entonces tienen elocidad !or tanto tienen ener#ía cin$tica '5 las !artículas se encuentran en una determinada !osición entonces !ueden interactuar entre ellas esto re!r esenta una ener#ía !otencial '. toda esta ener#ía se necesita !ara !oder e*istir como sistema, es la ener#ía !ara moer a las !artículas y estar entrela"ados a tra$s de las uer"as internas que !oseen ('5 y '. ) y la suma de estas nos da la ener#ía interna , que no incluye la ener#ía !ara ormarlo' Lo que !lantea la !rimera ley de la termodinámica es que si se toma un sistema con un olumen determinado y que tiene ener#ía interna ' y !rocedemos a calentar al sistema !or e/', a#re#ándole calor, amos a !oder incrementar la ener#ía interna, !ero adicionalmente si com!rimimos al sistema a!licando una uer"a F so%re una su!ericie del sistema, $ste aría su olumen, !or tanto estamos reali"ando tra%a/o estamos a#re#ando tra%a/o, una orma de ener#ía y tam%i$n lo#ramos incrementar la ener#ía interna del sistema' (1tins, 200:8A63) La ener#ía interna ' !uede ariar cuando le a#re#amos calor o eectuamos tra%a/o * so%re el sistema' n orma de ecuación:



e manera literal: la ariación de la ener#ía interna d' (dieerencial e*acta) es i#ual al calor d+ (dierencial ine*acto) a#re#ado al sistema más el tra%a/o d* (dierencial ine*acto) que reali"amos so%re el sistema' sta es la !rimera ley o !rimer !rinci!io de la termodinámica' i queremos reducir la ener#ía interna ' se !uede or"ar a que el sistema a#a tra%a/o o ceda calor: d' = d+  d* que es tam%i$n una orma de la !rimera ley de la termodinámica' *!licaremos un !oco en que consiste el tra%a/o *. i tenemos un olumen de #as y com!rimimos con una uer"a F so%re una su!ericie  y lo#ramos que el sistema se an#oste en dx, emos eco camino dx con una uer"a d* = Fdx" !or deinición la !resión P = F/ y F = P. ntonces d* = F .dx tam%i$n d* = P . dx y el !roducto .dx (su!ericie !or ariación de distancia) es ariación de olumen d$ !or tanto d* = P..dx lo e*!resamos como d* = P d$" al a!licar la uer"a F estamos reduciendo el olumen y la ariación de olumen será ne#atia d$() o d$ -  !ero acemos



 tra%a/o * !ositio !orque aumentamos la ener#ía del sistema, en consecuencia a!licamos un si#no ne#atio a la e*!resión: d* = Pd$ que es el tra%a/o reali"ado so%re el sistema' 1l a!licar la e*!resión de tra%a/o o%tenida en la deinición de la !rimera ley de la termodinámica:



 , que es tam%i$n una orma de la !rimera ley de la



termodinámica o ley de la conseración de la ener#ía'



SEG!NDA LEY DE LA TERMODINMICA u!on#amos que tenemos dos sistemas se!arados !or una !ared rí#ida, entonces no a%rá ariación de olumen d$ # G d$ &= . .or tanto no se !odrá reali"ar tra%a/o d$ # G d$ & = . Los dos sistemas se encuentran a una tem!eratura T # y T &y además su!ondremos que la tem!eratura del sistema - es mayor a la del sistema &T #T &. .ara reali"ar cualquier cam%io, !or e/', des!la"ar calor d+ del sistema - al sistema 2 o iceersa !or la dierencia de tem!eratura esto aectará a la ener#ía interna ' de am%os sistemas y considerando la ley de la conseración de la ener #ía: d' # 0 d' & = 



i T #  T & si#niica que el sistema - tiene mayor ener#ía que el sistema 2 la ener#ía luirá en orma de calor del sistema - al sistema 2 (la ener#ía del sistema 2 aumentará mientras que la ener#ía del sistema 2 disminuirá) asta que am%os sistemas ten#an la misma ener#ía, esto sucede de manera es!ontánea' (=illanuea, 200H:-48) 5uando !asa ener#ía de un sistema de mayor ener#ía a un sistema de menor ener#ía, este lu/o de ener#ía sucede asta que am%os sistemas ten#an la misma ener#ía, esta distri%ución o redistri%ución de ener#ía es la entro!ía sim%oli"ado con la letra . in em%ar#o, la ecuación d' = d+ 0 d* no !roí%e el lu/o de ener#ía del sistema 2 al sistema -, es decir el !aso de ener#ía de un sistema de menor contenido ener#$tico a otro de mayor contenido ener#$tico, siem!re y cuando la -ra ley se e*!rese, es decir mientras que la ener#ía total se consere d' # 0d' &= la !rimera ley de la termodinámica tiene un !ro%lema, no acota al sistema, no e*iste un cam%io es!ontaneo como el que un sistema de %a/a ener#ía entre#ue ener#ía a un sistema de mayor ener#ía (a e*ce!ción de un reri#erador) se !uede lo#rar este !asa/e de ener#ía !ero reali"ando tra%a/o' La entro!ía , más concretamente d aría en unción del calor d+, es decir d =d+  / T 



La se#unda ley de la termodinámica esta%lece que la d  . (=illanuea AIarroquín, J' < ;arra#án ', 200H:-4)'



 POTENCIALES TERMODINMICOS n $sta sección, deduciremos matemáticamente a las cuatro relaciones de Ia*Dell a tra$s de los !otenciales termodinámicos como ener#ía interna ', ental!ia , ener#ía li%re Ci%%s C y ener#ía li%re de Belmolt" A.(Berrera, J' K, 20--: 7)' La !rimera ley de la termodinámica esta%lece:



La se#unda ley de la termodinámica airma:



eem!la"ando d+ en la -ra ley tenemos las si#uientes e*!resiones:



e $sta ecuación dierencial concluimos que la ener#ía interna ' es unción de la entro!ía  y del olumen ' = '(,$), e*!resando esto con deriadas !arciales (1ceedo, ' < 5ostas, 2007:-78), tenemos:



5omo usamos un dierencial e*acto si#niica que las deriadas cru"adas entre estos actores tienen que ser i#uales, esto es:



 La ener#ía interna ' es la ener#ía del sistema, $sta ener#ía no incluye la ener#ía !ara ormar al sistema !or e/', en una transición de estado, en la usión, el sólido !asa al estado liquido como el ielo a a#ua líquida, !ara que el a#ua e*ista ay que #enerar un es!acio, esto si#niica a#re#ar tra%a/o (P$) !ara que e*ista ese sistema, esto es: ' 0 P$, $sta ener#ía es la ental!ia , en orma sim%ólica es  = ' 0 P$.



 ntonces la ental!ia  es unción de la entro!ía  y de la !resión P, esto es = (,P).



1l deriar en orma cru"ada las dos +ltimas ecuaciones, se tiene:



 5on $sta relación no necesitaremos medir el cam%io de olumen con res!ecto a la entro!ía a !resión constante !orque este es equialente al cam%io isoentró!ico de la tem!eratura con res!ecto a la !resión' La limitación de la !rimera ley de la termodinámica d' = d+ 0 d*, es el calor (.$re", 2007:-) d+ (d+ = Td de la deinición de entro!ía)' i un sistema reali"a tra%a/o, la conersión de la ' en tra%a/o es ineiciente, la ' ace tra%a/o !ero además #enera calor (T)" entonces la ener#ía que queda li%re !ara reali"ar tra%a/o es la ener#ía li%re de Belmolt" 1' A = 'T (T, es el calor)' ierenciando $sta relación:



La ener#ía li%re de Belmolt" de!ende del olumen y la tem!eratura: A=A($, T) esta airmación e*!resada en deriadas !arciales:



La ener#ía li%re de Ci%%s considera a la ental!ia  no a la ener#ía interna ', menos el calor (T)!1 = T



 La ener#ía li%re de Ci%%s aría en unción a la !resión y tem!eratura 1=1(P,T).



1l deriar en orma !arcial las dos +ltimas ecuaciones res!ecto a res!ectiamente, se tiene la cuarta relación de Ia*Dell'



y



Las relaciones deducidas, reci%en esa denominación en onor al matemático y ísico scoses James 5lerc Ia*Dell' Las relaciones de Ia*Dell son +tiles !or dos ra"ones:



Primero" todas las relaciones se !ueden a!licar no están restrin#idas a los #ases ideales, se a!lican a sistemas líquidos y sólidos'



 Se#$ndo" e*!resan determinadas relaciones en t$rminos de aria%les áciles de medir' .or e/', !odría resultar diícil de medir directamente la entro!ía y de terminar cómo aría con res!ecto al olumen a tem!eratura constante La tercera relación de Ia*Dell muestra que no tenemos que medirla directamente, si medimos el cam%io de la !resión con res!ecto a la tem!eratura a olumen constante 233)



o%tenemos ' stas son i#uales' (o/as, ' 1', 200:



Las relaciones de Ia*Dell tam%i$n resultan +tiles en la deducción de nueas ecuaciones que !uedan a!licarse a los cam%ios termodinámicos en sistemas, o en la determinación de alores de cam%ios en unciones de estado que !odrían resultar diíciles de medir directamente e*!erimentalmente'



APLICACION DE LAS RELACIONES DE MA%&ELL Las relaciones de Ia*Dell !ueden ser sumamente +tiles en la deducción de otras ecuaciones !ara la termodinámica' .or e/': como d = Td 0 $dP  i mantenemos



constante y diidimos toda la e*!resión entre dP, tendremos:



s diícil medir el cam%io de entro!ía con res!ecto a la !resión, !ero si utili"amos una relación de Ia*Dell, !odemos sustituirla !or otra e*!re sión' 5omo la cuarta relación de Ia*Dell entonces:



1quí se cam%io el orden de los t$rminos' .or e/' si conocemos, la ecuación de estado de los #ases ideales y conocemos y la ariación de $ con res!ecto a a !resión constante, esta inormación !odemos utili"ar !ara calcular la ariación de la ental!ia con res!ecto a la !resión a tem!eratura constante sin tener que medir la ental!ia'



 u!on#amos que deseamos conocer la !ara un #as que se com!orta de acuerdo con la ecuación de estado de =an er aals'



i deriamos



con res!ecto a



a olumen constante so%re la ecuación de =an



er aals (recuerde que son constantes



 ), tenemos:



.or la tercera relación de Ia*Dell



Eam%i$n se a deducido en la ley de los #ases que



onde a es el coeiciente de e*!ansión y es la com!resi%ilidad isot$rmica' .ara el mercurio  determinaremos el cam%io de entro!ía con res!ecto al olumen %a/o condiciones isot$rmicas, es decir La tercera relación de Ia*Dell airma que



 CONCL!SIONES La acilidad !ara deducir e*!resiones matemáticas con deriadas !arciales es uno de los !rinci!ales recursos de las matemáticas de la termodinámica' stas constituyen una erramienta +til es cierto que !uedan tornarse com!le/as sin em%ar#o, !odemos sa%er y decir muco so%re un sistema con la ayuda de estas erramientas, y en +ltima instancia, esto constituye la esencia de la isicoquímica'



RE'ERENCIAS ui&ones, 5', amíre", ', odrí#ue", M', iera, F', Eoar, ', =asque", C' < amire", 1' (2006) esarrollo de erramientas irtuales !ara la ense&an"a de la Eermodinámica %ásica' eista 5olom%iana de Física, 3(4), -723A -426' N Lins O FurióACóme", 5', ol%es, J' < FurióAIas, 5' (2007) La istoria de l !rimer !rinci!io de la termodinámica y sus im!licaciones didácticas' eista urea so%re nse&an"a y iul#ación de las 5iencias, 4(3), 46-A478' N Lins O ;onilla ;' < Berrera J' K' (2006) eisando la ecuación de =an der aals' eista Ie*icana de Física, 82(-), 68A77' N Lins O 1ceedoA5áe", ' < 5ostas, I' ' (2007) es!onse coeicients in termodynaA mic systems (9)' eista Ie*icana de Física, 83(2), -74A-77' N Lins O
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