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PROLOGO



Cualquier texto sobre una materia cl´ asica de las Matem´ aticas es siempre producto de un punto de vista personal del autor sobre la disciplina en cuesti´ on. Este no es una excepci´ on. Debo confesar que la organizaci´ on de las lecciones que siguen a continuaci´ on, es como me hubiera gustado aprender ecuaciones en derivadas parciales por primera vez. Y, no cabe duda, ´este es mi gusto actual, el cual es seguramente distinto de cuando escuch´e por primera vez hablar de esta vasta y apasionante parcela de las Matem´ aticas. No deben esperarse contenidos originales en una materia tan cl´ asica, ¡ser´ıa peligroso...! He pretendido buscar los conocimientos que considero realmente b´ asicos para un estudiante motivado y curioso de las Matem´ aticas, de su gestaci´ on y de c´ omo sirven para describir algunos procesos naturales con singular finura. Lo que yo considero b´ asico puede resumirse en los siguientes puntos: (1) Entender bien los resultados m´ as elementales en los tres ejemplos cl´ asicos de ´ n de ondas, ecuacio ´ n del las ecuaciones de la F´ısica Matem´ atica: ecuacio ´ n de Laplace. calor y ecuacio (2) Conocer, siquiera someramente, las ecuaciones de primer orden, su interpretaci´ on geom´etrica y su uso para determinar los buenos problemas para las ecuaciones de segundo orden. ´todo de separacio ´ n de variables, como origen de la disciplina, y (3) El me tema central del curso, es decir, manipular las series de Fourier para poder leer en ellas propiedades de las soluciones. En este sentido, es u ´til conocer los problemas de Sturm-Liouville y sus autovalores. (4) Convencer al lector de que la inversi´ on de esfuerzo y tiempo que se hace en los apartados anteriores es muy rentable. Lo que se hace para los tres ejemplos m´ as elementales se convierte en m´etodos muy generales que, con desarrollos t´ecnicos m´ as sofisticados, permiten estudiar las ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden lineales e incluso algunos problemas no lineales. Estos m´etodos han sido el motor de buena parte de las Matem´ aticas de los dos u ´ltimos siglos. Me gusta enfatizar en este punto, pues recuerdo no sin cierto desasosiego, la impresi´ on que me produc´ıan las ecuaciones en derivadas parciales al estudiarlas por primera vez. Estudiar problema tras problema, ahora con valores iniciales, ahora con
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valores de contorno, una ecuaci´ on de este tipo, luego se la cambia un signo y su comportamiento no se parece en nada... ¿ Verdad que parece un desastre? Insisto, los ejemplos que estudiaremos en lo que sigue son paradigm´ aticos. Y tratar´e de dar cuenta de por qu´e lo son; no solo las ecuaciones, sino tambi´en, el tipo de problema que para cada una se estudia. Intentar´e mostrar los hechos fundamentales en cada caso, buscando el camino que, a mi juicio, tiene m´ as proyecci´ on y m´ as uso en desarrollos avanzados. El origen de este texto est´ a en la necesidad de tener una referencia de caracter elemental, m´ as o menos autocontenida, que me sirva a m´ı mismo como gu´ıa de los cursos que he de dar. No obstante, es posible que sea de inter´es para alguien m´ as que tenga que dar un curso de introducci´ on y para los estudiantes. De ah´ı el esfuerzo, un poco masoquista, que he emprendido de ponerlo en AMSTEX. No puedo agradecer la estupenda labor de mecanograf´ıa, porque ser´ıa un autoagradecimiento injusto, ya que lo bien que queda no es m´erito m´ıo, sino del TEX. No pienso dar indicaciones metodol´ ogicas, siempre me ha causado un cierto espanto ense˜ nar a ense˜ nar. Pero s´ı dir´e lo que vengo haciendo con el contenido del texto en un cuatrimestre de cuatro horas semanales de clase. En las condiciones anteriores, el curso 1992-93, se cubrieron: - El Cap´ıtulo 1 esencialmente completo. - El Cap´ıtulo 2 salvo el teorema de Cauchy-Kovalevsky. - Del Cap´ıtulo 3 se suprimi´ o la transformada de Fourier pero el resto se estudi´ o con detalle. - El Cap´ıtulo 4 se estudi´ o completo. - Del Cap´ıtulo 5 se estudi´ o la parte m´ as elemental, es decir, se omitieron, la soluci´ on del problema de Dirichlet en dominios generales por el m´etodo de Perron, la cual se explic´ o sin demostraciones, y los resultados de teor´ıa del potencial elemental. - Del Cap´ıtulo 6 se obtuvieron las soluciones mediante la gaussiana, que se obtuvo como soluci´ on autosemejante, y se mostr´ o unicidad de soluci´ on acotada por aplicaci´ on del principio del m´ aximo. Tambi´en hice buena parte de los ejercicios propuestos. Todo esto es lo que yo considero el Primer curso en Ecuaciones en Derivadas Parciales. El resto es para los estudiantes mejores y les servir´ a como paso intermedio para leer otros textos m´ as avanzados, tales como los que aparecen en las referencias. Tuvimos el a˜ no 1992-93 ¡370 estudiantes de E.D.P! Esta fue una raz´ on m´ as para redactar estas lecciones. Quiero agradecer al peque˜ no grupo, el m´ as activo, de este colectivo excesivo, su inter´es por las Matem´ aticas, pues ello me hizo trabajar duro y con ilusi´ on en culminar la empresa de redactar este texto. Es de justicia el reconocimiento a mis colegas del Departamento de Matem´ aticas, en especial a los que dedican su tiempo a las ”EDP”: Bernis, Esteban, Garc´ıa Azorero, V´ azquez y Walias, porque de sus comentarios y sugerencias aprendo continuamente. Pero en general a todos los compa˜ neros del Departamento les debo gratitud. A unos por los a ´nimos que me dieron, a otros por ”pasar de m´ı” y dejarme en paz.
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Mi m´ as profundo agradecimiento a Dimitri Yakubovich, con quien compart´ı la ense˜ nanza de este curso, por la ayuda que me prest´ o. Sus correcciones y comentarios han sido de utilidad para hacer legible este texto. Las conversaciones con Jes´ us Gonzalo, que ense˜ no ´ el tercer grupo, siempre fueron interesantes para m´ı por sus peculiares y profundos puntos de vista. Tambi´en debo gratitud a A. de la Llave y M. Walias por la lectura de las versiones previas, por sus severas cr´ıticas, que han hecho que disminuyan las erratas de manera exponencial. Recibir´e con gratitud todo comentario, cr´ıtica, apunte, sugerencia, chascarrillo, etc., que los lectores tengais a bien hacer y que vayan en el camino de la mejora de este curso. Los s´ımbolos m´ as usados est´ an recogidos tras el ´ındice. Se incluye una lista de referencias bibliogr´ aficas de la que debo advertir que son todos los que est´ an pero, evidentemente, no est´ an todos los que son. La selecci´ on ha sido hecha por gusto personal del autor y por aproximaci´ on al nivel del texto. Algunas de ellas ser´ıan la continuaci´ on natural de estas lecciones. Gracias, a ´nimo y que la Divina Providencia nos conserve a todos el buen humor, que buena falta nos hace. Madrid, Oto˜ no de 1993 Ireneo Peral Alonso
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CAPITULO 1



LOS EJEMPLOS CLASICOS DE ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES DE LA FISICA MATEMATICA



Introducci´on Este cap´ıtulo pretende motivar el privilegio que se concede a determinadas ecuaciones en derivadas parciales al estudiarlas de manera preferente. Una buena raz´on para estudiar estos tipos de ecuaciones en derivadas parciales es que, por una parte, son modelos muy aproximados de fen´omenos f´ısicos b´asicos y por otra, que son el inicio de la teor´ıa de Ecuaciones en Derivadas Parciales, inicio com´ un con otras muchas disciplinas de la F´ısica y de las Matem´ aticas. La mayor´ıa del contenido de este cap´ıtulo fue generado a fines del siglo XVIII y comienzos del XIX y lleva asociados los nombres de los matem´aticos m´ as eminentes de este periodo hist´orico. En esta ´epoca puede apreciarse que las fronteras de las Matem´ aticas y de la F´ısica Matem´ atica eran a´ un m´ as difusas que en la actualidad y los progresos en un ´area lo eran en la otra. Ecuaciones, m´etodos y teoremas llevan los nombres de sus descubridores: Euler, Bernouilli, Fourier, Gauss, Riemann, Green, Laplace, Poisson, Dirichlet y Lagrange, entre otros, son los protagonistas de esta Historia.
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Recomendamos la lectura de los cap´ıtulos dedicados a Ecuaciones en Derivadas Parciales del libro M. Kline, ”El Pensamiento Matem´ atico desde los tiempos antiguos a los modernos” Alianza Editorial, 1992, para que el lector ampl´ıe su perspectiva hist´orica.



La lectura del presente cap´ıtulo debe servir para observar el proceso de modelaci´ on de fen´omenos f´ısicos en ejemplos cl´asicos y no excesivamente complicados, mediante ecuaciones. Por su importancia el estudio de estos ejemplos ha motivado la construcci´ on de teor´ıas matem´aticas enteras. Comenzaremos por elaborar la forma de medir ”variaciones de magnitudes” en varias dimensiones: teorema de Gauss. Una vez hecho este estudio se introducir´an los modelos que dan lugar a las tres ecuaciones siguientes: (1) ut = uxx , ecuaci´ on del calor, (2) utt = uxx , ecuaci´ on de ondas, (3) uxx + uyy = 0, ecuaci´ on de Laplace. A estos ejemplos y a variantes de ellos estar´ a dirigida nuestra atenci´on en adelante. Puede parecer poco ambicioso este proyecto, dedicar un curso a unos pocos ejemplos. Pero hay que decir que el estudio profundo de estos tres ejemplos tan sencillos en apariencia, ha dado las ideas suficientes para poder abordar problemas mucho m´ as generales y complicados. Muchas ideas est´an en estos ejemplos y conocerlas bien supone la posibilidad de explorar otros modelos m´ as complicados de forma razonablemente asequible. En esta direcci´on invitamos al lector a acompa˜ narnos en este estudio y a observar tambi´en lo poderoso que resulta el lenguaje matem´atico. Una misma ecuaci´ on puede describir realidades f´ısicas diversas como se ver´ a en las siguientes secciones.
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1.1.- La divergencia. Una manera de medir variaciones de magnitudes. Se trata en esta secci´on de estudiar las tasas de cambio de magnitudes en m´ as de una dimensi´on, es decir, de buscar un sustituto razonable de la derivada, que es el concepto esencial para estudiar variaciones de magnitudes unidimensionales. Hay muchas posibilidades a priori de encontrar esta sustituci´on de la derivada, pero veremos las que la F´ısica Matem´ atica ha tenido en cuenta por ser m´ as naturales y por tanto m´ as u ´tiles. Para precisar las ideas consideremos el campo vectorial en R3 U (x, y, z) = u(x, y, z)e1 + v(x, y, z)e2 + w(x, y, z)e3 donde {e1 , e2 , e3 } es la base can´ onica. Para que resulte m´ as intuitivo sup´ ongase que U es, por ejemplo, el campo de velocidades de un fluido, es decir, en cada punto (x, y, z) ∈ R3 se tiene el vector velocidad U (x, y, z). Supongamos que Ω es una parte acotada de R3 . ¿C´ omo cambia el volumen de Ω al desplazarse por el flujo del fluido? ¿Hay giros rese˜ nables en el movimiento? Estas cuestiones quedar´an claras despu´es de un an´alisis elemental de la situaci´ on mediante el teorema del valor medio. Para ello supondremos regularidad suficiente en la funci´ on U de R3 en R3 que define el campo; m´ as concretamente supondremos 1 3 U ∈ C (R ), es decir U y todas sus derivadas primeras son continuas. Usando el Teorema de Taylor, escribimos entonces, U (~x + ~h) = U (~x) + J~x U (~x)~h + o(|~h|)



para



~h → 0;



donde ~x = (x, y, z), ~h = (h1 , h2 , h3 ) y J~x U (~x) es el jacobiano de U en el punto ~x. Si |~h| es peque˜ no se puede tomar como valor aproximado de U (~x + ~h) el t´ermino U (~x) + J~x U (~x)~h



(1.1.1)



El primer sumando representa una traslaci´on. Analizaremos a continuaci´on el segundo sumando. Escrito en detalle el segundo sumando es, 



ux J~x U (~x)~h =  vx wx



uy vy wy



  h1 uz vz   h2  ≡ A~h h3 wz



Consideremos la parte sim´etrica y antisim´etrica de A, es decir, D=



1 (A + At ) 2



y



R=



1 (A − At ) 2
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respectivamente; donde At denota la matriz traspuesta de A. As´ı pues, el valor aproximado de U (~x + ~h) dado por (1.1.1) se puede expresar como U (~x) + D~h + R~h.



(1.1.2) Adem´as



con lo que resulta







ux 1  D= 2 (uy + vx ) 1 2 (uz + wx )



1 2 (uy



+ vx ) vy 1 (v + wy ) z 2



 + wx ) + wy )  wz



1 2 (uz 1 2 (vz



Traza(D) = ux + vy + wz . La expresi´ on ux + vy + wz se llama divergencia del campo U y se nota div U . Por tanto, Traza(D) = div U. Si se hace un cambio de coordenadas ortogonal podemos transformar D en una ˜ De esta forma, matriz diagonal D. 



d1 ˜ = 0 D 0



0 d2 0



 0 0  d3



˜ = div U , ya que la traza es un invariante en el cambio de y se tiene que TrazaD coordenadas ortogonal. Podemos interpretar el sumando D~h de (1.1.2) como sigue. Sea P0 un paralelep´ıpedo y P (t) la evoluci´on de P0 en el tiempo t, es decir, si ~h(t) = (h1 (t), h2 (t), h3 (t))t son los lados de P (t) y ~h0 = (h01 , h02 , h03 )t los lados de P0 se verifica  ~  dh (t) = D~h(t) dt  ~h(0) = ~h0



˜ i , i = 1, 2, 3 los transformados de los hi por el cambio de coordenadas Llamando h ortogonal, resulta: ˜ i (t) dh ˜ i (t), = di h i = 1, 2, 3 dt y por tanto, 3 X d d ˜ ˜ ˜ ˜ 1 (t)h ˜ 2 (t)h ˜ 3 (t)) = (div U )Vol(P (t)) Vol(P (t)) = (h (t) h (t) h (t)) = ( di )(h 1 2 3 dt dt i=1
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As´ı, tenemos que la divergencia mide la tasa de cambio de volumen asociada al campo U . El argumento expuesto se refiere a la aproximaci´on lineal del campo y da una idea muy intuitiva de lo que significa la divergencia. La siguiente proposici´ on presupone alg´ un conocimiento de las ecuaciones diferenciales ordinarias, como referencia a tales conocimientos pueden tomarse E.A. Coddington - N. Levinson, ” Theory of Ordinary Differential Equations”, Mc Graw Hill 1955 o, en espa˜ nol, M.W. Hirsch - S. Smale, ”Ecuaciones diferenciales sistemas din´ amicos y a ´lgebra lineal”, Alianza Universidad, 1983, entre otros. A continuaci´on se detalla formalmente la anterior interpretaci´on de la divergencia. No obstante, la idea heur´ıstica de qu´e ocurre con la aproximaci´on lineal es suficiente para seguir adelante. Proposici´ on. Sea U un campo de vectores en R3 , y sea x(t, x0 ) la soluci´ on del problema de Cauchy   dx (t, x ) = U (x(t, x )) 0 0 dt  x(0, x0 ) = x0 Para un t fijado se define la aplicaci´ on Ψ : R3 −→ R3 por x0 ∈ R3 −→ Ψ(x0 ) = x(t, x0 ) Para E ⊂ R3 medible, se denota por Ψ(E) su imagen mediante Ψ. Entonces, se tiene Z



dy =



Ψ(E)



Z



E



Z t div U (x(τ, x0 ))dτ )dx0 exp( 0



Demostraci´ on. Aplicando la f´ormula del cambio de variable se tiene Z Z |detΨξ~|dx dy = E



Ψ(E)



Pero seg´ un el teorema de Peano de derivaci´on del flujo respecto al dato inicial se tiene que Ψξ (ξ0 ) es la soluci´ on del problema matricial, 



y ′ (t) = Ux (x(t, ξ0 ))y(t) y(0) = I



donde



I



es la matriz identidad



3×3



La f´ormula de Jacobi da la expresi´ on para el determinante de una matriz soluci´ on de un sistema lineal; en nuestro caso se concluye que Z t det y(t) = exp( TrazaUx (x(τ, ξ0 ))dτ ), 0
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para ello basta sustituir en la expresi´ on de la f´ormula del cambio de variable.  Por otra parte, y para completar nuestro estudio, consideramos la parte antisim´etrica     1 1 0 0 −ξ3 ξ2 2 (uy − vx ) 2 (uz − wx ) 1 1  ≡  ξ3 0 0 −ξ1  R =  − 21 (uy − vx ) 2 (vz − wy ) 2 1 1 −ξ2 ξ1 0 − 2 (uz − wx ) − 2 (vz − wy ) 0



y observamos que el vector ξ~ = (ξ1 , ξ2 , ξ3 ) es precisamente lo que se define como el rotacional del campo U , es decir, ~ rotU = ξ. Si se consideran las soluciones del sistema lineal con coeficientes constantes, d~ h(t) = R~h(t), dt



m´ odulo un cambio de coordenadas dado por una matriz P de cambio de base, resultan ser   cos |ξ|t sen |ξ|t 0 ~h(t) = P  − sen |ξ|t cos |ξ|t 0  P −1~h(0) 0 0 1 qP 3 2 que representa una rotaci´on en R3 , donde |ξ| = i=1 |ξi | . Se sugiere al lector como ejercicio comprobar todos los extremos del c´ alculo anterior. Salvo detalles bastante elementales de algebra lineal se ha establecido el siguiente resultado: ”Un campo de vectores continuamente diferenciable en R3 se descompone localmente en una traslaci´ on, una dilataci´ on y un giro”. Como se ve la divergencia aparece de manera natural cuando se intenta medir la variaci´ on de volumen que produce un campo; el rotacional da la parte del campo que produce giros, de ah´ı su nombre. Al final del cap´ıtulo se proponen algunos ejercicios de c´ alculo con la divergencia y el rotacional. Establecemos ahora dos resultados u ´tiles de c´ alculo vectorial y que son los primeros ejemplos de como encontrar soluci´ on de ecuaciones en derivadas parciales. 1.1.1. Teorema. Sea F~ un campo de vectores en R3 , es decir, F~ (x1 , x2 , x3 ) = (F1 (x1 , x2 , x3 ), F2 (x1 , x2 , x3 ), F3 (x1 , x2 , x3 )) Suponemos que, (1) F~ ∈ C 1 (R3 ), (2) div F~ = 0.
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~ tal que F~ = rotG ~ Entonces existe G Demostraci´ on. Para que se verifique el teorema se ha de tener    F1 =G3x2 − G2x3 F2 =G1x3 − G3x1 (1.1.3)   F =G −G . 3



2x1



1x2



Elegimos, por ejemplo, G3 ≡ 0, con lo cual (1.1.3) se convierte en    F1 = − G2x3 F2 =G1x3 (1.1.4)   F =G 3 2x1 − G1x2 ,



que es un sistema aparentemente sobredeterminado pues hay dos inc´ognitas y tres ecuaciones; es aqu´ı donde entra en juego la condici´ on 2), es decir, div F~ = 0. En efecto, de (1.1.4) resulta que Z x3 (1.1.5) G1 (x1 , x2 , x3 ) = F2 (x1 , x2 , t)dt + α(x1 , x2 ) 0



donde α es una funci´ on regular a determinar. De igual manera se tiene que Z x3 (1.1.6) G2 (x1 , x2 , x3 ) = − F1 (x1 , x2 , t)dt + β(x1 , x2 ) 0



Para que se verifique la tercera ecuaci´ on de (1.1.4) se ha de tener, (1.1.7) F3 (x1 , x2 , x3 ) = Z x3 Z x3 =− F1x1 (x1 , x2 , t)dt + βx1 (x1 , x2 ) − F2x2 (x1 , x2 , t)dt − αx2 (x1 , x2 ) = 0 0 Z x3 F3x3 (x1 , x2 , t)dt + (βx1 (x1 , x2 ) − αx2 (x1 , x2 )) = = 0



= F3 (x1 , x2 , x3 ) − F3 (x1 , x2 , 0) + (βx1 (x1 , x2 ) − αx2 (x1 , x2 ))



despu´es de haber aplicado que div F~ = 0. Pero de (1.1.7) resulta que F3 (x1 , x2 , 0) = βx1 (x1 , x2 ) − αx2 (x1 , x2 ), suponiendo, por ejemplo, β ≡ 0, se tiene Z α(x1 , x2 ) = −



0



x2



F3 (x1 , s, 0)ds,
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~ de componentes de manera que el campo G  Z x2 Z x3   F3 (x1 , s, 0)ds F (x , x , t)dt − G (x , x , x ) =  1 1 2 3 2 1 2   0 0  Z x3



G2 (x1 , x2 , x3 ) = −       G3 (x1 , x2 , x3 ) =0,



F1 (x1 , x2 , t)dt



0



~  es uno de los infinitos campos que satisfacen F~ = rotG



Observaci´ on. En (1.1.3) tenemos un sistema de ecuaciones que involucran derivadas parciales. Lo que hemos hecho en el teorema anterior es calcular soluciones de un sistema de ecuaciones en derivadas parciales. Sirva como primer ejemplo de lo que se trata en los cap´ıtulos que siguen. El resultado que se presenta a continuaci´on fue formulado por primera vez por el eminente f´ısico y matem´atico franco-italiano Lagrange. Como es habitual en los textos de C´alculo el gradiente de una funci´ on derivable f ser´a denotado por ∇f , y significa asociar a cada punto el vector cuyas coordenadas son las derivadas parciales de f , es decir, ∇f (x1 , x2 , x3 ) = (



∂f ∂f ∂f (x1 , x2 , x3 ), (x1 , x2 , x3 ), (x1 , x2 , x3 )) ∂x1 ∂x2 ∂x3



1.1.2. Teorema. Sea F~ un campo de vectores de clase uno en R3 tal que rotF~ = 0. Entonces existe f : R3 −→ R, f ∈ C 1 (R3 ) tal que ∇f = F~ , es decir, (1.1.8)



F1 = fx1 ,



F2 = fx2 ,



F3 = fx3



Demostraci´ on. De nuevo la condici´ on rotF~ = 0 har´ a que el sistema (1.1.8), que es sobredeterminado, sea compatible. En efecto, que rotF~ = 0 significa (1.1.9)



F1x2 = F2x1 ,



F1x3 = F3x1 ,



F3x2 = F2x3 .



De otro lado, de haber soluci´ on de (1.1.8), se ha de verificar (1.1.10)



f (x1 , x2 , x3 ) =



Z



0



x1



F1 (s, x2 , x3 )ds + α(x2 , x3 )
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Para que se verifique la segunda ecuaci´ on en (1.1.8) hemos de tener Z x1 F2 (x1 , x2 , x3 ) = fx2 (x1 , x2 , x3 ) = F1x2 (s, x2 , x3 )ds + αx2 (x2 , x3 ) = 0 Z x1 = F2x1 (s, x2 , x3 )ds + αx2 (x2 , x3 ) = F2 (x1 , x2 , x3 ) − F2 (0, x2 , x3 ) + αx2 (x2 , x3 ) 0



despu´es de haber aplicado (1.1.9). Es decir, α(x2 , x3 ) =



Z



x2



F2 (0, t, x3 )dt + β(x3 ).



0



De esta forma se tiene que (1.1.10) da (1.1.11)



f (x1 , x2 , x3 ) =



Z



x1



F1 (s, x2 , x3 )ds +



0



Z



x2



F2 (0, t, x3 )dt + β(x3 ),



0



que verifica las dos primeras ecuaciones de (1.1.8), cualquiera que sea β(x3 ). Por u ´ltimo determinaremos β para que se satisfaga la tercera ecuaci´ on de (1.1.8). Aplicando de nuevo (1.1.9) se tiene que, F3 (x1 , x2 , x3 ) = fx3 (x1 , x2 , x3 ) = Z x2 = F1x3 (s, x2 , x3 )ds + F2x3 (0, t, x3 )dt + β ′ (x3 ) = 0 0 Z x1 Z x2 = F3x1 (s, x2 , x3 )ds + F3x2 (0, t, x3 )dt + β ′ (x3 ) = Z



x1



0



0



= F3 (x1 , x2 , x3 ) − F3 (0, x2 , x3 ) + F3 (0, x2 , x3 ) − F3 (0, 0, x3 ) + β ′ (x3 ), de donde β ′ (x3 ) = F3 (0, 0, x3 ). En resumen, tenemos como soluci´ on f (x1 , x2 , x3 ) =



Z



0



x1



F1 (s, x2 , x3 )ds +



Z



0



donde K es una constante arbitraria. 



x2



F2 (0, t, x3 )dt +



Z



0



x3



F3 (0, 0, u)du + K,
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A la funci´ on f obtenida en el teorema anterior, se le llama funci´ on potencial para el campo F~ . De otra parte son muy f´aciles de comprobar las igualdades ~ =0 (1) div (rotG) (2) rot(∇f ) = 0 que son los rec´ıprocos de los teoremas anteriores. Los campos gradientes de potenciales se suelen llamar campos conservativos. Se justifica el nombre en el sentido que para el sistema din´amico dado por (1.1.12)



mx′′ (t) = −∇f (x(t))



se tiene la conservaci´on de energ´ıa en el tiempo. En efecto, si se considera la energ´ıa definida por (1.1.13)



E(t) =



m ′ 2 [x (t)] + f (x(t)) 2



se verifica que E(t) = E(0), lo que se comprueba derivando respecto de t en (1.1.13) y utilizando (1.1.12).



1.2.- El teorema de la divergencia de Gauss. En el apartado (1.1) hemos indicado como la divergencia mide la tasa de cambio del volumen en el modelo del campo de velocidades de un fluido. Gauss en uno de sus muchos y grandes teoremas estableci´o algo mucho m´ as preciso y que constituye el contenido de esta secci´on: el teorema de la divergencia. Para una funci´ on F definida en la recta real y con derivada continua, es bien conocido que Z b (1.2.1) F (b) − F (a) = F ′ (x)dx a



La anterior afirmaci´ on constituye el teorema fundamental del c´ alculo. Tambi´en se puede leer el resultado como sigue: La variaci´ on total de F en [a, b] es igual a la integral de la tasa de variaci´ on, F ′ (x). ′ En dimensi´on uno F (x) es la divergencia y entonces (1.2.1) expresa que la cantidad de F que entra o sale, dependiendo del signo, es igual a la integral de la divergencia. Con esta lectura del teorema fundamental del c´ alculo se puede entrever la posibilidad de extender (1.2.1) a m´ as dimensiones. Para fijar las ideas, sea n = 2 y consideremos F~ : R2 −→ R2
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funci´ on continua y con derivadas primeras continuas. Podemos escribir en coordenadas F~ (x, y) = (f1 (x, y), f2 (x, y)). Sea R la regi´ on R = {(x, y) ∈ R2 : φ1 (x) < y < φ2 (x), x ∈ (a, b), φ1 (a) = φ2 (a), φ1 (b) = φ2 (b)}, donde se supone que φ1 y φ2 tienen derivada primera continua. Calculemos ahora (1.2.3)



Z



R



∂f2 dydx = ∂y



Z



a



b



Z



φ2 (x)



φ1 (x)



∂f2 dydx = ∂y



Z



a



b



(f2 (x, φ2 (x)) − f2 (x, φ1 (x)))dx.



Sea ~n la normal exterior de la frontera de ∂ R, es decir, si ( (−φ′2 (x), 1) en Γ2 = {(x, φ2 (x) : x ∈ [a, b]} n ˜= ′ (φ1 (x), −1) en Γ1 = {(x, φ1 (x) : x ∈ [a, b]}; normalizando, ~n = Entonces si ~n = (n1 , n2 ), se tiene (1.2.4) Z Z Z f2 n2 dσ(x) = f2 n2 dσ(x) + ∂R



=



Z



Γ1



b



a



=



Z



b



a



n ˜ . k˜ nk



f2 n2 dσ(x) =



Γ2



Z b q q f2 (x, φ2 (x)) f2 (x, φ1 (x)) ′ )2 (x)dx) + p 1 + (φ 1 + (φ′2 )2 (x)dx) = ( ( −p 1 1 + (φ′2 )2 (x) 1 + (φ′1 )2 (x) a



(f2 (x, φ2 (x)) − f2 (x, φ1 (x)))dx



De (1.2.3) y (1.2.4) resulta (1.2.5)



Z



R



∂f2 dydx = ∂y



Z



f2 n2 dσ



∂R



Supongamos que R tambi´en se puede expresar como (1.2.6) R = {(x, y) ∈ R2 : ψ1 (y) < x < ψ2 (y), y ∈ [c, d], ψ1 (c) = ψ2 (c), ψ1 (d) = ψ2 (d)} C´alculos an´alogos a los anteriores prueban que Z Z ∂f1 dxdy = (1.2.7) f1 n1 dσ ∂R R ∂x
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(basta repetir los c´ alculos con la definici´on de R dada en (1.2.6) ). Por tanto de (1.2.5) y de (1.2.7) se tiene Z Z hF~ , ~nidσ div F~ dxdy = (1.2.8) ∂R



R



donde h, i denota el producto escalar en R2 , ~n la normal y dσ el elemento de longitud en ∂ R, frontera de R. La idea intuitiva es que la variaci´ on de F~ en R es igual a la cantidad de F~ que entra o sale a trav´es de ∂ R. Esta es precisamente la observaci´on de Gauss, concordante con la experiencia f´ısica, y que es la versi´on del teorema de la divergencia en R2 . El segundo t´ermino en (1.2.8), se llama flujo del campo F~ a trav´es de ∂ R. Tanto el flujo como la divergencia tienen perfecto sentido en dimensiones mayores; nos proponemos dar condiciones suficientes sobre los dominios R ⊂ RN , de forma que la expresi´ on (1.2.8) sea v´alida. El caso m´ as sencillo para el que se tiene la igualdad (1.2.8) es el siguiente: Consideremos F~ = (f1 , ..., fn ) campo de vectores en RN y supongamos que (1) fi tiene derivadas primeras continuas para i = 1, ..., n. (2) Existe alguna bola B cerrada tal que fi (x) = 0 si x ∈ / B, para i = 1, ..., n. Entonces claramente se tiene que Z div F~ dx = 0, (1.2.9) RN



pues



Z



RN



∂fi (x) dx = ∂xi



Z



Rn−1



Z (



∞ −∞



∂fi (x) dxi )d¯ x = 0, ∂xi



dado que fi se anula fuera de una bola. As´ı (1.2.9) establece el teorema de la divergencia en este caso para el campo F~ en N R . Tambi´en tenemos de manera obvia que en las hip´otesis anteriores si B ⊂ 2B, Z hF~ , ~nidσ = 0. ∂(2B)



La segunda observaci´on elemental que vamos a utilizar posteriormente para hacer una demostraci´on con cierta generalidad, es la siguiente. Consideremos U ⊂ Rn−1 un abierto acotado y φ ∈ C 1 (U ), con φ(¯ x) > 0 cualquiera que sea x ¯ ∈ U . Llamamos S a la gr´afica de φ; es decir, S = {(¯ x, φ(¯ x)) : x ¯ ∈ U}
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Calculamos ν, normal a S con la componente νn (¯ x) > 0, resultando (1.2.10)



ν = (−φx1 , ..., −φxn−1 , 1)



1 1



(1 + |∇φ|2 ) 2



.



Consideremos ahora el conjunto ”cil´ındrico” C, definido por: C = {(¯ x, xn ) ∈ U × R : 0 ≤ xn ≤ φ(¯ x)}. Si se toma f con derivadas primeras continuas en C, tal que f (¯ x, 0) = 0, se tiene Z Z ∂f (x) f νn dσ, dx = (1.2.11) S C ∂xn



donde dσ es el elemento de ´area de S. Probar (1.2.11) resulta inmediato del teorema fundamental del c´ alculo, (1.2.1), y de reinterpretar correctamente el resultado. En efecto, ! Z Z Z Z φ(¯x) ∂f (x) ∂f (¯ x, xn ) x= f (¯ x, φ(¯ x))d¯ x= dx = dxn d¯ ∂xn C ∂xn U U 0 (1.2.12) Z 1 2 12 x = f (¯ x, φ(¯ x)) 1 (1 + |∇φ| ) d¯ 2 (1 + |∇φ| ) 2 U



Como



νn (¯ x) =



1 1



(1 + |∇φ|2 ) 2



,



y por la definici´on de integral de superficie en S, (1.2.12) puede leerse como sigue Z Z 1 f (¯ x, φ(¯ x))νn (1 + |∇φ|2 ) 2 d¯ x= f νn dσ, U



S



lo que prueba (1.2.11). Las dos observaciones anteriores van a permitir demostrar un teorema de la divergencia de tipo local en dominios con algunas condiciones que se precisar´an r´apidamente y que llamaremos ”regulares”, es decir, se probar´a: Dado un dominio regular, existen entornos de sus puntos, tales que la identidad (1.2.8) se verifica para campos continuamente diferenciables soportados en dichos entornos. Soportado en un entorno significa que se hacen cero fuera de tal entorno. Se define el soporte de una funci´ on f como el cierre de los puntos tales que f (x) 6= 0, es decir, sop (f ) = {x | f (x) 6= 0}. Hay que explicar ahora lo que entenderemos por un dominio regular y lo que se entiende por entorno de los puntos del dominio. Dado D ⊂ RN , diremos que es un dominio si es abierto y conexo; ∂ D denotar´ a su frontera.
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1.2.1.Definici´ on. Un dominio acotado D ⊂ RN se dice que es regular si para cada x0 ∈ ∂ D existe un entorno U de x0 en RN y una funci´ on ϕ : U −→ R continuamente diferenciable, de forma que (1) ∇ϕ(x) 6≡ 0 si x ∈ U , (2) ∂ D ∩ U = {x ∈ U |ϕ(x) = 0}, (3) D ∩ U = {x ∈ U |ϕ(x) < 0}. Lo que establece la definici´on anterior es que un dominio regular tiene su frontera definida localmente por ceros de funciones continuamente diferenciables, es decir, por trozos de superficies diferenciables en RN definidas impl´ıcitamente. Sea D un dominio regular y sea x ∈ ∂ D. Un vector normal a ∂ D en x viene dado por n = ∇ϕ(x), donde ϕ es una funci´ on que define ∂ D en el entorno de x como en la definici´on (1.2.1). Diremos que n es normal exterior a ∂ D en x si para δ > 0 suficientemente peque˜ no y 0 < t < δ se verifican x − tn ∈ D,



x + tn ∈ RN − D.



Para terminar, denotaremos por ν(x) la normal exterior unitaria en x a ∂ D. Si D es regular, entonces ν(x) es un campo continuo en ∂ D. Compruebe el lector este extremo, pero sigamos ahora con la trama argumental del Teorema de la Divergencia, cuyo episodio siguiente es la demostraci´on de la anunciada versi´on local. Como antes se ha indicado, utilizaremos hx, yi para denotar el producto escalar en RN .



1.2.2. Lema. ¯ = D ∪∂ D existe un entorno Sea D dominio regular en RN . Entonces dado x0 ∈ D U de x0 tal que para todo campo continuamente diferenciable, F~ , soportado en U , se verifica Z Z hF~ , νidσ div F~ (x)dx = (1.2.13.) ∂D



D



Demostraci´ on. Si x0 ∈ D, entonces podemos encontrar un r > 0 tal que



B(x0 , r) = {x ∈ RN : |x − x0 | < r} ⊂ D.



Todo campo F~ continuamente diferenciable en D, soportado en B(x0 , r), extendi´endole por cero fuera de la bola, se convierte en un campo diferenciable y con soporte compacto, F˜ en RN . Por (1.2.9) para tal campo se tiene Z Z Z div F˜ dx = div F~ dx = 0 = hF~ , νidσ RN



D



∂D
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Es decir, si x0 ∈ D se tiene demostrado el lema. Supongamos ahora que x0 ∈ ∂D. La estrategia es probar que fijada una direcci´on coordenada, i = 1, ...n, se puede construir un entorno Ui de x0 en la topolog´ıa relativa ¯ tal que si un campo F~ continuamente diferenciable en D, est´a a la de RN en D, soportado en Ui , entonces Z Z ∂Fi (1.2.14) dx Fi νi dσ = ∂D D ∂xi siendo Fi la coordenada i-´esima de F~ y νi la correspondiente componente de la normal exterior a ∂ D. De esta forma considerando n \ U= Ui i=1



se tendr´ a probado el lema. Probaremos para i = n, trat´ andose de igual manera el resto de las coordenadas. Una observaci´on adicional es necesaria. Si sometemos a giros y traslaciones al dominio D los dos miembros en (1.2.14) son invariantes. Por tanto, podemos suponer que la coordenada n-´esima de x0 es positiva y que νn (x0 ) > 0. Como, por hip´otesis, D es regular existe W entorno de x0 y ϕ continuamente diferenciable tal que ∇ϕ(x0 ) 6= 0 y ∂ D ∩ W = {x ∈ W | ϕ(x) = 0}, D ∩ W = {x ∈ W | ϕ(x) < 0}.



Por el teorema de funciones ´ımplicitas encontramos un abierto V ⊂ Rn−1 entorno de x ¯0 , proyecci´on de x0 sobre el hiperplano coordenado ortogonal al eje Oxn ; y existe ψ : V −→ R, ψ ∈ C 1 V ) y tal que ϕ(¯ x, ψ(¯ x)) = 0 para x ¯ ∈ V . Haciendo V peque˜ no si es preciso se tiene por continuidad que ψ(¯ x) > 0, x ¯ ∈ V dado que , por hip´otesis x0n = ψ(¯ x0 ) > 0. Para V elegido verificando lo anterior consideramos la parte de ∂ D dada por el grafo de ψ, es decir, S = {(¯ x, ψ(¯ x))| x ¯∈V} Adem´as, como νn (x0 ) > 0, se tiene, en particular ∂ϕ(x0 ) > 0, ∂xn y por tanto, existe δ > 0 tal que si |¯ x−x ¯0 | < δ, |x0n − xn | < δ, entonces ∂ϕ(¯ x, xn ) > 0. ∂xn
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Se toma δ suficientemente peque˜ no para que B = {¯ x : |¯ x−x ¯0 | < δ} ⊂ V . Llamemos R = {(¯ x, xn ) : |¯ x−x ¯0 | < δ, |xn − x0n | < δ} y definamos el intervalo Ix¯ = {xn : (¯ x, xn ) ∈ R}, entonces, en particular, la funci´ on gx¯ (xn ) = ϕ(¯ x, xn ) es creciente en Ix¯ . Adem´as, para cada x ¯ el intervalo Ix¯ contiene el valor ψ(¯ x), que es donde ϕ(¯ x, ψ(¯ x)) = 0. Como ϕ(¯ x, ·) es creciente como funci´ on de xn en Ix¯ , resulta que D ∩ R = {(¯ x, xn ) ∈ R : xn < ψ(¯ x)}. Dicho de otra manera, D∩R est´a contenido en un conjunto cil´ındrico como el utilizado en (1.2.11) y as´ı se prueba (1.2.14) para los campos continuamente diferenciables en D soportados en D ∩ R.  Queda ahora por globalizar el resultado y as´ı obtener el teorema de Gauss. 1.2.3. Teorema. ¯ un campo de vectores. Entonces Sea D dominio regular y F~ ∈ C 1 D) Z Z div F~ dx hF~ , νidσ = D



∂D



Demostraci´ on. ¯ = ∂ D ∪ D consideremos Ux el entorno de x que da el Lema Para cada x ∈ D ¯ es un cubrimiento por abiertos (en la topolog´ıa relativa) (1.2.2). As´ı {Ux : x ∈ D} ¯ del compacto D; por tanto, se puede obtener un subrecubrimiento finito {U1 , ..., Ur } ¯ de D. Supongamos que podemos construir una familia finita de funciones ¯ i = 1, ..., r {φ1 , ..., φr }, φi ∈ C ∞ D), tales que (1) φi ≥ 0, (2) sop(φi ) ⊂ Ui (en particular φi = 0 fuera de Ui ), r P ¯ φi (x) = 1 si x ∈ D. (3) i=1



Las familias de funciones regulares que verifican 1), 2) y 3) reciben el nombre de particiones de la unidad subordinadas al recubrimiento {U1 , ..., Ur }. ¯ un campo; si consideramos la partici´on de la unidad {φ1 , ..., φr }, Sea F~ ∈ C 1 D) tenemos (1.2.15)



F~ (x) =



r X i=1



φi (x)F~ (x) ≡



r X i=1



F~i (x).
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Ahora F~i (x) = φi (x)F~ (x) est´a soportado en Uxi y por construcci´ on se tiene: Z



div F~i (x)dx =



Z



div F~ (x)dx =



D



Por tanto,



∂D



D



=



r Z X i=1



Z



∂D



r Z X



Z



∂D



div F~i (x)dx =



D



i=1



hF~i , νidσ =



hF~i , νidσ.



hF~ , νidσ.



M´odulo la construcci´ on de particiones de la unidad hemos probado el teorema.  Probar que existen particiones de la unidad exige un poco m´ as de trabajo. Advertimos, no obstante, que puede seguirse la lectura admitiendo este resultado. Para conveniencia del lector ofrecemos la prueba justamente en el contexto que necesitamos, aunque el resultado es cierto en un marco mucho m´ as general. 1.2.4. Lema. ¯ ⊂ RN un compacto. Sean {U1 , ..., Ur } abiertos de RN tales que Sea D r [



i=1



¯ Ui ⊃ D.



Entonces existen φ1 , ..., φr ∈ C ∞ RN ) verificando (1) φi ≥ 0, (2) sop(φi ) ⊂ Ui , r P (3) φi (x) ≤ 1



si



i=1



x ∈ RN



y



Pr



i=1



φi (x) = 1



si



¯ x ∈ D.



Demostraci´ on. Sea {K1 , ..., Kr } familia de compactos verificando (1) K Sri ⊂ Ui , i =¯ 1, ..., r; (2) i=1 Ki ⊃ D.



La primera observaci´on es que se puede construir para cada i = 1, ..., r una funci´ on φi ∗ tal que 0 ≤ φ∗i (x) ≤ 1, x ∈ RN , sop φ∗i ⊂ Ui y φ∗i (x) = 1 sobre un entorno de Ki . En efecto, sea Vi abierto tal que Ki ⊂ Vi ⊂ Ui y sea ρi = inf{|x − y| : x ∈ Ki , y ∈ RN − Vi }.
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Evidentemente ρi es positivo. Sea ε 



ρi y sea 2



Ki (ε) = {y ∈ RN : |x − y| ≤ ε, x ∈ Ki }. De esta manera Ki (ε) ∩ (RN − Vi ) = ∅ y Ki (ε) es compacto. Tomamos ahora la funci´ on  1  exp , |x| < 1; 2 ∗ (|x| − 1) ψ (x) =  0, |x| ≥ 1.



El soporte de ψ ∗ es exactamente la bola |x| ≤ 1 y adem´ as ψ ∗ ≥ 0. Por otro lado, la funci´ on de una variable real  1  exp , |s| < 1; 2 − 1) (|s| α(s) =  0, |s| ≥ 1.



es indefinidamente derivable en R. (Compr´ uebese este extremo). Como consecuencia ψ ∗ ∈ C ∞ RN ). Sea Z ψ ∗ (x)dx c= RN



1 y consideremos ψ(x) = ψ ∗ (x). c Definimos x ψδ (x) = δ −n ψ( ) δ As´ı se tiene (1) ψδ ∈ C ∞ RN ), (2) ψRδ ≥ 0 y sop(ψδ ) = {x : |x| ≤ δ}, ψδ (x)dx = 1. (3) RN



ρi se tiene que 2 Z φ∗i (x) = χKi (y)ψδ (x − y)dy



En particular, si tomamos δ 



RN



verifica la observaci´on hecha, siendo χKi = 1 si x ∈ Ki y χKi = 0 si x ∈ / Ki . Construida para cada i = 1, ..., r la funci´ on φ∗i es claro que definiendo: (1) φ1 (x) = φ∗1 (x) (2) φi (x) = φ∗i (x)(1 − φ∗1 (x))...(1 − φ∗i−1 (x)) para 1 < i ≤ r;
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verifican los requisitos 1), 2) y 3). En efecto, es evidente que sop(φi ) ⊂ Ui , ya que sop(φi ) ⊂ sop(φ∗i ). Adem´as r X φi (x) = 1 − (1 − φ∗1 (x))...(1 − φ∗r (x)), i=1



por tanto,



0≤ y



r X i=1



φi (x) ≤ 1 r X



si



x ∈ RN



φi (x) = 1



i=1



sobre un entorno de D. 



1.3.- Ecuaciones de difusi´on. La ecuaci´on del calor. Consideramos un medio f´ısico cuya densidad es ρ(x) que est´a sometido a fuentes de calor F (x, t). Aqu´ı se tiene que (x, t) ∈ R3 × R, siendo x el espacio y t el tiempo. Denotaremos por u(x, t) la temperatura que hay en el instante t en el punto x. Como es sabido el vector   ∂u ∂u ∂u ∇u = , , ∂x1 ∂x2 ∂x3 est´a dirigido en el sentido de la temperatura creciente. De otro lado, las experiencias m´ as cotidianas muestran que el flujo de calor va de lo caliente a lo fr´ıo; es decir, de mayor temperatura a menor temperatura. La ley de Fourier establece que el flujo t´ermico es proporcional al gradiente de las temperaturas, por lo que dicho flujo puede escribirse como J = −κ(x)∇u, κ(x) ≥ 0 donde κ(x) es una caracter´ıstica del medio llamada conductividad t´ermica. Se trata de encontrar un modelo que rija la difusi´on del calor en la hip´otesis de que las variaciones de temperatura son moderadas. De esta forma es razonable postular que las constantes f´ısicas no dependen de la temperatura. Es bien sabido que, por ejemplo, la densidad var´ıa con la temperatura, de manera que para suponerla constante la variaci´ on de la temperatura debe ser no muy grande. Para altas temperaturas y grandes variaciones de la misma, la conductividad puede depender de la temperatura y de sus variaciones, esta situaci´ on queda excluida en nuestro planteamiento inicial, es decir, tomamos como exacta la ley de Fourier que lleva impl´ıcita la independencia de la conductividad respecto a la temperatura.
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Sea D un dominio dentro del medio f´ısico, que supondremos regular, y sea ∂ D su frontera. La ley de Fourier implica que la cantidad de calor que se intercambia entre D y su complementario a trav´es de su frontera ∂ D en el tiempo t es Z Z ∂u Q1 = hκ∇u, νidσ = κ dσ; ∂D ∂D ∂ν donde ν designa la normal exterior y dσ el elemento de ´area en ∂ D. Aplicando el teorema de la divergencia se tiene Z Q1 = div (κ(x)∇u)dx. D



Por otro lado las fuentes de calor generan en D una cantidad de calor Z Q2 = F (x, t)dx D



en el instante t. La variaci´ on de la temperatura respecto al tiempo en cada punto x es dada por ∂u(x, t) . ∂t Por tanto, en un intervalo de ∆t segundos la variaci´ on de la cantidad de calor en D se puede aproximar por Z t+∆t Z ∂u(x, t) Q3 = ( c(x)ρ(x) dx)dt, ∂t t D donde c(x) es el calor espec´ıfico del medio. Para que haya equilibrio debe ser Z t+∆t (Q1 + Q2 )dt = Q3 , t



de donde resulta que Z t+∆t Z ∂u(x, t) ]dxdt = 0. [div (κ(x)∇u(x, t)) + F (x, t) − c(x)ρ(x) (1.3.0) ∂t t D Como D y ∆t son arbitrarios, en los puntos de continuidad del integrando, se tiene (1.3.1)



div (κ(x)∇u(x, t)) + F (x, t) − c(x)ρ(x)



∂u(x, t) = 0, ∂t



que es la ecuaci´ on del calor. Obs´ervese que (1.3.1) se obtiene a partir de (1.3.0). En efecto, (1.3.0) se verifica en particular para D = B(x, r) y ∆t = r, con r > 0 suficientemente peque˜ no. Entonces basta usar el siguiente resultado de c´ alculo, esencialmente debido a Cauchy.
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Proposici´ on. Si f es una funci´ on continua se verifica que f (x0 ) = lim



r→0+



1 |Br (x0 )|



Z



f (y)dy



Br (x0 )



donde |Br (x0 )| designa el volumen de la bola de radio r y centro x0 , Br (x0 ). Proponemos al lector como ejercicio la prueba de esta proposici´ on. (En este contexto es un sencillo ejercicio sobre continuidad). Si suponemos que en (1.3.1) κ, ρ y c son constantes, con un cambio de escala en el espacio y el tiempo se obtiene (1.3.2)



ut −



3 X



uxi xi = F (x, t).



i=1



El primer problema que se plantea es si conocida la temperatura en el instante t = 0, (1.3.3)



u(x, 0) = u0 (x),



se puede predecir la temperatura en el tiempo futuro, es decir, en t > 0. Esto significa encontrar una funci´ on u(x, t) tal que se verifique (1.3.2) para x ∈ R3 , t > 0 y (1.3.3) 3 si x ∈ R . Este problema se denomina, problema de valor inicial o problema de Cauchy, en la terminolog´ıa acu˜ nada por J. Hadamard. Se observar´a que en el problema de Cauchy se supone que el medio f´ısico ocupa todo el espacio y se estudia como evoluciona la temperatura en t > 0. En algunas situaciones el problema de Cauchy es una buena aproximaci´on del fen´omeno real. Pero con frecuencia se tiene un medio f´ısico ubicado en una regi´ on acotada y relacionada con el exterior a trav´es de su frontera. Dos ejemplos cl´asicos son: (1) Suponer la temperatura fijada sobre la frontera. (2) Suponer el medio con un flujo cal´orico prescrito a trav´es de la frontera. En el primer caso tendr´ıamos que si D es el dominio ocupado por el medio, las ecuaciones de la conducci´ on del calor ser´ıan  3 X    (1) ut − uxi xi = F (x, t), x ∈ D, t > 0   i=1 (P1 )  (2) u(x, 0) = u0 (x), x ∈ D     (3) u(x, t) = φ(x, t), x ∈ ∂ D, t > 0.



Llamaremos a (P1 ) problema mixto de valores iniciales y de valores de frontera de tipo Dirichlet.
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Evidentemente en el segundo caso si se tiene en cuenta que la densidad de flujo, salvo constantes, viene dada por ∂u , J¯ = h∇u, ni = ∂n con n normal a ∂ D, el problema resultante es



(P2 )



     (1)   



ut −



3 X



uxi xi = F (x, t),



i=1



x ∈ D,



(2) u(x, 0) = u0 (x), x ∈ D        (3′ ) ∂u(x, t) = ψ(x, t), x ∈ ∂ D, ∂n



t>0



t > 0;



que es el problema mixto de valores iniciales y de frontera de tipo Neumann. En el caso de que ψ ≡ 0 se trata de un sistema t´ermicamente aislado. Por supuesto con estos modelos se pueden imaginar una infinidad de problemas variando las condiciones en la frontera, tomando parte de la frontera con datos Dirichlet y parte con datos Neumann e incluso suponiendo que D var´ıa con el tiempo. Al menos desde el punto de vista matem´atico, la limitaci´on a dimensi´on tres es eliminable, pudi´endose estudiar la ecuaci´ on del calor en dimensi´ on n; es decir, ut =



n X



uxi xi + F (x, t).



i=1



Curiosamente modelos ecol´ogicos de din´amica de poblaciones y modelos de reacciones qu´ımicas con difusi´on hacen que la ecuaci´ on en dimensiones distintas de tres sea interesante en las aplicaciones. Comentarios. 1) En los modelos de reacci´on-difusi´ on o de din´amica de poblaciones hay algunas observaciones interesantes. En primer lugar como la inc´ognita aqu´ı representa o bien una concentraci´ on, o bien un n´ umero de espec´ımenes, es natural la condici´ on unilateral u(x, t) ≥ 0 que, naturalmente, tambi´en hay que imponer si estudiamos el comportamiento de temperaturas por la existencia del cero absoluto. Afortunadamente con esta condici´ on el modelo de la ecuaci´ on del calor es como funciona bien. Esto se explicar´a en su momento con detalle. En los mismos modelos, las situaciones m´ as reales corresponden al caso en que la inc´ognita es vectorial, dando as´ı lugar a sistemas de ecuaciones. Estos problemas quedan fuera del objetivo que nos proponemos en el estudio que se acomete en esta obra.
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Tambi´en aparecen ecuaciones de la forma (1.3.4)



ut −



n X i=1



uxi xi = f (x, t, u, ∇u)



que no dependen linealmente de u y de ∇u pues f es una funci´ on no necesariamente lineal. 2) Si se suponen grandes variaciones de temperatura la conductividad puede depender de u en unos casos, y de ∇u en otros. En el primer caso se tiene κ ≡ ϕ(u); por ejemplo, si ϕ(u) = |u|m−1 , da lugar a la ecuaci´ on ut = div (|u|m−1 ∇u). Esta ecuaci´ on adem´ as de regir la difusi´on de calor a muy altas temperaturas, como las originadas en reacciones termonucleares, da una buena aproximaci´on a la difusi´ on de gases en medios porosos. En el segundo caso κ ≡ ϕ(∇u); si ϕ(∇u) = |∇u|p−2 est´a especialmente estudiado por tener relaci´on con otros fen´ omenos. La ecuaci´ on resultante es ut = div (|∇u|p−2 ∇u). Estos u ´ltimos ejemplos no lineales son mucho m´ as complicados que el caso lineal con coeficientes constantes (1.3.2), el cual no es en absoluto trivial, y no ser´an considerados en este texto. Sin embargo, hemos querido mencionar estos temas como motivaci´on; comprender bien el caso lineal con coeficientes constantes (1.3.2) permite comprender el caso de coeficientes variables en bastantes casos interesantes por argumentos de continuidad u otros. Los problemas no lineales m´ as simples pueden ser mirados en algunos casos como perturbaciones de problemas lineales. En resumen, es una buena inversi´on estudiar la ecuaci´ on lineal del calor. Por u ´ltimo, resaltamos lo anunciado en la introducci´ on: una misma ecuaci´ on puede modelar fen´omenos aparentemente diferentes. Decimos aparentemente, pues la modelaci´ on matem´atica nos permite hablar de un u ´nico fen´omeno: la difusi´ on.



1.4.- Ecuaciones estacionarias. Las ecuaciones de Laplace y Poisson. Es bien conocido que si f (z) es una funci´ on an´alitica en el plano complejo entonces, llamando u(x, y) = ℜf (x + iy), v(x, y) = ℑf (x + iy), partes real e imaginaria, respectivamente de f , se satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann; es decir,  ux =vy , −uy =vx .
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Por consiguiente, se obtienen las ecuaciones  uxx + uyy =0, (1.4.0) vxx + vyy =0. En este sentido se dice que u y v son funciones arm´onicas; es decir, son regulares y verifican cada una la ecuaci´ on de Laplace. Como es habitual escribiremos la ecuaci´ on de Laplace en R2 de la manera siguiente ∆u ≡



∂2u ∂2u + 2 = 0; ∂x2 ∂y



y en general, en RN (1.4.1)



∆n u =



n X ∂2u i=1



∂x2i



= 0.



Suprimiremos el sub´ındice en el laplaciano ∆ cuando no haya lugar a confusi´ on. Las soluciones de la ecuaci´ on de Laplace en RN , n 6= 2, no tienen la relaci´on con las funciones de variable compleja que tienen si n = 2. No obstante, como se ver´ a en el cap´ıtulo correspondiente, tienen todas las propiedades importantes de las funciones anal´ıticas en el plano complejo, que es lo mismo que decir de sus partes real e imaginaria, o sea, de las funciones arm´onicas de dos variables, a saber: propiedad de la media, verificaci´ on de los principios del m´ aximo y de reflexi´ on, etc. Tambi´en llamaremos funciones arm´ onicas a las soluciones regulares de (1.4.1) Si en la ecuaci´ on del calor (1.3.2) sin fuentes, F (x, t) = 0, buscamos soluciones estacionarias; es decir, independientes del tiempo, entonces ut = 0 y de esta manera resulta que tales soluciones verifican ∆u = 0. Es decir, la ecuaci´ on de Laplace puede ser interpretada como la ecuaci´ on de una conducci´ on de calor estacionaria. Si se supone en (1.3.2) fuentes estacionarias, F (x, t) ≡ F (x) y, si se buscan soluciones estacionarias como antes, la ecuaci´ on que verificar´ an es −∆u = F (x). Dicha ecuaci´ on es conocida como ecuaci´ on de Poisson. Como se ve la ecuaci´ on de Laplace es la ecuaci´ on homog´enea correspondiente a la ecuaci´ on de Poisson. Pero la ecuaci´ on de Poisson se obtiene tambi´en en la electroest´atica cl´asica. Si suponemos una distribuci´on de cargas el´ectricas ρ(x) en R3 , la ley de Gauss establece ~ que el campo el´ectrico E(x) satisface ~ div E(x) = 4πρ(x). Por otra parte, la ley de Coulomb establece que el campo el´ectrico es un campo po~ = −∇u. Por ejemplo, el potencial para una tencial o campo gradiente, por lo que E carga puntual es c . u0 (x) = |x|
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Sustituyendo en la ley de Gauss obtenemos la ecuaci´ on del potencial generado por la distribuci´on de cargas ρ, que resulta ser (1.4.2)



~ −∆u(x) = −div E(x) = 4πρ(x).



Si se supone ρ(x) ≥ 0 y se interpreta como una distribuci´on de masas, (1.4.2) es la ecuaci´ on del potencial gravitatorio de Newton. La expresi´ on ecuaci´ on estacionaria queda clara desde el punto de vista f´ısico con la no dependencia del fen´omeno respecto al tiempo; desde el punto de vista matem´atico podr´ıamos decir, al margen del significado espacial o temporal de las variables, que en las ecuaciones de Poisson y de Laplace no hay ninguna variable singularizada, cosa que en la ecuaci´ on del calor es diferente: hay una variable respecto de la cual s´olo se deriva una vez. Traduciendo los problemas que hemos expuesto para la ecuaci´ on del calor a la ecuaci´ on de Poisson en un dominio D ⊂ RN , se tienen ( ∆u(x) = F (x), x∈D (P1 ) u(x) = φ(x), x ∈ ∂ D; que es el problema de Dirichlet y tambi´en el problema de Neumann,  x∈D  ∆u(x) = F (x), (P2 )  ∂u(x) = ψ(x), x ∈ ∂ D; ∂n



siendo n la normal a ∂ D. Mirada la ecuaci´ on de Poisson como el caso estacionario de la ecuaci´ on del calor, (P1 ) y (P2 ) aparecen como los problemas naturales, pero se puede pensar leg´ıtimamente en proponer el problema:



(P3 )



 ∆u(x) = F (x),    ∂u(x) = ψ(x),    ∂n u(x) = φ(x),



x∈D x∈∂D x ∈ ∂ D;



que ser´ıa el candidato a problema de valores iniciales al tratarse de una ecuaci´ on de segundo orden (comp´ arese con las ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden). Veremos m´ as adelante que el problema (P3 ) en general est´a sobredeterminado. Esto significa que salvo que φ y ψ satisfagan una relaci´on de compatibilidad el problema (P3 ) no tiene soluci´ on. Sobre este hecho incidiremos en el cap´ıtulo dedicado a la
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ecuaci´ on de Laplace y de Poisson. Sin embargo, el comentario anterior viene a avisar que en las propias ecuaciones en derivadas parciales est´a encerrada informaci´ on que hay que desvelar, incluso para saber cu´ al es el tipo de problema razonable para cada ecuaci´ on.



1.5.- Ecuaci´ on de la cuerda vibrante. El estudio de la vibraci´on de la cuerda de un viol´ın es uno de los primeros problemas que se propusieron los f´ısicos y matem´aticos de finales del siglo XVIII y comienzos del XIX. Bernouilli, Dirichlet, Euler y Fourier contribuyeron a obtener m´etodos de soluci´ on para el problema de la cuerda vibrante; tales m´etodos han sentado las bases para muchos desarrollos modernos de la teor´ıa de ecuaciones en derivadas parciales. Algunos de ellos los estudiaremos en detalle en los cap´ıtulos venideros. Ahora centraremos la atenci´on en obtener el modelo matem´atico de la vibraci´on de una cuerda. Recomendamos al lector la lectura de los cap´ıtulos 22 y 28 de la obra de M. Kline, ”El Pensamiento Matem´ atico desde los tiempos antiguos a los modernos”, Alianza Editorial 1992, donde encontrar´ a la historia de ´este problema y su proyecci´on en el desarrollo de las Matem´ aticas. Comenzaremos por precisar lo que entenderemos como una cuerda, a saber: Llamaremos cuerda a un medio cont´ınuo unidimensional, el´ astico y que no ofrece resistencia a la flexi´ on. Supondremos la cuerda colocada en el plano Oxu, y que se la somete a vibraciones transversales, pero dentro de dicho plano, respecto a su posici´ on de equilibrio, que suponemos coincidente con el eje Ox y ocupando precisamente el intervalo [0, l]. La magnitud del desplazamiento de la cuerda en el punto x y en el instante t la designamos por u(x, t). Adem´as nos vamos a limitar a estudiar peque˜ nas vibraciones, ∂u(x0 , t0 ) 2 , se tiene que (tan α) es muy peque˜ no en es decir, tales que si tan α = ∂x 2 relaci´on a tan α, de forma que los t´erminos en (tan α) no ser´an tenidos en cuenta en la deducci´on. La tensi´ on en cada punto x y cada instante t se supone dirigida en la direcci´on de la tangente a la cuerda en el punto x con m´ odulo T (x, t). Esta hip´otesis es justamente la falta de resistencia a la flexi´on. La longitud de un segmento (a, a + h) al deformarse se convierte en Z a+h r ∂u 1 + ( )2 dx ≃ h, s= ∂x a por la hip´otesis hecha sobre el tama˜ no de las vibraciones. Esto quiere decir que la cuerda en nuestras condiciones resulta aproximadamente inextensible. Por tanto el m´ odulo de la tensi´ on, cuya variaci´ on es proporcional al estiramiento seg´ un la ley de Hooke, resulta ser constante, |T (x, t)| ≡ To . Sea F (x, t) la magnitud de la fuerza que es aplicada perpendicularmente al eje
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Ox en el punto x y en el instante t; sea ρ(x) la funci´ on densidad de la cuerda que, razonablemente, se supone independiente del tiempo. La ley del movimiento viene dada por la ley de Newton Masa × Aceleraci´on = Fuerza.



(1.5.1)



Las fuerzas que act´ uan sobre un elemento [x, x + ∆x] son aproximadamente: i) Las de tensi´ on T0 ( sen α(x + ∆x) − sen α(x)), que aproximamos por



sen α = p



tan α 1+



(tan α)2



≃ tan α =



∂u , ∂x



al suponer vibraciones peque˜ nas y despreciar el t´ermino (tan α)2 . ii) Las fuerzas externas las aproximamos por F (x, t)∆x, lo cual es razonable con hip´otesis de continuidad sobre F . Con estas consideraciones (1.5.1) se puede expresar por (1.5.2)



T0 ( sen α(x + ∆x) − sen α(x)) + F (x, t)∆x = ρ(x)∆x



∂ 2 u(x, t) , ∂t2



o bien, efectuando la sustituci´on de sen α por tan α como se indic´ o antes,   ∂ 2 u(x, t) T0 ∂u(x + ∆x, t) ∂u(x, t) + F (x, t) = ρ(x) (1.5.3) − . ∆x ∂x ∂x ∂t2 Pasando al l´ımite para ∆x → 0 resulta la ecuaci´ on siguiente (1.5.4)



T0



∂ 2 u(x, t) ∂ 2 u(x, t) + F (x, t) = ρ(x) , ∂x2 ∂t2



que rige el movimiento en las hip´otesis hechas. Las condiciones naturales para una cuerda es que tenga los extremos fijos; es decir, u(0, t) = 0 = u(l, t),



t∈R



As´ı resulta el siguiente problema mixto de valor inicial y de contorno  ∂ 2 u(x, t) ∂ 2 u(x, t)   + F (x, t) =ρ(x) ;  T0   ∂x2 ∂t2    u(0, t) =u(l, t) = 0, t ∈ R, (1.5.5)  u(x, 0) =φ(x) x ∈ [0, l],      ∂u(x, 0)   =ψ(x), x ∈ [0, l]. ∂t
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En relaci´on con lo dicho para la ecuaci´ on del calor, la singularizaci´on de la variable tiempo respecto al espacio en este caso viene definida por aparecer las derivadas con distinto signo, lo cual, como veremos, hace que el problema (1.5.5) sea el correcto para esta ecuaci´ on. Si en (1.5.4) se supone la densidad constante resulta, tras un cambio de escala, la ecuaci´ on utt − uxx = F (x, t), que es la llamada ecuaci´ on de ondas en una dimensi´on de espacio. En la pr´oxima secci´on aparecer´a la ecuaci´ on de ondas en m´ as dimensiones en relaci´on con las ecuaciones de la Electrodin´amica de Maxwell.



1.6.- Ecuaciones de Maxwell. La ecuaci´on de ondas. Las ecuaciones del electromagnetismo son el resultado de la elaboraci´on de observaciones y teor´ıas llevadas a t´ermino en las primeras d´ecadas del siglo XIX, esencialmente por Oersted, Faraday y Amp´ere. La Electrost´atica, de la cual hemos visto lo fundamental en el apartado (1.4), era bien conocida en tiempos de Maxwell, quien formul´o sus ecuaciones hacia 1865, permiti´endole identificar la luz como ondas electromagn´eticas. A continuaci´on obtendremos las ecuaciones de Maxwell a partir de la conservaci´on de energ´ıa y posteriormente las transformaremos en ecuaciones de ondas. Sea (x, t) ∈ R3 × R, denotando x el punto del espacio y t el instante de tiempo. Sean E(x, t) = (E1 (x, t), E2 (x, t), E3 (x, t)) y H(x, t) = (H1 (x, t), H2 (x, t), H3 (x, t)) los campos el´ectrico y magn´etico, respectivamente. Como parte de las ecuaciones de Maxwell se tienen la leyes de Gauss (1.6.1.a)



div E(x, t) = ρ(x, t),



(1.6.1.b)



div H(x, t) = 0,



siendo ρ(x, t) la densidad de carga. La densidad de energ´ıa en (x, t) viene dada por: i) EE = εhE, Ei, energ´ıa el´ectrica, ii) MH = µhH, Hi, energ´ıa magn´etica. (Donde h, i es el producto escalar can´onico de RN . )
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Aqu´ı ε y µ son constantes dependientes del medio f´ısico. El flujo de energ´ıa a trav´es de la frontera, es dado en el instante t por F=



1 4π



Z



∂D



chE ∧ H, νidS,



c > 0;



donde ∧ denota el producto vectorial en R3 y ν la normal exterior a la frontera de D. Se supone que en el instante t la cantidad de energ´ıa el´ectrica que se transforma en calor es Z ~ Eidx, ~ C= σhE, σ > 0. D



El principio de conservaci´on de la energ´ıa establece entonces que −



(1.6.2)



d (EE + MH ) = F + C, dt



o escrito en detalle: Z Z Z 1 d 1 ~ Ei ~ + µhH, ~ Hi)dx ~ ~ Eidx ~ (1.6.3) − (εhE, = chE ∧ H, νidS. σhE, + 8π dt D 4π ∂D D Por el teorema de la divergencia de Gauss podemos calcular la u ´ltima integral en (1.6.3) Z Z 1 1 chE ∧ H, νidS = cdiv (E ∧ H)dx 4π ∂D 4π D y teniendo en cuenta la identidad div (E ∧ H) = hH, rot Ei − hE, rot Hi, resulta (1.6.4) 0 = −



1 4π



Z



D



{εhEt , Ei+µhHt , Hi+σ4πhE, Ei+c[hH, rot Ei−hE, rot Hi]}dx.



Haciendo tender a cero el di´ametro de D y suponiendo regularidad suficiente, se tiene que para que se conserve la energ´ıa ha verificarse (1.6.5) 0 = −



1 1 {εhEt , Ei+σ4πhE, Ei−chE, rot Hi]}− {µhHt , Hi+c[hH, rot Ei}, 4π 4π



pero la ley de Faraday establece que (1.6.6)



µ − Ht = rot E; c
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por tanto, el segundo sumando de (1.6.5) es nulo. De otra parte la modificaci´ on hecha por Maxwell a la ley de Amp´ere establece que (1.6.7)



ε 4πσ rot H = Et + E, c c



Como consecuencia, (1.6.5) se verifica donde se verifican (1.6.6) y (1.6.7). Teniendo en cuenta (1.6.1), (1.6.6) y (1.6.7) se tienen las ecuaciones de Maxwell; es decir, el sistema  = ρ(x, t);   div E(x, t)    ~   div H(x, t) = 0; µ (1.6.8) − Ht (x, t) = rot E(x, t);   c    4πσ ε   rot H(x, t) E(x, t). = Et (x, t) + c c



As´ı resultan ocho ecuaciones con seis inc´ognitas, y es por lo que se dice que se trata de un problema sobredeterminado. Esto quiere decir que se debe pedir alguna condici´ on a los datos. Por ejemplo, si suponemos que ρ ≡ 0 y suponemos que div E(x, 0) = 0, se tiene que tal ecuaci´ on se verifica para todo tiempo. En efecto, llamando f (x, t) = div E(x, t) y tomando divergencia en las u ´ltima ecuaci´ on se tiene ε 4πσ 0 = div rot H = ft + f; c c



de donde, integrando esta ecuaci´ on lineal, se obtiene 0 ≡ f (x, 0)e−



4πσ ε t



= f (x, t).



Consideraremos a partir de ahora que σ = 0 y que se ha hecho un rescale en las variables de forma que todas las constantes de las ecuaciones de Maxwell resultantes son la unidad. Por contra supondremos que hay una corriente J. As´ı las ecuaci´ ones se transforman en  (1) − Ht (x, t) = rot E(x, t)     (2) rot H(x, t) = E (x, t) + J(x, t) t (1.6.9)  (3) div H(x, t) = 0    (4) div E(x, t) = ρ(x, t) Transformaremos ahora las ecuaci´ ones en ecuaci´ ones de ondas.



Por el teorema (1.1.1) y verificarse (3) en (1.6.9), se tiene que existe un campo vectorial A tal que rot A + ∇f = H, para cualquier funci´ on regular f . Sustituyendo en (1) de (1.6.9) obtenemos (1.6.10)



0 = rot E + Ht = rot (E + At ).
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(Se ha tomado f ≡ 0). Aplicando el teorema (1.1.2), como consecuencia de (1.6.10), obtenemos la existencia de φ ∈ C 2 R3 × R), tal que E + At = −∇φ.



(1.6.11)



Sustituyendo en la ecuaci´ on (2) de (1.6.9) se tiene (1.6.12)



J = rot H − Et = rot (rot A) + (At + ∇φ)t .



No es dif´ıcil establecer la identidad rot (rot A) = ∇(div A) − ∆A; donde ∆ es el operador de Laplace introducido en la secci´on 1.4. (V´ease problema 1 (g)). Sustituyendo en (1.6.12) se tiene (1.6.13)



∆A −



∂2A ∂φ = −J + ∇(div A + ). ∂t2 ∂t



Por tanto, en virtud de (1.6.11), (4) de (1.6.9) se convierte en (1.6.14)



ρ = −∆φ −



∂(div A) . ∂t



Las ecuaciones de Maxwell se han reducido a (1.6.13) y (1.6.14) junto con  rot A = H (1.6.15) −E = At + ∇φ. Sean ahora A0 y φ0 verificando (1.6.15); si se toma f una funci´ on regular arbitraria y consideremos A = A0 + ∇f y φ = φ0 − ft , entonces el par (A, φ) verifica tambi´en (1.6.15). Esta libertad nos permite elegir f para que se verifique (1.6.16)



div A +



∂φ = 0; ∂t



en efecto, basta elegir f verificando ∆f − ftt = −(div A0 + φ0t ). De esta forma las ecuaciones de Maxwell se han transformado en  ∂2A  = J; ∆A −    ∂t2   ∂2φ (1.6.17) = −ρ; ∆φ −  ∂t2     ∂φ  div A + = 0, ∂t
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que son ecuaciones de ondas. Obs´ervese que una vez obtenidos A y φ verificando (1.6.17), los campos vectoriales E = −(At + ∇φ) y H = rot A verifican (1.6.9). Con las anteriores observaciones de Maxwell se obtiene que la ecuaci´ on (1.6.18)



utt − ∆x u = f (x, t),



(x, t) ∈ R3 × R



rige la propagaci´on de las ondas en el vac´ıo. Es claro que es el mismo tipo de ecuaci´ on obtenida para la vibraci´on de una cuerda, pero en un n´ umero de dimensiones mayor. Cuando se considera la propagaci´on de las ondas en un medio hay que modificar la ecuaci´ on con un t´ermino de rozamiento, resultando la ecuaci´ on del telegrafista, es decir, (1.6.19)



utt − ∆x u + ut = f (x, t),



(x, t) ∈ R3 × R.



El t´ermino ut como veremos produce disipaci´on de energ´ıa por lo que la ecuaci´ on (1.6.19) es una buena aproximaci´on a la realidad de la propagaci´on de ondas de radio, por ejemplo. Cuando la F´ısica se ocupa de la teor´ıa corpuscular de la luz la ecuaci´ on que se estudia es otra modificaci´ on de la ecuaci´ on de ondas conocida como ecuaci´ on de Klein-Gordon, m´ as precisamente la ecuaci´ on (1.6.20)



utt − ∆x u + m2 u = f (x, t),



(x, t) ∈ R3 × R;



donde m representa la masa de las part´ıculas. La F´ısica moderna se ha ocupado tambi´en de modelos que involucran a la ecuaci´ on (1.6.21)



utt − ∆x u + m2 u = F (u),



(x, t) ∈ R3 × R,



que tiene una dependencia no lineal en la incognita u. Este modelo es considerablemente m´ as dif´ıcil y se escapa del alcance de este texto. S´olo decir que seg´ un los f´ısicos la anterior ecuaci´ on describe la interacci´on de una part´ıcula con el campo creado por ella misma.



1.7.- Ecuaciones de primer orden. Euler y las ecuaciones de la Mec´ anica de Fluidos.
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Hacia 1739 Clairaut se ocup´ o de ecuaciones en derivadas parciales de primer orden en relaci´on con sus estudios sobre la forma de la Tierra. Son las ecuaciones de primer orden m´ as sencillas; es decir, ecuaciones de la forma, ux = P,



uy = Q,



uz = R.



Como el lector advertir´ a, s´olo aparecen derivadas de primer orden, de ah´ı el nombre que se da a estas ecuaciones. El teorema (1.1.2) da las condiciones para encontrar una funci´ on u, que verifique la ecuaci´ on, es decir, tal que, ∇u = (P, Q, R). Tal condici´ on fu´e formulada por Lagrange en t´erminos de las coordenadas del campo, es decir, concretamente (1.7.1.)



Py = Qx ,



Pz = R x ,



Qz = Ry



que es como se conoce en los textos de ecuaciones diferenciales ordinarias el concepto de diferencial exacta. Entre los a˜ nos 1772 y 1779 Lagrange public´ o una serie de trabajos ocup´ andose de ecuaciones de la forma general (1.7.2)



f (x, y, u, ux , uy ) = 0



´ que aparecen en Geometr´ıa y Optica Geom´etrica. Los trabajos de Lagrange, Charpit, Monge y Cauchy sobre ecuaciones del tipo (1.7.2) constituyen la base de la teor´ıa que se estudiar´a en el cap´ıtulo siguiente. El resto de esta secci´on est´a dedicado a dar un modelo f´ısico donde aparecen las ecuaciones de primer orden de una manera en absoluto trivial. Se trata de las ecuaciones de Euler que rigen el movimiento de fluidos no viscosos. Sea Ω ⊂ R3 una regi´ on ocupada por un fluido en movimiento; se trata de dar un modelo que describa tal movimiento. Para establecer las ecuaciones del movimiento de un fluido no viscoso Euler tiene en cuenta tres principios b´asicos de la F´ısica, a saber: I) Principio de conservaci´on de la masa. II) Segunda ley de la Din´amica de Newton. III) Principio de conservaci´on de la energ´ıa. A nivel macrosc´opico es razonable pensar que la densidad del fluido ρ(x, t) es una funci´ on continua del espacio y del tiempo. Dada una bola Q ⊂ Ω la masa de fluido que encierra en el instante t es entonces (1.7.3)



m(Q, t) =



Z



Q



ρ(x, t)dx.
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Si x(t) ∈ Ω designa la posici´ on de una part´ıcula en el instante t, supondremos que dicha part´ıcula describe una trayectoria bien definida y que, por tanto, la velocidad u(x, t) de cada part´ıcula en el instante t define un campo de vectores en Ω. Para la obtenci´on de las ecuaciones supondremos que u y ρ tienen la regularidad suficiente para que los c´ alculos sean v´alidos. La ley de conservaci´ on de masa establece que la tasa de variaci´ on de masa respecto al tiempo es igual a la masa que entra menos la masa que sale. Tenemos la herramienta perfecta para formular este principio: el teorema de la divergencia. En efecto, la tasa de variaci´ on de la masa respecto al tiempo en la bola Q es Z ∂ρ dm (Q, t) = (x, t)dx, (1.7.4) dt Q ∂t y debe equilibrarse con el flujo a trav´es de la frontera de Q; es decir, con Z Z (1.7.5) − ρhu, nidS = − div (ρu)dx, ∂Q



Q



por el teorema de la divergencia. Como conclusi´on, de (1.7.4), y (1.7.5) se tiene Z



Q



[



∂ρ + div (ρu)]dx = 0. ∂t



Suponiendo que el integrando es continuo y haciendo tender el di´ametro de Q a cero, obtenemos la expresi´ on diferencial de la conservaci´on de masa, (1.7.6)



∂ρ + div (ρu) = 0, ∂t



que es conocida como ecuaci´ on de la continuidad. Sin hip´otesis de regularidad la ecuaci´ on de la continuidad se escribe como Z Z ∂ ρdx + ρhu, nidσ = 0; ∂t Q ∂Q que es la forma de ley de conservaci´ on que, a menudo, aparece en F´ısica. Desde el punto de vista matem´atico esta formulaci´on da lugar a la necesidad de introducir conceptos de soluci´ on m´ as generales que el cl´asico, seg´ un el cual la soluci´ on es derivable y la ecuaci´ on se satisface puntualmente. Sea x(t) = (x1 (t), x2 (t), x3 (t)) la trayectoria seguida por una part´ıcula del fluido. Por tanto en t´erminos del campo de velocidades se tiene (1.7.7)



dx(t) = u(x(t), t). dt
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Podemos ahora obtener la aceleraci´ on derivando en (1.7.7); es decir, a(t) =



d2 x(t) = hu, ∇iu + ut ; dt2



donde el s´ımbolo en el u ´ltimo t´ermino se expresa en coordenadas de la manera que sigue 3 ∂ui X ∂ui + , i = 1, 2, 3. uj ai (t) = ∂t ∂xj j=1 La segunda ley de Newton establece que



(1.7.8)



ρa = Fuerza.



Las fuerzas que se consideran son esencialmente de dos tipos: (1) Fuerzas exteriones, como las gravitarorias, etc.; cuya densidad se supone dada por un campo f (x, t). (2) Tensiones internas. En los fluidos perfectos, es decir, los no viscosos, estas u ´ltimas fuerzas de tensi´ on interna se suponen que act´ uan de una manera muy particular. M´as concretamente, se supone que existe una funci´ on p(x, t), llamada presi´ on, de forma que si se considera un elemento de superficie S en el fluido y n su normal, las fuerzas de tensi´ on a trav´es de S tienen una densidad en el punto x y en el instante t igual a p(x, t)n. Lo que quiere decir esta hip´otesis f´ısica es que no hay componentes tangenciales en las fuerzas de tensi´ on interna. Es decir, la idea intuitiva que esto sugiere es que en un fluido perfecto no se crear´ıan o destruir´ıan rotaciones sin la acci´on de fuerzas externas. La contribuci´on de las tensiones internas a trav´es de la frontera de la bola Q ⊂ Ω viene dada entonces por Z pndS. S∂Q = − ∂Q



As´ı, la proyecci´on de dicha fuerza en la direcci´on del vector unitario e ∈ R3 es Z Z Z (1.7.9) he, S∂Q i = − phe, nidS = − div (pe)dx = − h∇p, eidx, ∂Q



Q



Q



tras haber aplicado el teorema de la divergencia. Podemos, entonces, reformular (1.7.9) como Z ∇pdx. (1.7.10) S∂Q = − Q



Con hip´otesis de regularidad, como siempre, hacemos tender el di´ametro de Q a cero y, por el teorema fundamental del c´ alculo, (1.7.8) se convierte en (1.7.11)



ρ(ut + hu, ∇iu) = −∇p + f ;
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que son las ecuaciones de Euler. La energ´ıa total del sistema E viene dada como la suma de la energ´ıa interna EI y la energ´ıa cin´etica Z EC = ρ|u|2 dx. Ω



Cuando se supone que la energ´ıa interna es constante, el principio de conservaci´on de la energ´ıa, implica que tambi´en la energ´ıa cin´etica es constante. En este caso se demuestra que las ecuaciones del movimiento son



(1.7.12)



    



ρ(ut + hu, ∇iu) = −∇p + f div u = 0



ρ = a,



constante a lo largo de trayectorias.



La condici´ on de contorno natural es que el fluido no se salga del dominio total donde se experimenta, es decir, hu, ni = 0 en la frontera, ∂Ω, siendo n su normal. Otra hip´otesis interesante es el caso en que la energ´ıa interna es Z EI = ρwdx, Ω



donde w representa el trabajo realizado. En este caso se prueba que (1.7.13)



∇w =



∇p , ρ



y este tipo de fuidos se llaman fluidos isentr´ opicos, que expresado de otra forma quiere decir que p = p(ρ) o, lo que es lo mismo, se tienen ecuaciones de estado expl´ıcitas. Remitimos para m´ as detalles al texto de A.J. Chorin - J.E. Marsden, ”A Mathematical Introduction to Fluid Mechanics”, Springer Verlag, 1990. Para los fluidos viscosos se obtienen distintos tipos de modelos seg´ un las hip´ otesis f´ısicas que se usen. Los fluidos viscosos newtonianos se rigen por las ecuaciones de Navier-Stokes que a˜ naden a las de Euler un t´ermino de la forma ν∆u donde ν designa la viscosidad. Se trata, por tanto, de ecuaciones de segundo orden a diferencia de las de Euler.



1.8.- Otros modelos f´ısicos. En el desarrollo de la F´ısica del siglo XX han aparecido otros modelos muy interesantes. Para empezar, en muchos modelos se consideran ecuaciones no lineales. Animados siempre por la b´ usqueda de una mayor aproximaci´on a la realidad o para explicar fen´omenos en condiciones m´ as extremas, es necesario considerar modelos no lineales.
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Es claro que si en la deducci´on de la ecuaci´ on de la cuerda vibrante no se suponen vibraciones peque˜ nas, no es realista despreciar los t´erminos de segundo orden. De igual manera la ley de Fourier para temperaturas muy altas deja de ser adecuada; pi´ensese en el calor que se produce en reacciones nucleares naturales y artificiales. (V´ease la Secci´on 3). Un ejemplo de este tipo de modelos no lineales menos conocido, pero no menos bello, es el de las ecuaciones de equilibrio de estrellas politr´ opicas en condiciones isotermas, modelo introducido por Emden y Fowler a comienzos del siglo XX y estudiado entre otros por el Premio Nobel de F´ısica S. Chandrasekar. Designaremos por ρ(r) la densidad, P la presi´on y T la temperatura, como funciones del radio. Se postula, de acuerdo con la experimentaci´on, que la presi´on satisface la identidad (1.8.1)



P =



1 κ ρT + aT 4 ; Hµ 3



donde el primer sumando es la presi´ on cin´etica y el segundo sumando la presi´ on de radiaci´ on y siendo κ = constante de Boltzman, µ = peso molecular medio, H = masa del prot´ on y a = constante de Stefan-Boltzman. La ley de la gravitaci´on de Newton establece que la tasa de variaci´ on de la presi´on es equilibrada por la fuerza de atracci´ on gravitatoria, es decir, −



(1.8.2)



dP GM (r)ρ(r) = . dr r2



Rr Aqu´ı G es la constante universal de la gravitaci´on y M (r) = 4π 0 s2 ρ(s)ds es la masa. Si en (1.8.1) se supone que T es constante, sustituyendo en (1.8.2) resulta −



GM (r) k dρ = ρ dr r2



derivando una vez m´ as se tiene k d 2 d log ρ(r) ( (r )) = −4πGρ. r2 dr dr k 1/2 ] x y φ = log ρ−log λ se obtiene la ecuaci´ on Haciendo el cambio de variable r = [ 4πG



−



1 d 2 dφ (x ) = λeφ , x2 dx dx



que es la ecuaci´ on de Poisson para funciones radiales con un segundo t´ermino que depende de la inc´ognita de forma no lineal. Es decir, m´ as en general se puede escribir −∆u = λeu .
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Para terminar este apartado hacemos menci´on a otro modelo de la F´ısica moderna. La ecuaci´ on de Schr¨ odinger i~



∂ψ ~2 = − ∆ψ + V (x)ψ, ∂t m



que da la densidad de probabilidad de que la posici´ on de una part´ıcula de masa m se encuentre en un elemento de volumen; siendo ~ la constante de Plank. Esta ecuaci´ on es importante pues toda la Mec´anica Cu´antica gira en torno a ella.



El n´ umero de ecuaciones en derivadas parciales que el lector puede encontrar en la literatura es enorme. Cada vez mayor, a la vez que es mayor el nivel de comprensi´ on que se alcanza de los distintos fen´omenos que se estudian. No obstante el estudio de las tres ecuaciones cl´asicas, ecuaci´ on de Laplace, ecuaci´ on de ondas y ecuaci´ on del calor, ser´a el u ´nico objetivo de este curso. Como se dec´ıa en la introducci´ on esto ser´a suficiente para tener idea clara de las dificultades de los problemas, de los m´etodos de soluci´ on y de las t´ecnicas necesarias para afrontar con ´exito empresas m´ as ambiciosas en el campo de las Ecuaciones en Derivadas Parciales.
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EJERCICIOS DEL CAPITULO 1 1. Probar las siguientes igualdades para los campos u = (u1 , u2 , u3 ), v = (v1 , v2 , v3 ) y las funciones f y g: a) ∇hu, vi = hu, ∇iv + hv, ∇iu + u ∧ rot v + v ∧ rot u. b) div (f u) = f div u + hu, ∇f i. c) div (u ∧ v) = hv, rot ui − hu, rot vi. d) div (rot u) = 0. e) rot (f u) = f rot u + ∇f ∧ u. f) rot (u ∧ v) = udiv v − vdiv u − hu, ∇iv + hv, ∇iu. g) rot (rot u) = ∇(div u) − ∆u. h) rot (∇f ) = 0. i) div (∇f ∧ ∇g) = 0. 2. Sea el campo de vectores F(x, y, z) = (ex+z , 0, −ex+z + 2y), estudiar si existe un campo G tal que F = rot G. Calcular el flujo de F a trav´es de la esfera unidad centrada en el origen. 3. Sea el campo F(x, y, z) = (2xyz cos(x2 yz), x2 z cos(x2 yz), x2 y cos(x2 yz) + 2z) Est´ udiese si es un campo conservativo. 4. Calcular el flujo de calor a trav´es de la superficie x2 + z 2 = 2, sabiendo que la temperatura en cada punto es u(x, y, z) = 3x2 + 3z 2 .



0 ≤ y ≤ 2,



5. Comprobar el teorema de la divergencia para el campo F = (x, y) y la bola unidad en R2 . 6. Calcular la integral de la componente normal del campo (2xy, −y 2 ) sobre la elipse y2 x2 + 2 = 1. 2 a b 7. La velocidad de un fluido en R3 viene dada por el campo v(x, y, z) = (0, 0,



√



y);



calcular el flujo a trav´es de la superficie x2 + z 2 = y,



0 ≤ y ≤ 1.
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CAPITULO 2



ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES DE PRIMER ORDEN. EL PROBLEMA DE CAUCHY.



Introducci´on Este cap´ıtulo est´a dedicado al estudio de las ecuaciones en derivadas parciales de primer orden que se han motivado en la secci´on 1.7. Concretamente se estudiar´a el problema de Cauchy o problema de valores iniciales, que plantearemos precisamente en su lugar y momento adecuados. Hay que decir que este tema cl´asico es de gran importancia para establecer resultados en ecuaciones m´ as generales. Por ejemplo, el teorema de existencia de CauchyKovalevsky para datos anal´ıticos necesita de los resultados de este cap´ıtulo como se establecer´a en la u ´ltima secci´on. Tambi´en ser´a necesario para clasificar las ecuaciones en derivadas parciales seg´ un tipos. Por concreci´ on se presentan todos los resultados en dimensi´on tres, empezando en la secci´on 2.1 con el caso m´ as simple de las ecuaciones quasi lineales. La secci´on 2.2 se dedicar´a a la ecuaci´ on m´ as general. Las dos u ´ltimas secciones se dedican a aplicar lo estudiado a la clasificaci´on de las ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden y a probar un caso particular del teorema de Cauchy-Kovalevsky, respectivamente. Esta u ´ltima secci´on puede ser omitida en una primera lectura.
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En un ap´endice se expone el caso de la ecuaci´ on general en dimensi´on cualquiera, que puede prescindirse de ´el inicialmente pero que se incluye para satisfacer la curiosidad de los lectores con m´ as motivaci´on matem´atica. Se cierra el cap´ıtulo 2 con una lista de problemas seleccionados. Como referencias y lecturas complementarias pueden usarse los textos de F. John, ”Partial Differential Equations”, Cuarta Edici´ on, Springer Verlag 1979 y R. CourantD. Hilbert, ”Methods of Mathematical Physics”, Volumen I John Wiley Classics Edition 1989.
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2.1.- Ecuaciones quasi lineales de primer orden. Consideraremos en esta secci´ on ecuaciones de la forma (2.1.1)



f1 (x1 , x2 , u)ux1 + f2 (x1 , x2 , u)ux2 = f (x1 , x2 , u)



Tales ecuaciones son llamadas quasi lineales, pues si bien dependen linealmente de las derivadas (ux1 , ux2 ), es no lineal la depencia en u. Ejemplos. 1.- La ecuaci´ on f1 (x1 , x2 )ux1 + f2 (x1 , x2 )ux2 = f (x1 , x2 )u es lineal pues adem´ as de ser quasi lineal la dependencia en u es lineal. A este caso podr´an aplicarse en particular los resultados que se obtengan a continuaci´on. 2.- La ecuaci´ on ut + a(u)ux = 0, donde las variables independientes R u son ahora t y x puede escribirse tambi´en como ut + A(u)x = 0 siendo A(u) = 0 a(s)ds. Empezaremos a precisar algunas condiciones sobre la ecuaci´ on (2.1.1); en primer lugar se supone que f1 , f2 , f est´an definidas en un abierto Ω ⊂ R3 . Supondremos as´ı mismo que: 1) f1 , f2 , f ∈ C 1 (Ω), es decir, son continuamente derivables en Ω. 2) |f1 (x1 , x2 , u)| + |f2 (x1 , x2 , u)| > 0, si (x1 , x2 , u) ∈ Ω La hip´otesis 1) es una condici´ on de regularidad suficiente; la hip´otesis 2) garantiza que hay ecuaci´ on en derivadas parciales en todo Ω. 2.1.1. Definici´ on. Por soluci´ on de la ecuaci´ on (2.1.1) entendemos una funci´ on, φ, definida en un abierto G ⊂ R2 , φ : G −→ R,



de manera que φ ∈ C 1 (G) y (1) (x1 , x2 , φ(x1 , x2 )) ∈ Ω. (2) Cualquiera que sea (x1 , x2 ) ∈ G se verifica



f1 (x1 , x2 , φ(x1 , x2 ))φx1 (x1 , x2 )+f2 (x1 , x2 , φ(x1 , x2 ))φx2 (x1 , x2 ) = f (x1 , x2 , φ(x1 , x2 )). Es claro que el concepto de soluci´ on introducido por la definici´on anterior es de caracter local. En otras palabras, se considera como soluci´ on al par (G, φ), pudiendo ser G el entorno de un punto. Esta idea trae aparejada una dificultad obvia y es saber cuando dos soluciones locales, φ1 y φ2 definidas en G1 y G2 , respectivamente, pueden considerarse de alguna forma como un u ´nico objeto. La idea es que φ1 y φ2 coincidan en G1 ∩ G2 . Podemos interpretar de esta manera que φ1 y φ2 son restricciones de una misma soluci´ on a abiertos m´ as peque˜ nos. Por tanto damos la definici´on
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2.1.2. Definici´ on. Entenderemos que (G1 , φ1 ), (G2 , φ2 ), son una misma soluci´ on de (2.1.1) si se verifica que φ1 |G1 ∩G2 = φ2 |G1 ∩G2 Recurriremos al significado geom´etrico de la ecuaci´ on para explorar como construir soluciones. Como resultado de este estudio geom´etrico apareceran los datos que son admisibles para plantearnos un problema de valores iniciales. Supongamos una soluci´ on local de (2.1.1), φ : G ⊂ R2 −→ R, y sea su gr´afica Σ = {(x1 , x2 , φ(x1 , x2 ))



|



(x1 , x2 ) ∈ G}.



El vector normal a Σ es n = (φx1 , φx2 , −1). Si consideramos el campo dado por los coeficientes de la ecuaci´ on, es decir, F = (f1 , f2 , f ), que est´a definido en Ω, se tiene que el ser φ soluci´ on implica que hn, Fi = 0



en



Σ



En otras palabras F es tangente a Σ en todos sus puntos. Por tanto, parece natural intentar construir las superficies soluci´ on o gr´aficas de soluciones, a partir de las curvas de campo asociadas al campo F, es decir, las curvas tangentes a F en cada punto. Evidentemente hay que precisar como generar superficies a partir de curvas, pero lo que es claro, es que las curvas tangentes a F son las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias aut´onomo siguiente:  ′   x1 (t) = f1 (x1 , x2 , u) (2.1.2a) x′2 (t) = f2 (x1 , x2 , u)   ′ u (t) = f (x1 , x2 , u)



A (2.1.2a) se le llama sistema caracter´ıstico de la ecuaci´ on (2.1.1). Las gr´aficas en R3 de las soluciones de (2.1.2a) se llaman curvas caracter´ısticas. Teniendo en cuenta que suponemos f1 , f2 , f ∈ C 1 (Ω), para cada dato inicial (2.1.2b)



(x1 (0), x2 (0), u(0)) = (ξ10 , ξ20 , η 0 ) ∈ Ω



el problema de Cauchy planteado por (2.1.2a) y (2.1.2b) tiene soluci´ on local u ´nica en virtud del teorema de existencia de Picard. Adem´as, la dependencia de las soluciones con respecto a los datos iniciales es diferenciable bajo nuestras hip´otesis. Este resultado se conoce habitualmente como teorema de Peano.
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El lector puede encontrar los detalles sobre los resultados anteriores en las referencias dadas en la secci´on 1.1 o en M. Guzm´ an, ”Ecuaciones Diferenciales Ordinarias”, Editorial Alhambra 1975. Precisamos a continuaci´on qu´e entendemos por generar una superficie a partir de las curvas caracter´ısticas. Si fijamos una curva γ : [0, 1] −→ R3 regular, γ ∈ C 1 ([0, 1]), y cuyas coordenadas son γ(s) = (α1 (s), α2 (s), β(s)), podemos considerar la familia uniparam´etrica de curvas soluciones de (2.1.2a) verificando para cada s el dato inicial (x1 (0), x2 (0), u(0)) = (α1 (s), α2 (s), β(s)), que denotaremos por (2.1.3)



Γ(t, s) = (X1 (t, s), X2 (t, s), Z(t, s))



Para s0 fijo el vector tangente a Γ(t, s0 ) es Γt (t, s0 ) y por tanto viene dado por el segundo t´ermino del sistema caracter´ıstico (2.1.2a), es decir, abreviadamente, Γt (t, s0 ) ≡ F(Γ(t, s0 )) ≡ (f1 (Γ(t, s0 ), f2 (Γ(t, s0 )), f (Γ(t, s0 )) Por otra parte para t = 0 tenemos que Γ(0, s) = γ(s) y as´ı el vector tangente es γ ′ (s) = (α1′ (s), α2′ (s), β ′ (s)) En consecuencia para que Γ(t, s) sea la parametrizaci´on de una superficie regular, es decir, con plano tangente en cada punto y que ´este var´ıe con continuidad de punto a punto, necesitamos que, al menos sobre la curva inicial, los dos vectores tangentes calculados sean linealmente independientes. Algebraicamente esto quiere decir que el rango de la matriz formada por las coordenadas de ambos vectores sea exactamente dos, es decir,



(2.1.4)







f1 (α1 (s), α2 (s), β(s)) rango  f2 (α1 (s), α2 (s), β(s)) f (α1 (s), α2 (s), β(s))



 α1′ (s) α2′ (s)  = 2 β ′ (s)



Si admitimos un argumento de continuidad basado en los citados resultados de ecuaciones diferenciales ordinarias, tenemos la forma de generar soluciones param´etricamente, a costa de suponer la condici´ on (2.1.4) sobre la curva γ. Nos referiremos a la condici´ on (2.1.4) como condici´ on de transversalidad de la curva γ y el campo que define la ecuaci´ on (2.1.1) o, si se prefiere, al sistema caracter´ıstico.
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La mayor dificultad que habremos de resolver es probar que las funciones as´ı obtenidas definen una soluci´ on de (2.1.1). Para ser m´ as precisos, si pudiesemos probar que la condici´ on (2.1.4) implica que  tiene inversa local,







x1 = X1 (t, s) x2 = X2 (t, s) s = S(x1 , x2 ) t=



T (x1 , x2 )



todo quedar´ıa reducido a establecer que u = Z(T (x1 , x2 ), S(x1 , x2 )) = φ(x1 , x2 ) es una soluci´ on de (2.1.1). Adem´as deberemos establecer si esta es la u ´nica soluci´ on con el dato γ. Antes de hacer un planteamiento formal de las anteriores ideas, las vamos a ensayar en un ejemplo que nos permita hacer todos los c´ alculos expl´ıcita y sencillamente. Seguro que de esta manera entenderemos mejor lo que hemos razonado heur´ısticamente. Ejemplo 1. Consideramos la ecuaci´ on a1 ux1 + a2 ux2 − b = 0 donde a1 , a2 , b ∈ R y |a1 | + |a2 | > 0. Como se ve se trata de una ecuaci´ on lineal. Evidentemente las curvas caracter´ısticas son las rectas con vector de direcci´on (a1 , a2 , b), es decir,  0   x1 (t) = a1 t + ξ1  



x2 (t)



= a2 t + ξ20



u(t)



= bt + η 0 .



Tomando una curva γ(s) = (α1 (s), α2 (s), β(s)), transversal al vector (a1 , a2 , b), det







a1 α1′ (s)



a2 α2′ (s)







6= 0,



entonces, (2.1.5)



Γ(t, s) = (a1 t + α1 (s), a2 t + α2 (s), bt + β(s))



es la ecuaci´ on param´etrica de un cilindro de generatrices paralelas al vector (a1 , a2 , b).
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Observaci´ on. Un caso particular interesante, es cuando se tiene la ecuaci´ on ut + cux = 0 y se toma el dato u(0, x) = φ(x). La soluci´ on resulta ser φ(x − ct) que es lo que cuando se estudie la ecuaci´ on de ondas se llamar´ a una onda plana. Tomemos en particular la curva γ(s) = (a2 s, −a1 s, s2 ). De acuerdo a la expresi´ on (2.1.5) se tiene, resolviendo el sistema lineal que resulta,  a1 x1 + a2 x2   t = a2 + a2 , 1



2



  s = a2 x1 − a1 x2 . a21 + a22



Sustituyendo en Z(t, s) = bt + s2 , resulta u(x1 , x2 ) = b(



a1 x1 + a2 x2 a2 x1 − a1 x2 2 )+( ) a21 + a22 a21 + a22



que directamente se puede comprobar es soluci´ on de la ecuaci´ on. Tambi´en se verifica que u(a2 s, −a1 s) = s2 ; es decir, hemos determinado una superficie soluci´ on de la ecuaci´ on que sobre la curva plana γ ∗ (s) = (a2 s, −a1 s) toma el valor s2 . En el ejemplo 1 el resultado se ha conseguido porque hemos podido invertir expl´ıcitamente (t, s) en t´erminos de (x1 , x2 ) al tratarse de una expresi´ on lineal. En general el resultado de inversi´on lo dar´ a el teorema de la funci´ on inversa. Remitimos al lector, por ejemplo, al texto de J.E. Marsden, ”Elementary Classical Analysis”, W.H. Freeman Co. 1974, para todos los detalles sobre este resultado b´asico del An´alisis. Precisamos a continuaci´on las hip´otesis que hemos conjeturado: I) Hip´ otesis sobre la ecuaci´ on. Las condiciones que se suponen sobre la ecuaci´ on (2.1.1), es decir, L[u] ≡ f1 (x1 , x2 , u)ux1 + f2 (x1 , x2 , u)ux2 − f (x1 , x2 , u) = 0, son (1) f1 , f2 , f ∈ C 1 (Ω), siendo Ω ⊂ R3 un dominio abierto, es decir, un subconjunto abierto y conexo. (2) |f1 | + |f2 | > 0, para cada (x1 , x2 , u) ∈ Ω.
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II) Hip´ otesis sobre la curva dato. Sobre la curva dato se hacen las hip´otesis siguientes: (1) γ ∈ C 1 (I), donde I ⊂ R es un intervalo, y γ(s) ∈ Ω para cada s ∈ I que lo que quiere decir es que se trata de una aplicaci´ on γ : I −→ Ω ⊂ R3 (2) |α1′ (s)| + |α2′ (s)| > 0 sobre el intervalo I. Es claro que esta condici´ on establece que en ning´ un punto la curva tiene tangente paralela al eje Ou. (3) La condici´ on de transversalidad (2.1.4) se postula tambi´en sobre las dos primeras coordenadas, es decir se supone que   f1 (α1 (s), α2 (s), β(s)) α1′ (s) det 6= 0 f2 (α1 (s), α2 (s), β(s)) α2′ (s) para cada s ∈ I. Es claro que las hip´otesis 2) y 3) se pueden hacer sobre otro par de coordenadas, entonces se definir´a la coordenada restante como funci´ on de ellas. Planteamiento del problema de Cauchy. El problema de Cauchy, o problema de valores iniciales, se plantea en los siguientes t´erminos Problema. Dada la ecuaci´ on L[u] ≡ f1 (x1 , x2 , u)ux1 + f2 (x1 , x2 , u)ux2 − f (x1 , x2 , u) = 0 y la curva dato γ(s) = (α1 (s), α2 (s), β(s)), encontrar una funci´ on φ : G ⊂ R2 −→ R, φ ∈ C 1 (G), tal que: i) (x1 , x2 , φ(x1 , x2 )) ∈ Ω si (x1 , x2 ) ∈ G, ii) φ verifica la ecuaci´ on, en el sentido que si (x1 , x2 ) ∈ G entonces f1 (x1 , x2 , φ(x1 , x2 ))φx1 (x1 , x2 ) + f2 (x1 , x2 , φ(x1 , x2 ))φx2 (x1 , x2 ) = = f (x1 , x2 , φ(x1 , x2 )) iii) φ(α1 (s), α2 (s)) = β(s) para s ∈ I
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La expresi´ on problema de valores iniciales queda justificada porque buscamos una funci´ on soluci´ on de la ecuaci´ on tal que sobre la curva plana (α1 (s), α2 (s)) tome el valor β(s). Es tanto como decir que la superficie soluci´ on (gr´ afica de la funci´ on soluci´ on) contiene la curva tridimensional γ. Como qued´ o dicho anteriormente, el concepto de soluci´ on que usamos es de caracter local, es decir, se considera el par (G, φ). Por esta raz´on cuando se hable de unicidad, habr´ a que entenderlo como se precisa en la definici´on (2.1.2). 2.1.3. Teorema. Consideremos el problema de Cauchy (P )



(



f1 (x1 , x2 , u)ux1 + f2 (x1 , x2 , u)ux2 − f (x1 , x2 , u) = 0



u(α1 (s), α2 (s)) = β(s),



donde la ecuaci´ on y el dato verifican las hip´ otesis I) y II) anteriores. Entonces, el problema (P) tiene una u ´nica soluci´ on local u, con derivadas primeras continuas. Demostraci´ on. 1.- Existencia. Comenzamos probando la existencia de al menos una soluci´ on local regular, siguiendo los razonamientos geom´etricos anteriores. Para ello, consideramos el problema de Cauchy para el sistema caracter´ıstico



con dato inicial para s fijo,



 dx1     dt   dx2  dt      du dt



= f1 (x1 , x2 , u) = f2 (x1 , x2 , u) = f (x1 , x2 , u),



   x1 (0) = α1 (s) x2 (0) = α2 (s)   u(0) = β(s).



El teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales ordinarias establece, que el problema de Cauchy anterior tiene una u ´nica soluci´ on,



(2.1.6)



   x1 = φ1 (t, α1 (s), α2 (s), β(s)) ≡ X1 (t, s) x2 = φ2 (t, α1 (s), α2 (s), β(s)) ≡ X2 (t, s)   u = φ3 (t, α1 (s), α2 (s), β(s)) ≡ Z(t, s).
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Adem´as en un entorno del punto (0, s) se tiene que la funci´ on vectorial, (t, s) −→ (X1 (t, s), X2 (t, s), Z(t, s)) definida por (2.1.6) es continuamente derivable, en virtud del teorema de Peano sobre la regularidad de la soluci´ on de una ecuaci´ on diferencial ordinaria respecto a los datos iniciales. De esta manera la funci´ on vectorial (2.1.6) define param´etricamente una superficie C 1 (G(0, s)) donde G(0, s) es un entorno del punto (0, s), pues la condici´ on de transversalidad se escribe como sigue X1s (0, s) α1′ (s) α2′ (s) X2s (0, s) 6= 0. = X1t (0, s) f1 (α1 (s), α2 (s), β(s)) f2 (α1 (s), α2 (s), β(s)) X2t (0, s)



El teorema de la funci´ on inversa implica, entonces, que en un entorno de (0, s) la funci´ on, (X1 (t, s), X2 (t, s)) tiene inversa continuamente derivable,  t = T (x1 , x2 ) s = S(x1 , x2 ), es decir,



y







x1 = X1 (T (x1 , x2 ), S(x1 , x2 )) x2 = X2 (T (x1 , x2 ), S(x1 , x2 )) 



0 = T (α1 (s), α2 (s)) s=



S(α1 (s), α2 (s)).



Definimos u(x1 , x2 ) = Z(T (x1 , x2 ), S(x1 , x2 )) y probaremos que es soluci´ on del problema de Cauchy. En efecto, f1 ux1 + f2 ux2 = f1 (Zt Tx1 + Zs Sx1 ) + f2 (Zt Tx2 + Zs Sx2 ) = (2.1.7)



= Zt (f1 Tx1 + f2 Tx2 ) + Zs (f1 Sx1 + f2 Sx2 ) = Zt (X1t Tx1 + X2t Tx2 ) + Zs (X1t Sx1 + X2t Sx2 )



donde se ha tenido en cuenta que (X1 , X2 ) es soluci´ on del sistema caracter´ıstico. De otra parte, se observa que X1t Tx1 + X2t Tx2 = 1 X1t Sx1 + X2t Sx2 = 0 pues son un t´ermino de la diagonal principal y otro fuera de ella respectivamente, de la matriz producto de las matrices jacobianas de (X1 , X2 ) y (T, S) que son funciones
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inversas. Si adem´ as se tiene en cuenta que al ser Z la tercera componente del sistema caracter´ıstico, Zt = f , (2.1.7) se convierte en f1 ux1 + f2 ux2 = f, es decir, u es soluci´ on de la ecuaci´ on. Que verifica el dato se comprueba en la siguiente cadena de identidades u(α1 (s), α2 (s)) =Z(T (α1 (s), α2 (s)), S(α1 (s), α2 (s))) = = Z(0, s) = β(s) 2.- Unicidad. La unicidad resulta como consecuencia del siguiente resultado. 2.1.4. Lema. Sea S = {(x1 , x2 , φ(x1 , x2 )) ∈ G × R} una superficie soluci´ on y P un punto de S. Si Γ(t) = (x1 (t), x2 (t), z(t)) es la caracter´ıstica tal que P = Γ(0), entonces se verifica que Γ(t) ∈ S para cada t tal que (x1 (t), x2 (t)) ∈ G. Demostraci´ on. Basta considerar la funci´ on U (t) = z(t) − φ(x1 (t), x2 (t)) y probar que puesto que U (0) = 0, se verifica U (t) ≡ 0. Pero se tiene tras derivar que U ′ (t) = f (x1 (t), x2 (t), z(t)) − φx1 (x1 (t), x2 (t))x′1 (t) − φx2 (x1 (t), x2 (t))x′2 (t) = f (x1 (t), x2 (t), U (t) + φ(x1 (t), x2 (t)))−



(2.1.8)



− φx1 (x1 (t), x2 (t))f1 (x1 (t), x2 (t), U (t) + φ(x1 (t), x2 (t)))−



− φx2 (x1 (t), x2 (t))f1 (x1 (t), x2 (t), U (t) + φ(x1 (t), x2 (t))) ≡ ≡ F (t, U (t)),



ya que, evidentemente, z(t) = U (t) + φ(x1 (t), x2 (t)). De (2.1.8) se tiene que U verifica (P O)







U ′ (t) = F (t, U (t)) U (0)



= 0.



Como φ es una soluci´ on de la ecuaci´ on de (2.1.1), se comprueba que la funci´ on V (t) ≡ 0 es soluci´ on de (PO); basta sustituir la funci´ on nula en (2.1.8). La unicidad de soluci´ on para ecuaciones diferenciales ordinarias implica que necesariamente, entonces, U (t) ≡ 0.  Una lectura adecuada del lema anterior establece la unicidad para el problema de Cauchy de la ecuaci´ on de primer orden quasi lineal que estamos estudiando. A saber, la existencia se obtiene construyendo la soluci´ on con caracter´ısticas y el lema (2.1.4) prueba que si una caracter´ıstica tiene un punto en com´ un con una soluci´ on, los tiene todos.
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Podemos resumir el argumento de unicidad de la manera siguiente: Si existiesen dos soluciones distintas para el dato dado, cada caracter´ıstica pasando por cada punto de la curva dato deber´ıa estar contenida en ambas. Lo cual es una contradicci´on.  Al igual que para las ecuaciones diferenciales ordinarias, se tiene un resultado de dependencia continua respecto a los datos. Pasamos a precisar en que sentido entendemos dicha continuidad y a probar el resultado. Supongamos las curvas dato  γ(s) = (α1 (s), α2 (s), β(s)) ¯ γ¯ (s) = (α1 (s), α2 (s), β(s)), ¯ donde β(s) y β(s), coinciden fuera de un intervalo compacto. ¯ s) las respectivas soluciones en forma param´etrica. Sean Γ(t, s) y Γ(t, Entonces podemos escribir fijado s ¯ s)|| ≤ ||Γ(t, s) − Γ(t, Z t X 2 ¯ ¯ s))| + |f (Γ(r, s)) − f (Γ(r, ¯ s))|}dr. ≤ |β(s) − β(s)| + |fi (Γ(r, s)) − fi (Γ(r, { 0



1



Por las hip´otesis de regularidad sobre f1 , f2 y f , aplicando el teorema del valor medio sobre una bola de R3 que contenga los puntos donde las curvas dato no coinciden, existe una constante K > 0 tal que ¯ s))| ≤ K||Γ(t, s) − Γ(t, ¯ s)||, |f (Γ(t, s)) − f (Γ(t, ¯ s))| ≤ K||Γ(t, s) − Γ(t, ¯ s)|| |fi (Γ(t, s)) − fi (Γ(t,



si i = 1, 2.



Por tanto, resulta ¯ ¯ s)|| ≤ |β(s) − β(s)| ||Γ(t, s) − Γ(t, +K



Z



0



t



¯ s)||du, ||Γ(u, s) − Γ(u,



y por la desigualdad de Gronwall concluimos que Kt ¯ ¯ s)|| ≤ |β(s) − β(s)|e ||Γ(t, s) − Γ(t, ,



lo que prueba la continuidad en el sentido de la convergencia uniforme sobre compactos. El lector puede consultar cualquiera de los libros de ecuaciones diferenciales ordinarias citados en las referencias para encontrar una prueba de la desigualdad de Gronwall, aunque le sugerimos que intente demostrarla por s´ı mismo en este caso sencillo.
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El teorema de existencia y unicidad que acabamos de probar es de caracter local. La pregunta inmediata es si estos resultados se pueden globalizar. La respuesta es negativa si el concepto de soluci´ on es el cl´asico, es decir, de una funci´ on con derivadas continuas y que sustituida ella y sus derivadas en la ecuaci´ on, la verifican identicamente. El ejemplo que sigue es paradigm´atico a este respecto. Se trata de una ecuaci´ on de Euler en una dimensi´on. Ejemplo 2. Consideremos el problema de Cauchy  El sistema caracter´ıstico es:



y el dato parametrizado



ut + uux



= 0,



u(x, 0)



= h(x).



 dx     dτ   dt  dτ      du dτ



   α1 (s) α2 (s)   β(s)



=u =1 = 0; =s =0 = h(s).



Por tanto tras integrar el sistema caracter´ıstico se tiene que la soluci´on parametrizada es    X(τ, s) = s + uτ (2.1.9) T (τ, s) = τ   Z(τ, s) = h(s). Si se eliminan s y τ resulta



u = h(x − ut), que es la soluci´ on definida impl´ıcitamente. En el plano xt las dos primeras componentes de la curva caracter´ıstica que pasa por el punto (s, 0, h(s)) definen la recta x = s + h(s)t.
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Sobre dicha recta la tercera componente es constante y su valor es Z(τ, s) = h(s), de acuerdo con (2.1.9). Si se sigue la pauta de la prueba del teorema, la soluci´ on sobre tal recta tiene el valor de Z, es decir, tambi´en, u = h(s). Para dos valores s1 6= s2 las correspondientes rectas, proyecciones de las caracter´ısticas sobre el plano xt se cortan en un punto P dado por el valor del par´ ametro t0 = −(



s2 − s1 ), h(s2 ) − h(s1 )



si este est´a bien definido. Seg´ un la observaci´on anterior, en dicho punto, de estar definida la soluci´ on como una funci´ on, deber´ıa tomar a la vez los valores h(s1 ) y h(s2 ). Es decir, es en general imposible definir globalmente una funci´ on soluci´ on que sea derivable con continuidad. Con el siguiente c´ alculo quedar´a claro qu´e tipo de singularidad se tiene. Estudiando la variaci´ on de ux a lo largo de una recta caracter´ıstica se tiene ux = h′ (s)sx , pero sx = [xs ]−1 =



1 . 1 + h′ (s)τ



1 se verifica que ux → ∞. h′ (s) Entonces en tales puntos la funci´ on soluci´ on deja de ser derivable con continuidad. Si se recuerda la obtenci´on de la ecuaci´ on en §1.7, puede observarse que hay una expresi´ on integral que no requiere la regularidad de la soluci´ on y que es equivalente a la ecuaci´ on puntual cuando la soluci´ on es regular. Para entenderlo mejor, escribamos la ecuaci´ on como la divergencia de un campo, es decir,



Por tanto si h′ (s) < 0 tenemos que para τ → t1 = −



(2.1.10)



A(u)t + B(u)x = 0,



o bien, A′ (u)ut + B ′ (u)ux = 0 y para que sea equivalente a la ecuaci´ on ut + uux = 0 debe verificarse que B ′ (u) = uA′ (u). El lector habr´ a comprendido que lo que hacemos es multiplicar la equaci´on por A′ (u), y calcular una primitiva de A′ (u) y de uA′ (u), a la cual llamamos B. Pero ahora tenemos que si a, b y t son arbitrarios, por integraci´ on de (2.1.10), (2.1.11)



0=



Z b d ( A(u(x, t))dx) + (B(u(b, t)) − B(u(a, t)), dt a
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que es lo que se conoce como una ley de conservaci´ on. Si suponemos que u ∈ C 1 (R2 ), entonces (2.1.11) implica que u verifica la ecuaci´ on en derivadas parciales de partida, es decir, ut + uux = 0. Pero observamos que (2.1.11) es v´alido para u con menos regularidad, por eso (2.1.11) puede servir para definir lo que es una soluci´ on d´ebil de la ecuaci´ on (2.1.10). Sea u una soluci´ on d´ebil de la ecuaci´ on (2.1.10), que es regular excepto en una curva x = σ(t), a trav´es de la cual la soluci´ on tiene un salto finito. Suponemos que u+ = limx→σ(t)+ u(x, t) y u− = limx→σ(t)− u(x, t) son finitos, entonces, si a < σ(t) < b, (2.1.11) podemos escribirlo como 0=



Z σ(t) Z b d ( A(u(x, t))dx + A(u(x, t))dx) + (B(u(b, t)) − B(u(a, t)), dt a σ(t)



de donde efectuando los c´ alculos se tiene Z σ(t) Z b dσ − + 0= (t)(A(u ) − A(u )) + B(u(b, t)) − B(u(a, t)) + ( At (u)dx + At (u)dx) = dt a σ(t) Z σ(t) Z b dσ (t)(A(u− ) − A(u+ )) + B(u(b, t)) − B(u(a, t)) − ( Bx (u)dx + Bx (u)dx). = dt a σ(t) Por tanto, efectuando las dos u ´ltimas integraciones, tenemos (2.1.13)



dσ B(u+ ) − B(u− ) (t) = . dt A(u+ ) − A(u− )



que da la velocidad de propagaci´on de la discontinuidad en t´erminos de la variaci´ on de A y B en el salto de u. La condici´ on (2.1.13) se conoce como condici´ on de choque. Lo hecho para nuestro ejemplo tiene validez en casos muy generales que quedan fuera del alcance de este texto. No obstante el siguiente ejemplo puede ser ilustrativo pues pone de manifiesto como puede tenerse soluci´ on d´ebil global no regular. Ejemplo 3. Consideramos el Problema de Cauchy 



ut + uux



=0



u(x, 0)



= h(x),
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con



  1 h(x) = 1−x   0



si x ≤ 0



si 0 ≤ x ≤ 1 si 1 ≤ x.



Podemos encontrar soluci´ on local con derivadas primeras continuas si t ≤ 1. En t > 1 las caracter´ısticas se cortan y no se puede tener soluci´ on regular. Podemos definir para t ≥ 1  1+t   1 si x < 2 u(x, t) =   0 si x > 1 + t ; 2 1+t , t > 1. El salto es s = 12 . que es una soluci´ on d´ebil, regular salvo en x = 2 Multiplicando la ecuaci´ on (2.1.10) por una funci´ on φ ∈ C ∞ R2 ) e integrando por partes, se obtiene Z (2.1.12) (A(u)φt + B(u)φx )dxdt = 0. R2



Otra posibilidad de definir una soluci´ on d´ebil de (2.1.10) es pedir que se verifique (2.1.12) para toda φ ∈ C ∞ R2 ), que no depende de que u sea regular. Este concepto de soluci´ on d´ebil es el conocido como soluci´ on en sentido de distribuciones. Este contexto da gran fluidez de c´ alculo pero queda tambi´en para un estudio m´ as avanzado del que aqu´ı se pretende. Debemos, sin embargo, reflexionar en el c´ alculo que hemos hecho. La soluci´ on en un sentido cl´asico, entendida como funci´ on derivable, puede existir s´olo localmente. Entonces se extiende el concepto de soluci´ on a costa de tener comportamientos m´ as complicados.



2.2.- Ecuaci´ on general de primer orden Sea la ecuaci´ on (2.2.1)



F (x1 , x2 , u, ux1 , ux2 ) = 0,



donde se supone que F ∈ C 2 Ω), siendo Ω ⊂ R3 × R2 un dominio abierto, y tal que es aplicable el teorema de la funci´ on impl´ıcita, respecto a ux1 , o bi´en respecto a ux2 . Es cl´asico notar p = ux1 y q = ux2 , de manera que la ecuaci´ on se escribe entonces como F (x1 , x2 , u, p, q) = 0
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y la condici´ on para que sea aplicable el teorema de la funci´ on impl´ıcita resulta entonces |Fp | + |Fq | > 0,



en todo punto



(x1 , x2 , u, p, q) ∈ Ω.



Notaremos por Ω∗ la proyecci´on de Ω sobre R3 , espacio de las variables (x1 , x2 , u). De esta forma podemos imaginar Ω como formado por puntos de Ω∗ a los cuales se les asignan vectores de la forma (p, q, −1). 2.2.1. Definici´ on. Diremos que la funci´ on φ definida en un abierto G ⊂ R2 es una soluci´ on de la ecuaci´ on (2.2.1) si se verifican: (1) φ ∈ C 2 G), (2) F (x1 , x2 , φ(x1 , x2 ), φx1 (x1 , x2 ), φx2 (x1 , x2 )) = 0 para cada (x1 , x2 ) ∈ G. La condici´ on de regularidad que pedimos a φ es consecuencia de la regularidad exigida a F , que est´a motivada u ´nicamente para simplificar los argumentos en la demostraci´on de los teoremas de existencia y unicidad. La condici´ on 2) supone en particular que (x1 , x2 , φ(x1 , x2 ), φx1 (x1 , x2 ), φx2 (x1 , x2 )) ∈ Ω. Es bastante sorprendente que para la ecuaci´ on general tambi´en se obtenga el resultado de existencia y unicidad local, mediante la integraci´ on de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, como ocurr´ıa en el caso m´ as sencillo de la ecuaci´ on quasi lineal. Tambi´en en este caso va a ser transcendental la interpretaci´on geom´etrica que podemos hacer de la ecuaci´ on en derivadas parciales (2.2.1). La geometr´ıa es un poco m´ as complicada en el caso general, pero tan ilustrativa como en el caso quasi lineal. ¿Qu´e significa la ecuaci´ on geom´etricamente? Fijemos un punto (x01 , x02 , u0 ) ∈ Ω∗ y supongamos que φ es una soluci´ on de la ecuaci´ on (2.2.1) definida en cierto abierto G, tal que u0 = φ(x01 , x02 ). Si (p, q, −1) designa al vector normal a la gr´afica de φ en el punto (x01 , x02 , u0 ), necesariamente ha de verificarse que F (x01 , x02 , u0 , p, q) = 0. Por tanto, para encontrar superficies soluci´ on que pasen por un punto hay que buscar entre aquellas cuyo vector normal tiene sus dos primeras coordenadas satisfaciendo la ecuaci´ on no lineal F (x01 , x02 , u0 , p, q) = 0. En otras palabras, fijado un punto 0 ∗ 0 0 on en derivadas parciales (2.2.1) seleccciona los par´ ametros (x1 , x2 , u ) ∈ Ω , la ecuaci´
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p y q, de forma que (p, q, −1) es el vector normal a un plano pasando por el punto fijado y que es el candidato a ser un plano tangente a una superficie soluci´ on. La envolvente de esta familia de planos es un cono, el cual recibe el nombre de cono de Monge en honor del matem´atico franc´es G. Monge, quien introdujo este m´etodo para abordar el problema. As´ı pues, mientras que en el caso quasi lineal la ecuaci´ on asigna a cada punto un vector, en el caso general asigna a cada punto el cono de Monge correspondiente. Como se ve, la geometr´ıa es en efecto m´ as complicada. Determinar el cono de Monge que la ecuaci´ on asigna a cada punto es nuestra tarea inmediata. Sea P 0 = (x01 , x02 , u0 ) ∈ Ω∗ un punto fijado; el cono de Monge es la envolvente de la familia de planos  (X1 − x01 )p + (X2 − x02 )q = U − u0 (2.2.2) F (x01 , x02 , u0 , p, q) = 0. Como por hip´otesis |Fp | + |Fq | > 0, podemos suponer que, por ejemplo, Fp 6= 0 y, por tanto, que F (x01 , x02 , u0 , p, q) = 0 define impl´ıcitamente a p como (2.2.3)



p = f (x01 , x02 , u0 , q).



Es decir, en realidad (2.2.2) es una familia uniparam´etrica de planos. Como consecuencia las generatrices del cono de Monge en el punto P 0 se obtienen como la intersecci´ on de los planos en (2.2.2) con 0 = (X1 − x01 )



dp + (X2 − x02 ) dq



Pero derivando impl´ıcitamente con P 0 fijo, tenemos que Fp



dp + Fq = 0 dq



por lo que, tras un c´ alculo algebraico elemental, las generatrices del cono de Monge escritas en forma continua son  0 0 0 =0  F (x1 , x2 , u , p, q) X2 − x02 U − u0 X1 − x01  = = . Fp (x01 , x02 , u0 , p, q) Fq (x01 , x02 , u0 , p, q) pFp (x01 , x02 , u0 , p, q) + qFq (x01 , x02 , u0 , p, q)



Llamaremos curvas de Monge a las que en cada punto son tangentes al cono de Monge, es decir, son las soluciones del sistema diferencial ordinario  dx 1  = Fp (x1 , x2 , u, p, q)   dt      dx2 = F (x , x , u, p, q) q 1 2 dt   du   = pFp (x1 , x2 , u, p, q) + qFq (x1 , x2 , u, p, q)     dt F (x1 , x2 , u, p, q) = 0.
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Es claro que, en general, se tiene un par´ ametro libre, o dicho de otra forma por cada punto de Ω∗ pasa una familia uniparam´etrica de curvas de Monge. Ahora bien, si una curva de Monge, (x1 (t), x2 (t), u(t)), se supone situada sobre una superficie soluci´ on u = φ(x1 , x2 ) entonces la normal a la superficie a lo largo de la curva ha de variar siguiendo las ecuaciones,  dx1 dx2 dp   = px1 + px2 = px1 Fp + px2 Fq dt dt dt   dq = q dx1 + q dx2 = q F + q F , x1 x2 x1 p x2 q dt dt dt



donde los valores de px1 , px2 , qx1 y qx2 se calculan derivando en la ecuaci´ on respecto a x1 y x2 . M´as precisamente, derivando se tienen las dos ecuaciones siguientes  Fx1 + pFu + Fp px1 + Fq qx1 = 0 Fx2 + qFu + Fp px2 + Fq qx2



= 0,



y por hip´otesis φ tienen derivadas segundas continuas, entonces se tiene que px2 = qx1 , por el teorema de Schwartz sobre la igualdad de las derivadas cruzadas. Por tanto, despejando, resultan las ecuaciones que deben satisfacer p y q a lo largo de la curva de Monge situada sobre la superficie soluci´ on y que son  dp   = −Fx1 − pFu dt   dq = −F − qF . x2 u dt



De esta manera a la soluci´ on u = φ(x1 , x2 ) le hemos asociado una familia de curvas de Monge situadas sobre su gr´afica tales que los par´ ametros p y q satisfacen el sistema  dx1   = Fp (x01 , x02 , u0 , p, q)   dt     dx2  0 0 0    dt = Fq (x1 , x2 , u , p, q)      du = pFp (x01 , x02 , u0 , p, q) + qFq (x01 , x02 , u0 , p, q) dt   dp   = −Fx1 − pFu    dt    dq   = −Fx2 − qFu    dt   F (x01 , x02 , u0 , p, q) = 0.



Las cinco ecuaciones diferenciales se llaman sistema caracter´ıstico relativo a la ecuaci´ on en derivadas parciales de primer orden.
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Parece natural intentar construir soluciones de la ecuaci´ on en derivadas parciales por integraci´ on del sistema caracter´ıstico con datos iniciales verificando F (x01 , x02 , u0 , p0 , q 0 ) = 0. La primera dificultad es que en apariencia el sistema formado por las cinco ecuaciones diferenciales y la condici´ on sobre los datos es sobredeterminado. A este respecto observemos que si se tiene una soluci´ on del sistema caracter´ıstico, (x1 (t), x2 (t), u(t), p(t), q(t)), y llamando g(t) = F (x1 (t), x2 (t), u(t), p(t), q(t)), se verifica dx1 dx2 du dp dq + Fx2 + Fu + Fp + Fq = dt dt dt dt dt = Fx1 Fp + Fx2 Fq + Fu (pFp + qFq ) + Fp (−Fx1 − pFu ) + Fq (−Fx2 − qFu ) ≡ 0



g ′ (t) = Fx1



Es decir, la funci´ on F es constante sobre las caracter´ısticas, de forma que si en t = 0 se verifica que 0 = F (x01 , x02 , u0 , p0 , q 0 ), entonces se verifica 0 = F (x1 (t), x2 (t), u(t), p(t), q(t)), en todo t ∈ I, intervalo de definici´on de la caracter´ıstica. Esto se traduce en que la sexta condici´ on es compatible con el sistema de ecuaciones diferenciales caracter´ıstico y, por tanto, que el problema es soluble. Conviene ahora reflexionar sobre el significado geom´etrico del sistema caracter´ıstico y de sus soluciones. Una soluci´ on del sistema caracter´ıstico debe entenderse como una curva en el espacio R3 , (x1 (t), x2 (t), u(t)) y, a lo largo de ella, una familia de planos cuyo vector normal es (p(t), q(t), −1). Observemos que (2.2.4)



u′ (t) = x′1 (t)p(t) + x′2 (t)q(t),



es decir, se trata de planos tangentes a la curva. Para t0 fijo el punto correspondiente, (x01 , x02 , u0 , p0 , q 0 ), de la soluci´ on del sistema caracter´ıstico ser´a llamado un elemento de banda, en el sentido que las dos u ´ltimas coordenadas son las componentes de un plano tangente. A las soluciones del sistema caracter´ıstico las llamaremos bandas caracter´ısticas por verificar (2.2.4) y diremos que (x1 (t), x2 (t), u(t)) es la curva caracter´ıstica soporte.
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El resultado que sigue establece que toda soluci´ on de la ecuaci´ on en derivadas parciales est´a engendrada por bandas caracter´ısticas. Este resultado es en realidad un resultado de unicidad como veremos; adem´ as indica como deben de construirse las soluciones. En concreto establece que dada una soluci´ on de la ecuaci´ on en derivadas parciales, si tomamos un punto de su gr´afica y el vector normal al plano tangente a ella en dicho punto, la banda caracter´ıstica con tales datos iniciales, verifica que su curva caracter´ıstica soporte, (x1 (t), x2 (t), u(t)), est´a contenida en la superficie soluci´ on para todo t, siendo adem´ as (p(t), q(t), −1) el vector normal a la superficie soluci´ on en el punto (x1 (t), x2 (t), u(t)). 2.2.2. Lema. Sea (x1 (t), x2 (t), u(t), p(t), q(t)) banda caracter´ıstica definida en el intervalo I y sea u = φ(x1 , x2 ) soluci´ on de F (x1 , x2 , u, p, q) = 0. Si para alg´ un t0 se tiene que   



(2.2.5)



u(t0 ) = φ(x1 (t0 ), x2 (t0 )) p(t0 ) = φx1 (x1 (t0 ), x2 (t0 ))



 



q(t0 ) = φx2 (x1 (t0 ), x2 (t0 )),



entonces para cada t ∈ I se verifica   



(2.2.6)



 



u(t) = φ(x1 (t), x2 (t)) p(t) = φx1 (x1 (t), x2 (t)) q(t) = φx2 (x1 (t), x2 (t)).



Demostraci´ on. Sea (x01 , x02 , u0 , p0 , q 0 ) = (x1 (t0 ), x2 (t0 ), u(t0 ), p(t0 ), q(t0 )), verificando la hip´otesis (2.2.5). Consideramos las ecuaciones diferenciales (2.2.7)







x′1 (t) = Fp (x1 , x2 , φ(x1 , x2 ), φx1 (x1 , x2 ), φx2 (x1 , x2 )) x′2 (t) = Fq (x1 , x2 , φ(x1 , x2 ), φx1 (x1 , x2 ), φx2 (x1 , x2 )),



que resultan de sustituir en las dos primeras ecuaciones del sistema caracter´ıstico la soluci´ on y sus derivadas parciales. Si consideramos el dato inicial (x1 (t0 ), x2 (t0 )) = (x01 , x02 ) el sistema (2.2.7) tiene una soluci´ on u ´nica, (y1 (t), y2 (t)), pues el sistema est´a en las hip´otesis del teorema de existencia y unicidad de Picard por las condiciones exigidas a F . (V´eanse las referencias sobre ecuaciones diferenciales ordinarias de la Bibliograf´ıa).
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Si definimos z(t) = φ(y1 (t), y2 (t)), tenemos que la curva (y1 (t), y2 (t), z(t)), est´a sobre la superficie soluci´ on. Adem´as derivando se tiene que  dy2 dy1 ′   + φx2 = φx1 Fp + φx2 Fq φx1  z (t) = dt dt (2.2.8) ′ ′ φx (t) = φx1 x1 y1 (t) + φx2 x1 y2′ (t) = φx1 x1 Fp + φx2 x1 Fq    ′1 φx2 (t) = φx2 x1 y1′ (t) + φx2 x2 y2′ (t) = φx2 x1 Fp + φx2 x2 Fq



y donde φ(x01 , x02 ) = u0 , φx1 (x01 , x02 ) = p0 y φx2 (x01 , x02 ) = q 0 . Como u = φ(x1 , x2 ) es soluci´ on tambi´en se verifica F (x1 , x2 , φ(x1 , x2 ), φx1 (x1 , x2 ), φx2 (x1 , x2 )) = 0, derivando respecto a x1 y a x2 tenemos  Fx1 + Fu φx1 + Fp φx1 x1 + Fq φx2 x1 = 0 (2.2.9) Fx2 + Fu φx2 + Fp φx1 x2 + Fq φx2 x2 = 0 De (2.2.9) obtenemos el segundo miembro de (2.2.8), es decir, las dos u ´ltimas ecuaciones de (2.2.8) se transforman en  dφx1   = −φx1 Fu − Fx1 dt   dφx2 = −φ F − F . x2 u x2 dt



En resumen, las funciones



(y1 (t), y2 (t), z(t), φx1 (y1 (t), y2 (t)), φx2 (y1 (t), y2 (t))) son soluciones del sistema caracter´ıstico con el mismo dato inicial que satisface la banda caracter´ıstica considerada y F (y1 (t), y2 (t), z(t), φx1 (y1 (t), y2 (t)), φx2 (y1 (t), y2 (t))) = 0. Por el teorema de Picard aplicado al sistema caracter´ıstico, hay una u ´nica soluci´ on, es decir, (x1 (t), x2 (t), u(t), p(t), q(t)) ≡ (y1 (t), y2 (t), z(t), φx1 (y1 (t), y2 (t)), φx2 (y1 (t), y2 (t)))  Tras el lema (2.2.2) parece natural que la forma de proceder para construir soluciones de la ecuaci´ on en derivadas parciales (2.2.1) sea la siguiente: Para una banda inicial dada, calcular las bandas caracter´ısticas que la tienen por dato inicial.
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Sea una curva dato (x01 (s), x02 (s), u0 (s)) regular. Para tal curva dato hallamos funciones (p0 (s), q 0 (s)) que verifiquen i) Condici´ on de banda.(p0 (s), q 0 (s), −1) es un vector normal a la tangente a (x01 (s), x02 (s), u0 (s)) en cada s, es decir, du0 dx01 0 dx02 0 p + q = . ds ds ds



(2.2.10)



ii) Condici´ on de compatibilidad.Para la banda inicial resultante, (x01 (s), x02 (s), u0 (s), p0 (s), q 0 (s)), se satisface (2.2.11)



F (x01 (s), x02 (s), u0 (s), p0 (s), q 0 (s)) = 0,



que es la condici´ on sobre los datos iniciales para que el sistema caracter´ıstico no sea sobredeterminado. Por razones an´alogas a las argumentadas en el caso quasi lineal supondremos que la curva dato no es tangente a las caracter´ısticas en ning´ un punto. De esta manera es de esperar que se pueda generar plano tangente. Es claro que para que no sea tangente a las caracter´ısticas, su vector tangente no tiene que ser colineal con el segundo miembro del sistema caracter´ıstico, es decir, debemos imponer la condici´ on de transversalidad siguiente (2.2.12) ! dx02 dx01 6= 0, det ds ds Fp (x01 (s), x02 (s), u0 (s), p0 (s), q 0 (s)) Fq (x01 (s), x02 (s), u0 (s), p0 (s), q 0 (s)) la cual excluye simult´aneamente la posibilidad de que la curva dato tenga tangente paralela al eje u. Con estos prerrequisitos podemos formular precisamente el problema de valores iniciales para la ecuaci´ on (2.2.1). Problema de Cauchy. Sea la ecuaci´ on F (x1 , x2 , u, ux1 , ux2 ) = 0 bajo las hip´otesis generales. Dada una banda inicial, (x01 (s), x02 (s), u0 (s), p0 (s), q 0 (s)),
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verificando (2.2.10), (2.2.11) y (2.2.12), se trata de obtener una soluci´ on de la ecuaci´ on, φ : G ⊂ R2 −→ R, tal que



 0 0 u0 (s)   φ(x1 (s), x2 (s)) = φx1 (x01 (s), x02 (s)) = p0 (s)   φx2 (x01 (s), x02 (s)) = q 0 (s).



A continuaci´on demostramos el resultado de existencia y unicidad para el problema de Cauchy. Se van a utilizar el teorema de la funci´ on inversa, de nuevo el teorema de CauchyPicard y el teorema de Peano de derivabilidad respecto a par´ ametros, de los cuales hemos dado ya referencias con anterioridad. 2.2.3. Teorema. Sea la ecuaci´ on en derivadas parciales (2.2.13)



F (x1 , x2 , u, p, q) = 0



donde la funci´ on F : Ω ⊂ R3 × R2 −→ R



tiene derivadas segundas continuas en Ω y verifica |Fp | + |Fq | > 0. Sea (x01 (s), x02 (s)) y u0 (s), definidas en I ⊂ R y con derivada segunda continua en I. Sean p0 (s) y q 0 (s) con derivada primera continua en I satisfaciendo: i).- Condici´ on de banda,  0 0 0  dx1 (s)p0 (s) + dx2 (s)q 0 (s) = du (s) (2.2.14) ds ds ds  0 0 0 0 0 F (x1 (s), x2 (s), u (s), p (s), q (s)) = 0. ii).- Condici´ on de transversalidad, (2.2.15) dx01 (s) det ds 0 0 0 Fp (x1 (s), x2 (s), u (s), p0 (s), q 0 (s))



dx02 (s) ds 0 0 0 Fq (x1 (s), x2 (s), u (s), p0 (s), q 0 (s))



!



6= 0.



´nica funci´ on Entonces existe un entorno G ⊂ R2 de la curva (x01 (s), x02 (s)) y una u φ : G −→ R tal que: (2.2.16)  F (x1 , x2 , φ(x1 , x2 ), φx1 (x1 , x2 ), φx2 (x1 , x2 )) = 0 para cada (x1 , x2 ) ∈ G     0 0 0  φ(x1 (s), x2 (s)) = u (s)     



φx1 (x01 (s), x02 (s)) = p0 (s)



φx2 (x01 (s), x02 (s)) = q 0 (s).



 79



Observaci´ on.-De forma impl´ıcita estamos suponiendo que (x01 (s), x02 (s), u0 (s), p0 (s), q 0 (s)) ∈ Ω Demostraci´ on. Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales caracter´ıstico con dato inicial la banda del enunciado, es decir, para cada s ∈ I se considera, dx1 dt dx2 dt du dt dp dt dq dt



= Fp ,



x1 (0) = x01 (s)



= Fq ,



x2 (0) = x02 (s)



= pFp + qFq ,



u(0) = u0 (s)



= −Fx1 − pFu ,



p(0) = p0 (s)



= −Fx2 − qFu ,



q(0) = q 0 (s).



Por el teorema de existencia y unicidad para el problema de Cauchy de ecuaciones diferenciales ordinarias, existe una u ´nica soluci´ on. Por las hip´otesis de regularidad de F y de la banda dato, se concluye que la soluci´ on  x1 = X1 (s, t)       x2 = X2 (s, t) u = U (s, t)    p= P (s, t)    q= Q(s, t),



es derivable con continuidad respecto a s y t. Por (2.2.14) y la compatibilidad se tiene que



F (X1 (s, t), X2 (s, t), U (s, t), P (s, t), Q(s, t)) = 0. Por (2.2.15) y satisfacerse los datos iniciales tenemos que (X1 (s, t), X2 (s, t), U (s, t)) define una superficie param´etricamente en un entorno de la curva dato. En efecto, el rango de la matriz jacobiana de (X1 , X2 , U ) respecto a (s, t), es dos en un entorno de la curva dato, pues   X1s X2s det = X1t X2t ! dx01 dx02 det 6= 0, ds ds Fp (x01 (s), x02 (s), u0 (s), p0 (s), q 0 (s)) Fq (x01 (s), x02 (s), u0 (s), p0 (s), q 0 (s))
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por la condici´ on de transversalidad (2.2.15). Como consecuencia de la observaci´on anterior y del teorema de la funci´ on inversa se puede definir en entornos convenientemente peque˜ nos de los puntos de la curva dato,  s = s(x1 , x2 ) t



= t(x1 , x2 )



Entonces podemos considerar las funciones compuestas    u = U (s, t) = U (s(x1 , x2 ), t(x1 , x2 )) ≡ u(x1 , x2 ) p = P (s, t) = P (s(x1 , x2 ), t(x1 , x2 )) ≡ p(x1 , x2 )   q = Q(s, t) = Q(s(x1 , x2 ), t(x1 , x2 )) ≡ q(x1 , x2 ) Adem´as, como



F (X1 (s, t), X2 (s, t), U (s, t), P (s, t), Q(s, t)) = 0, se tiene, sustituyendo F (x1 , x2 , u(x1 , x2 ), p(x1 , x2 ), q(x1 , x2 )) = 0. Para terminar la demostraci´ on del teorema lo u ´nico que falta establecer es que ux1 = p y ux2 = q. Este extremo va a exigir algunos c´ alculos que pasamos a efectuar a continuaci´on. Consideremos la funci´ on f (s, t) = Us − P X1s − QX2s , que para t = 0 verifica f (s, 0) = 0 por la condici´ on de banda (2.2.14). Queremos establecer que f es identicamente nula, lo que geom´etricamente significa que para cada t fijo, (P, Q, −1) es un vector normal al plano tangente a (X1 , X2 , U ). Para establecer que f (s, t) ≡ 0, se deriva respecto a t, es decir, ∂f (s, t) = ∂t = Ust − Pt X1s − P X1st − Qt X2s − QX2st = ∂ (Ut − P X1t − QX2t ) + Ps X1t + Qs X2t − Pt X1s − Qt X2s = = ∂s = Fp Ps + Fq Qs + (Fx1 + Fu P )X1s + (Fx2 + Fu Q)X2s , pues Ut − P X1t − QX2t ≡ 0 y por las ecuaciones del sistema caracter´ıstico. Si se suma y se resta Fu Us y se reordenan t´erminos se obtiene ∂f (s, t) = ∂t = Fx1 X1s + Fx2 X2s + Fu Us + Fp Ps + Fq Qs − Fu (Us − P X1,s − QX2s ) = = Fs − Fu f ≡ −Fu f,
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ya que Fs ≡ 0 por ser F (X1 (s, t), X2 (s, t), U (s, t), P (s, t), Q(s, t)) ≡ 0. Llamemos y(t) = f (s, t) para s fijo. Se ha obtenido la ecuaci´ on y ′ (t) = −Fu y(t) que tiene como soluci´ on y(t) = y(0)exp{−



Z



t



Fu dr} 0



Como se tiene que y(0) = 0 resulta que f (s, t) ≡ 0, que se traduce en Us = P X1s + QX2s . Esta ecuaci´ on y la tercera ecuaci´ on caracter´ıstica da el siguiente sistema, 



(2.2.17)



Us = P X1s + QX2s Ut =



P X1t + QX2t



Adem´as, teniendo en cuenta que U (s, t) = u(X1 (s, t), X2 (s, t)) y que, por ser funciones inversas,  x1 = X1 (s(x1 , x2 ), t(x1 , x2 )) x2



se tiene







= X2 (s(x1 , x2 ), t(x1 , x2 )),



Us = ux1 X1s + ux2 X2s Ut =



ux1 X1t + ux2 X2t



En consecuencia (P, Q) ≡ (ux1 , ux2 )



(2.2.18)



por ser soluciones de un mismo sistema lineal determinado, ya que det







X1s X1t



X2s X2t







6= 0



por la condici´ on de transversalidad. Pero (2.2.18) se traduce en que  o bien,



P (s, t)



= ux1 (X1 (s, t), X2 (s, t))



Q(s, t)



= ux2 (X1 (s, t), X2 (s, t)),







p(x1 , x2 ) = ux1 (x1 , x2 ) q(x1 , x2 )



= ux2 (x1 , x2 ).
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De esta forma queda establecido que u(x1 , x2 ) es soluci´ on de la ecuaci´ on. Que verifica el dato inicial es la siguiente sencilla comprobaci´ on: u(x01 (s), x02 (s)) = u(X1 (s, 0), X2 (s, 0)) = U (s, 0) = u0 (s), ux1 (x01 (s), x02 (s)) = p(x01 (s), x02 (s)) = p(X1 (s, 0), X2 (s, 0)) = P (s, 0) = p0 (s), ux2 (x01 (s), x02 (s)) = q(x01 (s), x02 (s)) = q(X1 (s, 0), X2 (s, 0)) = Q(s, 0) = q 0 (s). Por u ´ltimo, la unicidad es consecuencia directa del lema (2.2.2). Para establecerla, supongamos que existe otra soluci´ on v = ψ(x1 , x2 ), definida en un entorno de la curva dato. Trabajaremos en el entorno intersecci´ on del dominio de u y del dominio de v. Como el dato inicial (x01 (s), x02 (s), u0 (s), p0 (s), q 0 (s)) es com´ un a las dos soluciones, la banda caracter´ıstica es com´ un tambi´en a las dos soluciones seg´ un el lema (2.2.2). Si tal banda es x1 = X1 (s, t),



x2 = X2 (s, t),



u = U (s, t),



p = P (s, t),



q = Q(s, t)



se tiene v(X1 (s, t), X2 (s, t)) = U (s, t) = u(X1 (s, t), X2 (s, t)) Y esto concluye la prueba.  Como en la secci´on 2.1 el resultado es local. N´otese que demostramos la existencia en el entorno de cada punto de la banda dato. El entorno de la banda es la uni´on de tales entornos y la soluci´ on est´a bien definida dado que por la unicidad sobre las intersecciones de los entornos tiene un solo valor. Para acabar esta secci´on ensayamos lo aprendido hasta ahora aplic´andolo a un ´ ejemplo que viene de la Optica Geom´etrica: La ecuaci´ on eikonal. Ejemplo. Consideremos la ecuaci´ on p2 + q 2 = 1. Desde el punto de vista geom´etrico la ecuaci´ on puede interpretarse como sigue. Sea (p, q, −1), vector normal a una superficie soluci´ on, la proyecci´on sobre el plano x1 x2 seg´ un la ecuaci´ on tiene longitud 1, de forma que en el vector e2 = (p, q, −1) y el eje u forman un ´angulo tal que arctan(−1) = θ, π con el eje u. o, lo que es equivalente, el plano tangente forma un ´angulo de 4 En ´optica geom´etrica las l´ıneas de nivel de las soluciones son llamadas frentes de onda y las curvas caracter´ısticas rayos. Es evidente que la ecuaci´ on satisface las condiciones de regularidad en Ω = R3 × (R2 − 0).
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Un sencillo c´ alculo pone de manifiesto que el cono de Monge en el punto (x01 , x02 , u0 ) viene dado por las ecuaciones,  (u − u0 ) = p(x1 − x01 ) + q(x2 − x02 )    x − x0 x2 − x02 1 1 =  2p 2q   2 1= p + q2 .



El sistema caracter´ıstico es entonces  dx1   = 2p   dt     dx2     dt = 2q      du = 2(p2 + q 2 ) dt   dp   = 0    dt    dq   = 0    dt   1= p2 + q 2 ,



y sustituyendo la sexta ecuaci´ on en la tercera el sistema se transforma en                             



dx1 = 2p dt dx2 = 2q dt du = 2 dt dp = 0 dt dq = 0, dt



cuyas soluciones se obtienen por integraci´ on elemental y resultan ser  x1 = 2p0 t + x01      x2 = 2q 0 t + x02     u = 2t + u0  p= p0     q= q0    1= p2 + q 2 .
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Es claro ahora el porque del nombre de rayos que reciben las caracter´ısticas. Dada una curva dato en R3 , Γ(s) = (α(s), β(s), γ(s)), los datos iniciales que se consideran para el sistema caracter´ıstico son las bandas obtenidas resolviendo el sistema  0 p (s)α′ (s) + q 0 (s)β ′ (s) = γ ′ (s) [p0 (s)]2 + [q 0 (s)]2 =



1.



El signo del discriminante de la ecuaci´ on de segundo grado que resulta de eliminar q 0 entre las dos ecuaciones es el mismo que la expresi´ on D = [α′ ]2 + [β ′ ]2 − [γ ′ ]2 . Por tanto, si D < 0 no hay soluci´ on real y si D > 0 hay dos posibles bandas iniciales asociadas a la curva dato, a las cuales hay que imponer la condici´ on de transversalidad q 0 α′ − p0 β ′ 6= 0. Una vez obtenida la banda inicial se tiene la soluci´ on en param´etricas como en la prueba del teorema, por integraci´ on del sistema caracter´ıstico. Obs´ervese que si γ(s) es constante se verifica que D ≥ 0 y tenemos soluci´ on que se escribe en param´etricas,  0  x1 = 2p (s)t + α(s)     x2 = 2q 0 (s)t + β(s)  u = 2t + γ(s)    p= p0 (s)    q= q 0 (s).



2.3.- Clasificaci´on de ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden.



Tras el estudio del problema de Cauchy para las ecuaciones de primer orden que se ha hecho en las secciones anteriores, parece natural plantear el mismo problema para ecuaciones de orden superior. Nos limitaremos a dar algunos resultados de caracter cualitativo general, para ecuaciones de segundo orden y s´olo en lo referente a la estructura algebraica de la ecuaci´ on, que es lo que permitir´ a la clasificaci´ on en tipos. Comenzamos por estudiar algunos ejemplos que ayudan a ver los diferentes comportamientos del problema de Cauchy seg´ un las ecuaciones. Todos ellos tienen en com´ un que se trata de ecuaciones de orden dos en R2 y que, por tanto, fijamos dos datos; el valor de la funci´ on y de la derivada respecto a la direcci´on normal en una recta.
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Ejemplo 1. Consideremos el problema siguiente  =0   uxt u(x, 0) = φ0 (x) (2.3.1)   ut (x, 0) = φ1 (x).



Suponemos los datos regulares, por ejemplo, con segunda derivada continua. Sea u(x, t) una soluci´ on cl´ asica, es decir, una funci´ on con segundas derivadas continuas que verifica la ecuaci´ on puntualmente. Entonces, en particular, se verifica 0 = uxt (x, 0) = φ1,x = φ′1 (x), es decir, φ1 necesariamente es constante. En consecuencia el problema (3.2.1) no es soluble para cualquier dato; pero, adem´ as, si se supone la condici´ on de compatibilidad, φ1 ≡ c, donde c es constante, por integraci´ on elemental se tiene ut (x, t) = α(t)



independiente de x,



por lo que todas las funciones verificando la ecuaci´ on son de la forma u(x, t) = w1 (x) + w2 (t) De esta manera si tomamos una funci´ on w2 (t) = ct + at2 con a arbitrario, ua (x, t) = φ0 (x) + ct + at2 , es soluci´ on. Tenemos as´ı una alternativa extrema i) El problema (2.3.1) no es soluble si φ1 no es constante. ii) Si φ1 es constante, el problema (2.3.1) tiene infinitas soluciones. Como el lector ha comprendido la elecci´ on de w2 solo requiere que w2 (0) = 0 y w2′ (0) = c. Por ejemplo, w2 = ct + tr , r > 0, son elecciones v´alidas. Ejemplo 2. Consideramos ahora el siguiente problema para la ecuaci´ on del calor  uxx   ut = u(x, 0) = φ0 (x) (2.3.2)   ut (x, 0) = φ1 (x),



con datos regulares. Entonces en particular



φ1 (x) = ut (x, 0) = uxx (x, 0) = φ′′0 (x). Es decir, es un problema sobredeterminado. En este caso es m´ as natural el resultado pues respecto a la variable t, la ecuaci´ on del calor es solo de orden 1.
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Ejemplo 3. El problema que sigue requiere el uso de algunos resultados b´asicos de variable compleja. (Si fuese necesario, el lector puede encontrarlos en L.V. Ahlfors, ” Complex Analysis”, Mc Graw Hill, 1979 )    uxx + uyy = 0 en y > 0 (2.3.3) u(x, 0) =0   uy (x, 0) = h(x).



Una funci´ on u(x, y) con segundas derivadas continuas y verificando la ecuaci´ on es llamada arm´ onica y se verifica que u = ℜf (z) para f = u + iv funci´ on anal´ıtica en y > 0. El principio de reflexi´ on de Schwarz prueba que en nuestras hip´otesis la funci´ on  f (z) ℑz ≥ 0 f˜(z) = f¯(¯ z ) ℑz ≤ 0, donde f¯ = u − iv es la funci´ on conjugada de f , es anal´ıtica. Adem´as ℜf˜ = u ˜ donde  u(x, y) y≥0 u ˜(x, y) = u(x, −y) y ≤ 0, y por tanto es anal´ıtica real. Pero en particular, u ˜(x, 0) y u ˜y (x, 0) son anal´ıticas reales. En consecuencia, si h no es anal´ıtica no hay soluci´ on, o dicho de otra forma el problema (2.3.3) es sobredeterminado. Podemos enunciar entonces que el problema de Cauchy para la ecuaci´ on de Laplace es sobredeterminado. Ejemplo 4. Por u ´ltimo vamos a analizar otro problema de valores iniciales. Se trata de la ecuaci´ on de ondas.    utt − uxx = 0 (2.3.4) u(x, 0) = f (x)   ut (x, 0) = g(x).



Si se hace el cambio de coordenadas  X= T =



1 2 (x 1 2 (x



+ t) − t)



la ecuaci´ on se transforma en (2.3.5)



uXT = 0



(v´ease la Secci´on 4.1 para encontrar todos los detalles).
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Como se vio en el ejemplo 1 la soluci´ on general de (2.3.5) es u(X, T ) = w1 (X) + w2 (T ), o bien en las coordenadas primitivas u(x, t) = w1 (x + t) + w2 (x − t). Si se imponen los datos se obtiene de manera u ´nica que la soluci´ on de (2.3.4) es f (x + t) + f (x − t) 1 + u(x, t) = 2 2



Z



x+t



g(s)ds.



x−t



que es la conocida como f´ormula de D’Alambert. (V´ease Secci´on 4.1.) Si se reflexiona sobre los ejemplos anteriores lo u ´nico que parece claro hasta el momento es que el problema de Cauchy respecto a existencia y unicidad de la soluci´ on depende de alguna misteriosa relaci´on entre la ecuaci´ on en derivadas parciales y la superficie donde se prescriben los datos. Analizaremos brevemente qu´e es lo que ocurre estudiando las ecuaciones de segundo orden en dos variables independientes. As´ı, la ecuaci´ on lineal general es (2.3.6) a11 (x, y)uxx +2a12 (x, y)uxy +a22 (x, y)uyy +b1 (x, y)ux +b2 (x, y)uy +c(x, y)u = f (x, y). Para tratar de encontrar una forma equivalente y sencilla de la ecuaci´ on (2.3.6), se considera el cambio de variables  t = φ(x, y) (2.3.7) s = ψ(x, y), es decir, funciones regulares en R2 tales que su jacobiano es distinto de cero. En estas hip´otesis (2.3.7) es un cambio de variables local. Supondremos adem´ as que la aplicaci´ on (2.3.7) de R2 en R2 es biyectiva. Respecto a este cambio de variables las derivadas se transforman como sigue ux = ut tx + us sx , uy = ut ty + us sy , (2.3.8)



uxx = utt (tx )2 + 2uts tx sx + uss (sx )2 + ut txx + us sxx , uyy = utt (ty )2 + 2uts ty sy + uss (sy )2 + ut tyy + us syy , uxy = utt tx ty + uts (tx sy + ty sx ) + uss sx sy + ut txy + us sxy .



Sustituyendo en la ecuaci´ on (2.3.6) se obtiene α11 utt + 2α12 uts + α22 uss + R(t, s, u, ut , us ) = 0,
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donde R es una funci´ on lineal en u, ut , us y es independiente de las derivadas segundas. Los nuevos coeficientes son α11 = a11 (tx )2 + 2a12 tx ty + a22 (ty )2 , (2.3.9)



α12 = a11 tx sx + a12 (tx sy + ty sx ) + a22 ty sy , α22 = a11 (sx )2 + 2a12 sx sy + a22 (sy )2 .



Observamos que α11 y α22 tienen la misma forma. Una manera de simplificar la ecuaci´ on es intentar encontrar el cambio de variables de forma que α11 = 0 = α22 . Pero esto es equivalente a encontrar dos soluciones de la ecuaci´ on en derivadas parciales de primer orden (2.3.10)



a11 p2 + 2a12 pq + a22 q 2 = 0,



que tengan jacobiano no nulo. Si φ(x, y) es soluci´ on de (2.3.10), a la curva φ(x, y) = c la llamaremos curva caracter´ıstica de la ecuaci´ on en derivadas parciales (2.3.6). El resultado de si existen dos curvas caracter´ısticas por cada punto, ser´a positivo o no, dependiendo de cuantas bandas iniciales asocia la ecuaci´ on a cada punto, y ello es equivalente a estudiar el discriminante de la ecuaci´ on de segundo grado a11 λ2 + 2a12 λ + a22 = 0. En funci´ on de este discriminante clasificaremos la ecuaci´ on. Sea D = a212 − a11 a22 entonces, 1) La ecuaci´ on (2.3.6) es de tipo hiperb´ olico si y s´olo si D > 0. 2) La ecuaci´ on (2.3.6) es de tipo el´ıptico si y s´olo si D < 0. 3) La ecuaci´ on (2.3.6) es de tipo parab´ olico si y s´olo si D = 0. A) Es claro que en el caso de ser la ecuaci´ on de tipo hiperb´ olico puede conseguirse que α11 = 0 = α22 , eligiendo φ y ψ soluciones independientes de la ecuaci´ on (2.3.10). En este caso la ecuaci´ on se reduce a su forma normal (2.3.11) donde F =



(2.3.12)



uts = F R . Si ahora hacemos el cambio α12  1  X= (s + t) 2   T = 1 (s − t) 2
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la ecuaci´ on (2.3.11) se transforma en la ecuaci´ on de ondas uXX − uT T = 4F,



(2.3.13)



es decir, la ecuaci´ on de ondas es la forma can´ onica de las ecuaciones de tipo hiperb´ olico. B) Si la ecuaci´ on es de tipo el´ıptico, es decir, D < 0, podemos tomar las bandas iniciales con valores complejos, obteniendose de esta forma una soluci´ on de (2.3.10), t = φ, que tiene valores complejos. Adem´as la conjugada compleja s = φ¯ de φ es la otra soluci´ on independiente. Se deja al lector comprobar todos los extremos formales de estas aseveraciones. Se puede ahora seguir el mismo proceso que en el caso hiperb´ olico y, para no trabajar con cantidades complejas, podemos considerar el cambio de variables  1  X= (s + t) 2 (2.3.14)   Y = 1 (s − t) 2i que provee la forma normal (2.3.15)



uXX + uY Y = 4F



Como vemos la ecuaci´ on de Poisson o, si se prefiere, la ecuaci´ on de Laplace no homog´enea, es la forma can´ onica de las ecuaciones de tipo el´ıptico. C) Si D = 0, es decir, si la ecuaci´ on (2.3.6) es de tipo parab´olico, tenemos una u ´nica banda que proporciona una soluci´ on t = φ(x, y). Tomamos una funci´ on arbitraria que complete el cambio de variables s = ψ(x, y). Obs´ervese que por ser D = 0 tenemos √ √ a12 = a11 a22 , de donde,



√ √ α11 = ( a11 tx + a22 ty )2 = 0.



Entonces



α12 = a11 tx sx + a12 (tx sy + ty sx ) + a22 ty sy = √ √ √ √ = ( a11 tx + a22 ty )( a11 sx + a22 sy ) = 0.



En resumen, la ecuaci´ on se reduce a la forma can´ onica (2.3.16) donde G =



uss = G, R . α22
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La ecuaci´ on del calor es un caso de ecuaci´ on de tipo parab´olico. Como puede verse las ecuaciones tipo aparecen como Formas Can´ onicas de las ecuaciones de segundo orden. Los nombres adjudicados a cada clase son motivados por la siguiente observaci´on. Cada clase corresponde al caso que la forma cuadr´atica (x, y)







a11 a12



a12 a22



  x y



represente geom´etricamente a una hip´erbola, una elipse o una par´ abola, respectivamente. De esta forma es natural extender este tipo de clasificaci´on a ecuaciones en RN . En efecto, sea la ecuaci´ on de segundo orden P(x, D)u ≡



n X



aij (x)uxi xj +



i=1,j=1



n X



bi (x)uxi + c(x)u + f (x) = 0,



aij = aji ,



i=1



a la que asociamos la ecuaci´ on de las superficies caracter´ısticas que por analog´ıa al caso de n = 2 es (2.3.17)



n X



aij (x)φxi φxj = 0.



i=1,j=1



La forma cuadr´atica asociada en un punto x0 , es



(2.3.18)



 a (x ) 11 0  a11 (x0 ) Q(x) = (x1 , x2 , . . . , xn )  ..  .



an1 (x0 )



a12 (x0 ) a22 (x0 ) .. .



... ... .. .



an2 (x0 )



...



a1n (x0 )   x1  a2n (x0 )   x2   . , ..   ..  .



ann (x0 )



xn



que como es sim´etrica, por hip´otesis, tiene todos sus autovalores reales. Se define el ´ındice de inercia T de (2.3.18), como el n´ umero de autovalores negativos. Se define tambi´en el defecto D de (2.3.18), como el n´ umero de autovalores nulos. Clasificaci´ on de ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden. 1) La ecuaci´ on (2.3.17) es de tipo el´ıptico si y s´olo si D = 0 y T = 0 o D = 0 y T = n. 2) La ecuaci´ on (2.3.17) es de tipo hiperb´ olico si y s´olo si D = 0 y T = 1 o D = 0 y T = n − 1. 3) La ecuaci´ on (2.3.17) es de tipo parab´ olico si y s´olo si D > 0. 4) La ecuaci´ on (2.3.17) es de tipo ultra-hiperb´ olico si y s´olo si 1 < T < n − 1 y D = 0.
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Dejamos que el lector complemente toda la parte algebraica que necesite. Una referencia a tal efecto puede ser el cap´ıtulo 6 del libro ”Topics in Algebra” de I.N. Herstein (Ed. John Wiley 1975). A la vista de estas consideraciones volvemos a nuestro problema inicial de intentar entender la diversidad de comportamiento de los ejemplos de los que parti´o nuestro estudio. Por claridad consideramos s´olo el caso n = 2. Tenemos que la ecuaci´ on que define las caracter´ısticas asigna un cono de direcciones a cada punto x0 , C(x0 ) = {(η1 , η2 ) |



a11 (x0 )η12 + 2a12 (x0 )η1 η2 + a22 (x0 )η22 = 0},



al cual llamaremos cono caracter´ıstico. Si se toma una direcci´on η ∈ C(x0 ) y la caracter´ıstica con tal direcci´on como normal, el cambio de variables que se hizo antes da que: La ecuaci´ on no es de orden dos en la direcci´ on η. Como consecuencia: Si fijamos datos sobre una caracter´ıstica el problema de Cauchy resultante es sobredeterminado. Ejemplos. 1’.- La ecuaci´ on uxt = 0 tiene como cono caracter´ıstico a C = {(η1 , η2 )|η1 η2 = 0}. Las direcciones caracter´ısticas son (1, 0) y (0, 1) y las curvas caracter´ısticas son x = α,



y t = β.



El Ejemplo 1) del comienzo tiene fijados los datos sobre la caracter´ıstica t = 0 y es sobredeterminado. 2’.- La ecuaci´ on ut − uxx = 0 tiene como cono caracter´ıstico a C = {(η1 , η2 )|η22 = 0}. Las direcciones caracter´ısticas son (0, 1) y las curvas caracter´ısticas son t = β. En el Ejemplo 2) del comienzo se tiene fijados los datos sobre la caracter´ıstica t = 0 y es sobredeterminado. Veremos en el cap´ıtulo correspondiente a la ecuaci´ on del calor, que en este caso tiene sentido considerar el problema de Cauchy con u ´nico dato u(x, 0).
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3’.- La ecuaci´ on uxx + uyy = 0 tiene como cono caracter´ıstico a C = {(η1 , η2 )|η12 + η22 = 0} ≡ {0}, es decir, el cono es degenerado. No hay caracter´ısticas reales, por consiguiente. El ejemplo 3) del comienzo tiene fijados los datos sobre t = 0 y es sobredeterminado. En este caso necesitaremos consideraciones de otro tipo, que se har´ an m´ as adelante. 4’.- La ecuaci´ on utt − uxx = 0 tiene como cono caracter´ıstico a C = {(η1 , η2 )|η12 − η22 = 0}. Las direcciones caracter´ısticas son (1, 1) y (1, −1) y las curvas caracter´ısticas son x + t = α,



y x−t=β



En este caso el ejemplo 4 tiene fijados los datos sobre t = 0, que no es caracter´ıstica y el problema tiene soluci´ on u ´nica. Consideremos el problema de Cauchy con datos en la superficie S = {(x, y) | g(x, y) = 0}, es decir,



(P )



 a11 (x, y)uxx + 2a12 (x, y)uxy + a22 (x, y)uyy +     + b1 (x, y)ux + b2 (x, y)uy + c(x, y)u = f (x, y)  u(x, y) = u0 (x, y) si (x, y) ∈ S    uν (x, y) = u1 (x, y) si (x, y) ∈ S,



donde uν significa la derivada de u en la direcci´on ν de la normal a S. Como resumen de esta secci´on tenemos: - El comportamiento del problema de Cauchy (P) depende de si la curva S sobre la que se fijan los datos es soluci´ on o no de a11 p2 + 2a12 pq + a22 q 2 = 0, es decir, si S es caracter´ıstica o no. - Si S es caracter´ıstica la ecuaci´ on no es genuinamente de orden dos en la direcci´ on de su normal y, en consecuencia, el problema (P) es sobredeterminado.
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- En el caso en que no hay caracter´ısticas reales, es decir, cuando la ecuaci´ on es de tipo el´ıptico el problema (P) es sobredeterminado, pero en este caso el comportamiento est´ a determinado por la propia ecuaci´ on. Su estudio se hace a continuaci´ on.



Esclarecemos lo que ocurre en el caso de la ecuaci´ on de Laplace. Nos fijamos en la ecuaci´ on escrita en forma normal con coeficientes constantes utt = auxx + buxt + cut + dux + eu,



a, b, c, d, e ∈ R,



y buscamos soluciones de la forma a u(x, t) = eλt+ixξ para ξ ∈ R fijo. De esta forma u es soluci´ on cuando se verifica que λ y ξ est´an relacionados por (2.3.19)



λ2 + aξ 2 − ibλξ − cλ − idξ − e = 0.



Para cada ξ ∈ R existen dos valores complejos de λ, que por estimaci´on directa verifican |λ(ξ)| ≤ c(1 + |ξ|). Supongamos que λ verifica (2.3.19) y consideremos el problema no caracter´ıstico



(H)



   utt = auxx + buxt + cut + dux + eu u(x, 0) = eixξ   ut (x, 0) = λeixξ .



El matem´atico franc´es J. Hadamard propuso el t´ermino problema bien propuesto para aquel que tiene soluci´ on u ´nica y, adem´ as, ´esta depende continuamente de los datos. Si suponemos que (H) est´a bien propuesto la soluci´ on es u(x, t) = eλt+ixξ . Para que haya dependencia continua se debe verificar que para T > 0 fijo |u(x, t)| ≤ e|ℜλ(ξ)|T ≤ C(sup |u(x, 0)| + sup |ut (x, 0)|) ≤ C(1 + |λ(ξ)|). Por tanto, si el problema est´a bien propuesto se ha de verificar (2.3.20)



|ℜλ(ξ)| ≤ C + a log(1 + |ξ|),



que se conoce como condici´ on de Hadamard. No es dif´ıcil comprobar que el problema no caracter´ıstico para el operador hip´erb´ olico verifica la condici´ on de Hadamard. Por el contrario, la ecuaci´ on de Laplace no la satisface, ya que, λ(ξ) ∈ R y λ2 (ξ) = |ξ|2
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y, por tanto, crece m´ as que un logaritmo. En resumen, El problema de Cauchy para la ecuaci´ on de Laplace no est´ a bien propuesto, pues no verifica la condici´ on de Hadamard. Todos los resultados tienen su contrapartida en RN y para ecuaciones de orden mayor, pero no ser´an detallados aqu´ı.



2.4.- El teorema de Cauchy-Kovalevsky. Esta secci´on la dedicamos a estudiar un resultado cl´asico. Para una ecuaci´ on diferencial ordinaria particular cuyo segundo miembro es expresable como la suma de una serie de potencias, el propio Newton obtuvo la soluci´ on del problema de Cauchy tambi´en como una serie, calcul´ andose los coeficientes por identificaci´ on. El caso de las ecuaciones en derivadas parciales es debido a Cauchy y a Sonia Kovalevsky. Una vez m´ as recomendamos para una rese˜ na hist´orica fiable el libro de M. Kline al que nos hemos referido en repetidas ocasiones. Una corta biograf´ıa de Sonia Kovalevsky puede encontrarse en ”Women in Mathematics” de L.M Osen, M.I.T. Press 1974. Vamos a plantear el problema en un contexto muy concreto, advirtiendo al lector, que una versi´on general puede encontrarla, por ejemplo, en G. Folland, ”Introduction to Partial Differential Equations”, Princeton University Press, 1976. Consideraremos el problema



(2.4.1)



    



utt =F (t, x, u, ut , ux , uxt , uxx ) u(x, 0) =φ0 (x) ut (x, 0) =φ1 (x),



donde F (t, x, u, p, q, r, s), φ0 y φ1 se suponen funciones anal´ıticas en todas sus variables en un entorno del origen. Obs´ervese que la recta t = 0, sobre la que se dan los datos, es anal´ıtica. Transformaremos el problema (2.4.1) en una forma equivalente para la que se probar´a el teorema de Cauchy-Kovalevsky sobre la existencia de una u ´nica soluci´ on anal´ıtica en un entorno del origen. Por conveniencia del lector damos la siguiente definici´on. 2.4.1 Definici´ on. Sea R = {x ∈ RN |



|x| < r



}. Una funci´ on f : R ⊂ RN −→ R
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se dice que es anal´ıtica real en R si y solo si existe una sucesi´ on de n´ umeros reales {ai1 ...in }i1 ..in ∈N tal que en cada (x1 , . . . , xn ) ∈ R f (x1 , . . . , xn ) =



∞ X



ai1 ...,in xi11 ...xinn ,



i1 ,...in =1



donde la serie converge absolutamente. Por el criterio de mayoraci´on de Weierstrass, si f es an´alitica en R, la serie que la representa converge uniformemente en |x| < r − ε. Transformamos el problema (2.4.1) de la manera siguiente: llamamos y00 = u,



y10 = ux ,



y01 = ut ,



y11 = uxt ,



y20 = uxx ,



y02 = utt



(obs´ervese que el doble sub´ındice nos recuerda las derivadas respecto a x y t, respectivamente). As´ı obtenemos el sistema de ecuaciones en derivadas parciales equivalente  (y00 )t =y01      (y10 )t =y11        (y01 )t =y02 (2.4.2)



(y11 )t =(y02 )x     (y20 )t =(y11 )x    X    (y02 )t =Ft + Fyij yi(j+1) +   i+j


X



Fyij (y(i−1)(j+1) )x



i+j=2,j


con condiciones iniciales



(2.4.3)



 y00 (x, 0) = φ0 (x)      y10 (x, 0) = (φ0 )x (x)     y (x, 0) = φ (x) 01 1  y11 (x, 0) = (φ1 )x (x)      y 20 (x, 0) = (φ0 )x (x)    y02 (x, 0) = F (0, x, φ0 (x), (φ0 )x (x), φ1 (x), (φ1 )x , (φ0 )xx (x))



Se deja al lector comprobar que si y00 es la primera componente de una soluci´ on del problema (2.4.2), (2.4.3), entonces es soluci´ on del problema (2.4.1). Escrito en esta forma se obtiene que el problema (2.4.1) se ha transformado, con un cambio de nombres de las variables, en un caso particular de        B1 (t, x, Y)) Y1x (t, x) A11 (t, x, Y) . . . A16 (t, x, Y) Y1t (t, x)        .. .. .. .. .. .. , +  =  . . . . . . Y6t (t, x)



A61 (t, x, Y)



...



A66 (t, x, Y)



Y6x (t, x)



B6 (t, x, Y)
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donde Aij (t, x, Ψ)



y



Bi (t, x, Ψ)



son funciones an´aliticas. Escrito matricialmente tenemos la misma forma que la ecuaci´ on quasi lineal de la Secci´on 2.1, es decir, ( ˜ x, Y)Yx (t, x) + B(t, ˜ x, Y) Yt (t, x) =A(t, (2.4.4) Y(0, x) =Φ(x) que si le aumentamos con una ecuaci´ on m´ as le podemos considerar aut´ onomo, es decir, si a˜ nadimos la ecuaci´ on (Y7 )t = 1, y adem´ as hacemos el cambio U(t, x) = Y(t, x) − Φ(x), (2.4.4) se convierte en (



(2.4.5)



Ut = A(x, U)Ux + B(x, U) U(0, x) = 0,



Para este problema con (x, U) ∈ R × Rn , es para el que estudiaremos el resultado de existencia. Para comenzar establecemos los resultados de series de potencias que se van a usar y previamente introducimos la notaci´on que se usa para trabajar c´ omodamente con multi´ındices. Notaci´ on. Como se ha podido apreciar la necesidad del uso de ´ındices m´ ultiples complica extraordinariamente la escritura, dificultando a menudo la comprensi´ on inmediata de lo que las f´ormulas significan. La notaci´on que proponemos a continuaci´on y que usaremos en esta secci´on, fue introducida por Laurent Schwarwz en los a˜ nos 50, cuando cre´o la Teor´ıa de Distribuciones. En resumen es la siguiente: Sea un mult´ındice (i1 , . . . , in ) ∈ Nn , convendremos en notarle α = (i1 , . . . , in ). Sea x = (x1 , . . . , xn ) ∈ RN . Entonces escribiremos |α| ≡



n X



ij



1



α! ≡ i1 ! . . . in !



xα ≡ xi11 . . . xinn



Dxα f (x0 ) ≡ fxi1 ...xinn (x0 ) 1



Dado otro mult´ındice β = (j1 , . . . , jn ) diremos que α≤β



si y s´olo si



il ≤ jl ,



para todo l = 1, . . . , n
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Proposici´ on. (Propiedades de las funciones anal´ıticas) Sea f una funci´ on anal´ıtica en R entonces (1) f es indefinidamente derivable, y sus derivadas se obtienen derivando la serie t´ermino a t´ermino y, adem´ as, aα =



1 α D f (0). α! x



(2) Si se tiene la funci´ on anal´ıtica en un entorno de t = 0, x(t) =



X



bβ t β ,



β



entonces h(t) = f (x(t)), es anal´ıtica siendo los coeficientes de la serie de h obtenidos por la f´ ormula cγ =



1 γ D h(0) = Pγ (bβ , aα ), γ! t



α, β ≤ γ,



donde Pγ es un polinomio con coeficientes positivos independiente de f y x. Un ejemplo de funci´ on anal´ıtica que usaremos es el siguiente: Dados M, r > 0 Mr f (x1 . . . xn ) = r − (x1 + . . . + xn )



es anal´ıtica en



R = {x ∈ RN |



max |xi | 



1≤i≤n



r }, n



siendo su serie de Taylor f (x1 , . . . , xn ) = M



∞ X (x1 + . . . + xn )k



k=0



rk



=M



∞ X



i1 ,...,in



(i1 + . . . + in )! xi1 . . . xinn . (i1 +...+in ) 1 i ! . . . i !r 1 n =0



Otra idea importante es la de mayoraci´ on de series. Dadas X f (x) = aα xα α



y g(x) =



X



bα xα ,



α



funciones anal´ıticas, diremos que f mayora a g si se verifica que aα ≥ |bα |
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para todos los ´ındices. Dada una funci´ on anal´ıtica f (x) =



X



aα xα



α



en R, tomando ρ < r, definiendo X α



|aα |ρ|α| < M,



entonces la serie geom´etrica de coeficientes bα =



M r|α|



es una mayorante de la serie que define a f , en Rρ = {x | |xi | < ρ,



i = 1 . . . n},



2.4.2. Teorema. (Cauchy-Kovalevsky) Sea el problema (2.4.5)



(



Ut = A(x, U)Ux + B(x, U) U(0, x) = 0



tal que la matriz A y el vector B tienen componentes anal´ıticas como funciones de (x, U) en un entorno del origen, entonces (2.4.5) tiene una u ´nica soluci´ on anal´ıtica. Demostraci´ on. Como por hip´otesis los datos son anal´ıticos tenemos que sobre un entorno del origen, R = {(x, η) | |x| < δ, |η| < δ}, se pueden expresar por las series A(x, η) =



X



aiβ xi η β ,



X



biβ xi η β ,



i,β



B(x, η) =



i,β



donde aiβ es una matriz y biβ un vector, que resultan por la f´ormula de Taylor aiβ =



Dxi Dηβ A(0, 0) , i!β!



biβ =



Dxi Dηβ B(0, 0) . i!β!
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Buscamos una soluci´ on de la forma ∞ X



Y(t, x) =



cij xi tj ,



donde cij =



i=0,j=0



Dxi Dtj Y(0, 0) . i!j!



Procedemos en varias etapas 1) Si se impone que se verifique la condici´ on inicial, necesariamente debemos tener ci0 = 0 cualquiera que sea el ´ındice i = 0, 1, . . ., ya que, Y(0, x) = 0. 2) Adem´as por verificarse la ecuaci´ on Dt Y(t, x) =



∞ X



i=0,j=0



(j + 1)ci(j+1) xi tj ≡



≡ A(x, Y(t, x))Dx Y(t, x) + B(t, x) ≡



X



Pij (clm , aα , bβ )xi tj ,



ij



donde el polinomio Pij (clm , aα , bβ ), siendo |α|, |β| ≤ i + j, l ≤ i y m ≤ j, tiene coeficientes positivos. Por identificaci´ on se obtiene entonces (2.4.6)



ci(j+1) =



Pij (clm , aα , bβ ) , j+1



l ≤ i,



m≤j



|α|, |β| ≤ i + j



As´ı, si se conocen clm para cada l = 0, 1, . . . y m ≤ j, (2.4.6) da los coeficientes ci(j+1) . Este algoritmo permite calcular por recurrencia una serie formal, que de haber soluci´ on anal´ıtica debe ser la que la representa. Obs´ervese que este argumento implica unicidad de soluci´ on anal´ıtica al obtenerse los coeficientes de la serie de manera u ´nica al imponer el dato y que verifique formalmente la ecuaci´ on. Por tanto, resta comprobar que la serie formal obtenida converge en alg´ un entorno del origen. 3) Sea r < δ y sea Rr = {(x, y1 , . . . , yn )



| |x| < r,



|yi | < r, i = 1, . . . , n}.



Si (x, Y ) ∈ Rr se tiene (2.4.7)



X Di Dα A(0, 0)



xi Y α ≤



X |Di Dα A(0, 0)|



ri r|α| ≤ M1



X Di Dα B(0, 0)



xi Y α ≤



X |Di Dα B(0, 0)|



ri r|α| ≤ M2



x



i!α!



α,i



(2.4.8)



x



α,i



Y



Y



i!α!



x



i!α!



α,i



x



α,i



Y



Y



i!α!
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Tomando M > max{M1 , M2 } y los coeficientes diα = M



1 , ri+|α|



la serie resultante es una mayorante de la de A y la de B. Adem´as Φ(x, Y) = M (2.4.9)



X xi Yα iα



ri r|a|



=M



∞ X (x + y1 + . . . + yn ) k ( ) = r



k=1



M Mr = . = (x + y1 + . . . + yn ) r − (x + y1 + . . . + yn ) 1− r



4) Como consecuencia, consideramos el problema mayorante que para cada componente resulta  n X Mr   Dt zk = ( Dx zi + 1) r − (x + y1 + . . . + yn ) i=1 (2.4.10)   zk (x, 0) = 0, es decir, es un mismo problema para todas las componentes. Por esta raz´on buscamos soluciones de (2.4.10) de la forma zk (x, t) = v(x, t),



para todo k = 1, . . . , n



que verifica el problema (2.4.11)



vt =



Mr (nvx + 1) r − x − nv



con dato inicial v(0, x) = 0.



Este problema admite soluci´ on expl´ıcita usando la t´ecnica desarrollada en la secci´on (2.1). En efecto, el sistema caracter´ıstico es  dt  = r − x − nv, t(0) = 0    dτ   dx = −nM r, x(0) = s  dτ      dv = M r, v(0) = 0 dτ



de donde resulta



   t(τ, s) x(τ, s)   v(τ, s)



= (r − s)τ



= −M rnτ + s



= M rτ,
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por lo que



(



s τ



= nv + x v . = Mr



Sustituyendo t = (r − nv − x) o bien, v(t, x) =



(r − x) ±



p



v , Mr



(r − x)2 − 4nM rt , 2n



y como ha de ser v(0, x) = 0, entonces, necesariamente, v(t, x) =



(r − x) −



p (r − x)2 − 4nM rt , 2n



es la soluci´ on de (2.4.11), que es obviamente anal´ıtica en un entorno de (0, 0). 5) Para finalizar basta comprobar que la soluci´ on de (2.4.10), problema mayorante, calculada en la etapa 4) anterior, es decir, ~z (t, x) = v(t, x)(1, . . . , 1), es una mayorante de la serie formal obtenida como candidato a soluci´ on. As´ı habremos terminado la demostraci´on por utilizaci´on del criterio de comparaci´ on. Si llamamos eij a los coeficientes de la serie representando a ~z, repitiendo los c´ alculos de las etapas 1) y 2) anteriores, obtenemos ei(j+1) =



Pij (elm , dα , dβ ) , j+1



l ≤ i,



m≤j



|α|, |β| ≤ i + j



donde el polinomio con coeficientes positivos, Pij , es el mismo que en (2.4.6) Por consiguiente, por recurrencia se tiene, |ci(j+1) | = |



Pij (clm , aα , bβ ) Pij (|clm |, |aα |, |bβ |) Pij (elm , dα , dβ ) |≤ ≤ = ei(j+1) j+1 j+1 j+1



que establece el resultado.







 102



Ap´endice al Cap´ıtulo 2. Problema de Cauchy para la ecuaci´on general de primer orden en RN . Sea F : Ω ⊂RN × R × RN −→R (x, u, p) −→



F (x, u, p),



funci´ on con dos derivadas continuas, definida en el abierto Ω. Supondremos que ||∇p F || ≡ ||(Fp1 , . . . , Fpn )|| > 0 Denotamos por h, i al producto escalar en RN . Notaremos pi = uxi . La teor´ıa elaborada en la secci´ on (2.2) sugiere como estudiar el problema de Cauchy para la ecuaci´ on F (x, u, ∇u) = 0



(A.1) Se supone



u : G ⊂ RN −→ R, soluci´ on de (A.1), y se considera el sistemas de curvas de Monge, que en este caso, y por los mismos argumentos que en la secci´on (2.2), resulta ser x′ (t) = ∇p F (x(t), u, p).



(A.2)



Se considera la forma de variaci´ on de u y p a lo largo de una soluci´ on de (A.2) 



u′ (t) = h∇u(x(t)), x′ (t)i = hp(t), ∇p F (x(t), u(t), p(t))i



p′ (t) =



(h∇ux1 , x′ (t)i, . . . , h∇uxn ), x′ (t)i = (h∇ux1 , ∇p F i, . . . , h∇uxn ), ∇p F i



pero como F (x, u(x), ∇u(x)) = 0, derivando respecto a cada coordenada xk ,



k = 1, . . . , n, obtenemos



Fxk + Fu uxk + h∇p F, (∇u)xk i = 0, por lo que resulta p′ (t) = −∇x F − pFu
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El sistema caracter´ıstico as´ı obtenido es  ′ x (t) = ∇p F (x(t), u(t), p(t))     u′ (t) = hp(t), ∇p F (x(t), u(t), p(t))i (A.3) ′  p (t) = −∇x F (x(t), u(t), p(t)) − p(t)Fu (x(t), u(t), p(t))    F (x, u, p) = 0



cuyas soluciones son llamadas bandas caracter´ısticas y las proyecciones, (x(t), u(t)), se llaman curvas caracter´ısticas. Como en el caso de dimensi´on n = 2 es f´acil de establecer que F es una integral primera para el sistema caracter´ıstico, es decir, F es constante a lo largo de las bandas caracter´ısticas. Esto quiere decir que si partimos de datos que verifiquen la condici´ on F (x(t0 ), u(t0 ), p(t0 )) = 0, entonces se verifica la misma condici´ on sobre toda la banda. As´ı pues, con esta condici´ on de compatibilidad (A.3) no es sobredeterminado. Planteamos a continuaci´on el problema de Cauchy para la ecuaci´ on (A.1). Sea U ⊂ Rn−1 un abierto y sea la aplicaci´ on γ : U −→ RN , con segundas derivadas continuas y tal que si γs (s) designa la matriz jacobiana de γ, se verifica rango(γs (s)) = n − 1, para s ∈ U Sea tambi´en φ : U −→ R una funci´ on con derivadas segundas continuas. Observamos que si x0 = γ(s0 ), u0 = φ(s0 ) y (x0 , u0 , p0 ) ∈ Ω es tal que (A.4)



    



F (x0 , u0 , p0 ) = 0, p0 γ(s0 ) = 0, det(γs (s0 )∇p F (x0 , u0 , p0 )) 6= 0,



entonces existe una u ´nica funci´ on definida en un entorno de s0 con derivadas primeras continuas, π : U (s0 ) −→ RN , tal que: (1) π(s0 ) = p0 (2) F (γ(s), φ(s), π(s)) = 0 para s ∈ U (s0 ). (3) ∇s φ(s) = π(s)γs (s), s ∈ U (s0 ) (Condici´on de banda).
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En efecto, basta notar que (A.4) y las hip´otesis de regularidad, permiten aplicar el teorema de funciones impl´ıcitas a G(s, p) = (pγs (s) − ∇s φ(s), F (γ(s), φ(s), p)) Obteni´endose as´ı que en un entorno de s0 , U (s0 ), se tiene y π(s0 ) = p0 ,



G(s, π(s)) = 0



pero estas son las condiciones que se buscaban. A una tal funci´ on, (γ(s), φ(s), π(s)), verificando 1), 2) y 3), le llamamos banda inicial. Problema de Cauchy. Podemos formularle como sigue. Obtener una soluci´ on de  F (x, u, ∇u) = 0 u(γ(s)) = φ(s),



tal que verifique el dato s∈U



Como en el caso de dimensi´on n = 2 hemos de imponer algunas condiciones sobre los datos para que el problema tenga soluci´ on y ´esta sea u ´nica. Tales condiciones son copia de las del caso estudiado y aparecen como hip´otesis en el siguiente resultado. A.1.- Teorema. Sea F verificando todas las hip´ otesis anteriores en Ω abierto de R1+2n . Sean γ : U ⊂ Rn−1 −→ R



y



φ : U −→ R



funciones con dos derivadas continuas. Sean γ(s0 ) = x0 , φ(s0 ) = u0 y p0 tales que, (1) F (x0 , u0 , p0 ) = 0 (2) p0 γs (s0 ) = ∇s φ(s0 ) (3) det(γs (s0 ), ∇p F (x0 , u0 , p0 )) 6= 0.



Entonces existe G, entorno de x0 en RN y



u : G −→ R, tal que



Demostraci´ on.



(



F (x, u(x), ∇u(x)) = 0 u(γ(s)) = φ(s)



para



para s∈U



x∈G



tal que



γ(s) ∈ G.
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Sea π(s) verificando 1), 2) y 3) de la observaci´on anterior, es decir, consideremos la banda (γ(s), φ(s), π(s)). Sea (X(t, s), U (t, s), P (t, s)), soluci´ on del sistema caracter´ıstico (A.3), con dato inicial X(0, s) = γ(s),



U (0, s) = φ(s),



P (0, s) = π(s).



Por el teorema de Peano de diferenciabilidad respecto a los datos iniciales, se tiene que (X(t, s), U (t, s), P (t, s)), tiene derivadas primeras continuas para s cercano a s0 y t peque˜ no. Adem´as, por ser F integral primera y verificarse F (γ(s), φ(s), π(s)) = 0, se tiene tambi´en que (A.5)



F (X(t, s), U (t, s), P (t, s)) = 0.



Por otra parte, si llamamos J(t,s) ≡ (X(t, s))ts a la matriz jacobiana de X(t, s) se tiene que det J(t,s) (0, s0 ) = det(γs (s0 ), ∇p F (x0 , u0 , p0 )) 6= 0, condici´ on de transversalidad impuesta. As´ı pues en un entorno V (x0 ) de x0 , la funci´ on x = X(t, s) tiene inversa con derivadas primeras continuas, (t, s) = X −1 (x). Entonces de u(X(t, s)) = U (t, s) se obtiene, u(x) = U (X −1 (x)) y de p(X(t, s)) = P (t, s) se concluye, p(x) = P (X −1 (x)). De esta forma (A.5) se convierte en (A.6)



F (x, u(x), p(x)) = 0.



Para terminar la prueba hemos de establecer que (A.7)



∇u(x) = P (X −1 (x)).



Pero como U (t, s) = u(X(t, s)) se obtiene (A.8)



∇u(X(t, s))Xts (t, s) = Uts (t, s).



Como det Xts (t, s) 6= 0 en un entorno de (0, s0 ), ∇u queda univocamente determinado por el sistema lineal (A.8). Entonces si tambi´en se puede probar que (A.9)



P (t, s)Xts (t, s) = Uts (ts),



concluiremos que P (t, s) = ∇u(X(t, s)). Es suficiente entonces, que probemos (A.9).
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Del sistema caracter´ıstico obtenemos la relaci´on Ut = hP, Xt i.



(A.10) Si consideramos la funci´ on



Φ(t, s) = Us − P Xs ,



(A.11)



se tiene en primer lugar que Φ(0, s) = 0 por verificarse la condici´ on de banda para el dato inicial. Adem´as, derivando respecto a t, Φt = (Us )t − Pt Xs − P (Xs )t = (Ut − P Xt )s + Xt Ps − Pt Xs = = ∇p F Ps + (∇x F + Fu P )Xs + (Fu Us − Fu Us ) =



= (∇x F Xs + Fu Us + ∇p F Ps ) − Fu (Us − P Xs ) = Fs − Fu Φ, por (A.10) y el sistema caracter´ıstico. Adem´as, de (A.5) se concluye que Fs ≡ 0, por lo que la expresi´ on anterior se reduce a Φt = −Fu Φ,



con datoinicial



Φ(0, s) = 0



para cada s.



Por tanto Φ ≡ 0 y (A.11) queda demostrado y como consecuencia que (A.9) se verifica. (Con la notaci´on usada la matriz jacobiana Xts tiene una primera columna que es Xt las restantes (n − 1) columnas son las de la matriz Xs .) La unicidad de u, soluci´ on con dos derivadas continuas, es consecuencia del mismo argumento que en dimensi´on n = 2, es decir, dos soluciones coinciden sobre las soluciones del sistema caracter´ıstico con dato la banda inicial, por tanto, deben coincidir sobre la intersecci´ on de sus dominios de definici´on. 
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EJERCICIOS DEL CAPITULO 2 1. Calc´ ulense las soluciones de yux − xuy = 0 e interpr´etese geom´etricamente el resultado. 2. Sea u = f(



xy ). u



Elim´ınese f y obt´engase la ecuaci´ on en derivadas parciales que verifica u. 3. Determ´ınense todas las soluciones de la ecuaci´ on (x + y)ux + (u − x)uy = (y + u) 4. Sea la ecuaci´ on (xy − u)ux + (y 2 − 1)uy = uy − x y las curvas dato a) y = 0, x2 − u2 = 1. b) x2 + y 2 = 1, u = 0. Resolver el problema de Cauchy para el dato a). An´alogo para el dato b). 5. Sea la ecuaci´ on uux − uy = 0. a) H´allense las curvas caracter´ısticas. b) Determ´ınese la soluci´ on que pasa por la curva y=0



u = x2 − 1



y dibujar u(x, 0), u(x, 1), u(x, 2) y u(x, 3). 6. Sea el sistema diferencial  ′   x (t) = f (x(t), y(t), u(t)); (Σ) y ′ (t) = g(x(t), y(t), u(t));   ′ u (t) = h(x(t), y(t), u(t)).



Se llama integral primera del sistema Σ a una funci´ on W (x, y, u) ∈ C 1 tal que es constante a lo largo de las trayectorias de Σ. ¿Qu´e ecuaci´ on en derivadas verifica la integral primera W ? Interpr´etese el resultado y dis´en ˜ese un m´etodo para obtener integrales primeras.
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7. Dos superficies se dicen ortogonales si son ortogonales sus planos tangentes en los puntos en que se cortan. Pru´ebese que para que la gr´afica de la funci´ on u = φ(x, y) sea una superficie ortogonal a la familia uniparam´etrica de superficies definida impl´ıcitamente por F (x, y, u, α) = 0, es necesario y suficiente que verifique la ecuaci´ on Fx φx + Fy φy = Fu . H´allense las superficies ortogonales a la familia definida por x2 + y 2 = 2αu. 8. Una funci´ on u(x1 , x2 ) se dice homog´enea de grado m > 0 si u(λx1 , λx2 ) = λm u(x1 , x2 ). Pru´ebese que la condici´ on necesaria y suficiente para que u sea homog´enea de grado m es que verifique la ecuaci´ on x1 ux1 + x2 ux2 = mu. (Este resultado es conocido como teorema de Euler). 9. Consideramos la ecuaci´ on (ux )2 + (uy )2 = u2 . Se pide calcular la soluci´ on que verifica el dato u = 1



x2 + y 2 = 1. 3



10. Calcular la soluci´ on de uy = u3x que verifica u(x, 0) = 2x 2 11. Calcular la soluci´ on del problema de Cauchy  2 2   p − q − 2u = 0 x=0   u = (1 + y)2 .



12. Sea la ecuaci´ on



1 u = xp + yq + (p2 + q 2 ). 2 Determ´ınese la soluci´ on verificando 1 u(x, 0) = (1 − x2 ). 2 13. Dada la ecuaci´ on p2 + q 2 = 2(x2 + y 2 ) + 4(x + y + 1), sea c(s) ≡ (α(s), β(s), γ(s)) una curva de Monge sobre la superficie 1 u = (x2 − y 2 ) + xy + 2x, 2 tal que para s = 0 pasa por el punto (x0 , y0 , 21 (x20 − y02 ) + x0 y0 + 2x0 ) a) Determinar la proyecci´on de c sobre el plano u = 0. b) Sea x0 = −1, y0 = 0; hallar la banda caracter´ıstica que verifique el dato 3 (−1, 0, − , 1, −1). 2
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14. Resolver el problema de Cauchy  2 2 2   x ux + y uy = u y = 2x   u = 1.



15. Probar que si v1 (x, y, u) = k1 y v2 (x, y, u) = k2 son integrales primeras del sistema caracter´ıstico de la ecuaci´ on (1)



f ux + guy = h,



entonces para cada funci´ on arbitraria Φ ∈ C 1 , (2)



g(x, y, u) = Φ(v1 (x, y, u), v2 (x, y, u)) = 0,



define una soluci´ on de (1). Pru´ebese que toda soluci´ on de (1) puede escribirse de la forma (2) si el rango del jacobiano de v1 , v2 respecto a (x, y, u) es dos. 16. Dada una ecuaci´ on en derivadas parciales de primer orden, F (x, y, u, p, q) = 0, se llama integral completa a una familia biparam´etrica de soluciones, u = u(x, y, α, β). Demostrar que: 1 Si la ecuaci´ on es de la forma q = f (p) admite una integral completa de la forma u = αx + f (α)y + β. 2 Si la ecuaci´ on es de la forma p = f (x, q) admite una integral completa de la forma u=



Z



x



f (s, α)ds + αy + β.



3 Si la ecuaci´ on es de la forma p = f (u, q) admite una integral completa definida impl´ıcitamente por Z u ds = x + αy + β. f (s, α) 4 Si la ecuaci´ on es de la forma f1 (x, p) = f2 (y, q) admite una integral completa de la forma Z x Z y u= φ1 (s, α)ds + φ2 (s, α)ds + β. (Indicaci´ on: 1 Llamando p = α, la ecuaci´ on da que q = f (α), entonces resulta du = αdx+f (α)dx. Basta integrar. 2 Obs´ervese que tomando q = α, la ecuaci´ on da la expresi´ on du = f (x, α)dx + αdy. Int´egrese
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3 Del sistema caracter´ıstico se obtiene que resulta



p′ p = , es decir, q = αp; de la ecuaci´ on ′ q q



du = dx + αdy f (u, α)



4 Del sistema caracter´ıstico resultan f1x + f1p



dp = 0, dx



f2y + f2q



dq = 0, dy



por tanto, f1 (x, p) = α = f2 (y, q). Despejando p y q se tiene p = φ1 (x, α), q = φ2 (y, α), de donde, du = φ1 (x, α)dx + φ2 (y, α)dy y se concluye integrando) 17. Determ´ınense las bandas caracter´ısticas de las ecuaciones siguientes, calculando una integral completa por el m´etodo del problema 16. a) pq − x2 y 2 = 0. b) p3 q 3 + px + qy − u = 0. c) pq = 9u2 . d) p = sen q. 18. Resu´elvanse los problemas de Cauchy siguientes.    pq + 1 − u = 0 u = 2x + 1 (a)   y = 2. (b)



(c)



    



    



pq − 3xy − 2u = 0 u = 15y x = 5.



p2 + q 2 − 4u = 0



u = y2 x = 0.
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19. Clasificar las ecuaciones siguientes a) cos2 xuxx − 2y cos xuxy + y 2 uyy = 0. b) (1 + t2 )utt + (1 + x2 )uxx + tut + xux = 0. c) uxx + 2uyy + 3uzz + 2utt + 2(uxy + uxz + uxt ) + 4(uyz + uyt ) + 6uzt = 0. d) uxx + uxy + uxz + uxt = 0. e) uxx + uzz + 2uxy + 2uxt + 2uxz + 2uzt = 0. f) y 2 uxx − uyy = 0. Escr´ıbase en forma can´onica. 20. Transf´ ormese la ecuaci´ on x2 uxx = y 2 uyy a variables caracter´ısticas. y Como consecuencia probar que las soluciones son u = f (xy) + xg( ) con f y g x funciones regulares arbitrarias. 21. Hallar las caracter´ısticas de (1 + x2 )uxx − (1 + y 2 )uyy = 0 y reducir la ecuaci´ on a forma normal. 22. Sean f (t) = sen t y g(t) = cos t. Calcular la soluci´ on anal´ıtica del problema uxx = ut



con datos



u(0, t) = f (t),



ux (0, t) = g(t).



23. Sean f (x) = e−x y g(t) = sen x. Calcular la soluci´ on anal´ıtica del problema (1 + x2 )uxx − (1 + y 2 )uyy = 0,



con datos



u(x, 0) = f (x),



24. Considerar la ecuaci´ on cuasilineal (x2 + 1)ux − yxuy =



u x



y la curva dato x = 1, u = y. a) Comprobar si se cumple la condici´ on de transversalidad. b) En el caso que se cumpla, resolver el problema de Cauchy. 25. Considerar la ecuaci´ on cuasilineal xux + yuy = 2(x2 + y 2 )u y la curva dato x = 1, u = e. a) Comprobar si se cumple la condici´ on de transversalidad. b) En el caso que se cumpla, resolver el problema de Cauchy.



uy (x, 0) = g(x).
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CAPITULO 3



PROBLEMA DE STURM-LIOUVILLE SERIES E INTEGRALES DE FOURIER. METODO DE SEPARACION DE VARIABLES.



Introducci´on El m´etodo de separaci´on de variables que se describe a continuaci´on y se estudiar´a en detalle a lo largo de todo el cap´ıtulo, est´a en los or´ıgenes de la teor´ıa de ecuaciones en derivadas parciales. Fue esbozado en la u ´ltima mitad del siglo XVIII, especialmente por J.Bernoulli y L. Euler, para estudiar el problema de la cuerda vibrante. La publicaci´on en 1822 de la ”Theorie Analytique de la Chaleur” por J.B. Fourier supuso un paso decisivo en la consolidaci´ on del m´etodo de desarrollo de una funci´ on en serie trigonom´etrica. La expresi´ on que Fourier obtiene para los coeficientes del desarrollo en serie trigonom´etrica de una funci´ on como la integral de la funci´ on por la correspondiente funci´ on trigonom´etrica, lo que hoy llamamos coeficientes de Fourier de la funci´ on, aceler´o, seguramente, los estudios sobre el concepto de integral. En este sentido los trabajos de Cauchy y posteriormente de Riemann culminaron en la
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integral de Lebesgue y la moderna teor´ıa de la integraci´ on. Es obvio tambi´en el influjo que el problema de desarrollar una funci´ on en serie de Fourier tuvo sobre la teor´ıa de convergencia de series, para dilucidar en qu´e sentido la serie de Fourier representa a la funci´ on. El propio concepto de funci´ on, como hoy se entiende, fue originado en ardorosas pol´emicas entre los matem´aticos de la ´epoca. El debate fue motivado por el significado de desarrollar en serie trigonom´etrica los datos y la soluci´ on de los anteriores problemas de ecuaciones en derivadas parciales, conducci´ on de calor y vibraciones de una cuerda. Muchas ´areas de las Matem´ aticas nacieron a prop´ osito del tratamiento de problemas surgidos en la teor´ıa de series trigonom´etricas, o bien, de la integral de Fourier. Como ejemplo pueden citarse la Teor´ıa de Conjuntos y la Topolog´ıa. Las series e integrales de Fourier surgieron para resolver los problemas de la difusi´ on del calor y de las vibraciones de una cuerda. Su desarrollo posterior ha seguido caminos diversos y ha servido como uno de los motores importantes de la creaci´on matem´atica. Los m´etodos m´ as refinados del An´ alisis de Fourier han contribuido durante las d´ecadas precedentes al importante progreso de las Ecuaciones en Derivadas Parciales en el siglo XX, fundamentalmente la teor´ıa lineal. Como motivaci´on de lo que se va a estudiar en el presente cap´ıtulo, tomaremos el mismo problema que consider´o Fourier sobre la conducci´ on del calor en una varilla unidimensional. Sea una varilla unidimensional de longitud l. La supondremos ubicada en el intervalo [0, l] del eje OX. Llamaremos u(x, t) a la temperatura en el punto x y en el instante t, y supondremos una escala normalizada de forma que todas las constantes f´ısicas son la unidad. Consideraremos el problema con las hip´otesis siguientes: i) Los extremos de la varilla se mantienen a cero grados en todo tiempo, es decir, u(0, t) = 0 = u(l, t). ii) La temperatura inicial, en t = 0, es conocida. Es decir, u(x, 0) = f (x). Las anteriores hip´otesis junto a lo visto en la secci´on (1.3), dan lugar al siguiente problema    (1) ut = uxx x ∈ (0, l), t > 0, (2) u(0, t) = u(l, t) = 0, t > 0, (P )   (3) u(x, 0) = f (x). La idea es buscar soluciones de (1) de la forma



u(x, t) = φ(x)ψ(t), para lo cual se ha de verificar la ecuaci´ on ψ ′ (t)φ(x) = ψ(t)φ′′ (x),
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o bien



φ′′ (x) ψ ′ (t) = = λ, ψ(t) φ(x)



donde entonces necesariamente λ ha de ser una constante. Por tanto, tomando λ fijo y las soluciones de ( ′ ψ (t) = λψ(t) φ′′ (x) = λφ(x),



tenemos soluciones de (1) de variables separadas. Es decir, se tiene expl´ıcitamente √



uλ (x, t) = eλt (c1 e



λx



+ c2 e−



√



λx



),



si λ 6= 0



y u0 (x, t) = c1 x + c2 ,



si λ = 0,



soluciones de (1). De la familia de soluciones de (1), uλ (x, t), se buscan las que verifican las condici´ on (2); es decir, tras sustituir en (2), las constantes c1 y c2 deben satisfacer el sistema lineal ( λt e (c1 + c2 ) = 0 √ √ (3.0.2) eλt (c1 e λl + c2 e− λl ) = 0 si λ 6= 0. Para λ = 0 s´olo se encuentra la soluci´ on c1 = c2 = 0, que se corresponde con la soluci´ on trivial de (1). La condici´ on necesaria y suficiente para que (3.0.2) tenga soluci´ on no trivial es que   √ √ 1 1√ √ (3.0.3) det = e− λl − e λl = 0 λl − λl e e Evidentemente, si λ > 0 no se verifica (3.0.3). Sea λ < 0 y llamamos −µ2 = λ para µ ∈ R; (3.0.3) es equivalente a sen (µl) = 0, es decir, necesariamente, µl = kπ, que implica



k ∈ N,



k2 π2 , k ∈ N. l2 Como resumen de los c´ alculos realizados se tiene que las soluciones de variables separadas de (1) verificando las condiciones de contorno (2) son los m´ ultiplos constantes de k2 π 2 kπ uk (x, t) = sen ( x)e− l2 t , para k ∈ N. l −λ =
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Si se supone que f es un polinomio trigonom´etrico de senos, es decir, f (x) =



N X



ck sen (



k=1



kπ x), l



por el principio de superposici´ on o, lo que es lo mismo, por la linealidad de la ecuaci´ on y de las condiciones del problema (P), la soluci´ on de (1), (2) y (3) resulta ser u(x, t) =



N X



ck uk (x, t) =



k=1



N X



ck sen (



k=1



k2 π 2 kπ x)e− l2 t . l



En general el dato f (x) no es un polinomio trigonom´etrico de senos. La afirmaci´ on que hizo Fourier ”grosso modo” es la siguiente: ”Cualquier funci´ on f (x) se puede expresar como una serie de senos” La anterior afirmaci´ on se escribe como que toda funci´ on f se puede expresar por la f´ormula ∞ X kπ ck sen ( x) f (x) = l k=1



para determinadas constantes ck . El propio Fourier sugiri´o la forma de los coeficientes, precisamente por la expresi´ on (3.0.4)



Z



1 ck = a



siendo a≡



Z



l



f (s) sen (



0



l



0



| sen (



kπ s)ds, l



l kπ 2 s)| ds = . l 2



Si es cierta la conjetura de Fourier el candidato a soluci´ on del problema (P) es (3.0.5)



u(x, t) =



∞ X



k=1



ck sen (



k2 π 2 kπ x)e− l2 t . l



De todas formas, en las afirmaciones anteriores poco o nada est´a claro. ¿Q´ ue quiere decir el signo ”=” en la series anteriores? ¿Depender´a del tipo de funci´ on que se considere? ¿Qu´e raz´on hay para definir los coeficientes ck por (3.0.4)? ¿Estar´a bien definida la funci´ on u de (3.0.5)? ¿Ser´a la soluci´ on de (P)? Este cap´ıtulo est´a dedicado a contestar las anteriores preguntas, al menos parcialmente, y a aplicar los resultados a otros problemas de Ecuaciones en Derivadas Parciales.
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La secciones (3.1) y (3.2) se dedican a estudiar los problemas de contorno para ecuaciones ordinarias de segundo orden, con especial ´enfasis sobre el problema de autovalores de Sturm-Liouville. En una primera lectura pueden obviarse algunas de las demostraciones de la secci´on (3.2), sobre todo la de existencia de autovalores. En la secci´on (3.3) se estudia el problema de Dirichlet para la ecuaci´ on de Laplace en el disco unidad de R2 y la teor´ıa de convergencia de series de Fourier. Este estudio permitir´ a estudiar problemas mixtos unidimensionales para la ecuaci´ on del calor y de ondas en las secciones (3.4) y (3.5), respectivamente. La secci´on (3.6) presenta la motivaci´on de la transformaci´on de Fourier y algunas de sus propiedades elementales. Esta u ´ltima secci´on tambi´en es prescindible en una primera lectura. Una colecci´on de ejercicios y problemas pone fin a este cap´ıtulo.
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3.1.- Problemas de contorno de segundo orden. Teorema de la alternativa. Funci´ on de Green. Se condiderar´a el siguiente problema  a (x)y ′′ + a1 (x)y ′ + a2 (x)y = f (x)   0 m1 y(a) + n1 y ′ (a) + p1 y(b) + q1 y ′ (b) = h1 (3.1.1)   m2 y(a) + n2 y ′ (a) + p2 y(b) + q2 y ′ (b) = h2 ,



donde mi , ni , pi , qi , hi ∈ R, i = 1, 2 y se supone que a0 ∈ C 1 ([a, b]), a1 , a2 ∈ C([a, b]) y a0 (x) 6= 0 si x ∈ [a, b]. Salvo menci´on en contrario supondremos f ∈ C([a, b]). Las condiciones de contorno se pueden escribir matricialmente como sigue 



m1 m2



n1 n2



p1 p2



q1 q2







 y(a)   ′ h1  y (a)  . =  h2 y(b) ′ y (b) 



Merecer´ an especial atenci´on los casos particulares siguientes:   m1 n1 0 0 , (3.1.2) 0 0 p 2 q2 que son condiciones separadas o de Sturm y   1 0 −1 0 , (3.1.3) 0 1 0 −1 que con h1 = 0 = h2 son condiciones peri´odicas. Como se ver´ a, estos dos casos particulares tienen propiedades interesantes y adem´ as apareceran con frecuencia al resolver los problemas de ecuaciones en derivadas parciales por el m´etodo de Fourier. Cuando h1 = h2 = 0 se dir´ a que se trata del problema de contorno con condiciones homog´eneas. La primera cuesti´on que se plantea es la existencia y unicidad de soluci´ on del problema de contorno (3.1.1); t´engase en cuenta que se trata de un problema global, es decir, la soluci´ on ha de estar definida en todo el intervalo [a, b] y las condiciones se dan en los dos extremos. Sin embargo, en este caso la respuesta es una cuesti´on de Algebra Lineal elemental y representa un modelo muy interesante de argumento: la reducci´ on de la demostraci´on de existencia a la prueba de unicidad para un problema asociado. Este es el m´etodo que se usa en las aplicaciones del teorema de Rouch´e-Frobenius a la discusi´on de sistemas lineales y tiene extensiones a la teor´ıa de ecuaciones integrales y contextos m´ as generales. Nos referiremos a este tipo de resultados como teoremas de alternativa.
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Por brevedad vamos a usar la siguiente notaci´on (3.1.4)



˜ L(y(x)) ≡ a0 (x)y ′′ + a1 (x)y ′ + a2 (x)y, U (y) ≡







m1 m2



n1 n2



p1 p2



q1 q2











 y(a) ′  y (a)   . y(b) y ′ (b)



Con esta notaci´on podemos formular el resultado 3.1.1. Teorema. (de alternativa) Sea el problema (P1 )



(



˜ L(y(x)) = f (x), U (y) = h ∈ R2 ,



y el problema homog´eneo asociado (P2 )



(



˜ L(y(x)) = 0, U (y) = 0 ∈ R2 .



Entonces se verifica una de las dos alternativas siguientes: (1) (P1 ) tiene soluci´ on u ´nica. (2) (P2 ) tiene soluci´ on no trivial. Demostraci´ on. ˜ Toda soluci´ on de la ecuaci´ on L(y(x)) = f (x) se escribe como y(x) = c1 φ1 (x) + c2 φ2 (x) + u(x),



c1 , c2 ∈ R,



donde {φ1 , φ2 } es una base del espacio vectorial L = {y ∈ C 2 |



˜ L(y) = 0}



˜ y L(u) = f (x). Por ser lineales las condiciones de contorno se tiene U (y) = c1 U (φ1 ) + c2 U (φ2 ) + U (u). Entonces para que (P1 ) tenga soluci´ on u ´nica cualquiera que sea h ∈ R2 ha de ser rango(U (φ1 ), U (φ2 )) = 2.
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Si rango(U (φ1 ), U (φ2 )) < 2, (P2 ) tiene soluci´ on distinta de la trivial.  N´otese que como aplicaci´ on del teorema de Rouch´e-Frobenius, si rango(U (φ1 ), U (φ2 )) < 2, el problema (P1 ) tiene soluci´ on, y en este caso no es u ´nica, si se verifica rango(U (φ1 ), U (φ2 )) = rango(U (φ1 ), U (φ2 ), h − U (u)).



Como aplicaci´ on del teorema de alternativa si suponemos que el problema homog´eneo asociado (P2 ) tiene s´olo soluci´ on trivial, el problema (3.1.5)



(



˜ L(y) =f U (y) = h



tiene soluci´ on u ´nica, que por linealidad podemos expresarla como suma de las soluciones de los problemas (3.1.6)



(



(3.1.7)



(



˜ 1) = 0 L(y U (y1 ) = h,



˜ 2) = f L(y U (y2 ) = 0,



es decir, la soluci´ on y(x) de (3.1.5) puede expresarse por y(x) = y1 (x) + y2 (x). La soluci´ on de (3.1.6), una vez conocida la soluci´ on general de la ecuaci´ on diferencial, es un ejercicio elemental de algebra lineal. Vamos a ocuparnos de dar una f´ormula expl´ıcita para la soluci´ on de (3.1.7) que tiene inter´es es s´ı misma y en las secciones siguientes. La idea es resolver un problema particular, para un segundo miembro singular en el sentido que se precisar´a m´ as adelante, y a partir de la soluci´ on de tal problema se generar´a la soluci´ on de (3.1.7). La soluci´ on del problema con dato singular tiene nombre propio, se llama funci´ on de Green del problema (3.1.7).
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3.1.2. Teorema. Supongamos que el problema



(



˜ L(y) =0 U (y) = 0,



tiene s´ olo soluci´ on trivial. Entonces existe una u ´nica funci´ on G : [a, b] × [a, b] −→ R verificando: ∂G ∈ C([a, b] × [a, b] − {(x, x)| x ∈ [a, b]}) (1) G ∈ C([a, b] × [a, b]), ∂x ∂G + ∂G − 1 (2) (t , t) − (t , t) = , (Condici´ on de salto). ∂x ∂x a0 (t) ˜ (3) Para cada t ∈ [a, b] fijo se verifica LG(x, t) = 0 en {a ≤ x < t} ∪ {t < x ≤ b}. (4) U (G(x, t)) = 0 para cada t ∈ [a, b] fijo. (Se nota (3.1.8)



∂G ∂G + (t , t) = lim (x, t) x>t,x→t ∂x ∂x



y



∂G ∂G − (t , t) = lim (x, t).) x


Demostraci´ on. ˜ Sean {φ1 (x), φ2 (x)} soluciones linealmente independientes de la ecuaci´ on L(u) = 0, 2 ˜ es decir, una base del espacio vectorial L = {y ∈ C ([a, b])| L(y) = 0}. Supondremos la base normalizada de tal forma que en alg´ un x0 ∈ [a, b], la matriz wronskiana es la identidad, es decir, (3.1.9)



Φ(φ1 , φ2 )(x0 ) =







φ1 (x0 ) φ′1 (x0 )



φ2 (x0 ) φ′2 (x0 )







=







1 0 0 1







.



As´ı el wronskiano es W (φ1 , φ2 ) = det Φ(φ1 , φ2 ). Fijado t ∈ [a, b] consideramos la familia de funciones  0 si a ≤ x < t (3.1.10) K(x, t) = c1 (t)φ1 (x) + c2 (t)φ2 (x) si t ≤ x ≤ b, donde c1 (t), c2 (t) ∈ R ser´an elegidos de forma que (3.1.11)



  (1)  (2)



K(t, t) = 0 ∂K + ∂K − 1 (t , t) − (t , t) = . ∂x ∂x a0 (t)
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El sistema (3.1.11) se traduce en 



(3.1.12)



φ1 (t) φ2 (t) φ′1 (t) φ′2 (t)







c1 (t) c2 (t)







1 = a0 (t)



  0 1



que tiene soluci´ on u ´nica por (3.1.9) y la f´ormula de Jacobi-Liouville para ecuaciones diferenciales ordinarias lineales. ( V´ease M. Guzm´ an, ”Ecuaciones Diferenciales Ordinarias”, Editorial Alhambra 1975, p´ agina 162). Resolviendo (3.1.12) obtenemos (3.1.13)







c1 (t) c2 (t)







=







φ′2 (t) −φ′1 (t)



−φ2 (t) φ1 (t)



  1 1 0 , 1 a0 (t) W (φ1 , φ2 )(t)



donde W (φ1 , φ2 )(t) es definido en (3.1.9). Por tanto, 



c1 (t) c2 (t)







1 1 = W (φ1 , φ2 )(t) a0 (t)







−φ2 (t) φ1 (t)







.



De esta forma (3.1.10) se convierte en



(3.1.14)



 0 K(x, t) = φ (t)φ2 (x) − φ1 (x)φ2 (t)  1 a0 (t)W (φ1 , φ2 )(t)



si a ≤ x ≤ t si t ≤ x ≤ b,



La funci´ on K obtenida en (3.1.14) verifica las condiciones 1), 2) y 3) del teorema. Definiremos la funci´ on (3.1.15)



G(x, t) = K(x, t) + d1 φ1 (x) + d2 φ2 (x),



es decir, como la suma de la funci´ on K definida en (3.1.14) y una soluci´ on de la ecuaci´ on diferencial homog´enea, y(x) = d1 φ1 (x) + d2 φ2 (x), que ser´a elegida de forma que G verifique el requerimiento 4) del teorema. Es obvio, por otra parte, que cualquier funci´ on de la forma (3.1.15) contin´ ua verificando los requerimientos 1), 2) y 3) del teorema. Queda por probar que para t fijo se pueden elegir d1 , d2 ∈ R de forma que G verifique la condici´ on 4). Es decir, hemos de resolver el sistema (3.1.16)



d1 U (φ1 ) + d2 U (φ2 ) = −U (K),



que tiene soluci´ on u ´nica por el teorema de alternativa. Para tal elecci´ on de d1 y d2 tenemos la funci´ on G satisfaciendo las condiciones del teorema. A la funci´ on G se le llama funci´ on de Green para el problema de contorno. 
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Ejemplo 1. Consideremos el problema (



x2 y ′′ + xy ′ + y = 0 y(1) = y(e) = 0.



Si se hace el cambio de variable dependiente x = et se transforma en una ecuaci´ on con coeficientes constantes que se integra elementalmente. Tras deshacer el cambio obtenemos que la soluci´ on general de la ecuaci´ on de nuestro problema es y(x) = c1 cos(log x) + c2 sen (log x). Es muy f´acil ver que el problema homog´eneo tiene s´olo la soluci´ on trivial. Procedemos a calcular la funci´ on de Green. Como se trata de condiciones separadas se pueden organizar los c´ alculos en la forma siguiente. 1) Si se considera K(x, t) =







a(t) sen (log x) b(t)( sen (log x) − tan(1) cos(log x))



si 1 ≤ x < t



si t < x ≤ e



se verifican los datos de contorno y que es soluci´ on en todo el intervalo [1, e] salvo en x = t. 2) Para que K resulte continua basta tomar a(t) = c(t)( sen (log t) − tan 1 cos(log t)) y b(t) = c(t) sen (log t), donde c(t) es arbitraria. 3) Si elegimos ahora c(t) para que se verifique la condici´ on de salto, resulta que la funci´ on de Green es G(x, t) =



1 t tan 1







( sen (log t) − tan(1) cos(log t)) sen (log x)



sen (log t)( sen (log x) − tan(1) cos(log x))



si 1 ≤ x < t si t < x ≤ e



Con la funci´ on de Green calculada en el teorema anterior se obtiene la forma expl´ıcita de la soluci´ on del problema (3.1.7), esta expresi´ on es el contenido del siguiente resultado.



 124



3.1.3. Teorema. Supongamos que el problema homog´eneo asociado, ( ˜ L(y) =0 U (y) = 0,



tiene s´ olo soluci´ on trivial y sea G(x, t) su funci´ on de Green. Supongamos que f ∈ C([a, b]), entonces la u ´nica soluci´ on de (3.1.7) es (3.1.17)



y(x) =



Z



b



G(x, t)f (t)dt.



a



Demostraci´ on. La unicidad es consecuencia del teorema de alternativa, (3.1.1). Comprobaremos que y verifica la ecuaci´ on diferencial, pues las condiciones de contorno es obvio que son satisfechas por verificarlas la funci´ on de Green. Se tiene y(x) =



Z



b



G(x, t)f (t)dt =



a



Z



x



K(x, t)f (t)dt +



a



Z



b



(d1 φ1 (x) + d2 φ2 (x))f (t)dt



a



y por tanto, Z ˜ ˜ L(y)(x) = L(



(3.1.18)



x



K(x, t)f (t)dt), a



dado que el resto es soluci´ on de la ecuaci´ on homog´enea. Calculando directamente se obtiene Z x ∂K ′ (x, t)f (t)dt y (x) = a ∂x por ser K(x, x) = 0, y entonces y ′′ (x) =



Z



x



a



por ser el salto de Entonces Z ˜ L( pues



1 ∂K en x = t, igual a . ∂x a0 (t)



x



K(x, t)f (t)dt) = a



∂2K f (x) (x, t)f (t)dt + 2 ∂x a0 (x)



Z



a



x



f (x) ˜ = f (x), L(K(x, t))f (t)dt + a0 (x) a0 (x)



˜ L(K(x, t)) = 0



si a ≤ t < x.
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As´ı (3.1.18) y esta u ´ltima observaci´on prueban el teorema.  A continuaci´on estudiamos con m´ as detalle qu´e significado tiene la funci´ on de Green, lo cual nos permitir´ a entender mejor el resultado del teorema (3.1.3). Suponemos que se verifican las hip´otesis de los teoremas anteriores. Fijo t ∈ (a, b), consideramos ε > 0 tal que, [t − ε, t + ε] ⊂ [a, b], y la funci´ on (3.1.19)



1 fε (x) = χ[t−ε,t+ε] (x) = 2ε



(



0 si x ∈ / [t − ε, t + ε] 1 si x ∈ [t − ε, t + ε]. 2ε



Seg´ un una sencilla extensi´ on del teorema (3.1.3), la soluci´ on yε (x) del problema (



˜ ε (x)) = fε (x) L(y U (y) = 0,



es dada por la f´ormula yε (x) =



Z



b



G(x, s)fε (s)ds =



a



1 2ε



Z



t+ε



G(x, s)ds



t−ε



Por la continuidad de G(x, t), se concluye que lim yε (x) = G(x, t).



ε→0



Observamos, por otra parte que (3.1.20)



Z



b



fε (x)dx = 1,



a



de acuerdo con la definici´on de fε . Por tanto, (1) lim fε (x) = 0 si x 6= 0, siendo el l´ımite infinito en x = 0. ε→0 Rb (2) lim a fε (x)dx = 1 ε→0 Rb (3) Si g ∈ C([a, b]) entonces lim a g(x)fε (x)dx = g(t). ε→0



Formalmente tenemos que, llamando δt al l´ımite puntual de la familia {fε }ε>0 , se deber´ıa verificar Rb (1) a g(x)δt dx = g(t). (2) El soporte de δt es s´olo el punto t ∈ (a, b).
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Rb Si se aplica (1) a la funci´ on g(x) ≡ 1 se deber´ıa tener que a δt dx = 1, lo cual en el marco de las funciones integrables choca de plano con la condici´ on (2) y la teor´ıa de la integral: Una funci´ on con soporte en un u ´nico punto tiene integral cero Sin embargo los c´ alculos formales con objetos como δt son frecuentes y muy u ´tiles en F´ısica. Fueron desarrollados por el premio Nobel brit´ anico Paul Dirac por lo que a δt se le llama delta de Dirac concentrada en el punto t. Intuitivamente puede mirarse como una masa unidad concentrada en un punto. Desde el punto de vista matem´atico, justificar el argumento formal de representar el l´ımite puntual de {fε }ε>0 por un objeto δt , que a la vista de lo discutido no puede ser una funci´ on, requiere el desarrollo de la Teor´ıa de Distribuciones, elaborada en la d´ecada de los cincuenta por el m´ atematico franc´es L. Schwartz y los rusos Gelfand y Shilov, y que escapa del alcance de este texto. Pero al menos formalmente por el momento podemos decir que la funci´ on de Green es la soluci´ on, en alg´ un sentido d´ebil, del problema (3.1.21)



(



˜ L(G(x, t)) = δt (x) U (G) = 0.



De esta forma si se interpreta el segundo miembro de (3.1.7) como una densidad, f (t) en cada punto t ∈ (a, b), la f´ormula (3.1.17) puede leerse como la ”suma” de las soluciones de (3.1.21) multiplicadas por la densidad en cada punto. Realmente es una extensi´ on del principio de superposici´ on a integrales. Como resumen, el c´ alculo de la soluci´ on de un problema singular, es la clave para obtener la soluci´ on de (3.1.7). Otro punto de vista interesante que sugieren los resultados anteriores es el siguiente. Consideremos E = {φ ∈ C 2 ([a, b]) | U (φ) = 0}, es decir, las funciones con dos derivadas continuas que satisfacen las condiciones de ˜ puede verse como la aplicaci´ contorno. Entonces el operador diferencial L on ˜ : E −→ C([a, b]) L que es lineal y uno a uno, pues se supone que el problema homog´eneo asociado tiene s´olo la soluci´ on trivial. Pero por el teorema (3.1.3), definiendo G : C([a, b]) −→ E, por (3.1.22)



Gf (x) =



Z



a



b



G(x, t)f (t)dt,
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se tiene ˜ (x) = f (x), LGf



(3.1.23)



˜ Adem´as la unicidad de soluci´ luego G es la aplicaci´ on inversa de L. on implica tambi´en que ˜ G Lu(x) = u(x).



(3.1.24)



Esta algebraizaci´ on del problema ser´a u ´til. Para que as´ı sea, dotamos al espacio de funciones continuas de una norma parecida a la eucl´ıdea en RN , en el sentido de que es inducida por un producto escalar. M´as precisamente, si f, g ∈ C([a, b]) definimos el producto escalar hf, gi =



(3.1.25)



Z



b



f (t)¯ g (t)dt,



a



entonces la norma asociada es (3.1.26)



Z kf k2 = (



b a



1



1



|f (t)|2 dt) 2 = (hf, f i) 2 .



La u ´nica propiedad que requiere alguna demostraci´on no obvia es la propiedad triangular de la norma, la cual est´a basada en la desigualdad de Cauchy-Schwartz, que se obtiene a continuaci´on. 3.1.4. Lema. (Desigualdad de Cauchy-Schwartz) Se verifica |hf, gi| ≤ kf k2 kgk2 Demostraci´ on. Sean x, θ ∈ R. Entonces, 0 ≤ kf − xeiθ gk22 = hf − xeiθ g, f − xeiθ gi = kf k22 − 2ℜ[xe−iθ hf, gi] + x2 kgk22 . Tomando θ = arghf, gi se tiene 0 ≤ kf − xeiθ gk22 = kf k22 − 2x|hf, gi| + x2 kgk22 , en consecuencia el polinomio de segundo grado debe ser positivo o cero, es decir |hf, gi|2 ≤ kf k22 kgk22 como se quer´ıa demostrar.
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La desigualdad triangular se obtiene por el siguiente c´ alculo kf + gk22 = kf k22 + 2ℜhf, gi + kgk22 ≤



≤ kf k22 + 2|hf, gi| + kgk22 ≤ kf k22 + 2kf k2 kgk2 + kgk22 = (kf k2 + kgk2 )2 .



Adem´as la desigualdad de Cauchy-Schwartz permite establecer las propiedades de la aplicaci´ on G que se usar´an. (1) Se verifica que existe una constante C > 0 tal que kGf k2 ≤ Ckf k2 ,



(3.1.27)



si f ∈ C([a, b])



En efecto, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwartz, Z b Z b 2 G(x, t)f (t)dt|2 dx ≤ | kGf k2 = ≤



Z (



Z



b



a



b



Z



Z {(



a



a



b



a b



a



a



Z |G(x, t)|2 dt)(



Z |G(x, t)|2 dtdx)(



que prueba (3.1.27). (2) Si f es continua se verifica Z b (3.1.28) |Gf (x)| ≤ |G(x, t)||f (t)|dt ≤ a



a b



a



b



|f (t)|2 dt)}dx = |f (t)|2 dt)



1



sup (x,t)∈[a,b]×[a,b]



|G(x, t)|(b − a) 2 kf k2 ,



donde la u ´ltima desigualdad resulta de aplicar la desigualdad de CauchySchwartz. (3) Para cada ε > 0, existe δ(ε) > 0, que depende s´olo de G y ε, tal que si |x − y| < δ, entonces (3.1.29)



1



|Gf (x) − Gf (y)| ≤ εkf k2 (b − a) 2 .



En efecto, la continuidad uniforme de G en [a, b] × [a, b] implica que, dado ε > 0, existe δ > 0, tal que si |x − y| < δ, entonces |G(x, t) − G(y, t)| < ε. La desigualdad de Cauchy-Schwartz permite terminar y obtener (3.1.29). De las propiedades 1), 2) y 3) concluimos 3.1.5. Proposici´ on. Sea B = {f ∈ C([a, b])| kf k2 ≤ R}. Si se considera el conjunto de funciones G(B) = {G(f )| f ∈ B}, se verifican 1



(1) sup |Gf (x)| ≤ M (b − a) 2 R, donde M = x∈[a,b]



sup



(x,t)∈[a,b]×[a,b]



|G(x, t)|



(2) Dado ε > 0 existe δ > 0 tal que si |x − y| < δ, entonces 1



|Gf (x) − Gf (y)| ≤ εR(b − a) 2 ,



para toda



f ∈ B.
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Por su importancia, la propiedad 2) recibe nombre propio, las familias de funciones que la verifican se dicen equicontinuas, viniendo la palabra a expresar que el n´ umero δ > 0 que se postula existe, no depende m´ as que de ε y es independiente de los puntos y de la funci´ on f . Para ser m´ as formales recogemos las ideas anteriores como sigue. 3.1.6. Definici´ on. Sea F ⊂ C([a, b]) una familia de funciones. Diremos que F es equicontinua si se verifica que para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que si |x−y| < δ, entonces |f (x)−f (y)| < ε para toda f ∈ F. Nota. Lo que sigue puede ser omitido en una primera lectura, en la cual, algunos de los teoremas de la secci´ on siguiente donde se utiliza, pueden ser admitidos sin prueba. No obstante para que el texto sea lo m´ as autocontenido posible nos ha parecido oportuno hacer esta peque˜ na incursi´ on en el Analisis Real. Haremos una primera observaci´on sobre un ejemplo. Si se considera la sucesi´on de funciones continuas en el intervalo [0, 1] definida por  si 0 ≤ x ≤ 12  1 (3.1.30) fn (x) = 1 − n(x − 21 ) si 12 ≤ x ≤ 21 + n1   0 si 21 + n1 ≤ x ≤ 1, n = 3, 4 . . . , se tiene que si m > n



lim kfn − fm k22 ≤ lim



n,m→∞



n→∞



1 =0 2n



como se comprueba f´acilmente por integraci´ on elemental. En este sentido podemos decir que {fn }n≥3 es una sucesi´on de Cauchy en C([a, b]) con respecto a la norma k k2 , definida en (3.1.26). De otra parte el l´ımite puntual de la sucesi´on es muy f´acil ver por inspecci´on directa que es la funci´ on  1 si 0 ≤ x ≤ 12 f (x) = 0 si 21 ≤ x ≤ 1,



que no es continua. Por consiguiente el espacio de funciones continuas en [0, 1] con la norma definida en (3.1.26) tiene la dificultad de que no toda sucesi´on de Cauchy tiene como l´ımite una funci´ on continua. Por esta raz´on se dice que el espacio C([0, 1]) con la norma k k2 no es completo. Este problema en el paso al l´ımite es una dificultad seria que hay que evitar. Para ello la idea es completar el espacio de funciones continuas a˜ nadiendo aquellas funciones que son l´ımites puntuales de sucesiones de Cauchy respecto a la norma k k2 . Procedemos a continuaci´on a indicar la soluci´ on del anterior problema en el paso al l´ımite. Se consideran funciones integrables con respecto a la integral de Lebesgue. Como referencia complementaria de teor´ıa de la integral sugerimos el texto de De Barra, ”Measure Theory and integration”, Ed. Ellis Horwood Ltd.(1981).



 130



Sea el espacio de funciones 2



L ([a, b]) = {f : [a, b] −→ C | f



medible,



Z



b



a



|f (t)|2 dt < ∞},



es f´acil ver que L2 as´ı definido es un espacio vectorial. Adem´as si se define hf, gi =



Z



b



f (t)¯ g (t)dt



a



es un producto escalar en L2 . La prueba de la desigualdad de Cauchy-Schwartz es aplicable aqu´ı tambi´en. Se considerar´ an dos funciones equivalentes si son iguales salvo en un conjunto de medida cero y se consideraran los elementos de L2 como las clases de equivalencia respecto a esta relaci´on. Es claro que, con esta precisi´on, la extensi´ on de la definici´ on (3.1.26) define una norma sobre L2 . Dejamos al lector que complete los detalles de esta u ´ltima afirmaci´ on. Podemos establecer ahora el resultado b´asico. 3.1.7. Proposici´ on. Sea {fn }k∈N sucesi´ on de Cauchy en L2 ([a, b]), entonces existe f ∈ L2 ([a, b]) tal que lim kfn − f k2 = 0. n→∞



2



(Es decir, L ([a, b]) es completo.) Demostraci´ on. Dada la sucesi´on {fn }k∈N , seleccionamos una subsucesi´ on {fkn }k∈N tal que kfkn − fkn+1 k2 ≤



(3.1.31)



1 , 2n



n ∈ N,



lo cual es posible por tratarse de una sucesi´on de Cauchy. Definimos m X gm (x) = |fkn (x) − fkn+1 (x)|, n=1



con lo que se tiene ( (3.1.32)



(i) (ii)



gm (x) ≤ gm+1 (x)



para cada x ∈ [a, b],



kgm (x)k2 ≤ 1 (en virtud (3.1.31)).



Por (i) en (3.1.32) existe g(x) = lim gm (x), salvo en un conjunto de medida cero de m→∞



[a, b]. El teorema de la Convergencia Mon´otona de Lebesgue demuestra que:
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1) g ∈ L2 ([a, b]), Rb 2) lim a |gm (x) − g(x)|2 dx = 0. m→∞ Adem´as, |fkm (x) − fkl (x)| ≤



m−l X



j=l+1



|fkj (x) − fkj−1 (x)| ≤ g(x) − gl−1 (x),



y en consecuencia {fkn (x)}k∈N es una sucesi´on de Cauchy en x ∈ [a, b]−E, E conjunto de medida cero. Por tanto existe una funci´ on medible f tal que limn→∞ fkn (x) = f (x) en x ∈ [a, b] − E. Si observamos lo demostrado hasta ahora podemos resumirlo en la siguiente afirmaci´ on que tiene inter´es en s´ı misma. Dada una sucesi´ on de Cauchy en L2 , existe una subsucesi´ on que converge puntualmente salvo en un conjunto de medida cero. Es obvio que a) |f (x) − fkn (x)| ≤ g(x) para cada n ∈ N, por tanto, kf k2 ≤ kf − fkn k2 + kfkn k2 ≤ kgk2 + kfkn k2 < ∞, o, dicho de otra manera, f ∈ L2 ([a, b]). b) limn→∞ |f (x) − fkn (x)| = 0 en todo x ∈ [a, b] − E El teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue con a) y b) prueba que lim kf − fkn k2 = 0



n→∞



Para terminar, s´olo hace falta notar que al ser {fn }k∈N sucesi´on de Cauchy, se tiene que toda la sucesi´on converge a f , es decir, lim kf − fk k2 = 0.



k→∞



 En las secci´on 3.3 probaremos que las funciones continuas son densas en L2 , por tanto no incidimos m´ as aqu´ı en ese resultado. La norma de L2 se define por el producto escalar y L2 resulta ser completo respecto a ella. Es lo mismo que ocurre en RN con la norma eucl´ıdea. Esto sugiere que la geometr´ıa de L2 sea muy parecida a la eucl´ıdea. Se ver´ a en las pr´oximas secciones que hay una gran similitud de estructuras geom´etricas, como se presume. Los espacios cuya norma procede de un producto escalar y que respecto a ella son completos son conocidos en la literatura como espacios de Hilbert, en honor del eminente matem´atico germano David Hilbert.
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3.2.- Problemas autoadjuntos. Problema de Sturm-Liouville. Autovalores. ˜ definido para cada y ∈ C 2 ([a, b]) por Consideremos el operador diferencial L ˜ L(y)(x) ≡ a0 (x)y ′′ (x) + a1 (x)y ′ (x) + a2 (x)y(x), que es el considerado en (3.1.4). Supondremos que a0 ∈ C 1 ([a, b]), que a1 , a2 ∈ C([a, b]) y que a0 (x) 6= 0 para todo ˜ x ∈ [a, b]. Con estas hip´otesis de regularidad, multiplicando la ecuaci´ on L(y) = f 1 por una funci´ on g ∈ C ([a, b]) tal que g(x) 6= 0 en cada x ∈ [a, b], resulta la ecuaci´ on ˜ g L(y) = gf , la cual tiene por soluciones la misma familia de funciones que la ecuaci´ on de partida. Esta observaci´on elemental lleva a buscar una funci´ on g tal que la ecuaci´ on resultante tenga forma autoadjunta en el sentido que precisaremos a continuaci´on. Buscaremos, en particular, una funci´ on g tal que se pueda escribir la identidad siguiente (3.2.1)



g(x)(a0 (x)y ′′ (x) + a1 (x)y ′ (x) + a2 (x)y(x)) ≡ (p(x)y ′ (x))′ + q(x)y(x).



La funci´ on g ha de verificar p = a0 g,



p′ = ga1 ,



q = ga2 ,



es decir, se debe tener que (ga0 )′ = ga1 o, lo que es lo mismo, (3.2.2)



g ′ (x) = (



a1 (x) − a′0 (x) )g(x). a0 (x)



Cualquier soluci´ on no nula de (3.2.2) es v´alida para conseguir la ecuaci´ on en la forma (3.2.1). La soluci´ on general de (3.2.2) es Z x a0 (a) a1 (s) g(x) = g(a) exp{ ds}. a0 (x) a 0 (s) a ˜ La forma para el operador L, (3.2.3)



L(y)(x) ≡ (p(x)y ′ (x))′ + q(x)y(x),



˜ se llama forma autoadjunta. Por lo visto tenemos que las ecuaciones L(y) = f y L(y) = f g son equivalentes, en el sentido que tienen las mismas soluciones. A partir de ahora consideraremos los problemas de contorno escritos en forma autoadjunta, con las hip´otesis resultantes de los c´ alculos anteriores, es decir, p ∈ C 1 ([a, b]), q ∈ C([a, b]) y p(x) 6= 0, cualquiera que sea x ∈ [a, b]. El problema de contorno ( L(y) ≡ (py ′ )′ + qy = f (3.2.4) U (y) = h
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con las condiciones de contorno separadas, precisamente las que corresponden a la matriz   m1 n1 0 0 , 0 0 p 2 q2 se llama problema de Sturm-Liouville. Paralelamente estudiaremos el problema (3.2.4) con condiciones peri´odicas, es decir, las dadas por la matriz   1 0 −1 0 , 0 1 0 −1 en cuyo caso supondremos tambi´en p(a) = p(b) Observamos que estas son las condiciones (3.1.2) y (3.1.3), respectivamente. Estos dos problemas son el objeto de estudio de esta secci´on. Comenzamos por estudiar las propiedades formales comunes al problema de Sturm-Liouville y al problema peri´odico, que son claves para estudiar el problema de autovalores asociado a (3.2.4) 3.2.1. Lema. (Identidad de Lagrange) Sea L definido por (3.2.3) y sean u, v ∈ C 2 ([a, b]). Entonces se verifica (I − L)



uL(v) − vL(u) = (p(uv ′ − u′ v))′



Demostraci´ on. Es un simple c´ alculo con determinantes, a saber,     u L(u) u (pu′ )′ det = det = v L(v) v (pv ′ )′     u u′ u u′′ ′ = + p det = p det v v′ v v ′′ ′   u u′ = p det v v′  Sea E = {φ ∈ C 2 ([a, b])| p(a) = p(b).



U (φ) = 0}, donde U es (3.1.2) o (3.1.3) y en este caso,



3.2.2. Corolario. (Identidad de Green) Si u, v ∈ E, entonces hu, Lvi ≡



Z



a



b



uL(v)dx =



Z



a



b



L(u)vdx ≡ hLu, vi
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(N´ otese que se trata del producto escalar definido en (3.1.25), para funciones reales.) Demostraci´ on. Por (I − L) se tiene



hu, Lvi − hLu, vi = p(b)(u(b)v ′ (b) − v(b)u′ (b)) − p(a)(u(a)v ′ (a) − v(a)u′ (a)) = 0,



si las condiciones de contorno son (3.1.2) o (3.1.3) y p(a) = p(b).







El resultado anterior pone de manifiesto una propiedad de simetr´ıa del operador L en el espacio E. Hay una analog´ıa con lo que ocurre en el caso de una matriz sim´etrica A en RN . En efecto, si A es una matriz sim´etrica en RN se tiene, hAx, yi = hx, Ayi,



para todo x, y ∈ RN .



Los problemas de contorno verificando la identidad de Green se llaman problemas autoadjuntos. En este sentido el problema de Sturm-Liouville y el problema peri´odico son problemas autoadjuntos. Las matrices sim´etricas son diagonalizables por un cambio de base; la conjetura es que, siendo el operador L sim´etrico sobre E, tambi´en sea diagonalizable en alg´ un sentido. Por esta analog´ıa, haremos una disgresi´ on sobre la estrategia que se sigue en la diagonalizaci´on de matrices sim´etricas. En primer lugar se tiene que si A es una matriz sim´etrica real sus autovalores son reales. Adem´as el mayor de los autovalores se calcula resolviendo el siguiente problema de m´ aximo condicionado: Determinar el m´ aximo de F (x) = hAx, xi sujeto a la condici´ on kxk2 = 1 (V´ease el texto de W. Fleming ”Functions of Several Variables” Ed. Springer Verlag 1977, p´ agina 163, para encontrar todos los detalles.) Una vez encontrado el autovalor λ1 , valor m´ aximo, y un autovector unitario e1 donde se alcanza, se considera H, hiperplano ortogonal a e1 . Se plantea el problema de m´ aximos condicionados que sigue: Determinar el m´ aximo de F (x) = hAx, xi, sujeto a las condiciones kxk2 = 1 y hx, e1 i=0. La u ´ltima condici´ on es equivalente a que x ∈ H, es decir, se considera el problema proyectado sobre H. Su soluci´ on da el autovalor λ2 ≤ λ1 y un autovector, e2 . De esta manera, por reiteraci´ on del proceso anterior, se determinan todos los autovalores de A. Se trata ahora de calcular los autovalores de L sujeto a las condiciones de contorno homog´eneas, separadas o peri´odicas con p(a) = p(b). Para precisar damos la definici´on correspondiente.
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3.2.3. Definici´ on. Sea el problema (3.2.5)



(



L(y) ≡ (py ′ )′ + qy = λy U (y) = 0,



se dice que λ ∈ C es un autovalor de (3.2.5) si existe soluci´ on no trivial del problema. Si λ es un autovalor de (3.2.5), y φ ∈ E, φ 6= 0, verifica L(φ) = λφ, diremos que φ es una autofunci´ on correspondiente al autovalor λ. La idea es ensayar el mismo m´etodo usado en el caso de las matrices, para calcular los autovalores de (3.2.5). La primera dificultad es que la funci´ on F(φ) = hL(φ), φi, definida sobre las funciones de E, no necesariamente est´a acotada en t´erminos de kφk2 = 1. El lector puede pensar en funciones ”peque˜ nas” con derivadas muy grandes para convencerse de la anterior afirmaci´ on. Puestos a poner dificultades, no est´a claro que exista alg´ un autovalor para (3.2.5), cosa que en el caso de las matrices se tiene gratuitamente por aplicaci´ on del teorema fundamental del Algebra o por el teorema de Heine Borel que afirma que una funci´ on continua sobre la esfera, que es un compacto de RN , tiene m´ aximo. No hay algo parecido para el caso que nos ocupa, el espacio E tiene dimensi´on infinita y entonces la correspondiente esfera no es compacta. Esto quiere decir que tendremos que trabajar m´ as para probar que existen autovalores del problema (3.2.5). La primera etapa en este proyecto es formal y bastante elemental. Supongamos que el problema ( L(y) = 0 (3.2.6) U (y) = 0, tiene s´olo soluci´ on trivial. (En caso contrario λ = 0 es autovalor y est´a probada la existencia). En la hip´otesis anterior para (3.2.6), podemos calcular la funci´ on de Green, G(x, t), del problema de contorno, como se ha demostrado en el teorema (3.1.2). De esta forma se puede considerar tambi´en la aplicaci´ on G : C([a, b]) −→ E ⊂ C([a, b]) por (3.2.7)



Gf (x) =



Z



a



b



G(x, t)f (t)dt,
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siendo as´ı G el inverso de L sobre E, como prueba el teorema (3.1.3). Por tanto, si λ es un autovalor para el problema de contorno, es decir, si existe φ ∈ E tal que φ 6= 0 verificando Lφ = λφ, entonces φ = GLφ = λGφ. En otras palabras, si λ es autovalor 1 del problema de contorno, entonces µ = es autovalor de G, inverso de L en E. Es λ 1 es autovalor del problema de contorno. obvio tambi´en que si µ es autovalor de G, µ De esta forma la primera conclusi´on es que El estudio de los autovalores del problema de contorno, es equivalente a estudiar los autovalores de G. La primera ventaja que se aprecia de esta estrategia es que G verifica una condici´ on de acotaci´on an´aloga a la que verifican las matrices, m´ as concretamente, se tiene hGf, f i = Z ≤(



b a



Z



a



b



Gf (x)f¯(x)dx ≤



Z |Gf (x)|2 dx)1/2 (



b



a



|f (x)|2 dx)1/2 ≤ Ckf k22



tras aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwartz y la desigualdad (3.1.27). Observamos que la desigualdad anterior, es decir, (3.2.8)



hGf, f i ≤ Ckf k22 ,



es el mismo tipo de desigualdad que se obtiene para las matrices. De otro lado, del Corolario (3.2.2) se concluye una propiedad de simetr´ıa para G, es decir, si u, v ∈ E tenemos (3.2.9)



hu, Lvi = hLu, vi.



Pero entonces, si f, g ∈ C([a, b]) y llamamos u = Gf y v = Gg, por (3.2.9) se obtiene (3.2.10a)



hGf, gi = hf, Ggi.



Dicho de otra manera G es tambi´en sim´etrico sobre C([a, b]), y adem´ as verifica (3.2.8). Como consecuencia de la propiedad (3.2.10a) resulta que la funci´ on de Green ha de verificar la propiedad de simetr´ıa (3.2.10b.)



G(x, t) = G(t, x),



x, t ∈ [a, b]



Antes de ocuparnos de la existencia de autovalores para G, o bien, para el problema de Sturm-Liouville o para el problema peri´odico de forma equivalente, daremos algunas propiedades elementales de autovalores y autofunciones, que se desprenden de lo que hemos estudiado hasta ahora.
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3.2.4. Proposici´ on. A) Consideremos el problema de Sturm-Liouville, es decir, (3.2.4) con las condiciones de contorno (3.1.2). Sea G el correspondiente operador inverso definido por (3.2.7). Entonces, (1) Si λ es autovalor de G, necesariamente λ ∈ R. (2) Si λ1 6= λ2 son autovalores de G y φ1 , φ2 autofunciones correspondientes, se verifica hφ1 , φ2 i = 0 (Es decir, φ1 y φ2 son ortogonales respecto al producto escalar definido por (3.1.25)). (3) Si φ1 y φ2 son autofunciones correspondientes al autovalor λ de G, existe c ∈ R tal que φ1 = cφ2 . (Es decir, todo autovalor del problema de SturmLiouville, es simple). B) Si se considera el problema peri´ odico, es decir, (3.2.4) con la hip´ otesis p(a) = p(b) y las condiciones de contorno (3.1.3), se verifican las conclusiones 1) y 2) del apartado A). Demostraci´ on. La prueba de (1) y (2) es id´entica en los casos A) y B). En efecto, (1) Por ser G sim´etrico se tiene que si φ es una autofunci´on correspondiente a λ (3.2.11)



¯ 0 = hGφ, φi − hφ, Gφi = (λ − λ)hφ, φi



que prueba (1). (2) Por el mismo argumento de simetr´ıa y teniendo en cuenta (1), 0 = hGφ1 , φ2 i − hφ1 , Gφ2 i = (λ1 − λ2 )hφ1 , φ2 i, que prueba este apartado. Con la hip´otesis de que se tienen condiciones separadas probamos el apartado (3) (3) Si hubiese dos autofunciones u y v correspondientes al autovalor λ, consideramos el determinante wronskiano de estas dos soluciones W (u, v)(x) = u(x)v ′ (x) − u′ (x)v(x). Por verificar las condiciones de contorno se tiene  m1 u(a) + n1 u′ (a) = m1 v(a) + n1 v ′ (a) =



0, 0,



y sustituyendo se obtiene W (u, v)(a) = 0. Pero entonces por ser soluciones de la ecuaci´ on diferencial de segundo orden, W (u, v)(x) = 0 para cada x ∈ [a, b], y por tanto son funciones linealmente dependientes, es decir, existe c ∈ R tal que u(x) = cv(x). (V´ease el texto de G.F. Simmons ”Ecuaciones Diferenciales. Con aplicaciones y notas historicas”, Ed Mc Graw Hill (1993) pag 90-91) 
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Nota. El problema peri´ odico no satisface la conclusi´ on (3) de la Proposici´ on (3.2.4), como pone de manifiesto el ejemplo siguiente. Ejemplo 1. Sea el problema  ′′   − y = λy, y(0) = y(2π)   ′ y (0) = y ′ (2π)



(P )



El claro que { sen kx, cos kx} son autofunciones correspondientes al autovalor λk = k 2 , k ∈ N. Podemos considerar G : L2 ([a, b]) −→ L2 ([a, b]) puesto que Gf (x) =



(3.2.12)



Z



b



G(x, t)f (t)dt



a



est´a bien definido para f ∈ L2 . Adem´as de la desigualdad (3.2.8) se tiene kGf k2 ≤ ckf k2 ,



(3.2.13)



como se prob´ o en la secci´on 3.1. La continuidad de G(x, t) permite demostrar la continuidad de Gf para f ∈ L2 , pero el resultado siguiente mejora esta propiedad de G y establece una condici´ on de acotaci´on. Ambas ser´an importantes para demostrar la existencia de autovalores. 3.2.5. Teorema. Sea X = {Gf



|f ∈ L2 ,



kf k2 ≤ 1}.



Entonces X verifica 1) X es uniformemente acotado, es decir, existe M > 0 tal que |Gf (x)| ≤ M,



para cada x ∈ [a, b]



y cada



f



tal que



kf k2 ≤ 1



2) X es un conjunto equicontinuo, es decir, para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que para cada x, y ∈ [a, b] tales que |x − y| < δ se verifica |Gf (x) − Gf (y)| < ε para toda Gf ∈ X Demostraci´ on. 1) La acotaci´on uniforme es justamente la desigualdad (3.1.28), junto a que kf k2 ≤ 1.
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2) De la misma forma la equicontinuidad, resulta de la desigualdad (3.1.29) y de que kf k2 ≤ 1.  La importancia del teorema (3.2.5) es que para los conjuntos de funciones verificando las hip´otesis de X, se tiene la propiedad de Bolzano-Weiertrass para la convergencia uniforme, es decir, Toda sucesi´ on de funciones en X tiene una subsucesi´ on uniformemente convergente. Esta propiedad de X se recoge diciendo que X es relativamente compacto. En este sentido tenemos que X es relativamente compacto en C([a, b]) respecto a la convergencia uniforme. En las hip´otesis de acotaci´on uniforme y equicontinuidad que verifica X, la propiedad de Bolzano-Weierstrass fue demostrada por Ascoli y su resultado fu´e generalizado por Arzel´a. Pasamos a dar una prueba del lema de Ascoli-Arzel´a para conveniencia del lector. 3.2.6. Lema. (Ascoli-Arzel´ a) Sea K = [a1 , b1 ] × . . . × [aN , bN ] ⊂ RN , intervalo cerrado y acotado. Sea {fn }k∈N sucesi´ on de funciones continuas en K con valores reales verificando i) (Acotaci´ on uniforme.) Existe una constante M , 0 < M < ∞, tal que |fn (x)| ≤ M para todo x ∈ K y todo n ∈ N. ii) (Equicontinuidad.) Dado ε > 0 existe δ > 0 tal que si x, y ∈ K verifican |x − y| < δ entonces |fn (x) − fn (y)| < ε cualquiera que sea n ∈ N. Entonces existe una subsucesi´ on {fkn }k∈N que converge uniformemente. Demostraci´ on. Por la hip´otesis i) se tiene que ∪n∈N {fn (x)



|x ∈ K} ⊂ [−M, M ],



es decir, el conjunto formado por las im´agenes de la sucesi´on en R, es acotado. Podemos ahora usar la hip´otesis ii) para la sucesi´on εn = n1 , con lo que obtenemos una sucesi´on δn > 0, que podemos suponer decreciente, tal que si x, y ∈ K, |x − y| < δn , |fm (x) − fm (y)| 



1 n



cualquiera que sea



m ∈ N.



Para cada n ∈ N consideramos el correspondiente δn y del recubrimiento por bolas de radio δn de K extraemos, por compacidad, una familia finita de bolas, que contin´ ua cubriendo a K, {B(xn1 ), . . . , B(xnr(n) )}. Una vez fijadas todas las bolas y sus centros, utilizamos el proceso diagonal de Cantor en la siguiente forma. Por la propiedad de Bolzano-Weierstrass en la recta real, para ε1 = 1 tomamos una subsucesi´ on {fn1 }k∈N tal que 1 |fn1 (x1j ) − fm (x1j )| < 1,



para todo j = 1, . . . , r(1).



 140



Por an´alogo argumento, para ε2 =



1 2



existe una subsucesi´ on de la anterior,



{fn2 }k∈N ⊂ {fn1 }k∈N , de forma que 2 |fn2 (x2j ) − fm (x2j )| 



As´ı, por recurrencia, para εk = de forma que



1 k



1 , 2



para todo j = 1, . . . , r(2).



construimos una subsucesi´ on {fnk }k∈N de {fnk−1 }k∈N ,



k |fnk (xkj ) − fm (xkj )| 



1 , k



para todo



j = 1, . . . , r(k).



Por tanto, para cada x ∈ K y cada k ∈ N podemos encontrar j ∈ {1, . . . , r(k)} tal que |x − xkj | < δk y entonces k k k k |fnk (x) − fm (x)| ≤ |fnk (x) − fnk (xkj )| + |fnk (xkj ) − fm (xkj )| + |fm (xkj ) − fm (x)| ≤



3 , k



donde el primer y tercer sumando se acotan por k1 en virtud de la equicontinuidad, y el segundo por la construci´on anterior. En resumen se tiene k sup |fnk (x) − fm (x)| ≤



x∈K



3 . k



Tomamos la subsucesi´ on diagonal, es decir, {fnn }k∈N ⊂ {fnk }k∈N , para todo k ∈ N Observamos que por construcci´ on la sucesi´on {fnn }k∈N verifica que dado ε > 0, 1 < ε y m, n > k0 , entonces tomando k0 ∈ N tal que k0 m sup |fnn (x) − fm (x)| ≤ 3ε,



(∗)



x∈K



que es lo que se entiende como que la sucesi´on diagonal es uniformemente de Cauchy. Fijado x ∈ K la propiedad (∗) implica que existe l´ımite puntual, es decir, lim fnn (x) = f (x).



n→∞



Pero de otra parte (∗) implica que en cada x ∈ K, si n > k0 , m lim |fnn (x) − fm (x)| = |fnn (x) − f (x)| ≤ 3ε,



m→∞



es decir, la convergencia es uniforme.







Podemos ahora parafrasear los resultados obtenidos para G en el siguiente corolario.
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2.3.6’ Corolario. Si {fn }k∈N ∈ L2 es tal que kfn k2 ≤ 1, entonces de {Gfn }k∈N se puede obtener una subsucesi´ on uniformemente convergente. La abstracci´on de esta idea a espacios generales es el concepto de operador compacto, donde la convergencia es la propia de cada espacio. Observemos que en este sentido podemos decir que el operador G es compacto como aplicaci´ on de L2 en L2 ; en efecto si {Gfn }k∈N converge uniformemente, entonces tambi´en converge respecto a la norma de L2 . Dado el operador G : L2 ([a, b]) −→ L2 ([a, b]) definido en (3.2.12), por verificar la acotaci´on (3.2.13), permite definir kGk = sup kGf k2 .



(3.2.14)



kf k2 =1



La f´ormula (3.2.14) define una norma sobre la clase de las aplicaciones lineales, T , de L2 en s´ı mismo, tales que existe c > 0 verificando kT f k2 ≤ ckf k2 . Esta afirmaci´ on es un buen ejercicio que se deja al cuidado del lector. Retomamos la l´ınea argumental y vamos a probar un resultado t´ecnico, que permitir´a intuir la similitud en el c´ alculo de autovalores de G, con lo que se hace para calcular los de las matrices. 3.2.7. Lema. Sea G definido en (3.2.12) y kGk definido por (3.2.14). Entonces se verifica (3.2.15)



kGk =



sup u∈C([a,b]),kuk2 =1



|hGu, ui|.



Demostraci´ on. Llamemos η=



sup u∈C([a,b]),kuk2 =1



|hGu, ui|.



Si u ∈ C([a, b]) y kuk2 = 1, la desigualdad de Cauchy-Schwartz prueba que |hGu, ui| ≤ kGuk2 kuk2 ≤ kGk, es decir, (3.2.16)



η ≤ kGk.
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Para probar que η ≥ kGk, consideramos para u, v ∈ C([a, b]) tales que kuk2 = 1, kvk2 = 1, (3.2.17)



hG(u + v), u + vi =



= hGu, ui + hGv, vi + 2hGu, vi ≤



≤ ηku + vk22 ,



por la definici´on de η y por ser G sim´etrico. De igual manera se tiene que (3.2.18)



hG(u − v), u − vi =



= hGu, ui + hGv, vi − 2hGu, vi ≥



≥ −ηku − vk22 .



Sustrayendo de (3.2.17), (3.2.18) se obtiene (3.2.19)



4hGu, vi ≤ η(ku + vk22 + ku − vk22 ) = 2η(kuk22 + kvk22 ),



donde la u ´ltima identidad es conocida como identidad del paralelogramo por su obvia interpretaci´on geom´etrica, (u + v y u − v son las diagonales del ”paralelogramo” de lados u y v). Gu se tiene Como kuk2 = 1, tomando en (3.2.19) v = kGuk2 (3.2.20)



4hGu,



Gu i ≤ 2η(kuk22 + 1) = 4η, kGuk2



es decir, kGuk2 ≤ η,



(3.2.21) y entonces



kGk ≤ η,



(3.2.22)



que con (3.2.16) prueba el resultado.  El lema anterior permite conjeturar el valor del mayor autovalor de G, a la luz de lo que ocurre en el caso de las matrices. Es decir, si consideramos F(u) = |hGu, ui|, el autovalor mayor debe ser |λ| =



sup u∈C([a,b]),kuk2 =1



F(u),



para lo cual habr´ a que encontrar u ∈ C([a, b]) de forma que se alcance el supremo. El resultado probado en el lema (3.2.7), en combinaci´on con la anterior conjetura, sugiere de manera natural enunciar el resultado siguiente.
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3.2.8. Teorema. Sea λ = kGk, entonces λ o −λ es un autovalor de G. Demostraci´ on. En virtud del lema (3.2.7), existe una sucesi´on {un }k∈N ⊂ C([a, b]), kun k2 = 1 para todo n ∈ N, verificando lim |hGun , un i| = kGk = λ.



(3.2.23)



n→∞



De esta forma podemos suponer que existe una subsucesi´ on tal que lim hGukn , ukn i = kGk = λ,



n→∞



o bien lim hGukn , ukn i = kGk = −λ.



n→∞



Supondremos, sin perdida de generalidad, que ocurre lo primero y denotamos de nuevo a la subsucesi´ on como {un }k∈N . Por el lema de Ascoli-Arzel´a (3.2.6) y el teorema (3.2.5) se tiene que existe una subsucesi´ on, la cual denotamos por {Gun }k∈N ⊂ C([a, b]), que converge uniformemente a una funci´ on continua φ. Es decir, lim Gun = φ



(3.2.24)



n→∞



uniformemente.



Entonces tambi´en se tiene (3.2.25)



lim kGun −



n→∞



φk22



= lim



n→∞



Z



a



b



|Gun (x) − φ(x)|2 dx = 0



y se contin´ ua verificando lim hGun , un i = λ.



(3.2.26)



n→∞



De la continuidad de la norma y de (3.2.25) se concluye (3.2.27)



lim |kGun k2 − kφk2 | ≤ lim kGun − φk22 = 0,



n→∞



n→∞



es decir (3.2.28)



lim kGun k2 = kφk2 .



n→∞



Probaremos que φ verifica Gφ = λφ,
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con lo cual quedar´a probado que λ es autovalor de G. En primer t´ermino probamos que φ = 6 0. En efecto, (3.2.29)



0 ≤ kGun − λun k22 = kGun k22 + λ2 kun k22 − 2λhGun , un i,



pasando al l´ımite, teniendo en cuenta (3.2.26), (3.2.28) y que kun k2 = 1, se obtiene 0 ≤ lim kGgun − λun k22 = kφk22 − λ2 ,



(3.2.30)



n→∞



por tanto, kφk22 ≥ λ2 > 0,



(3.2.31)



luego φ 6= 0. Por otra parte la definici´on de λ implica que kGun k22 ≤ λ2 ,



(3.2.32) por tanto de (3.2.29) se concluye (3.2.33)



lim kGun − λun k22 ≤ 2λ2 − 2λ lim hGun , un i = 0.



n→∞



n→∞



Entonces por la propiedad triangular



(3.2.34)



0 ≤ kGφ − λφk2 ≤



≤ kGφ − G(Gun )k2 + kG(Gun ) − λGun k2 + kλGun − λφk2 ≤ ≤ kGkkφ − Gun k2 + kGkkGun − λun k2 + λkGun − φk2



El primer y tercer sumando tienden a cero por (3.2.25) y el segundo tiende a cero por (3.2.33). En consecuencia, kGφ − λφk2 = 0. As´ı se tiene Gφ = λφ con φ 6= 0, que era lo que quer´ıamos demostrar.  Probada la existencia de autovalores para G o, equivalentemente del problema de contorno (3.2.4), nos vamos a preocupar ahora por saber cu´ antos hay. El estudio de las autofunciones como base ortonormal de E y de L2 , en el sentido que se precisar´a, ser´a el segundo objetivo del resto de la secci´on. 3.2.9. Teorema. El operador G definido por (3.2.12) tiene una sucesi´ on infinita de autovalores, {λn }k∈N . Demostraci´ on. Sea λ0 el autovalor obtenido en el teorema (3.2.8), y sea φ0 autofunci´on correspondiente tal que kφ0 k2 = 1.
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Consideramos la funci´ on G1 (x, t) = G(x, t) − λ0 φ0 (x)φ0 (t), que verifica las mismas propiedades de regularidad que la funci´ on de Green, G(x, t). Por esta raz´on si se define G1 : C([a, b]) −→ C([a, b]) por G1 f (x) =



(3.2.35)



Z



b



G1 (x, t)f (t)dt,



a



se puede definir su extensi´ on a L2 y G1 resulta ser sim´etrico y compacto, por los mismos argumentos que se usaron para probar las mismas propiedades para G. Podemos aplicar a G1 el teorema (3.2.8), por el cual, definiendo kG1 k =



(3.2.36)



sup u∈C([a,b]),kuk2 =1



|hG1 u, ui|,



bien λ1 = kG1 k, o bien λ1 = −kG1 k, es un autovalor de G1 . Sea φ1 autofunci´on normalizada, es decir  G1 φ1 = λ1 φ1 (3.2.37) kφ1 k2 = 1. Probaremos que φ1 es una autofunci´on correspondiente al autovalor λ1 para G. Pero si f ∈ C([a, b]), se tiene hG1 f, φ0 i = =



Z



a



(3.2.38) =



Z



a



≡ λ0



b



Z (



b Z (



Z



a



b



Z



a



b



G1 f (x)φ0 (x)dx =



G1 (x, t)f (t)dt)φ0 (x)dx = a b



a b



G(x, t)φ0 (x)dx)f (t)dt − λ0



f (t)φ0 (t)dt − λ0



Z



b



Z



a



b



Z (



b



a



f (t)φ0 (t)dt)φ20 (x)dx ≡



f (t)φ0 (t)dt = 0,



a



ya que φ0 es autofunci´on de G y G(x, t) = G(t, x), por tratarse de la funci´ on de Green de un problema autoadjunto. La condici´ on de ortogonalidad (3.2.38), en particular, implica que (3.2.39)



0 = hG1 φ1 , φ0 i = λ1 hφ1 , φ0 i,
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es decir, φ1 es ortogonal a φ0 y entonces Gφ1 (x) = (3.2.40)



=



Z



b



Z



b



G(x, t)φ1 (t)dt =



a



(G1 (x, t) + λ0 φ0 (x)φ0 (t))φ1 (t)dt =



a



=



Z



a



b



G1 (x, t)φ1 (t)dt = G1 φ1 (x) =



= λ1 φ1 (x). Una vez probado que λ1 es un autovalor de G y φ1 una autofunci´on procedemos por inducci´on. Supongamos que se han encontrado {λ0 , λ1 , . . . , λm−1 }, autovalores y {φ0 , φ1 , . . . , φm−1 } autofunciones correspondientes, formando un sistema ortonormal. Definimos (3.2.41) Gm (x, t) = Gm−1 (x, t)−λm−1 φm−1 (x)φm−1 (t) = G(x, t)−



m−1 X



λj φj (x)φj (t)



j=0



El operador asociado a Gm se define por Gm f (x) =



Z



b



Gm (x, t)f (t)dt,



a



y goza exactamente de las mismas propiedades de regularidad que G por lo que se puede repetir el mismo proceso que hemos seguido con G1 . Observamos que se trata de ir proyectando el problema de maximizaci´on, sobre el ortogonal de las autofunciones calculadas en etapas previas y siempre sometido a la restricci´on kuk2 = 1. Este proceso iterativo se puede seguir siempre que kGm k 6= 0. Pero si para alg´ un m ∈ N se llegase a que kGm k = 0, o, lo que es igual, a que Gm ≡ 0, se tendr´ıa para f ∈ C([a, b]) que 0 = LGm f (x) = f (x) − (3.2.42) = f (x) −



m−1 X j=0



m−1 X



λj Lφj (x)



j=0



Z



b



f (t)φj (t)dt = a



φj (x)hf, φj i,



dado que, por ser L inverso de G, se verifica Lφj (x) =



1 φj (x). λj
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Pero (3.2.42) implica que toda funci´ on continua f ser´ıa una suma finita de autofunciones, las cuales tienen todas dos derivadas continuas, por tanto, lo mismo le deber´ıa ocurrir a f , lo cual es una contradicci´on que prueba que Gm 6= 0 para todo m ∈ N. Por tanto, G tiene una sucesi´on de autovalores.  Por la construcci´ on hecha en el teorema (3.2.9) se concluye que (3.2.43)



|λ0 | ≥ |λ1 | ≥ . . . |λk | ≥ |λk+1 | ≥ . . .



Probaremos un resultado mejor que el anterior, es decir, que lim |λk | = 0,



(3.2.44)



k→∞



con el cual obtendremos la diagonalizaci´ on de G, y como consecuencia, que la sucesi´on de autovalores construida en el teorema (3.2.9) contiene todos los autovalores de G. A tal efecto, vamos a utilizar las siguientes extensiones de la Geometr´ıa Eucl´ıdea a nuestro contexto. Estas extensiones fueron elaboradas por D. Hilbert y dieron lugar a introducirlas desde un punto de vista abstracto, constituyendo la teor´ıa de espacios de Hilbert. El ejemplo protot´ıpico de tales espacios es L2 ([a, b]), y lo importante es que su norma, definida en (3.1.26), es inducida por el producto escalar definido en (3.1.25). Dada una sucesi´on en L2 , {φn }k∈N , por analog´ıa con RN , diremos que es un sistema ortonormal si se verifica hφj , φk i = δjk , siendo δjk las deltas de Kr¨ onecker, es decir, δjk =







0 1



si j 6= k



si j = k.



El ejemplo de sistema ortonormal que aqu´ı nos va a ocupar, son las autofunciones de G obtenidas en el teorema (3.2.9). 3.2.10. Definici´ on. Sea {φn }k∈N un sistema ortonormal en L2 . Sea f ∈ L2 . i) Se define la proyecci´ on de f sobre φk por hf, φk iφk (x). ii) Los coeficientes de Fourier de f respecto a {φn }k∈N se definen como la sucesi´ on {hf, φn i}k∈N .
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Dada la sucesi´on de autofunciones obtenidas en el teorema (3.2.9), normalizadas, podemos escribir el desarrollo en serie de autofunciones de una funci´ on f ∈ L2 como sigue ∞ X



(3.2.45)



hf, φk iφk (x).



k=0



Probaremos que (3.2.45) representa a f en el sentido de L2 , como se precisar´a, y adem´ as se verifica un teorema de Pit´agoras generalizado a esta situaci´ on. Comenzamos con una primera aproximaci´on a estos resultados conocida como Desigualdad de Bessel. 3.2.11. Lema. Sea {φn }k∈N ⊂ L2 ([a, b]) sistema ortonormal de funciones. Sea f ∈ L2 ([a, b]), entonces ∞ X



(3.2.46)



k=0



|hf, φk i|2 ≤ kf k22 ,



(Desigualdad de Bessel).



Demostraci´ on. Fijado N ∈ N y teniendo en cuenta la ortogonalidad, se tiene 0 ≤ kf −



N X



hf, φk iφk k22 = kf k22 −



k=0



N X



k=0



|hf, φk i|2 .



Como la desigualdad anterior es cierta cualquiera que sea N , se concluye (3.2.46).







Para probar (3.2.44), consideremos para cada λn la autofunci´on φn normalizada. Definimos ψn (x, t) = φn (x)φn (t). La sucesi´on {ψn }k∈N es un sistema ortonormal en L2 ([a, b] × [a, b]), como se comprueba directamente. Adem´as los coeficientes de Fourier de la funci´ on de Green se calculan f´acilmente, hG, ψn i = =



Z



a



b



Z (



b



Z



b



a



Z



b



G(x, t)ψn (x, t)dxdt =



a



G(x, t)φn (t)dt)φn (x)dx =



Z



a



a



b



λn φ2n (x)dx = λn .



Utilizando la desigualdad de Bessel para este caso particular, obtenemos ∞ X



n=0



λ2n ≤



Z



a



b



Z



a



b



|G(x, t)|2 dxdt < ∞.
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El criterio de Cauchy implica que lim |λn | = 0



n→∞



que es (3.2.44). El resultado fundamental es el siguiente resultado de convergencia del desarrollo en serie de autofunciones. 3.2.12. Teorema. Sea G el operador de Green para el problema autoadjunto (3.2.4), definido por (3.2.12). Sean {λn }k∈N y {φn }k∈N sucesiones de autovalores y autofunciones obtenidas en el teorema (3.2.9). Sea E el conjunto de funciones u ∈ C 2 ([a, b]) verificando las condiciones de contorno, U (u) = 0. Entonces para cada u ∈ E u(x) =



∞ X



n=0



hu, φn iφn (x),



donde la convergencia de la serie es uniforme en [a, b]. Demostraci´ on. Dada u ∈ E llamamos f = L(u), que es una funci´ on continua. Entonces a su vez tenemos que u = Gf . Por tanto, hu, φn i = hGf, φn i =



(3.2.47)



= hf, Gφn i = λn hf, φn i,



ya que G es sim´etrico. En esta nueva formulaci´on debemos probar que Gf (x) =



(3.2.48)



∞ X



n=0



λn hf, φn iφn (x),



en el sentido de la convergencia uniforme en [a, b]. Pero para cada m ∈ N se tiene que (3.2.49)



kGf −



m−1 X n=0



λn hf, φn iφn k2 = kGm f k2 ≤ kGm kkf k2 = |λm |kf k2 ,



donde Gm es el operador correspondiente a la funci´ on Gm definida en (3.2.41) y donde la u ´ltima igualdad es tambi´en obtenida en el teorema (3.2.9). Como consecuencia de (3.2.44) y (3.2.49) tenemos que (3.2.50)



lim kGf −



m→∞



m−1 X n=0



λn hf, φn iφn k2 = 0.
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Ahora, por (3.1.28), concluimos que | (3.2.51)



n=q X



n=p



≤



λn hf, φn iφn (x)| = |G(



n=q X



n=p



hf, φn iφn (x))| ≤ 1



sup (x,t)∈[a,b]×[a,b]



|G(x, t)|(b − a) 2 (



n=q X



n=p



1



|hf, φn i|2 ) 2 .



La desigualdad de Bessel implica que el u ´ltimo t´ermino en (3.2.51) tiende a cero cuando p, q → ∞, o en otras palabras que las funciones sumas parciales de (3.2.48), SN (x) =



N X



n=0



λn hf, φn iφn (x),



son uniformemente de Cauchy en [a, b]. Por tanto existe una funci´ on continua φ(x) tal que SN (x) → φ(x), uniformemente sobre [a, b] cuando N → ∞. Pero por (3.2.50) se tiene que SN converge en L2 ([a, b]) a Gf , por consiguiente, φ ≡ Gf y as´ı se verifica (3.2.48) en el sentido de la convergencia uniforme que es lo que quer´ıamos demostrar. 



3.2.13. Corolario. (Identidad de Par¸ceval) En las hip´ otesis del teorema (3.2.12), si u ∈ E, se verifica kuk22 =



(3.2.52)



∞ X



n=0



|hu, φn i|2 .



Demostraci´ on. Por el resultado del teorema (3.2.12) u(x) =



∞ X



n=0



hu, φn iφn (x)



en el sentido de la convergencia uniforme. Entonces, Z



a



b



|u(x)|2 dx =



Z



a



b



|(



∞ X



n=0



hu, φn iφn (x))u(x)|dx =



∞ X



n=0



|hu, φn i|2
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 Podemos leer el resultado anterior como una extensi´ on del teorema de Pit´agoras al caso de dimensi´ on no finita. De hecho pone de manifiesto que la sucesi´on de autofunciones es base en alg´ un sentido. Evidentemente no es una base en el sentido ´ del Algebra, pues ello requerir´ıa que pudiesemos expresar cada funci´ on como una combinaci´on lineal finita. Lo que (3.2.52) significa es que u es l´ımite de una sucesi´on de combinaciones lineales de autofunciones, cuyos coeficientes se calculan por proyecci´on ortogonal. Este concepto generalizado de base es muy u ´til en An´alisis y se conoce como base hilbertiana. El corolario anterior permite una extensi´ on interesante. No es dif´ıcil demostrar que E definido para las condiciones separadas y para las peri´odicas es denso en L2 ([a, b]). De hecho ´este resultado ser´a una consecuencia del teorema de Weierstrass que probamos en la secci´on 3. Este resultado de densidad junto al resultado anterior, nos permite establecer la siguiente consecuencia importante. 3.2.14. Corolario. Si f ∈ L2 ([a, b]) se verifica kf k22 =



(3.2.53)



∞ X



n=0



|hf, φn i|2 .



Demostraci´ on. Para ε > 0 sea u ∈ E tal que ku − f k2 < 3ε . Entonces |kf k2 − (



N X



n=0



1



|hf, φn i|2 ) 2 | ≤ kf −



≤ kf − uk2 + ku −



N X



n=0



≤ 2kf − uk2 + ku − ≤



N X



n=0



hf, φn iφn k2 ≤



hu, φn iφn k2 + k



N X



n=0



N X



n=0



hf − u, φn iφn k2 ≤



hu, φn iφn k2 ≤



N X 2ε + ku − hu, φn iφn k2 , 3 n=0



donde se ha aplicado la desigualdad de Bessel. Usando el teorema (3.2.12) se acaba la prueba.  Como consecuencia del corolario (3.2.13) se tiene tambi´en que:
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Los autovalores de G son exactamente los obtenidos en el teorema (3.2.9). En efecto, si existiese un autovalor λ 6= λn para todo n ∈ N y fuese φ 6= 0 la autofunci´on correspondiente , se tendr´ıa que φ es ortogonal a todas las autofunciones φn , en virtud de la proposici´ on (3.2.4). Pero entonces seg´ un el corolario (3.2.13) kφk22 =



∞ X



n=0



|hφ, φn i|2 ≡ 0,



lo que es una contradicci´on con el hecho de ser φ 6= 0 por suponer que es una autofunci´ on. Podemos resumir los resultados anteriores en el siguiente teorema. 3.2.15. Teorema. El operador G definido por (3.2.12) tiene exactamente una sucesi´ on de autovalores que, adem´ as verifica lim |λn | = 0. n→∞



En el caso de las condiciones de variables separadas, es decir, en el caso del problema de Sturm-Liouville, los autovalores son simples. Si referimos el operador a la base hilbertiana ortonormal formada por las autofunciones {φn }k∈N , aparece diagonalizado en el sentido que Gφn = λn φn . De esta manera si, por ejemplo, f ∈ C([a, b]) podemos escribir f=



∞ X



n=0



hf, φn iφn



por los resultados anteriores. Entonces (3.2.54)



y(x) = Gf (x) =



∞ X



n=0



λn hf, φn iφn (x),



es decir, la soluci´ on del problema de Sturm-Liouville 



L(y) = f U (y) = 0



es representada por la serie (3.2.54). An´alogo resultado se tiene para el problema peri´odico.
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3.3.- El problema de Dirichlet para la ecuaci´on de Laplace en el disco unidad de R2 . Convergencia de series de Fourier. La primera aplicaci´ on del m´etodo de separaci´on de variables que realizaremos es el estudio del problema ( ∆u(x, y) = 0 si x2 + y 2 < 1 (3.3.1) u(x, y) = g(x, y) si x2 + y 2 = 1, es decir, el problema de Dirichlet para la ecuaci´ on de Laplace, siendo ∆u ≡ uxx + uyy . Supondremos que g es continua en la circunferencia unidad. La simetr´ıa del problema (3.3.1) sugiere utilizar coordenadas polares,  x = r cos θ y = r sen θ,



0 < r < ∞,



Calculando directamente obtenemos    rx = cos θ (3.3.2)   r = sen θ y



0 ≤ θ < 2π.



sen θ r cos θ θy = r



θx = −



y en consecuencia,



(3.3.3)



 sen 2 θ   rxx = r 2  cos θ r = yy r



2 sen θ cos θ r2 2 cos θ sen θ =− , r2



θxx = θyy



por lo que (3.3.4)  sen θ cos θ sen 2 θ sen θ cos θ sen 2 θ   uxx = urr cos2 θ + ur − 2urθ + uθθ + 2uθ , r r r2 r2 2 2   u = u sen 2 θ + u cos θ + 2u sen θ cos θ + u cos θ − 2u sen θ cos θ . yy rr r rθ θθ θ r r r2 r2



Entonces la ecuaci´ on de Laplace en coordenadas polares se escribe de la manera siguiente (3.3.5)



0 = urr +



uθθ ur + 2 . r r
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Llamando f (θ) = g(cos θ, sen θ), resulta ser una funci´ on continua y 2π-peri´odica, es decir, f (θ + 2π) = f (θ). An´alogamente, llamando de nuevo u a la composici´ on, es decir, u(r, θ) ≡ u(r cos θ, r sen θ), se obtiene u(r, θ) = u(r, θ + 2π). En resumen, el problema (3.3.1) en coordenadas polares resulta ser  uθθ ur + 2 = 0 para (r, θ) ∈ (0, 1) × [0, 2π] (1) urr +    r r   (2) u(r, θ) = u(r, θ + 2π) (3.3.6)   (3) u(1, θ) = f (θ) en θ ∈ [0, 2π]    (4) u continua en [0, 1] × [0, 2π]



Para resolver el problema (3.3.6) comenzamos buscando soluciones de (1) que sean de la forma u(r, θ) = R(r)Θ(θ). Se ha de verificar entonces (3.3.7)



(r2 R′′ (r) + rR′ (r))Θ(θ) + R(r)Θ′′ (θ) = 0,



es decir, (3.3.8)



(r2 R′′ (r) + rR′ (r)) Θ′′ (θ) =− = c, R(r) Θ(θ)



donde necesariamente c es constante. La ecuaci´ on diferencial en R, es de las llamadas de tipo Euler. Para este tipo de ecuaciones se buscan soluciones de la forma R(r) = rk . Sustituyendo en la ecuaci´ on diferencial para R en (3.3.8) se concluye que para que rk sea soluci´ on se debe verificar la ecuaci´ on indicial (3.3.9)



k 2 − c = 0.



Si c 6= 0, los dos valores de k dan dos soluciones linealmente independientes de la ecuaci´ on (3.3.8) para R. Si c = 0, la integraci´ on de la ecuaci´ on puede hacerse aun m´ as f´acilmente por rebajamiento de orden. En resumen, las soluciones de (3.3.8) en su parte en R son: √ √  c − c + br si c > 0 R(r) = ar   R(r) = a + b log r si c = 0 (3.3.10)  √ √  R(r) = ari −c + br−i −c si c < 0. La ecuaci´ on que se obtiene en (3.3.8) para Θ(θ) es (3.3.8′ )



Θ′′ (θ) + cΘ(θ) = 0,



que por integraci´ on da √ √  iθ c + Be−iθ c   Θ(θ) = Ae Θ(θ) = A + Bθ (3.3.11)  √ √  Θ(θ) = Aeθ −c + Be−θ −c



si



c>0



si



c=0



si



c < 0.
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Si se impone que se verifique (2) en el problema (3.3.6) resulta, que necesariamente ha de ser c = n2 y para que se satisfaga (4), ha se ser b = 0 en (3.3.10). Entonces (3.3.12)







u0 (r, θ) = 1 un (r, θ) = rn (aeinθ + be−inθ ) si n 6= 0.



Podemos escribir (3.3.12) como (3.3.13)



|n| inθ {un (r, θ)}∞ }n∈Z . −∞ = {r e



Queda, por u ´ltimo, verificar la condici´ on (3) en (3.3.6). Para ello conjeturamos como soluci´ on una funci´ on de la forma (3.3.14)



∞ X



u(r, θ) =



an r|n| einθ ,



−∞



debi´endose verificar (3.3.15)



f (θ) = u(1, θ) =



∞ X



an einθ .



−∞



Como {einθ }n∈Z es la familia de autofunciones del problema con condiciones peri´odicas en [−π, π] para la ecuaci´ on (3.3.8’), es decir,  ′′   y + cy = 0 y(−π) = y(π)   ′ y (−π) = y ′ (π),



donde c = n2 ,



los coeficientes de Fourier de f respecto a {einθ }n∈Z son (3.3.16)



1 an = 2π



Z



π



f (s)e−ins ds.



−π



Supuesta f continua, la Identidad de Par¸ceval (corolario (3.2.14)) implica que (3.2.17)



kf k22 =



∞ X



n=−∞



|an |2 ,



siendo cada an el coeficiente de Fourier de f definido por (3.3.16). Por tanto, en particular, la sucesi´on {an }n∈Z est´a acotada. De esta forma se tiene que (3.3.14)
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define una funci´ on continua en 0 ≤ r < 1. Adem´as, derivando t´ermino a t´ermino (3.3.14) respecto a r o respecto a θ se obtiene una serie mayorante (3.3.18)



A



∞ X −∞



|n|r|n| ,



que converge uniformemente en 0 ≤ r < 1. Por tanto, la funci´ on definida por (3.3.14), cuyos coeficientes son calculados en (3.3.16), es una funci´ on con derivadas primeras continuas en [0, 1) × [0, 2π]. Un argumento de recurrencia pone de manifiesto que la funci´ on u definida por (3.3.14), es indefinidamente diferenciable en [0, 1) × [0, 2π] y como cada sumando de la serie es soluci´ on de la ecuaci´ on de la Laplace, tambi´en lo es u. El u ´nico detalle que queda por establecer es que (3.3.19)



lim u(r, θ) = f (θ),



r→1



que es la condici´ on (3) del problema (3.3.6). Para resolver este u ´ltimo problema, comenzamos expresando u detalladamente, notando que por las observaciones anteriores los c´ alculos siguientes est´an justificados si 0 ≤ r < 1 u(r, θ) = (3.3.20) =



∞ X −∞



∞ X



an r|n| einθ =



−∞



r



|n|



1 2π



Z



π in(θ−s)



f (s)e



−π



1 ds = 2π



Z



π



−π



f (s)



∞ X −∞



r



|n| in(θ−s)



e



!



ds.



Pero adem´ as podemos calcular expl´ıcitamente la suma de la serie del u ´ltimo t´ermino de (3.3.20); en efecto, ∞ X



r|n| einx =



−∞



(3.3.21)



∞ X 0



rn einx +



−1 X



r−n einx =



−∞



1 re−ix 1 − r2 + = , ix −ix 1 − re 1 − re 1 − 2r cos x + r2 que resulta de haber sumado las dos series geom´etricas de razones reix y re−ix , respectivamente, y de un simple c´ alculo algebraico. De esta forma (3.3.20) se puede expresar por la siguiente f´ormula integral
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(3.3.22)



u(r, θ) =



1 2π



Z



π



−π



1 − r2 f (s)ds, 1 − 2r cos(θ − s) + r2



si 0 ≤ r < 1.



Al segundo t´ermino de la expresi´ on (3.3.22) se le llama Integral de Poisson de la funci´ on f . Por como se ha calculado la integral de Poisson de f se tiene que satisface la ecuaci´ on de Laplace en el interior del disco unidad. Por precisar m´ as la terminolog´ıa damos la definici´on siguiente. 3.3.1. Definici´ on. La funci´ on (3.3.23)



P (r, θ) =



1 1 − r2 2π 1 − 2r cos θ + r2



si



0 ≤ r < 1, −π ≤ θ ≤ π,



es llamada n´ ucleo de Poisson. Dada una funci´ on f integrable en [−π, π] y 2π-peri´ odica, la integral de Poisson de f es Z π P (r, θ − s)f (s)ds. (3.3.24) u(r, θ) = −π



Para probar (3.3.19) necesitamos el siguiente resultado. 3.3.2. Lema. Sea P (r, θ) el n´ ucleo de Poisson definido por (3.3.23). Entonces: i) Para todo r, P es una funci´ on par en θ, es decir, P (r, θ) = P (r, −θ). ii) Fijado r ∈ [0, 1), P (r, θ) es mon´ otona decreciente en (0, π), como consecuencia si δ>0 max P (r, θ) = P (r, δ) =



δ≤θ≤π



iii)



Rπ



−π



P (r, θ)dθ = 1,



1 1 − r2 2π 1 − 2r cos δ + r2



y



min P (r, θ) = P (r, π) > 0.



θ∈[0,π]



, 0 ≤ r < 1.



Demostraci´ on. Los apartados i) y ii) resultan de manera inmediata de la expresi´ on (3.3.23), pues cos θ es par y decreciente en [0, π]. La parte iii) se obtiene f´acilmente integrando el desarrollo en serie de P .  Estas propiedades del n´ ucleo de Poisson junto con el resultado que sigue, el cual prueba (3.3.19), ponen de manifiesto que se trata de un ejemplo de aproximaci´ on de la identidad, en el sentido que se precisar´a.
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3.3.3. Teorema. Sea f una funci´ on continua y 2π-peri´ odica. Entonces, si se considera la integral de Poisson de f Z π (3.3.25) u(r, θ) = P (r, θ − s)f (s)ds, −π



se verifica que (3.3.26)



lim u(r, θ) = f (θ),



r→1



siendo la convergencia uniforme en [−π, π]. Demostraci´ on. Por ser f continua en [−π, π], existe M = |f (θ0 )| = maxθ∈[−π,π] |f (θ)|, para alg´ un θ0 ∈ [−π, π] y adem´ as es uniformemente continua en [−π, π]. Dado ε > 0, entonces ¯ < δ se verifica que |f (θ) − f (θ)| ¯ < ε/2. Por iii) existe δ = δ(ε) > 0 tal que si |θ − θ| del lema (3.3.2) aplicado a (3.3.25) se tiene (3.3.27) Z Z π



π



|u(r, θ) − f (θ)| = |



−π



P (r, θ − s)(f (s) − f (θ))ds| ≤



−π



P (r, θ − s)|f (s) − f (θ)|ds,



donde en la u ´ltima desigualdad se ha tenido en cuenta tambi´en que P (r, θ) > 0, que es consecuencia obvia de ii) del lema (3.3.2). Fijado ε > 0, tomamos un δ > 0 correspondiente por la continuidad uniforme de f y descomponemos la u ´ltima integral de (3.3.27) como sigue Z π P (r, θ − s)|f (s) − f (θ)|ds = −π Z Z P (r, θ − s)|f (s) − f (θ)|ds + P (r, θ − s)|f (s) − f (θ)|ds ≤ |θ−s|


1 − r2 ε + 2M , 2 1 − 2r cos δ + r2



donde se ha utilizado ii) y iii) del lema (3.3.2). Por u ´ltimo observar que lim 2M



r→1



1 − r2 = 0, 1 − 2r cos δ + r2



por tanto, existe 1 > r0 > 0 tal que si r0 < r < 1 se tiene 0 < 2M



1 − r2 ε < . 1 − 2r cos δ + r2 2
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De esta forma hemos demostrado que |u(r, θ) − f (θ)| < ε,



si



r0 < r < 1,



para todo



θ ∈ [−π, π],



que es el resultado requerido.  El teorema anterior prueba que el problema (3.3.6), o bien el (3.3.1), tiene una ¯1 ), donde B1 es la bola unidad abierta y B ¯1 es la bola soluci´ on u ∈ C ∞ (B1 ) ∩ C(B unidad cerrada. Que la integral de Poisson es la u ´nica soluci´ on del problema (3.3.1) es un resultado que adelantamos y que probaremos posteriormente con un car´acter m´ as general. No obstante, el lector puede ensayar una prueba directa de la unicidad probando que toda soluci´ on del problema necesariamente tiene la misma serie de Fourier que la integral de Poisson. (V´ease a tal efecto el texto de R. Seeley ” Introducci´ on a las Series e Integrales de Fourier”, Ed Revert´e 1970). Los argumentos que se dar´ an m´ as adelante ser´an diferentes y se conocer´an como principio del m´ aximo. Lo notable es que con la soluci´ on del problema de Dirichlet en la bola unidad y con el uso de teoremas de variable compleja vamos a poder dar la soluci´ on del problema de Dirichlet en dominios planos muy generales. Si se tiene una funci´ on f : Ω ⊂ C −→ C



funci´ on holomorfa tal que f ′ (z) 6= 0, se dice que se trata de una aplicaci´ on conforme. El siguiente resultado de Riemann es uno de los m´ as profundos de la variable compleja. Establece que todo dominio simplemente conexo (sin agujeros) distinto de todo el plano complejo, es conformemente equivalente al disco unidad. Precisamente el teorema de Riemann puede establecerse como sigue. Teorema de Riemann. Sea Ω ⊂ C dominio simplemente conexo distinto de todo el plano C, y sea z0 ∈ Ω. Existe una u ´nica funci´ on anal´ıtica f : Ω ⊂ C −→ B1 , donde B1 es el disco unidad, verificando f (z0 ) = 0, f ′ (z0 ) > 0 y tal que f es una aplicaci´ on uno a uno y sobre el disco unidad, |w| < 1.



(V´eanse los detalles en el libro L. Ahlfors ”Complex Variables” Ed. Mc Graw Hill 1979). Dado ahora un dominio Ω ⊂ R2 simplemente conexo, distinto de todo el plano 2 R . Consideremos la funci´ on w = f (z) dada por el teorema de Riemann, que le transforma en el disco unidad |w| < 1, f (z0 ) = 0. Sean x ¯ = (x1 , x2 ) para z0 = x1 +ix2 e y¯ = (y1 , y2 ) para z = y1 + iy2 . Considerando la funci´ on g(x, y) = g(z0 , z) = −



1 log |f (z)| 2π
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se obtiene la funci´ on de Green del problema, de la cual se obtiene el n´ ucleo de Poisson del problema. Dejamos aplazados todos los detalles al cap´ıtulo 5, donde quedar´an claros los conceptos de funci´ on de Green y de n´ ucleo de Poisson en este contexto general. Previamente el lector puede consultar el libro G. Hellwig, ”Partial Differential Equations”, ed. Blaisdell Pu. Co. New York 1964, p´ agina 35. CONVERGENCIA DE SERIES DE FOURIER Hay muchas razones para acometer el estudio de las series de Fourier; desde razones hist´oricas, hasta la b´ usqueda de las aplicaciones. En este sentido ya tenemos la experiencia del problema de Dirichlet en el disco unidad, que acabamos de resolver. En las pr´oximas secciones necesitaremos conocer m´ as resultados sobre convergencia de series de Fourier, por lo que dedicamos a este tema el resto del presente apartado. Consideramos el sistema einx T ≡ { √ }n∈Z . 2π T es ortonormal respecto al producto escalar definido por (3.1.25) en L2 ([−π, π]), por ser el sistema de autofunciones del problema de autovalores peri´odico  ′′   − y = λy y(−π) = y(π)   ′ y (−π) = y ′ (π).



( El lector puede comprobar ´esta afirmaci´ on por integraci´ on elemental.) Para una funci´ on integrable definimos los correspondientes coeficientes de Fourier por (3.3.29)



an =



1 2π



Z



π



f (s)e−ins ds.



−π



Como consecuencia inmediata de la observaci´on anterior y de lo estudiado en la secci´on 3.2 sobre desarrollo en serie de autofunciones tenemos: (I) Si f ∈ L2 (−π, π) entonces (3.3.30)



kf k22 =



∞ X −∞



|an |2 .



Como consecuencia si SN f (x) = (3.3.31)



PN



−N



(Identidad de Par¸ceval.) an einx ,



lim kf − SN f k2 = 0.



N →∞
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(II) Si f ∈ C 2 es 2π-peri´odica, entonces (3.3.32)



lim SN f (x) = f (x),



N →∞



siendo la convergencia uniforme, por el teorema (3.2.12). Estos resultados derivan de la teor´ıa general que hemos desarrollado. Pero en este caso de las series de Fourier podemos evaluar SN f de una manera similar a lo hecho con el n´ ucleo de Poisson. En efecto, SN f (x) = (3.3.33) =



1 2π



Z



N X



inx



an e



−N



π



−π



Z π N X 1 f (s)e−ins ds)einx = = ( 2π −π −N



N X ein(x−s) )ds, f (s)( −N



donde la suma del u ´ltimo t´ermino se calcula de la forma siguiente, ˜ N (t) = D



N X



eint =



−N



(3.3.34) = e−iN t



2N X



eint = e−iN t



n=0



ei(2N +1)t − 1 , eit − 1



como suma de los 2N primeros t´erminos de una progresi´on geom´etrica de raz´on eit . Pero de (3.3.34) se deduce que (3.3.35)



t ˜ N (t) = e−i 2t (ei(N +1)t − e−iN t ), e−i 2 (eit − 1)D



de donde resulta (3.3.36)



t ˜ 1 sen ( )D N (t) = sen (N + )t, 2 2



es decir,



(3.3.37)



˜ N (t) = D



1 sen (N + )t 2 . t sen ( ) 2



Llamaremos n´ ucleo de Dirichlet a (3.3.38)



DN (t) =



1 ˜ DN (t) 2π
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Entonces es obvio que se tiene (3.3.39)



SN f (x) =



Z



π



f (s)DN (x − s)ds.



−π



La f´ormula (3.3.39) se lee diciendo que la suma parcial N -´esima de la serie de Fourier de f , es la integral de convoluci´ on de f con el n´ ucleo de Dirichlet. Con esta expresi´ on trabajaremos de ahora en adelante para obtener algunos resultados de convergencia de series de Fourier m´ as generales y precisos. Las ideas de Dirichlet, matem´atico alem´an sucesor de Gauss en Gottingen, se demuestran muy fruct´ıferas en este ´area de las series de Fourier. Su contribuci´on abarca tambi´en otras disciplinas como las Ecuaciones en Derivadas Parciales, el C´alculo de Variaciones y la Teor´ıa de N´ umeros. Antes de seguir observemos que si f ∈ L2 ([−π, π]), (3.3.30) implica, en particular que lim |an | = 0.



(3.3.40)



|n|→∞



Supongamos ahora que f ∈ C 1 y es 2π-peri´odica. (Obs´ervese que esto puede interpretarse como que f (eit ) es derivable en la circunferencia unidad.) Podemos calcular los coeficientes de Fourier de f ′ , a′n



(3.3.41)



1 = 2π



Z



π



f ′ (s)e−ins ds,



−π



que de acuerdo con (3.3.40) verifican lim |a′n | = 0



|n|→∞



y en particular existe M , 0 < M < ∞, verificando |a′n | ≤ M,



(3.3.42)



cualquiera que sea n ∈ Z. Pero integrando por partes en (3.3.41) y teniendo en cuenta la periodicidad de f , podemos relacionar los coeficientes de Fourie de f con los de f ′ , es decir, (3.3.43)



a′n



1 = 2π



Z



π



−π



′



−ins



f (s)e



in ds = 2π



Z



π



f (s)e−ins ds = inan ,



−π



siendo an el coeficiente de Fourier para f . Podemos resumir (3.3.42) y (3.3.43) en el resultado siguiente.
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3.3.4. Teorema. Si f ∈ C 1 es 2π-peri´ odica y an =



1 2π



Z



π



f (s)e−ins ds,



−π



entonces a′n = inan , y por tanto, existe M < ∞ tal que |an | ≤



M , |n|



n∈Z



para cualquier



Un argumento de recurrencia permite formular la siguiente extensi´ on del resultado anterior. 3.3.5. Corolario. Si k ∈ N, k > 1 y suponemos f ∈ C k y 2π-peri´ odica, entonces se verifica |an | ≤



M , |n|k



cualquiera que sea



n ∈ Z.



Podemos decir entonces que la mayor regularidad de la funci´ on se traduce en un mayor decaimiento de sus coeficientes de Fourier. Vamos a obtener una aplicaci´ on inmediata de este hecho a la obtenci´on de un teorema de convergencia uniforme. 3.3.6. Teorema. Sea f ∈ C 1 y 2π-peri´ odica y sea SN f (x) su suma parcial de Fourier N-´esima, como se defini´ o en (3.3.33). Entonces lim SN f (x) = f (x)



N →∞



uniformemente en [−π, π]. Demostraci´ on. Por (3.3.43) y suponiendo N > n (3.3.44)



|SN f (x) − Sn f (x)| ≤



X



n


|ak | ≤



X



n


|



a′k |, k



siendo a′k el coeficiente de Fourier k-´esimo de f ′ . Pero entonces tenemos la siguiente desigualdad inmediata (3.3.45)



X



n


|



a′k 1 |≤ k 2



X



n


(|a′k |2 +



1 ) ≤ ε, k2



si n, M ≥ n0 ,
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P∞ 1 P ′ 2 |ak | = kf ′ k22 . ≤ A < ∞ y por la identidad de Par¸ceval 1 2 k k∈Z Por tanto, {SN f (x)}k∈N es uniformemente de Cauchy en [−π, π]. Entonces existe φ ∈ C([−π, π]) tal que



pues la serie



(3.3.46)



lim SN f (x) = φ(x),



N →∞



uniformemente en [−π, π]. Pero en virtud de (3.3.46), φ tiene los mismos coeficientes de Fourier que f y entonces (3.3.47)



kf − φk2 ≤ kf − SN f k2 + kSN f − φk2 → 0 N → ∞,



en virtud de (3.3.31). Por tanto, f ≡ φ y queda demostrado el teorema.







Observamos que en el teorema (3.3.6) el resultado s´olo depende de tener la derivada en L2 , con lo cual basta suponer que exista salvo en un conjunto de puntos de medida cero. Dicho de una manera alternativa, el resultado anterior es cierto si se supone que f es la primitiva de una funci´ on de L2 . Esta observaci´on se recoge en el siguiente enunciado. 3.3.6’. Teorema. Rx Sea f 2π-peri´ odica y tal que f (x) = f (0) + 0 f ′ (s)ds, con f ′ ∈ L2 ([−π, π]. Sea SN f (x) su suma parcial de Fourier N-´esima, como se defini´ o en (3.3.33). Entonces lim SN f (x) = f (x)



N →∞



uniformemente en [−π, π]. Ejemplo. El teorema (3.3.6’) recoge como casos particulares importantes el de las funciones continuas que son adem´ as derivables a trozos. Una funci´ on en dientes de sierra y 2π-peri´odica es el prototipo de tales funciones. La representaci´on obtenida en (3.3.39) para las sumas parciales de la serie de Fourier va a permitirnos un estudio localizado de la convergencia, como vamos a precisar. La localizaci´on debe entenderse en el sentido que la convergencia de la serie de Fourier en un punto depende solo de la regularidad de la funci´ on en un entorno de dicho punto. Podemos expresar (3.3.40) en la forma que se utilizar´a a continuaci´on. 3.3.7. Lema. (Riemann-Lebesgue) Sea f ∈ L2 ([−π, π]), entonces (3.3.48a)



lim



k→∞



Z



π



−π



f (s) sen ksds = 0
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y (3.3.48b)



lim



k→∞



Z



π



f (s) cos ksds = 0.



−π



Demostraci´ on. 1 Basta observar que sen ks = (eiks − e−iks ) para comprobar que 2i Z π −π f (s) sen ksds = (ak − a−k ), i −π con lo que se sigue (3.3.48a) de (3.3.40). El resultado (3.3.48b) es similar.







Nota. Teniendo en cuenta que el espacio L2 ([−π, π]) es denso en el espacio de funciones integrables, se concluye el lema de Riemann-Lebesgue (3.3.7) para L1 , que es como habitualmente se enuncia. Damos otra prueba del anterior resultado. Si f ∈ C 1 es 2π-peri´odica integrando por partes se tiene Z



π



1 f (s) sen ksds = k −π



Z



π



f ′ (s) cos ksds,



−π



con lo que se sigue como antes de (3.3.40). De nuevo la conclusi´on para funciones integrables, se sigue por un argumento de densidad. En efecto, como C 1 es denso en L1 , fija una funci´ on g ∈ L1 , para cada ε > 0 existe f ∈ C 1 tal que Z



π



−π



|g(x) − f (x)|dx ≤ ε



por tanto Z



π



g(s) sen ksds =



−π



Z



π



−π



(g(s) − f (s)) sen ksds +



Z



π



f (s) sen ksds.



−π



Entonces, para cada ε > 0 | lim



k→∞



Z



π



−π



g(s) sen ksds| ≤ ε,



que es lo que quer´ıamos demostrar. El siguiente paso es observar dos propiedades elementales del n´ ucleo de Dirichlet.
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1) Integrando t´ermino a t´ermino en la suma trigonom´etrica que define a DN (t) se obtiene Z π (3.3.49) DN (t)dt = 1, para todo N ∈ N −π



2) El n´ ucleo de Dirichlet es una funci´ on par, (3.3.50)



DN (t) = DN (−t),



cualquiera que sea N ∈ N, por tratarse de un cociente de senos. Con estos prerrequisitos podemos formular el siguiente resultado, debido a Dirichlet, que confirma la idea de localizaci´on que hab´ıamos conjeturado. Una precisi´on de la terminolog´ıa que vamos a usar: Una funci´ on se dice que es derivable a trozos si: i) Es continua salvo, a lo m´ as, en una cantidad finita de puntos, en los cuales tiene l´ımites laterales finitos. ii) Tiene derivada continua en todos los puntos de continuidad de la funci´ on salvo, a lo m´ as, en una cantidad finita, y en todo punto la derivada tiene l´ımites laterales finitos. 3.3.8. Teorema. Sea f ∈ L2 , 2π-peri´ odica, tal que en un entorno de x0 , Iδ0 = (x0 − δ0 , x0 + δ0 ), f es derivable a trozos. Entonces (3.3.51)



lim SN f (x0 ) =



N →∞



1 [f (x0 , +) + f (x0 , −)]. 2



Demostraci´ on. Por las propiedades del n´ ucleo de Dirichlet, (3.3.49) y (3.3.50) podemos hacer el c´ alculo siguiente (3.3.52) 1 SN f (x0 ) − [f (x0 , +) + f (x0 , −)] = 2 Z π 1 1 = DN (t)[f (x0 + t) − f (x0 , +) − f (x0 , −)]dt = 2 2 −π Z π Z π = DN (t)(f (x0 + t) − f (x0 , +))dt + DN (t)(f (x0 − t) − f (x0 , −))dt ≡ 0



0



≡ I1 + I2 .



Es claro que el comportamiento de los dos sumandos I1 e I2 es id´entico por lo que realizamos el estudio de I1 y dejamos al cuidado del lector persuadirse que a I2 se le estima de igual forma.
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Por la hip´otesis de regularidad, f es derivable a trozos, por lo que existe δ1 < δ0 |f ′ (s)| ≤ M , para cierta constante M , lo cual implica que tal que sup x0 


|f (x0 + t) − f (x0 , +)| ≤ M |t| Entonces (3.3.53) Z



π



I1 = =



Z



0



|t| < δ1 .



si



0



DN (t)(f (x0 + t) − f (x0 , +))dt =



δ



DN (t)(f (x0 + t) − f (x0 , +))dt +



≡ I1 (δ, N ) + I2 (δ, N ).



Z



π



δ



DN (t)(f (x0 + t) − f (x0 , +))dt ≡



Para δ < δ1 se tiene (3.3.54)



|I1 (δ, N )| ≤



Z



0



δ



M M t|DN (t)|dt ≤ π



Z



0



δ



t dt. 2 sen ( 2t )



Observando que si t ∈ [0, π], t ≤ 2π sen ( 2t ), se tiene que |I1 (δ, N )| ≤ M δ. As´ı, dado ε > 0, tomando δ ≤ min{δ1 , (3.3.55.)



ε }, resulta 2M



|I1 (δ, N )| ≤



ε . 2



Fijado δ > 0 para obtener (3.3.55), I2 (δ, N ) se estima por el lema (3.3.7), pues Z π 1 g(t) sen ((N + )t)dt, I2 (δ, N ) = 2 −π donde



  f (x0 + t) − f (x0 , +) 2π sen ( 2t ) g(t) =  0



si δ < t < π si



− π < t < δ.



Es claro que g ∈ L2 ([−π, π]). Entonces Z π 1 I2 (δ, N ) = g(t) sen ((N + )t)dt = 2 −π Z π Z π t t g(t) sen (N t) cos( )dt + g(t) cos(N t) sen ( )dt. 2 2 −π −π
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En virtud de (3.3.48a) y (3.3.48b), existe N0 tal que si N > N0 |I2 (δ, N )| ≤



(3.3.56)



ε . 2



Las desigualdades (3.3.55) y (3.3.56) demuestran el teorema.







En la demostraci´on anterior, queda clara la idea de localizaci´ on. Como el n´ ucleo de Dirichlet no es positivo, no podemos introducir el valor absoluto dentro de la integral definiendo las sumas parciales puesto que entonces Z



π



−π



|DN (t)|dt ≈ log N



N → ∞.



El lema de Riemann-Lebesgue establece que lo que ocurre fuera de un entorno del punto que se estudia no aporta nada en el l´ımite. La parte sustancial es que la regularidad de la funci´ on en un entorno del punto es suficiente para probar la convergencia. Un resultado como el anterior con s´olo la hip´otesis de continuidad es falso, como pone de manifiesto un contraejemplo del matem´atico germano Paul Du Bois-Reymond, publicado a fines del Siglo XIX. Du Bois-Reymond encuentra una funci´ on continua cuya serie de Fourier diverge en un subconjunto denso del intervalo [−π, π]. Dicho categ´oricamente, para asegurar la convergencia de la serie de Fourier en un punto, se necesita algo m´ as de regularidad en un entorno que la mera continuidad. El teorema de Dirichlet establece que la derivabilidad es suficiente y hay otros resultados que dan como condici´ on suficiente otras condiciones de regularidad m´ as d´ebiles. Pero lo cierto es que las funciones continuas quedan fuera de este tipo de resultados. Sin embargo, si se cambia el modo de sumar un teorema debido al matem´atico h´ ungaro Leopold F´ejer pone de manifiesto que se obtiene aproximaci´on uniforme para las funciones continuas. Este resultado, que tiene inter´es en s´ı mismo, nos dar´ a como consecuencia un teorema de densidad importante: el teorema de Weierstrass. El resultado de F´ejer puede formularse como sigue. 3.3.9. Teorema. Sea f continua y 2π-peri´ odica; consideremos las medias aritm´eticas de sumas parciales de Fourier de f , N



(3.3.56)



σN +1 f (x) =



1 X Sk f (x), N +1 0



entonces σN +1 f (x) → f (x) uniformemente cuando N → ∞. Para demostrar este resultado procedemos a expresar σN +1 f (x) de forma integral.
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Utilizando (3.3.39) se tiene 1 N +1



σN +1 f (x) = (3.3.57) 1 2π(N + 1)



Z



π



−π



Z



π



−π



N X



N X ( Dk (x − t))f (t)dt = 0



sen



0







(2k + 1)(x − t) 2



!



f (t) dt. sen ( x−t 2 )



Si se observa que (3.3.58)



2 sen (2k + 1)s sen s = cos 2ks − cos 2(k + 1)s,



se tiene (3.3.59)



N X



sen 2 (N + 1)s 1 − cos 2(N + 1)s = , 2 sen s sen s



sen (2k + 1)s =



0



por lo que sustituyendo (3.3.59) en (3.3.57) resulta (3.3.60)



σN +1 f (x) =



Z



π



−π



f (x − t)ΦN +1 (t)dt,



siendo



(3.3.61)



t sen 2 (N + 1)( ) 1 2 , ΦN +1 (t) = t 2π(N + 1) sen 2 ( ) 2



que es el llamado n´ ucleo de F´ejer de orden N . Las propiedades fundamentales del n´ ucleo de F´ejer son las siguientes 1) RΦN +1 (t) ≥ 0 y ΦN +1 (t) = ΦN +1 (−t). π 2) −π ΦN +1 (t)dt = 1 para todo N ∈ N. 3) Para cada δ ∈ (0, π) fijo, lim



N →∞



Z



π



ΦN +1 (t)dt = 0,



δ



para todo N ∈ N. El resultado 1) es evidente; 2) resulta de integrar directamente en la igualdad N



ΦN +1 (t) =



1 X Dk (t). N +1 0
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Para establecer 3), obs´ervese que si 0 < δ < t < π entonces 1 t sen 2 ( ) 2







1 δ sen 2 ( ) 2



,



y entonces es consecuencia del lema de Riemann-Lebesgue (3.3.7). Una observaci´on importante es que el n´ ucleo de F´ejer satisface id´enticas propiedades que el n´ ucleo de Poisson. Ambos son aproximaciones de la identidad en el sentido que verifican 1), 2) y 3). Las propiedades 2) y 3) podemos entenderlas como que la masa se concentra en un entorno de t = 0 a medida que crece N . Este mismo fen´omeno ocurre cuando en el n´ ucleo de Poisson hacemos tender r a 1. El nombre de aproximaci´ on de la identidad se justifica pues al calcular lo que hemos llamado integral de convoluci´ on y pasar al l´ımite, obtenemos la funci´ on de partida. Como consecuencia se verifica tambi´en el resultado de F´ejer enunciado como teorema (3.3.9). Demostraci´ on del teorema (3.3.9). Sea M = sup |f (x)|. Por ser f uniformemente continua en [−π, π], dado ε > 0 x∈[−π,π]



existe δ > 0 tal que si |x − y| < δ entonces |f (x) − f (y)| < 2ε . Utilizando la propiedad 2) del n´ ucleo de F´ejer podemos escribir Z π |σN f (x) − f (x)| = | ΦN (t)(f (x − t) − f (x))dt| ≤ (3.3.62)



|



Z



−δ



−π



+|



Z



−π



ΦN (t)(f (x − t) − f (x))dt|+ δ



−δ



ΦN (t)(f (x − t) − f (x))dt| + |



≡ I1 + I2 + I3 .



Z



π δ



ΦN (t)(f (x − t) − f (x))dt| ≡



Estimamos en primer lugar I2 , Z



δ



ε I2 ≤ ΦN (t)|f (x − t) − f (x)|dt ≤ 2 −δ



Z



π



ΦN (t)dt =



−π



ε . 2



Observamos que I1 e I3 se comportan de manera an´aloga. Estimamos I3 , Z π Z π I3 ≤ ΦN (t)|f (x − t) − f (x)|dt ≤ 2M ΦN (t)dt, δ



δ



la demostraci´on concluye teniendo en cuenta la propiedad 3) del n´ ucleo de F´ejer.  Como consecuencia del teorema de F´ejer obtenemos dos resultados importantes. El primero de ellos es el siguiente teorema de densidad de Weierstrass.
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3.3.10. Teorema. (Weierstrass) Toda funci´ on continua en [−1, 1] se puede aproximar por polinomios. Demostraci´ on. Dada una funci´ on f ∈ C([−1, 1]) la extendemos como funci´ on continua a f˜ definida en [−π, π] de forma que f˜(−π) = f˜(π). Por periodicidad se extiende como funci´ on continua a todo R. El teorema de F´ejer permite aproximar f˜ uniformemente por polinomios trigonom´etricos en [−π, π]. Pero los polinomios trigonom´etricos son funciones enteras, por tanto, son aproximables uniformemente por polinomios. La conclusi´on es ahora inmediata.  El lector se escargar´a de sustituir el intervalo [−1, 1] por otro cualquiera que sea cerrado y acotado. El resultado anterior se puede enunciar de manera equivalente diciendo que Los polinomios son densos en el espacio de las funciones continuas en un compacto, dotado con la topolog´ıa de la convergencia uniforme. El segundo resultado consecuencia del teorema de F´ejer es el siguiente teorema de unicidad. 3.3.11. Teorema. Los coeficientes de Fourier de una funci´ on continua la determinan un´ıvocamente. En efecto, si una funci´ on tiene coeficientes de Fourier cero, sus sumas de F´ejer convergen uniformemente a cero. Observaciones u ´ tiles para el c´ alculo. Cuando se trata de funciones reales se consideran las Series de Fourier de senos y cosenos, ∞ a0 X + (ak cos kx + bk sen kx), f (x) = 2 0 siendo los coeficientes de Fourier ahora ak =



bk =



1 π



Z



1 π



Z



π



f (s) cos ksds,



k = 0, 1, 2, . . .



−π π



f (s) sen ksds,



k = 1, 2, . . .



−π



Todos los resultados obtenidos son obviamente v´ alidos. Como consecuencia pr´ actica se tiene que: 1) Las funciones pares tienen cero los coeficientes correspondientes a los senos. 2) Las funciones impares tienen cero los coeficientes correspondientes a los cosenos.
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Una aplicaci´ on. Aplicaremos lo estudiado sobre series de Fourier al an´alisis de una propiedad extremal de la soluci´ on del problema de Dirichlet (3.3.1). Tal propiedad caracteriza a la soluci´ on y sirve para probar existencia de soluci´ on en dominios m´ as generales. Supondremos que en el problema (3.3.1) se tiene el dato f ∈ C 1 ; entonces podemos definir la siguiente integral de Dirichlet o integral de energ´ıa ZZ 1 (3.3.63) DR (u) = (u2x + u2y )dxdy, 2 BR donde BR representa la bola de centro el origen y radio R. Podemos expresar la energ´ıa en coordenadas polares de manera equivalente por (3.3.64)



DR (u) =



1 2



Z



2π



Z



R



(u2r +



0



0



1 2 u )rdrdθ. r2 θ



La soluci´ on de (3.3.6) viene dada por (3.3.20) y entonces se tiene (



(3.3.65) donde



ur = uθ =



P



n6=0



P∞



1 an = 2π



|n|r|n|−1 einθ an



−∞ (in)r



Z



|n| inθ



e



an ,



π



f (s)e−ins ds.



−π



La identidad de Par¸ceval implica que 1 2



(3.3.66)



Z



0



2π



(u2r



∞



X 1 + 2 u2θ )dθ = n2 r2|n|−2 |an |2 , r −∞



por lo que DR (u) =



∞



∞



1X 1X nR2|n| |an |2 → D1 (u) = n|an |2 , 2 −∞ 2 −∞



En la hip´otesis de que f ∈ C 1 se tiene que (3.3.67)



D1 (u) < ∞,



ya que si f (θ) =



∞ X −∞



an einθ ,



cuando R → 1.
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entonces f ′ (θ) =



∞ X



inan einθ ,



−∞



as´ı



Z



π



−π



|f ′ (θ)|2 dθ =



∞ X −∞



n2 |an |2 < ∞,



y en particular resulta (3.3.67). Observamos que si se supone s´olamente la continuidad del dato no se concluye (3.3.67) como pone de manifiesto el siguiente ejemplo de Hadamard. Consid´erese la funci´ on ∞ X 1 f (x) = sen (n!x), 2 n 0 evidentemente f es continua, pero la correspondiente integral de Poisson (soluci´ on de (3.3.1)) no verifica (3.3.67). Podemos formular ya la anunciada propiedad extremal del problema (3.3.6) cuando f ∈ C 1 . Consideremos la clase de funciones admisibles A = {g ∈ C 1 ([0, 1] × [0, 2π])|



g(r, θ) = g(r, θ + 2π), g(1, θ) = f (θ)}



Propiedad extremal de la soluci´ on de (3.3.6): La soluci´ on del problema de Dirichlet hace m´ınima la energ´ıa (3.3.63) sobre la clase de funciones admisibles A. M´as precisamente se tiene el siguiente resultado. 3.3.12. Teorema. Si u es soluci´ on del problema (3.3.6), entonces (3.3.68)



D1 (u) ≤ D1 (g),



cualquiera que sea



g ∈ A.



Demostraci´ on. La prueba es un c´ alculo que vamos a efectuar en detalle. Evidentemente basta probar que (3.3.69)



D1 (uN ) ≤ D1 (g),



N ∈ N,



siendo uN (r, θ) =



N X −N



ak r|k| eikθ .
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Seg´ un sabemos, uN verifica la ecuaci´ on de Laplace, por tanto aplicando el teorema de la divergencia de Gauss (1.2.3), ZZ 0= (g − uN )∆uN dxdy = B1 ZZ ZZ = div ((g − uN )∇uN ) dxdy − h∇(g − uN ), ∇uN )idxdy = B1 B1 Z ZZ = (g − uN )h∇uN , νidS − h∇(g − uN ), ∇uN )idxdy, x2 +y 2 =1



B1



siendo ν la normal exterior al disco unidad y dS el elemento de arco en la circunferencia unidad. Admitamos que Z (3.3.70) (g − uN )h∇uN , νidS = 0, x2 +y 2 =1



entonces se tiene probado (3.3.69) pues ZZ



2



ZZ



|∇(g − uN ) + ∇uN |2 dxdy = ZZ = 2D1 (uN ) + 2D1 (g − uN ) + 2 h∇(g − uN ), ∇uN idxdy =



2D1 (g) =



B1



|∇g| dxdy =



B1



B1



= 2D1 (uN ) + 2D1 (g − uN ) ≥ 2D1 (uN ),



por la hip´otesis suplementaria (3.3.70) y puesto que D1 (g − uN ) ≥ 0. Para acabar probamos (3.3.70). Dado que g(1, θ) = f (θ), g(1, θ) − uN (1, θ) =



X



ak eikθ .



|k|≥N +1



De otra parte se tiene (uN )ν (1, θ) = (uN )ρ (1, θ) =



X



|k|ak eikθ ,



X



ak eikθ )(



|k|≤N



entonces concluimos por ortogonalidad que ZZ (g − uN )h∇uN , νidS = x2 +y 2 =1 2π



=



Z



0



(g(1, θ) − uN (1, θ))(uN )ρ (1, θ)dθ =



Z



0



2π



(



|k|≥N +1



X



|k|≤N



|k|ak eikθ )dθ = 0,
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3.4.- Problemas mixtos para la ecuaci´on del calor en una dimensi´ on espacial. Vamos a aplicar los resultados de las secciones precedentes al estudio de problemas de conducci´ on de calor en una dimensi´on espacial. Concretamente, vamos a considerar el problema  ut (x, t) − uxx (x, t) = F (x, t) si (x, t) ∈ (0, l) × (0, ∞)     u(x, 0) = u0 (x) , x ∈ (0, l) (3.4.1)  Au(0, t) + Bux (0, t) = 0, t ∈ (0, ∞)    Au(l, t) + Bux (l, t) = 0, t ∈ (0, ∞) A, B ∈ R.



Si B = 0, (3.4.1) es el problema planteado en la introducci´ on y si A = 0 representa la conducci´ on del calor en el segmento (0, l) en condiciones de aislamiento. El lector se puede proponer condiciones de Sturm m´ as generales, es decir,  Au(0, t) + Bux (0, t) = 0 Cu(l, t) + Dux (l, t) = 0



A, B, C, D ∈ R,



y tambi´en las condiciones peri´odicas. El m´etodo ser´a id´entico al que consideramos para (3.4.1), variando u ´nicamente el c´ alculo algebraico previo. Haremos el estudio en partes para que los c´ alculos sean m´ as transparentes. La linealidad del problema permite obtener la soluci´ on final como suma de las soluciones de los problemas parciales de cada parte. 1.- Problema homogeneo. Consideramos el problema homogeneo, es decir, F (x, t) ≡ 0. Resulta  ut (x, t) − uxx (x, t) = 0 si (x, t) ∈ (0, l) × (0, ∞)     u(x, 0) = u0 (x), x ∈ [0, l] (P H)  Au(0, t) + Bux (0, t) = 0, t ∈ (0, ∞)    Au(l, t) + Bux (l, t) = 0, t ∈ (0, ∞) A, B ∈ R.



Buscando soluciones de la forma u(x, t) = X(x)T (t), se obtienen las ecuaciones ( ′′ X (x) − λX(x) = 0 (3.4.2) T ′ (t) − λT (t) = 0.



De igual forma a lo hecho en la introducci´ on del cap´ıtulo, el problema de contorno resultante es  ′′ X (x) − λX(x) = 0   AX(0) + BX ′ (0) = 0 (3.4.3)   AX(l) + BX ′ (l) = 0.
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Como la soluci´ on general de la ecuaci´ on en (3.4.3) es √



X(x) = c1 e



λx



+ c2 e−



√



λx



,



para que haya soluci´ on no trivial del problema, el sistema lineal (3.4.4)







√ √     c1 0 A + B λ√ √A − B λ√ = , − λl λl c 0 (A − B λ) e (A + B λ) e 2 √



ha de tener soluci´ on distinta de la soluci´ on cero, para lo cual se ha de verificar (A2 − B 2 λ)(e−



(3.4.5) As´ı, o bien λ0 =



√



λl



√



−e



λl



) = 0.



A2 (si B 6= 0), o bien B2 e−



(3.4.6)



√



λl



√



−e



λl



= 0.



Por tanto, se tiene (1) Si B = 0, es decir con condiciones de tipo Dirichlet, resulta que la sucesi´on de autovalores es λk = −



(3.4.7)



k2 π2 , l2



k ∈ N,



siendo las autofunciones correspondientes (3.4.8)



φk (x) = c2 sen (



kπx ). l



(2) Si B 6= 0 se tienen los autovalores (3.4.7′ )



λ0 =



A2 , B2



λk = −



k2 π2 , l2



k ∈ N,



siendo las autofunciones A



(3.4.8′ )



φ0 (x) = c2 e− B x , kπx kπx ) + c2 sen ( ), k ∈ N, φk (x) = c1 cos( l l kπ kπ donde (A + B )c1 + (A − B )c2 = 0. l l
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Ejemplos. 1) Si B = 0 entonces las autofunciones son φk (x) = sen (



kπx ). l



2) Si A = 0 entonces las autofunciones son φ0 (x) = 1,



φk (x) = cos(



kπx ), l



k ∈ N.



A partir de aqu´ı consideraremos las autofunciones φk normalizadas, es decir, de forma que kφk k2 = 1. Obs´ervese que esto se consigue tomando una cualquiera y dividiendo por su norma. La correspondiente ecuaci´ on en la variables t es Tn′ (t) = λn Tn (t),



cuyas soluciones son



Tn (t) = An e−(



kπ 2 l ) t



.



Por tanto, la soluci´ on de (3.4.1) se conjetura que es de la forma (3.4.9)



u(x, t) =



∞ X



ak φk (x)e−(



kπ 2 l ) t



,



0



donde ak =



Z



l



u0 (s)φk (s)ds.



0



Evidentemente si la serie (3.4.9) define una funci´ on, ´esta verifica los datos de contorno y el dato inicial. Si suponemos que u0 ∈ C 2 ([0, l]) y verifica los datos de contorno, la serie de Fourier de u0 converge uniformemente en [0, l]. Adem´as, utilizando la identidad de Green del corolario (3.2.2) se tiene a′′k = hu′′ , φk i = hu, φ′′k i = λk hu, φk i = λk ak , es decir, los coeficientes de Fourier de u se pueden estimar por |ak | ≤



M , |λk |



pues u′′ es continua y por la desigualdad de Bessel se tiene que sus coeficientes de Fourier verifican lim |a′′k | = 0. k→∞
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Por tanto, por el criterio de Weierstrass, tambi´en converge uniformemente la serie (3.4.9). Si se deriva t´ermino a t´ermino una vez respecto a t o dos veces respecto a x se obtiene ∞ X



(3.4.10)



0



−(



kπ 2 kπ 2 ) ak φk (x)e−( l ) t , l



tomando t0 > 0 la serie (3.4.10) tiene la mayorante ∞ X 0



−(



kπ 2 kπ 2 ) ak φk (x)e−( l ) t0 , l



si t ≥ t0 .



Como consecuencia de que la serie (3.4.9) converge uniformemente en [0, l] × [0, ∞) y la serie (3.4.10) converge uniformemente en [0, l] × [t0 , ∞), se tiene: 1) ut y uxx est´an definidas por la serie (3.4.10), verificandose la ecuaci´ on ut = uxx en (0, l) × (0, ∞). 2) ut , uxx ∈ C([0, l] × (0, ∞)). 3) Razonando por recurrencia se tiene que u ∈ C ∞ ((0, l) × (0, ∞)). 4) Se verifica la condici´ on inicial, en el sentido que lim u(x, t) = u0 (x),



t→0



uniformemente en



[0, l].



Es decir, u ∈ C([0, l] × [0, ∞)) Obs´ervese que si suponemos s´olamente que u0 ∈ L2 ([0, l]) se tienen las conclusiones 1), 2) y 3) pues los argumentos anteriores reposan en el hecho que los coeficientes de Fourier {an }k∈N forman una sucesi´on acotada. Evidentemente no se puede esperar un resultado como 4). No obstante veremos que el dato inicial se satisface en un sentido m´ as d´ebil. Probaremos que lim



t→0



Z



l



0



|u(x, t) − u0 (x)|2 dx = 0



En efecto, por la identidad de Par¸ceval Z



l



0



|u(x, t) − u0 (x)|2 dx =



∞ X 0



|ak |2 |1 − e−(



kπ 2 l ) t



|2 ,



por igual raz´on, para todo N ∈ N (3.4.11)



Z



0



l



|SN u(x, t) − SN u0 (x)|2 dx =



N X 0



|ak |2 |1 − e−(



kπ 2 l ) t



|2 .
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Hemos de ver que podemos permutar la suma de la serie con el paso al l´ımite cuando t tiende a cero. Tomando, SN u(x, t) =



N X



ak φk (x)e−(



kπ 2 l ) t



,



0



SN u0 (x) =



N X



ak φk (x),



0



resulta que dado ε > 0 existe N0 tal que si N > N0 , Z



0



∞ X



l



|u(x, t) − SN u(x, t)|2 dx =



y tambi´en,



Z



0



N



|ak |2 e−2(



l



|u0 (x) − SN u(x)|2 dx =



kπ 2 l ) t



N X M



≤



∞ X N



|ak |2 ≤



|ak |2 < ε,



∞ X N



para todo t > 0



|ak |2 < ε,



entonces, usando la desigualdad triangular Z l 1 ( |u(x, t) − u0 (x)|2 dx) 2 ≤ 0



Z l Z l 1 1 2 2 ( |u(x, t) − SN u(x, t)| dx) + ( |SN u(x, t) − SN u0 (x)|2 dx) 2 + 0



Z l 1 + ( |u0 (x) − SN u(x)|2 dx) 2 ≤



0



0



kπ 2 N ∞ X X −( ) t 1 2 2 21 |ak | |1 − e l |2 ) 2 , ≤ 2( |ak | ) + ( 0



N



y ahora pasando al l´ımite para t → 0 tenemos para cada ε > 0, lim



t→0



Z



0



l



√ |u(x, t) − u0 (x)|2 dx ≤ 2 ε,



como se quer´ıa probar. En resumen, hemos demostrado el resultado siguiente 3.4.1. Teorema. Sea u la funci´ on definida en (3.4.9), donde los coeficientes son los coeficientes de Fourier de u0 respecto a la familia de autofunciones (3.4.8).
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1) Si u0 ∈ C 2 ([0, l]) y verifica los datos de contorno, entonces u ∈ C ∞ ((0, l) × (0, ∞)) ∩ C([0, l] × [0, ∞)), siendo soluci´ on del problema (3.4.1). 2) Si u0 ∈ L2 ([0, l]) entonces u ∈ C ∞ ((0, l) × (0, ∞)), es soluci´ on del problema (3.4.1), en el sentido que verifica la ecuaci´ on y los datos de contorno en t > 0 y satisface el dato inicial en el sentido de L2 , es decir, lim ku(x, t) − u0 (x)k2 = 0.



t→0



Observaciones. 1) Como puede verse la ecuaci´ on del calor tiene la propiedad de que aunque el dato inicial del problema (3.4.1) no sea regular, en cualquier t > 0 la soluci´ on es indefinidamente diferenciable en el interior. A esta propiedad nos referiremos diciendo que la ecuaci´ on del calor tiene efecto regularizante. 2) Supongamos el caso B = 0, condiciones Dirichlet. La serie soluci´ on (3.4.9) se convierte en ∞ X kπ 2 kπ ak sen ( x)e−( l ) t u(x, t) = l 1 Por tanto, si t > t0 > 0, π 2



|u(x, t)| = e−( l ) t | π 2



≤ M e−( l )



t



∞ X 1



∞ X



ak sen (



1



π 2



e(( l )



2 −( kπ l ) )t



kπ 2 π 2 kπ x)e(( l ) −( l ) )t | ≤ l



π 2



≤ C(t0 )e−( l )



t



→ 0,



t → ∞,



siendo la convergencia uniforme en [0, l]. El calor se difunde y la temperatura tiende a cero cuando el tiempo tiende a infinito. 3) La ecuaci´ on del calor describe fen´omenos irreversibles; si se cambia t por τ = −t la ecuaci´ on s´olo cambia en que el signo m´ as se convierte en menos. Si se mira en la correspondiente serie de Fourier, el decaimiento exponencial en el tiempo se convierte en crecimiento exponencial.
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2.- Problema no homog´ eneo. Supongamos que F (x, t) 6= 0 y que F ∈ C([0, l] × [0, ∞)). Conjeturamos que la soluci´ on del problema (3.4.1) tiene la forma (3.4.12)



u(x, t) =



∞ X



Tk (t)φk (x),



0



donde {φn }k∈N es la sucesi´on de autofunciones del problema (3.4.3). Para determinar las funciones Tk , multiplicamos en la ecuaci´ on (3.4.1) por φk (x), integramos en [0, l], Z l Z l Z l ut (x, t)φk (x)dx = uxx (x, t)φk (x)dx + F (x, t)φk (x)dx = 0 0 0 (3.4.13) Z l Z l = λk



u(x, t)φk (x)dx +



0



F (x, t)φk (x)dx,



0



donde se ha integrado por partes dos veces y se ha usado que φk es una autofunci´on. Si suponemos ahora que se puede permutar la suma de la serie (3.4.12) definiendo u, con la integraci´ on y usando la ortogonalidad de las autofunciones φk , obtenemos que Tk debe verificar ( ′ Tk (t) = λk Tk (t) + ck (t) (3.4.14) Tk (0) = ak , donde



(



Rl ck (t) = 0 F (x, t)φk (x)dx Rl ak = 0 u0 (x)φk (x)dx



La soluci´ on de (3.4.14) la calculamos expl´ıcitamente por la f´ormula de Lagrange y resulta Z t λk t (3.4.15) Tk (t) = ak e + eλk (t−s) ck (s)ds 0



Entonces, formalmente la soluci´ on de (3.4.1) la podemos escribir como (3.4.16)



u(x, t) =



∞ X



λk t



(ak e



+



0



Z



t



eλk (t−s) ck (s)ds)φk (x).



0



Para terminar justificamos los c´ alculos realizados con las hip´otesis de regularidad que se tienen. La serie en (3.4.16) la descomponemos en dos partes u1 (x, t) =



∞ X 0



ak eλk t φk (x),
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que es la soluci´ on del problema homog´eneo, cuyo comportamiento ya hemos estudiado y, de otra parte, ∞ Z t X ( u2 (x, t) = eλk (t−s) ck (s)ds)φk (x) 0



0



que resuelve el problema (3.4.1) con dato inicial u0 (x) ≡ 0. Observamos que si F ∈ C([0, l] × (0, ∞)), se tiene ∞ Z X 0



(3.4.17)



=



0



Z



0



t



Z tX ∞



t



|ck (s)|2 ds =



0



0



|ck (s)|2 ds =



Z l ( |F (x, s)|2 dx)ds, 0



por el teorema de convergencia mon´otona y la identidad de Par¸ceval. Por consiguiente, las sumas parciales definiendo u2 verifican la desigualdad



(3.4.18)



Z t N Z t N X X λk (t−s) 2 k ( e ck (s)ds)φk (x)k2 = | eλk (t−s) ck (s)ds|2 ≤ M



N X M



0



0



M



Z t Z t Z N X e2λk t − 1 t |ck (s)|2 ds = e2λk (t−s) ds) |ck (s)|2 ds, ( 2λ k 0 0 0 M



donde se ha aplicado la desigualdad de Cauchy-Schwartz y de nuevo la identidad de Par¸ceval. Es decir, las medias cuadr´aticas en [0, l] de las sumas parciales definiendo a u2 , convergen uniformemente en [0, T ]. kπ De otro lado, teniendo en cuenta que λk = −( )2 y fijando T > 0 de (3.4.18) l obtenemos Z t N N Z t X X λk (t−s) | eλk (t−s) ck (s)ds| ≤ ( e ck (s)ds)φk (x)| ≤ B | M



0



M



0



Z t 1 e2λk t − 1 1 ≤B ( )2 ( |ck (s)|2 ) 2 ds ≤ 2λk 0 M N N Z B X e2λk T − 1 B X T ≤ + |ck (s)|2 ds → 0, 2 2λk 2 0 N X



M



M



M, N → ∞,



pues la primera serie es convergente y N Z X M



0



T



|ck (s)|2 ds ≤



Z



0



T



Z



0



l



|F (x, s)|2 dxds = A(T ),
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entonces, u2 ∈ C([0, l] × (0, ∞)). Podemos reescribir la soluci´ on u2 de la forma siguiente u2 (x, t) =



∞ X 0



=



∞ X 0



=



0



Z t Z l λk (t−s) φk (x)( e F (y, s)φk (y)dyds) = 0



Z tZ 0



Z t eλk (t−s) ck (s)ds) = φk (x)(



0



l



∞ X



(



0



0



eλk (t−s) φk (y)φk (x))F (y, s)dyds ≡



Z tZ 0



l



G(x, y, t, s)F (y, s)dyds,



0



donde G es la funci´ on de Green del problema G(x, y, t, s) ≡



∞ X



eλk (t−s) φk (y)φk (x).



0



La continuidad de u2 se puede obtener tambi´en de esta expresi´ on. Para obtener el resultado de unicidad y otros resultados de regularidad esperamos al cap´ıtulo 6. 3) Datos de contorno no homog´ eneos. Para fijar las ideas resolveremos el problema (3.4.1) con las condiciones de contorno siguientes  u(0, t) = µ1 (t) (3.4.19) u(l, t) = µ2 (t). x (µ2 (t) − µ1 (t)) para que verifique (3.4.19), y hacemos l el cambio de variable dependiente v(x, t) = u(x, t) − w(x, t). En la nueva variable resulta



Definimos w(x, t) = µ1 (t) +



vt − vxx = ut − uxx − (wt − wxx ) = F (x, t) − (wt − wxx ) ≡ H(x, t), con lo que el problema a resolver es  vt − vxx = H(x, t)    v(0, t) = 0 = v(l, t)  x   v(x, 0) = u0 (x) − (µ1 (0) − (µ2 (0) − µ1 (0))), l



cuya soluci´ on se ha calculado en la etapa previa. El argumento anterior supone la regularidad suficiente sobre µ1 y µ2 . Invitamos al lector a plantearse otras condiciones separadas no homog´eneas.
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3.5.- Problemas de contorno para la ecuaci´on de ondas: la cuerda vibrante. Como se dedujo en la secci´on (1.5) el problema que plantea la vibraci´on de una cuerda sujeta por los extremos es el siguiente



(3.5.1)



 (1)     (2)  (3)    (4)



utt (x, t) − uxx (x, t) = F (x, t) 0 < x < l, u(0, t) = 0 = u(l, t),



u(x, 0) = u0 (x), ut (x, 0) = u1 (x),



t∈R



t∈R



x ∈ [0, l]



x ∈ [0, l],



donde u0 es la posici´ on inicial y u1 la velocidad inicial. Nos ocuparemos en esta secci´on del estudio del problema (3.5.1) y como en la secci´on anterior dividimos el estudio en etapas. 1.- Problema homog´ eneo, F (x, t) ≡ 0. Procediendo a buscar soluciones de variables separadas se obtiene el problema de autovalores ( ′′ X (x) − λX(x) = 0 (3.5.2) X(0) = 0 = X(l), cuyo estudio se ha hecho en la secci´on (3.4); es decir, los autovalores de (3.5.2) son {λn }k∈N = {−



n2 π 2 }k∈N , l2



siendo las autofunciones correspondientes normalizadas φn =



r



nπx 2 sen ( ). l l



Las ecuaciones resultantes para la variable temporal son Tn′′ (t) + (



n2 π 2 )Tn (t) = 0 l2



que integr´andolas elementalmente dan Tn (t) = c1 cos(



nπt nπt ) + c2 sen ( ). l l
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La soluci´ on del problema (3.5.1) se escribe como (3.5.3)



r ∞ X nπt nπx 2 nπt ) + bn sen ( )) sen ( ). u(x, t) = (an cos( l l l l 0



Como ha de ser







u(x, 0) = u0 (x) ut (x, 0) = u1 (x)



los coeficientes en (3.5.3) ser´an (3.5.4) y como



(3.5.5)



r Z l nπs 2 an = )ds, u0 (s) sen ( l 0 l ut (x, 0) =



r



nπ ( )bn = l



r Z l nπx 2 )dx. u1 (x) sen ( l 0 l



∞



nπx 2 X nπ ( )bn sen ( ), l 0 l l



Podemos observar en (3.5.3) que no se obtiene ning´ un decaimiento en el tiempo y as´ı la serie no mejora el comportamiento, al contrario de lo que ocurr´ıa con la ecuaci´ on del calor. Por tanto, en la ecuaci´ on de ondas no encontramos efecto regularizante, la convergencia de la serie, y como consecuencia la regularidad de la soluci´ on, reposa en la regularidad de los datos iniciales de una manera fundamental. Si suponemos que (3.5.6)



u(x, 0) = u0 (x) ∈ C 3 ([0, l]),



ut (x, 0) = u1 (x) ∈ C 2 ([0, l]),



con las condiciones de compatibilidad (3.5.7)



0 = u0 (0) = u0 (l) = u1 (0) = u1 (l) = u′′0 (0) = u′′0 (l),



entonces la soluci´ on de (3.5.1) definida por (3.5.3) verifica u ∈ C 2 ([0, l] × (−∞, ∞)). Las condiciones (3.5.7) son necesarias para que la soluci´ on satisfaga puntualmente los datos en la banda [0, l] × (−∞, ∞). De acuerdo con las condiciones (3.5.6) y (3.5.7) y el corolario (3.3.5) se tiene  M0   |an | ≤ 3 n   |b | ≤ M1 , n n3
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por lo que la regularidad se obtiene comprobando que la derivaci´on t´ermino a t´ermino da series uniformemente convergentes. Se dejan al cuidado del lector las u ´ltimas comprobaciones. Si derivamos la soluci´ on u respecto a t y a x obtenemos r ∞ X 2 nπ nπt nπt nπx ut (x, t) = ( )(−an sen ( ) + bn cos( )) sen ( ) l l l l l 0



y



r ∞ X nπt nπx 2 nπ nπt ) + bn sen ( )) ( ) cos( ), ux (x, t) = (an cos( l l l l l 0



respectivamente. Fijado t se obtiene por la identidad de Par¸ceval Z Z 1 l 1 l 2 2 (3.5.8) (|ut (x, t)| + |ux (x, t)| )dx = (|u1 (x)|2 + |u′0 (x)|2 )dx. 2 0 2 0 La identidad (3.5.8) se conoce como principio de conservaci´ on de la energ´ıa, que podemos leer tambi´en diciendo que la suma de las medias cuadr´aticas de la derivada respecto al tiempo y respecto al espacio son constantes en el tiempo. Como consecuencia de (3.5.8) se tiene un resultado de unicidad de soluci´ on para el problema (3.5.1). En efecto, si hubiese dos soluciones u y v la integral de energ´ıa para la diferencia w = u − v en t = 0 es nula. Por tanto, la energ´ıa es nula en todo t, que implica que wt = 0 y wx = 0 en todo punto. Se concluye que w(x, t) = c, constante. Pero como w(x, 0) = 0 por hip´otesis, concluimos que u(x, t) = v(x, t). Obs´ervese que los argumentos anteriores son v´alidos en tanto que la integral de energ´ıa sea finita. Esto es as´ı, suponiendo que u1 ∈ L2 ([0, l]) y que u′0 ∈ L2 ([0, l]). En este caso hay que entender la soluci´ on en un sentido d´ebil, del cual no nos ocuparemos por el momento.



Podemos escribir (3.5.3) de la forma (3.5.9)



u(x, t) =



∞ X



An cos(



0



siendo An =



r



2p 2 an + b2n , l



nπ nπx (t + δn )) sen ( ), l l bn nπ δn = − arctan( ). l an



Cada sumando en (3.5.9) se llama onda estacionaria; los puntos l x=m , n



m = 1, . . . , (n − 1),
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son los nodos, es decir, los puntos que quedan en reposo para todo tiempo en la onda estacionaria. Se llama vientre de la onda a los puntos en que sen (



nπx0 ) = ±1, l



es decir, aquellos en que la amplitud de oscilaci´on es m´ axima. Evidentemente tales puntos son 2m + 1 l, x= 2n siendo m = 0, . . . , (n − 1). Fijado el tiempo, toda onda estacionaria tiene un perfil sinusoidal pues es un (x, t) = cn (t) sen (



nπx ), l



donde



nπ . l De esta forma queda claro que cada onda estacionaria, un , tiene una frecuencia propia de oscilaci´ on, ωn , que es igual en todos los puntos. En los tiempos tales que cos(ωn (t + δn )) = ±1, las desviaciones son m´ aximas y la velocidad del movimiento es nula. Por el contrario, en los tiempos en que cos(ωn (t + δn )) = 0, la velocidad es m´ axima y la desviaci´on nula. Con (3.5.9) hemos obtenido la vibraci´on de una cuerda como combinaci´on de ondas estacionarias, es la combinaci´on de tonos simples. cn (t) = An cos(ωn (t + δn )),



siendo ωn =



2.- Problema no homog´ eneo, F (x, t) 6= 0. Se proceder´a como en el caso de la ecuaci´ on del calor, es decir, conjeturando que la soluci´ on es de la forma (3.5.10)



u(x, t) =



∞ X 0



Tn (t) sen (



nπ x). l



Entonces Z l Z l nπ nπ (3.5.11) (utt (x, t) − uxx (x, t)) sen ( x)dx = F (x, t) sen ( x)dx ≡ cn (t), l l 0 0 de donde se obtiene por ortogonalidad e integrando por partes (3.5.12)



Tn′′ (t) + (



nπ 2 ) Tn (t) = cn (t), l



y para que se verifiquen los datos iniciales ( Tn (0) = an (3.5.13) nπ Tn′ (0) = bn ( ), l
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donde an y bn est´an definidos por (3.5.4) y (3.5.5), respectivamente. La soluci´ on de la ecuaci´ on (3.5.12) verificando los datos (3.5.13) se obtiene por la f´ormula de variaci´ on de las constantes y resulta (3.5.14)



nπ l nπ Tn (t) = an cos( t) + bn sen ( t) + l l nπ



Z



t



cn (s) sen (



0



nπ (t − s))ds. l



Basta sustituir en (3.5.10). La regularidad depende de los datos y ser´a estudiada en el cap´ıtulo dedicado a la ecuaci´ on de ondas.



3.6.- El problema de Dirichlet en el semiplano positivo. La transformaci´on de Fourier. El problema que estudiamos en esta secci´on tiene como dificultad a˜ nadida que el dominio no es acotado, concretamente consideraremos el semiplano positivo,



entonces su cierre es



R2+ = {(x, y) ∈ R2 |



y > 0},



¯ 2 = {(x, y) ∈ R2 | R +



y ≥ 0}.



Nos planteamos el problema de Dirichlet para la ecuaci´ on de Laplace en R2+ , es decir, el problema (3.6.1)



(



∆u(x, y) = 0, u(x, 0) = f (x),



(x, y) ∈ R2+ x ∈ R,



donde por el momento supondremos que f es lo regular que se necesite para que los c´ alculos sean v´alidos. M´as adelante precisaremos dicha regularidad. Es obvio que tal como hemos planteado el problema en (3.6.1), en general, no tiene soluci´ on u ´nica; en efecto, si suponemos por ejemplo f ≡ 0, u(x, y) ≡ 0 y v(x, y) = y son soluciones de (3.6.1) con dato nulo. Lo que ocurre es que al ser R2+ un dominio no acotado hay parte de su frontera en que no hemos fijado ning´ un dato, no se ha fijado el dato en el infinito, o dicho m´ as precisamente, no hemos fijado qu´e pasa con la soluci´ on cuando x2 + y 2 → ∞. Tal condici´ on en el infinito se va a introducir pidiendo acotaci´on en R2+ . Es decir, consideraremos el problema



(3.6.2)



 2   ∆u(x, y) = 0, (x, y) ∈ R+ u(x, 0) = f (x), x ∈ R   ¯2 . |u(x, y)| ≤ M < ∞, (x, y) ∈ R +
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Como en las secciones previas, la idea es utilizar el m´etodo de separaci´on de variables, es decir, buscar soluciones de la ecuaci´ on de Laplace de la forma U (x, y) = X(x)Y (y). Al sustituir en la ecuaci´ on, se obtienen las ecuaciones diferenciales ordinarias ( ′′ X (x) + cX(x) = 0 (3.6.3) Y ′′ (y) − cY (y) = 0. Para c 6= 0 las soluciones de las ecuaciones de (3.6.3) son √ √ ( X(x) = aei cx + be−i cx (3.6.4) √ √ Y (y) = Ae cy + Be− cy . Como u debe ser acotada, necesariamente ha√de ser c > 0 y A = 0. Poniendo c = (2πξ)2 para ξ ∈ (−∞, ∞), resulta 2πξ = ± c, luego uξ (x, y) = X(x)Y (y) = e−2π|ξ|y e2πiξx



(3.6.5.)



En analog´ıa a lo que se hace con las series de Fourier en los casos estudiados en las secciones previas, ser´ıa razonable escribir la soluci´ on como Z ∞ (3.6.6) u(x, y) = a(ξ)e−2π|ξ|y e2πiξx dξ. −∞



Pero como debe satisfacerse (3.6.7)



u(x, 0) = f (x) =



Z



∞



a(ξ)e2πiξx dξ,



−∞



donde los coeficientes de Fourier son ahora una familia continua y parece natural definirlos por Z (3.6.8) a(ξ) = e−2πihx,ξi f (t)dt, RN



en analog´ıa al caso de las series de Fourier Al menos formalmente, sustituyendo (3.6.8) en (3.6.6) y suponiendo que se verifican las hip´otesis para que el cambio de orden de integraci´ on sea l´ıcito, se obtiene



(3.6.9)



Z



∞



u(x, y) = −∞ Z ∞ Z = f (t)( −∞



Z (



e−2πihx,ξi f (t)dt)e−2π|ξ|y e2πiξx dξ =



RN ∞ −2π|ξ|y 2πiξ(x−t)



e



−∞



e



dξ)dt.
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Pero tenemos que Z



(3.6.10)



∞



e−2π|ξ|y e2πiξ(x−t) dξ =



−∞



puesto que



Z



∞



−∞



=



Z



y 1 , π (x − t)2 + y 2



e−2π|ξ|y e2πiξs dξ = 0



e2πξ(is+y) dξ +



−∞



Z



∞



e2πξ(is−y) dξ =



0



1 1 y = − = . 2 2π(is + y) 2π(is − y) π(s + y 2 ) De (3.6.10) y (3.6.9) se concluye (3.6.11)



u(x, y) =



1 π



Z



∞



−∞



y f (t)dt. (x − t)2 + y 2



La funci´ on P (x, y) =



y 1 2 π x + y2



es el n´ ucleo de Poisson en el dominio R2+ . Son muy f´aciles de comprobar las siguientes propiedades de P (x, y): P (x, y) ≥ 0,



(3.6.12)



Z



(3.6.13)



∞



en



R2+ ,



P (x, 1)dx = 1,



−∞



(3.6.14)



Z



∞



P (x, y)dx =



−∞



(3.6.15)



Z



|x|>δ



(3.6.16)



1 y



Z



∞



x P ( , 1)dx = y −∞



P (x, y)dx = 1 −



Z



∞



2 δ arctan( ) → 0, π y



∆P ≡ Pxx + Pyy = 0,



en



P (s, 1)ds = 1,



−∞



y → 0,



R2+ .



Una demostraci´on exactamente igual a la del teorema (3.3.3) establece el siguiente resultado
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3.6.1 Teorema. Sea g ∈ C(R), tal que sup |g(x)| < M < ∞. x∈R



Entonces v(x, y) =



Z



∞



−∞



P (x − t, y)g(t)dt



verifica (1) ∆v = 0 en R2+ ¯2 (2) |v(x, y)| ≤ M si (x, y) ∈ R + (3) lim v(x, y) = g(x), uniformemente sobre compactos de R. y→0



De esta forma hemos encontrado soluci´ on al problema (3.6.2). La unicidad de soluci´ on para el problema (3.6.2) es una cuesti´on m´ as delicada y la posponemos al cap´ıtulo 5. Tras el estudio realizado de las series de Fourier y de sus aplicaciones, es natural interesarse por la expresi´ on (3.6.8), con la esperanza de que resulte igualmente u ´til para representar funciones definidas sobre la recta real. De acuerdo con (3.6.8) formulamos la definici´on siguiente. 3.6.2. Definici´ on. Sea f una funci´ on integrable en R, es decir, tal que Z ∞ |f (t)|dt < ∞. −∞



Se define la transformada de Fourier de f por Z b (3.6.17) f (ξ) = e−2πihx,ξi f (t)dt RN



Para coger confianza con el nuevo objeto introducido, es conveniente calcular una transformada de Fourier. Concretamente calcularemos la de la funci´ on gaussiana, es decir, la transformada de Fourier de 2



g(x) = e−aπ|x| ,



a > 0.



Escribiendo la f´ormula (3.6.17) para la funci´ on g se tiene Z 2 e−2πihx,ξi e−aπ|t| dt, (3.6.18) gb(ξ) = RN



poniendo



r √ π 2 π 2 πat + 2πitξ = ( aπt + i ξ) + ξ a a 2
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resulta (3.6.19)



π



gb(ξ) = e− a ξ



2



Z



∞



e−(



√



aπt+i



√π



a ξ)



2



dt.



−∞



Calcularemos la integral que queda en (3.6.19) usando variable compleja. Fijado ξ y para cada R > 0 consideramos el camino de integraci´ on Γ definido por el segmento del eje real querva de −R + i0 a R + i0, el segmento vertical que unerel punto R + i0 y π π el punto R + i ξ, el segmento horizontal uniendo el punto R + i ξ con el punto a a r r π π ξ y por u ´ltimo, el segmento vertical uniendo el punto −R + i ξ con −R + i a a −R + i0. El interior de Γ es un rect´angulo que llamaremos RΓ , donde la funci´ on de 2 variable compleja h(z) = e−z , es anal´ıtica. El teorema de Cauchy implica entonces que Z 2



e−z dz = 0,



Γ



como adem´ as



Z ( π )1/2 ξ √ 2 a lim | e−( aπR+is) ds| = 0,



R→∞



0



resulta que



(3.6.20)



Z



∞



−∞ ∞



Z



e−(



√



aπt+i



2



e−aπt dt =



−∞



dado que



√π



Z



∞



a ξ)



Z



2



dt =



∞



2 dy 1 e−y √ =√ , aπ a −∞



2



e−y dy =



√



π.



−∞



Por tanto sustituyendo en (3.6.19) obtenemos (3.6.21)



π 2 1 gb(ξ) = √ e− a ξ , a



que muestra como la transformada de Fourier de una gaussiana es otra gaussiana. Este ejemplo es el que servir´a de norma para estudiar la transformada de Fourier. Dado el ´exito obtenido con la gaussiana, vamos a fijarnos en algunas de sus propiedades; fundamentalmente en las dos siguientes. 1) Toda gaussiana, g ∈ C ∞ (R).
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2) Dada una gaussiana g y sendos enteros no negativos n y m se verifica dn g (3.6.22) sup |xm n (x)| < c(n, m), dx x∈R donde c(n,m) es una constante dependiendo de n y m. Ambas propiedades se obtienen por c´ alculo directo sin ninguna dificultad. Agruparemos en una familia a todas las funciones verificando las propiedades 1) y 2) de la gaussiana. Tal clase de funciones se suele designar por S(R) en honor de Laurent Schwartz, quien por primera vez la introdujo como tal clase, llam´andola clase de funciones temperadas. El nombre es bastante afortunado pues quiere decir que una funci´ on est´a en S(R) si ella y cualquier derivada suya tiende a cero en el infinito m´ as rapidamente que cualquier polinomio, como el lector puede probar con un c´ alculo rutinario. Para ser un poco m´ as formales, escribimos en detalle la definici´on de S(R), dn f (3.6.23) S(R) = {f ∈ C ∞ (R)| sup |xm n (x)| ≤ cn,m < ∞, n, m ∈ N}. dx x∈R De la propia definici´on de S se sigue que a) Si f, g ∈ S y α, β ∈ R, entonces αf + βg ∈ S b) Si f, g ∈ S, entonces f g ∈ S. Adem´as si f es una funci´ on temperada, tomando en (3.6.22) n = 0 y m = 2 se tiene |(1 + |x|2 )f (x)| ≤ M,



(3.6.24) por tanto, (3.6.25)



Z



∞



−∞



|f (x)|dx ≤ M



Z



∞



−∞



dx < ∞, 1 + x2



es decir, f es integrable. La observaci´on anterior implica, en particular, que la transformada de Fourier de f ∈ S(R) est´a bien definida pues Z b (3.6.26) f (ξ) = e−2πihx,ξi f (t)dt, RN



y la integral es finita. Obs´ervese que adem´ as de (3.6.26) y (3.6.25) se concluye Z ∞ (3.6.27) sup |fb(ξ)| ≤ |f (t)|dt < ∞. ξ∈R



−∞



La correcta lectura de (3.6.27) es que la transformada de Fourier de una funci´ on integrable es acotada y entonces, en particular, esto es cierto si f ∈ S(R). Las propiedades m´ as elementales de la transformada de Fourier de funciones temperadas ponen de manifiesto c´ omo ser´an las aplicaciones de ella a las ecuaciones en derivadas parciales.
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3.6.3. Teorema. Sea f ∈ S(R), entonces (1) fb ∈ C ∞ (R) y adem´ as



dk fb (ξ) = gb(ξ), dξ k



(3.6.28)



siendo



g(x) = (−2πix)k f (x).



dk f (x) ∈ S(R), verific´ andose dxk



(2)



k dd f (ξ) = (2πiξ)k fb(ξ). dxk



(3.6.29)



(3) Si se supone tambi´en que g es una funci´ on integrable y se define Z ∞ (3.6.30) h(x) = f (t)g(x − t)dt ≡ f ∗ g(x), −∞



integral de convoluci´ on de f y g, se tiene que h es integrable y que b h(ξ) = fb(ξ)b g (ξ).



(3.6.31) (4) fb ∈ S(R).



Demostraci´ on. 1) Si se escribe la transformada de Fourier Z b f (ξ) = e−2πihx,ξi f (t)dt, RN



dk (f (x)e−2πxξ ) es integrable en valor absoluto, se puede dξ k derivar bajo el signo integral, resultando



teniendo en cuenta que



dk fb (ξ) = dξ k



Z



∞



−∞



f (t)



dk −2πtξ (e )dt = dξ k



Z



∞



f (t)(−2πit)k e−2πitξ dt,



−∞



y llamando g(x) = (−2πix)k f (x), se tiene (3.6.28). dk f 2) Que ∈ S(R), es una consecuencia inmediata de la definici´on de S(R). Para dxk establecer la f´ormula (3.6.29) basta hacerlo para k = 1 y reiterar la prueba. Pero, integrando por partes, Z Z c df df (ξ) = e−2πihx,ξi (t)dt = (−2πiξ) e−2πihx,ξi f (t)dt = (−2πiξ)fb(ξ), dx dt RN RN
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que es (3.6.29) con k = 1. 3) Que h es integrable es consecuencia inmediata del teorema de Fubini-Tonelli sobre inversi´on del orden de integraci´ on, en efecto, Z



Z ∞ Z ∞ |h(x)|dx ≤ ( |f (t)||g(x − t)|dt)dx = −∞ −∞ −∞ Z ∞ Z ∞ Z ∞ Z ∞ = |f (t)|( |g(x − t)|dx)dt = |f (t)|( |g(u)|du)dt = −∞ −∞ −∞ −∞ Z ∞ Z ∞ |g(u)|du). |f (t)|dt)( =( ∞



−∞



−∞



Para obtener (3.6.31) efectuamos el c´ alculo directamente Z ∞ Z Z b f (x)g(t − x)dx)dt = e−2πihx,ξi ( e−2πihx,ξi h(t)dt = h(ξ) = −∞ RN RN Z ∞ Z ∞ = f (x)( g(t − x)e−2πitξ dt)dx = −∞ −∞ Z ∞ Z ∞ = f (x)( g(t − x)e−2πi(t−x)ξ dt)e−2πixξ dx = fb(ξ)b g (ξ), −∞



−∞



que es la identidad buscada. 4) Hemos de establecer que si m ≥ 0 y n ≥ 0 son n´ umeros enteros, se verifica |ξ m



dn fb (ξ)| ≤ C, dξ n



que, por los apartados 1) y 2) anteriores, es equivalente a (3.6.32)



ξm



dn fb (ξ) = a dξ n



Z



e−2πihx,ξi RN



dm n (t f (t))dt. dtm



dm Por definici´on, la funci´ on g(x) = m (xn f (x)) ∈ S(R), por tanto, (3.6.27) implica dx que |b g (ξ)| < C, como quer´ıamos demostrar.







Podemos resumir el contenido del teorema (3.6.3) diciendo que, en primer lugar, la transformada de Fourier aplica S en S, b : S −→ S.
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En segundo lugar: a) La transformada de Fourier transforma derivaci´on en multiplicaci´on por monomios, como indica la f´ormula (3.6.29). b) La derivaci´on de la transformada de Fourier es la transformada de Fourier del producto de un monomio por la funci´ on, como precisa la f´ormula (3.6.28). c) El producto de convoluci´on es transformado en el producto de las transformadas de Fourier, como expresa (3.6.31). Observaciones. (1) La transformada de Fourier se extiende a RN por la f´ ormula fb(ξ) =



Z



f (t)e−2πiht,ξi dt,



RN



donde h, i es el producto escalar en RN . (2) La transformaci´ on de Fourier permite que un problema diferencial se convierta en un problema algebraico, por ejemplo, si se quiere resolver el problema (3.6.33)



∆u = f,



en



R2 ,



se transforma en (3.6.34)



−4π 2 |ξ|2 u b(ξ) = fb(ξ).



Evidentemente, para que la estrategia expuesta culmine con ´exito el c´ alculo de una soluci´ on de (3.6.33), es necesario saber si es posible recuperar una funci´ on a partir de su transformada de Fourier, es decir, necesitamos saber invertir la transformada de Fourier. A esta importante cuesti´on dedicamos el resto de esta secci´on. El apartado 4) del teorema (3.6.3) tiene como caso particular que (3.6.35)



lim |fb(ξ)| = 0,



|ξ|→∞



que puede verse como una extensi´ on a la transformada de Fourier del teorema de Riemann-Lebesgue demostrado para series de Fourier, es decir, tenemos un resultado de localizaci´on. Realmente el resultado, que es conocido tambi´en como teorema de Riemann-Lebesgue, es para funciones integrables y puede obtenerse de (3.6.35) por un argumento de densidad de S en las funciones integrables. Tal resultado de densidad se puede obtener siguiendo las indicaciones del ejercicio 33 de este cap´ıtulo.
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3.6.4. Teorema. (Riemann-Lebesgue) R∞ Sea f funci´ on integrable en R, es decir, −∞ |f |dx < ∞, entonces lim |fb(ξ)| = 0.



(3.6.36)



|ξ|→∞



Demostraci´ on. Para f funci´ on integrable y ε > 0 existe g ∈ S tal que Z



∞



−∞



|f − g|dx < ε.



Entonces |fb(ξ)| ≤ |fb(ξ) − gb(ξ)| + |b g (ξ)| ≤



Z



∞



−∞



|f − g|dx + |b g (ξ)|,



que teniendo en cuenta (3.6.35), implica que para todo ε > 0 lim |fb(ξ)| ≤ ε,



|ξ|→∞



prob´ andose el resultado. 



Recogemos a continuaci´on un resultado elemental e importante. 3.6.5. Lema. Sean f, g ∈ S(R). Entonces Z



(3.6.37)



∞



−∞



fb(y)g(y)dy =



Z



∞



f (y)b g (y)dy.



−∞



Demostraci´ on. Basta utilizar el teorema de Fubini, Z



∞



−∞



Z f (ξ)(



−2πihx,ξi



e RN



g(t)dt)dξ =



Z



∞



−∞



Z g(t)(



e−2πihx,ξi f (ξ)dξ)dt RN



que prueba el resultado.  Este resultado y el hecho que la transformada de Fourier de una gaussiana es otra gaussiana ser´an los ingredientes fundamentales de la prueba del teorema de inversi´on. Si f ∈ S hemos demostrado que fˆ ∈ S, entonces tiene sentido la siguiente definici´on.
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3.6.6. Definici´ on. (Transformada inversa de Fourier) Sea fb transformada de Fourier de f ∈ S se define Z (fˆ)ˇ(t) = e2πihx,ξi fˆ(ξ)dξ, RN



La conjetura es que (fˆ)ˇ = f . El resultado siguiente prueba esta conjetura. 3.6.7. Teorema. (inversi´ on de la transformada de Fourier) Si f ∈ S(R), entonces (fˆ)ˇ = f Demostraci´ on. Hemos de probar que (3.6.38)



f (t) =



Z



e2πihx,ξi fˆ(ξ)dξ.



RN



Para ε > 0 consideramos la gaussiana 2 2



gε (ξ) = e−πε por el lema (3.6.5) se tiene Z Z 2πihx,ξi ˆ (3.6.39) e f (ξ)gε (ξ)dξ = RN



ξ



∞



,



\ f (ξ)e2πitξ gε (ξ)dξ.



−∞



Llamando hε (x) = e2πitx gε (x) se tiene Z ∞ |t−ξ|2 1 ˆ ε (ξ) = (3.6.40) h gε (x)e−2πi(t−ξ)x dx = gˆε (t − ξ) = e−π ε2 , ε −∞ en virtud de (3.6.21). Sustituyendo en (3.6.39) resulta Z Z ∞ |t−ξ|2 1 2πihx,ξi ˆ −πε2 ξ 2 (3.6.41) e f (ξ)e dξ = f (ξ) e−π ε2 dξ = fε (t). ε RN −∞ 2



Si llamamos φ(x) = e−πx se tiene φ(x) > 0 y φε (x) =



R



R



φ(x)dx = 1. Para ε > 0 definimos



1 x φ( ), ε ε



es obvio por cambio de variable en la integral que tambi´en Z φε (x)dx = 1. R
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Por consiguiente podemos escribir la u ´ltima igualdad en (3.6.41) como fε (t) =



Z



∞



−∞



f (ξ)φε (t − ξ)dξ.



Probaremos que lim fε (x) = f (x).



ε→0



En efecto, |fε (x) − f (x)| ≤



Z



∞



−∞



φε (ξ)|f (x − ξ) − f (x)|dξ =



Z



∞



−∞



φ(y)|f (x − εy) − f (x)|dy.



Dado η > 0, elegimos R > 0 tal que Z



|y|>R



φ(y)dy ≤



η , 2



entonces si M = sup |f (y)| podemos escribir y∈R



Z



∞



−∞



φ(y)|f (x − εy) − f (x)|dy ≤



Z



R



−R



φ(y)|f (x − εy) − f (x)|dy + M η.



Pero la continuidad uniforme de f sobre compactos implica que dado η > 0 podemos elegir δ > 0 tal que si |εy| < δ, se verifica que |f (x − εy) − f (x)| ≤ η cualquiera que sea |x| ≤ R; por tanto, Z



∞



−∞



φ(y)|f (x − εy) − f (x)|dy ≤ η



Z



R



−R



φ(y)dy + M η ≤ η(1 + M ),



que es lo que quer´ıamos probar. Para finalizar la demostraci´on del teorema, obs´ervese que en el primer t´ermino de (3.6.41) se puede aplicar el teorema de convergencia dominada de Lebesgue, resultando Z Z ∞ 2 2 e2πihx,ξi fˆ(ξ)dξ, fb(ξ)e2πxξ e−ε πξ dξ = lim ε→0



RN



−∞



con lo que se concluye (3.6.38).







El teorema (3.6.7) tiene una cuantificaci´ on muy interesante.
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3.6.8. Teorema. (Identidad de Plancherel) Si f ∈ S se verifica kf k2 = kfˆk2 Demostraci´ on. Sea g(x) = f (−x) y, por tanto, gˆ(ξ) = fˆ(ξ). Las propiedades de la transformada de Fourier demostradas en el teorema (3.6.3) nos permiten escribir la siguiente cadena de identidades Z ∞ 2 kf k2 ≡ f (x)f (x)dx ≡ f ∗ g(0) = −∞ Z ∞ Z ∞ \ = (f ∗ g)(ξ)dξ = fˆ(ξ)ˆ g (ξ)dξ = −∞ −∞ Z ∞ = |fˆ(ξ)|2 dξ = kfˆk22 . −∞



 Para acabar esta secci´on notaremos que el teorema (3.6.8) y la densidad de S en L2 , permite definir la transformada de Fourier sobre L2 . En efecto, sea f ∈ L2 y supongamos {gn }k∈N ⊂ S tal que lim kgn − f k2 = 0.



n→∞



Definimos



fˆ(ξ) = lim gˆn (ξ). n→∞



Es obvio que, de esta manera, la transformada de Fourier es inversible en L2 verific´andose adem´ as que es una isometr´ıa en L2 por tenerse la extensi´ on de la identidad de Plancherel a L2 , es decir, (Identidad de Plancherel)



kf k2 = kfˆk2 ,



EJERCICIOS DEL CAPITULO 3 1. Estudiar si tienen soluci´ on los problemas: a) y ′′ − y = 0, y(0) = 0, y(2π) = 1. b) y ′′ + y = 0, y(0) = 0, y(2π) = 1. 2. Resolver los siguientes problemas de contorno: a) y ′′ = α2 sy, y(0) = v, y ′ (x0 ) = 0, α, s ∈ R. 1 b) y ′′ − α2 sy = 0, y(0) = , y ′ (x0 ) = 0, α, s ∈ R. s Disc´ utanse los casos de compatibilidad.



para toda f ∈ L2
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3. Resolver de manera elemental los problemas a) y (iv) − λ4 y = 0, y(0) = y ′′ (0) = 0, y(π) = y ′′ (π) = 0. b) y ′′′ + 2y ′′ − 4y ′ − 8y = 0, y(0) = − 21 , y ′ (0) = 32 y(1) = 0. 4. a) b) c) d)



Obt´engase la funci´ on de Green asociada a los problemas: y ′′ = 0, y(0) = y ′ (1), y ′ (0) = y(1). y ′′ = 0, y(0) = y(1), y ′ (0) = y ′ (1). y ′′ − y = 0, y(0) = y(π) = 0. x2 y ′′ + xy ′ − y = 0, limx→0 y(x) = l, y(1) = 0.



5. a) b) c) d)



Calcular la soluci´ on de los siguientes problemas: y ′′ + y = x, y(0) = y( π2 ) = 0. xy ′′ + y ′ = x, y(1) = y(e) = 0. y ′′ + π 2 y = cos(πx), y(0) = y(1), y ′ (0) = y ′ (1). y ′′ + y = x2 , y(0) = y( π2 ), y ′ (0) = y ′ ( π2 ).



6. Hallar los autovalores y las autofunciones para el operador diferencial y ′′ = λy con los datos de contorno siguientes: a) y(0) = y( π2 ) = 0; b) y(0) = y(2π) = 0; c) y(0) = 0 = y(1); d) y(0) = y(L) = 0, L > 0; e) y(−L) = y(L) = 0, L > 0; f) y(a) = 0 = y(b), a < b. 7. Sea h : [a, b] −→ R funci´ on continua. Sea la ecuaci´ on y ′′ − h(x)y = 0 y las condiciones de contorno  y(a) + 2y(b) + y ′ (b) = 0 (a) 2y(a) − y(b) − y ′ (a) − y ′ (b) = 0 y



(b)







y(a) + y ′ (b) = 0 y(b) + y ′ (a) = 0



En cada caso determ´ınese si el correspondiente problema es autoadjunto. 8. Util´ıcese la identidad de Par¸oeval-Bessel para demostrar que (a)



∞ X 1



(b)



1 π2 = , 2 (2k − 1) 8 ∞ X π2 1 = . k2 6 1



Indicaci´ on.- T´ omese el problema de contorno y ′′ = λy, y(0) = y(π) = 0 y desarr´ ollense en serie de autofunciones f1 (x) = 1 y f2 (x) = x, respectivamente.
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9. Pru´ebese que



∞



t(π − t) X sen 2 (kt) = , 2 k2 1



si t ∈ [0, π]



Indicaci´ on.- Util´ıcese el mismo problema de contorno que en el problema anterior. 10. Sea el problema de autovalores  ′′   y = λy y(0) = 0   αy(1) + y ′ (1) = 0,



donde α ∈ R y α 6= −1. Sea {λn }k∈N la sucesi´on de autovalores. Calc´ ulese ∞ X 1 λ n 1



11. Sea f ∈ C k , k > 1, 2π-peri´odica y sea 1 fˆ(n) = √ π



Z



2π



f (s)e−ins ds.



0



Probar que SN f (x) =



X



fˆ(n)einx



|n|≤N



converge uniformemente a f cuando N → ∞, y adem´ as se verifica sup |SN f (x) − f (x)| ≤



x∈[0,2π]



C 1



N k− 2



.



12. Sea f (x) = ex en [−π, π] y se extiende peri´odicamente a R. Determ´ınese la suma de su serie de Fourier en x = π. 13. Calc´ ulese la serie de Fourier de f (x) = 1 en 0 ≤ x ≤ π respecto de φn (x) = sen nx. Integrando esta serie determ´ınese una serie que converja a g(x) = x en el mismo intervalo. Rπ 14. Pru´ebese que lim 0 log x sen nxdx = 0. n→∞



15. Se considera la serie



f (x) =



∞ X sen (n!x) . n2 1



Pru´ebese que define una funci´ on continua. Si se considera la serie derivada t´ermino a t´ermino, ¿converge en media cuadr´atica a alguna funci´ on?
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16. Sea la ecuaci´ on diferencial y ′′ + p1 y ′ + p2 y = f (x),



(E)



p1 , p2 ∈ R,



donde f es 2π-peri´odica. Utilizar las series de Fourier para obtener una soluci´ on 2π-peri´odica de (E), dando condiciones para su existencia. Apl´ıquese a calcular soluciones peri´odicas de las ecuaciones: y ′′ + 4y =



(a)



∞ X sen (nx) . n2 3



(b)



y ′′ + y = cos x.



(c)



y ′′ − y = | sen x|.



17. Sea λ ∈ R − Z. Desarrollar en serie de Fourier en [−π, π] las funciones f (t) = cos(λt) y sen (λt), estudiando para que puntos convergen estos desarrollos. Probar que ∞ π 1 X (−1)n 2x = + , si x ∈ R − Z. sen (πx) x x2 − n2 1 18. Sea el problema



(



1 x2 y ′′ + 2xy ′ + y = f (x) 4 y(1) = y(e) = 0



Est´ udiese si es autoadjunto. Escr´ıbase la soluci´ on utilizando la funci´ on de Green. Calc´ ulense los autovalores y las autofunciones del problema. Determ´ınese la soluci´ on − 21 en forma de serie. para f (x) = x 19. Para f ∈ C([0, π]) arbitraria, resolver el problema  ′′ y − y = f (x) y ′ (0) = y ′ (π) = 0,



mediante desarrollo en serie de autofunciones. Obtener directamente una soluci´ on en el caso f (x) = sen x y comparando ambos resultados, calcular la sumas a)



∞ X 1



1 ; (4n2 + 1)(4n2 − 1)



b)



∞ X 1



(−1)n . (4n2 + 1)(4n2 − 1)



 204



20. Sea la funci´ on 10-peri´odica definida por  0 −5


f ∈ C([0, 2π]).



H´agase el c´ alculo formal que da el valor de frontera de dicha funci´ on conjugada. 24. Sea D = {(x, y)|x2 + y 2 < 1} y consideremos F = ∇v de forma que 1 1 v|∂D = log((x − )2 + (y − )2 ). 2 2 H´allese razonadamente el m´ınimo de ZZ E= |F |2 dxdy, D



sobre los campos gradiente definidos antes. 25. Obt´engase una transformaci´on conforme que reduzca el problema de Dirichlet  2   ∆u = 0, (x, y) ∈ R+ u(x, 0) = f (x), x ∈ R   ¯2 , |u(x, y)| < c, (x, y) ∈ R + al problema de Dirichlet para la ecuaci´ on de Laplace en el disco unidad.
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26. Hallar la soluci´ on u(x, t) del problema  ut − uxx = 0, 0 < x < 1, t > 0     u(0, t) = u(1, t) = 0, t > 0   x 0 ≤ x ≤ 12    u(x, 0) = 1 − x 21 ≤ x ≤ 1,



en forma de serie y estudiar su convergencia.



27. Resolver mediante el m´etodo de Fourier los siguientes problemas:



(a)



(b)



(c)



(d)



(e)



(f )



   ut − uxx = 0, 0 < x < 1, t > 0 ux (0, t) = 0 = u(1, t), t > 0   u(x, 0) = 1 − x2 , 0 ≤ x ≤ 1.



   ut − uxx = 0, 0 < x < π, t > 0 u(0, t) = e−t , u(π, t) = 0, t > 0   u(x, 0) = x2 , 0 < x < π.



   ut − uxx = 0, 0 < x < 25, t > 0 u(0, t) = u(25, t) = 0, t > 0   u(x, 0) = sen ( πx 0 ≤ x ≤ 25. 10 ),    ut − uxx = x, 0 < x < π, t > 0 u(0, t) = e−t , u(π, t) = 0, t > 0   u(x, 0) = x(π − x), 0 ≤ x ≤ π



   ut − uxx = 0, 0 < x < π, t > 0 u(0, t) = e−t , u(π, t) = 0, t > 0   u(x, 0) = x(π − x), 0 ≤ x ≤ π.



   ut − uxx + ux = 0, 0 < x < π, t > 0 u(0, t) = u(π, t) = 0, t > 0   u(x, 0) = −x(π − x), 0 ≤ x ≤ π.
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(g)



(h)



(i)



(j)



(k)



   ut − uxx = sen (xt), 0 < x < π, u(0, t) = 0 = ux (π, t), t > 0   u(x, 0) = sen x.



   ut − uxx = 0, 0 < x < 1, t > 0 u(0, t) = 0, u(1, t) + ux (1, t) = 0,   u(x, 0) = sen 2 (πx).



t>0



t>0



 x −t x   ut − uxx = π + e ( π − 1), 0 < x < π, u(0, t) = e−t , u(π, t) = t, t > 0   u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ π.



t>0



   ut − uxx = 0, 0 < x < π, t > 0 u(0, t) = u(π, t) = 0, t > 0   u(x, 0) = x(π − x), 0 ≤ x ≤ π.



   ut − uxx = 0, 0 < x < π, t > 0 ux (0, t) = ux (π, t) = 0, t > 0   u(x, 0) = x(π − x), 0 ≤ x ≤ π.



28. Resu´elvanse los siguientes problemas por el m´etodo de Fourier,



(a)



(b)



 utt (x, t) − ∆u(x, t) = 0, 0 < x < π,     u(0, t) = u(π, t) = 0, t ∈ R  u(x, 0) = x(π − x), 0 < x < π    ut (x, 0) = x2 (π − x), 0 < x < π.



t∈R



 utt (x, t) − ∆u(x, t) = cos(x + t), 0 < x < π,     u(0, t) = u(π, t) = 0, t ∈ R  u(x, 0) = x(π − x), 0 < x < π    ut (x, 0) = x2 (π − x), 0 < x < π.



t∈R
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(c)



(d)



 utt (x, t) − ∆u(x, t) + ut = 0, 0 < x < π,     u(0, t) = u(π, t) = 0, t ∈ R  u(x, 0) = sen ( x2 ), 0 < x < π    ut (x, 0) = x cos( x2 ), 0 < x < π.  utt (x, t) − ∆u(x, t) = xt, 0 < x < π,     u(0, t) = u(π, t) = 0, t ∈ R  u(x, 0) = 0, 0 < x < π    ut (x, 0) = 0, 0 < x < π.



t∈R



t∈R



29. Resolver mediante el m´etodo de Fourier los siguientes problemas.  u (x, t) − ∆u(x, t) = 0, −π < x < π, t ∈ R   tt   u(−π, t) = 0 = u(π, t), t ∈ R (a)  u(x, 0) = 0, −π < x < π    ut (x, 0) = cos( 72 x), −π < x < π. (b)



(c)



(d)



(e)



 utt (x, t) − ∆u(x, t) = 0, −π < x < π, t ∈ R     u(−π, t) = 0 = u(π, t), t ∈ R  u(x, 0) = sen (7x) − sen (3x), −π < x < π    ut (x, 0) = 0, −π < x < π.



 utt (x, t) − ∆u(x, t) = 50 sen (5x) sen (5t),     u(0, t) = 0 = u(π, t), t ∈ R  u(x, 0) = 0, 0 < x < π    ut (x, 0) = 0, 0 < x < π.



0 < x < π,



 utt (x, t) − ∆u(x, t) = 0, 0 < x < 1,     u(0, t) = 0 = u (1, t), t ∈ R x  u(x, 0) = 0, 0 


t∈R



 utt = 256uxx , 0 < x < 2, t ∈ R       u(0, t) = 0= ux (2, t), t ∈ R 1 48 x 0 ≤ x ≤ 1  u(x, 0) =  1  0


t∈R
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 utt − c2 uxx = 0, , 0 < x < π, t ∈ R     u(0, t) = sen (kct), k ∈ N, u (π, t) = 0, t ∈ R x (f )  u(x, 0) = 0, 0 < x < π    ut (x, 0) = 0, 0 < x < π.  9utt − uxx = 0, , 0 < x < 1, t ∈ R     u(0, t) = 0 = u(1, t) = 0, t ∈ R (g)  u(x, 0) = x(1 − x), 0 < x < 1    ut (x, 0) = cos( π2 x), 0 < x < 1. 30. Sea f funci´ on integrable sobre R, es decir, Z |f (x)|dx < ∞ R



y sea



fˆ(ξ) =



Z



e−2πihx,ξi f (t)dt



RN



su transformada de Fourier. Pru´ebese: R a) |fˆ(ξ)| ≤ R |f (x)|dx para todo ξ ∈ R b) fˆ(ξ) ∈ C(R) c) lim|ξ|→∞ fˆ(ξ) = 0 31. Sea f ∈ C 2 (R) tal que



|f (x)| + |f ′ (x)| + |f ′′ (x)| ≤



k , 1 + x2



x ∈ R.



Probar P∞ on, f 0 (x), 1a) −∞ f (x + n), converge uniformemente en 0 < x < 1 a una funci´ peri´odica. b) f 0 ∈ C 2 (R) c) Utilizar el desarrollo en serie de Fourier de f 0 para probar la f´ormula de sumaci´ on de Poisson, ∞ ∞ X X fˆ(n). f (n) = −∞



32. Sea el operador diferencial ordinario,



Sea E(x) tal que



L[y] ≡ −y ′′ + y. ˆ E(ξ) =



Probar que y(x) = es soluci´ on de L[y] = f .



−∞



Z



∞



−∞



1 . 4π 2 ξ 2 + 1 E(x − y)f (y)dy
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33. Probar que S es denso en L1 , espacio de funciones integrables. Indicaci´ on.ˆ ε (x − t), definida en (3.6.40), que es una funci´ a) Consid´erese h on temperada. Dada R 1 ˆ g ∈ L , pru´ebese que gε (x) = R hε (x − t)g(t) es temperada. R b) Pru´ebese que R |ge (x) − g(x)|dx → 0 cuando ε → 0. 34. Sea F (x, t) una funci´ on continua en [a, b] × [a, b] tal que ZZ



F (x, t)f (x)g(t)dxdt = 0



[a,b]×[a,b]



para todas las funciones f, g ∈ C([a, b]). Demostrar que F es sim´etrica, es decir, que F (x, t) = F (t, x) para todo (t, x) ∈ [a, b] × [a, b]. Apl´ıquese a probar la propiedad de simetr´ıa (3.2.10 b). 35. Consideremos el problema de Sturm-Liouville 



y ′′ = 0 y(0) = y ′ (0),



y(1) = y ′ (1).



a) ¿Es autoadjunto? b) Calcular la funci´ on de Green, en caso que exista. c) Resolver el problema  1  y ′′ = 1 + x2  y(0) = y ′ (0), y(1) = y ′ (1) 36. Consideremos el problema de Sturm-Liouville 



y ′′ − 2y ′ + y = 0



y(0) = 0,



y(1) = 0.



a) Calcular la funci´ on de Green, en caso que exista. b) Resolver el problema  ′′ y − 2y ′ + y = ex y(0) = 0,



y(1) = 0.
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37. Dada la ecuaci´ on del calor    ut − uxx = 0, 0 < x < L, t > 0 u(x, 0) = uo (x), 0 ≤ x ≤ L.   Datos de Contorno,



experimentalmente se conoce que u(x, t) → S(x) cuando t → ∞. S recibe el nombre de soluci´ on estacionaria, y la diferencia R(x, t) = u(x, t) − S(x) recibe el nombre de soluci´ on transitoria. Calcular S y R en los casos siguientes: a) Datos de contorno u(0, t) = A, u(L, t) = B. b) Datos de contorno ux (0, t) = 0 = ux (L, t). c) Explicar en cada caso c´ omo depende S del dato inicial u0 .
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EL PROBLEMA DE CAUCHY



Introducci´on Se han visto en el cap´ıtulo 3 resultados para el problema de la cuerda vibrante. Nos ocupa ahora el problema de valores iniciales para la ecuaci´ on de ondas. Seg´ un se vi´ o en la secci´on 2.3 la condici´ on necesaria para que el problema de Cauchy no caracter´ıstico est´e bien propuesto, es que se verifique la condici´ on de Hadamard. Tal condici´ on se verifica en particular para la ecuaci´ on de ondas en cualquier dimensi´on, como se puede comprobar de manera elemental. Este cap´ıtulo est´a dedicado a estudiar el problema de Cauchy para la ecuaci´ on de ondas. Demostraremos que, en el caso particular de la ecuaci´ on de ondas, el problema de Cauchy no caracter´ıstico est´a bien propuesto. Es decir, en este caso particular, la condici´ on de Hadamard resulta ser tambi´en suficiente. Aunque queda fuera de los l´ımites de este texto, hay que decir que, en general para una ecuaci´ on con coeficientes constantes de segundo orden, la condici´ on de Hadamard es necesaria y suficiente para que el problema no caracter´ıstico de Cauchy est´e bien propuesto. Es m´ as, en el caso de ecuaciones de orden superior, la condici´ on de Hadamard se toma como definici´on de hiperbolicidad, es decir, se dice que una ecuaci´ on de orden m es hiperb´ olica si se verifica la condici´ on de Hadamard. Se demuestra entonces un resultado general: El problema de Cauchy no caracter´ıstico para una ecuaci´ on hiperb´ olica de orden m con coeficientes constantes, est´ a bien propuesto. Puede verse el resultado anterior en el libro de S. Mizohata, ”The Theory of Partial Differential Equations” Cambridge University Press 1978, donde est´a expuesto detalladamente.
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El contenido de este cap´ıtulo se reduce a estudiar el caso m´ as cl´asico y tambi´en el m´ as concreto e interesante de la ecuaci´ on de ondas en una, dos y tres dimensiones espaciales respectivamente. Precisamente, nos planteamos el problema de Cauchy  N   utt (x, t) − ∆u(x, t) = F (x, t), (x, t) ∈ R × R (4.0.1) u(x, 0) = f (x), x ∈ RN   ut (x, 0) = g(x), x ∈ RN ,



donde N = 1, 2, 3. Estudiaremos en qu´e condiciones de regularidad sobre los datos hay soluci´ on cl´asica, es decir, con derivadas segundas continuas y verificando la ecuaci´ on puntualmente. La organizaci´on del cap´ıtulo 4 es la siguiente, en la secci´on 4.1 se estudiar´a la f´ormula de D’Alambert para la ecuaci´ on de ondas homog´enea en una dimensi´on espacial. Consecutivamente se estudia el m´etodo de medias esf´ericas para resolver la ecuaci´ on de ondas en tres dimensiones espaciales, y el m´etodo de descenso de Hadamard para resolverla en dos dimensiones espaciales, en las secciones 4.2 y 4.3, respectivamente. La secci´on 4.4 se dedica a resolver la ecuaci´ on no homog´enea por la f´ormula de Duhamel. La secci´on final estudia resultados de unicidad mediante la integral de energ´ıa, la velocidad de propagaci´on y el comportamiento que seg´ un cada dimensi´on se observa en la ecuaci´ on de ondas.
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4.1.- La ecuaci´on de ondas en dimensi´ on uno. F´ ormula de D’Alambert. Consideramos el problema    utt − uxx = 0, (x, t) ∈ R × R (4.1.1) u(x, 0) = f (x), x ∈ R   ut (x, 0) = g(x), x ∈ R,



donde suponemos los datos con regularidad suficiente para que podamos efectuar todos los c´ alculos. Al final precisaremos las condiciones de regularidad que se requieren. Obs´ervese que si tuvieramos la ecuaci´ on de ondas con velocidad de propagaci´ on c, es decir, utt − c2 uxx = 0, haciendo un cambio de escala en la variable espacial se reduce a la ecuaci´ on (4.1.1). (H´ agase y = x/c). El m´etodo que sigue es debido a D’Alambert y puede resumirse en las siguientes etapas i) Mediante un cambio de variables se obtienen todas las soluciones de la ecuaci´ on. ii) Se determina una soluci´ on que satisfaga los datos. Se comprueba que hay una u ´nica soluci´ on. La idea del cambio de variable a realizar viene sugerida por una sencilla observaci´on. Si suponemos u ∈ C 2 (R2 ), se tiene (4.1.2)



utt − uxx = (



∂ ∂ ∂ ∂ + )( − )u, ∂t ∂x ∂t ∂x



la idea es considerar nuevas variables x ¯, t¯ de forma que se verifique  ∂ ∂ ∂   =( + ) ∂ x ¯ ∂t ∂x (4.1.3)   ∂ =(∂ − ∂ ) ∂ t¯ ∂t ∂x con lo que la ecuaci´ on (4.1.2) se convierte en (4.1.4)



utt − uxx = ux¯t¯.



Para conseguir (4.1.3) basta tomar el cambio de variables  x ¯ = 21 (x + t) (4.1.5) t¯ = 21 (x − t), o bien, (4.1.6)







x=x ¯ + t¯ t=x ¯ − t¯,
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Dejamos al cuidado del lector comprobar que se obtiene (4.1.4) haciendo los cambios de variable anteriores. En resumen, si se parte de la ecuaci´ on de ondas con el cambio (4.1.6) se pasa a



utt − uxx = 0



(4.1.7)



ux¯t¯ = 0,



que obviamente tiene por soluciones aquellas funciones tales que ut¯ = Φ(t¯), o bien, u(¯ x, t¯) =



Z



t¯



Φ(s)ds + Ψ(¯ x).



Es decir, las soluciones de (4.1.7) son de la forma (4.1.8) u(¯ x, t¯) = w1 (¯ x) + w2 (t¯), con w1 y w2 funciones arbitrarias. Deshaciendo el cambio de variables obtenemos (4.1.9)



u(x, t) = w1 (x + t) + w2 (x − t),



soluciones de la ecuaci´ on de ondas. La expresi´ on (4.1.9) es una suma de ondas planas. De w1 (x + t) se dice que es una onda plana progresando a la izquierda con velocidad 1, mientras que w2 (x − t) es una onda plana progresando hacia la derecha, tambi´en con velocidad 1. Con esta nomenclatura lo que se obtiene en (4.1.9) es la expresi´ on de las soluciones de la ecuaci´ on de ondas como suma de ondas planas. Para determinar la soluci´ on del problema (4.1.1) hemos de determinar w1 y w2 tales que  u(x, 0) = w1 (x) + w2 (x) = f (x) (4.1.10) ut (x, 0) = w1′ (x) − w2′ (x) = g(x), o bien,  w1 (x) + w2 (x) = f (x) Rx (4.1.11) w1 (x) − w2 (x) = g(s)ds + c, es decir, Rx  g(s)ds + c] w1 (x) = 21 [f (x) + (4.1.12) Rx 1 g(s)ds − c] w2 (x) = 2 [f (x) − Sustituyendo en (4.1.9) obtenemos la f´ ormula de D’Alambert Z f (x + t) + f (x − t) 1 x+t (4.1.13) u(x, t) = g(s)ds + 2 2 x−t Como puede observarse la f´ormula (4.1.13) no depende de la primitiva de g que se tome, por tanto, w1 y w2 quedan determinadas de forma u ´nica por los datos. Como consecuencia de los c´ alculos y consideraciones anteriores podemos formular el siguiente resultado.
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4.1.1. Teorema. Sean f ∈ C 2 (R) y g ∈ C 1 (R), entonces la u ´nica soluci´ on del problema (4.1.1) viene expresada por la f´ ormula de D’Alambert (4.1.14)



f (x + t) + f (x − t) 1 + u(x, t) = 2 2



Z



x+t



g(s)ds.



x−t



Adem´ as u ∈ C 2 (R2 ) y depende continuamente de los datos iniciales con respecto a la convergencia uniforme sobre compactos. Demostraci´ on. Es clara la regularidad de u por las hip´otesis sobre los datos y la f´ormula (4.1.14). Que u es soluci´ on del problema (4.1.1) resulta del c´ alculo que se ha hecho para obtenerla. Puede comprobarse tambi´en derivando directamente y sustituyendo en la ecuaci´ on. La unicidad es consecuencia de estar determinadas w1 y w2 de forma u ´nica a partir de los datos. Estableceremos la dependencia continua respecto a los datos. Supongamos que se tienen datos f¯, g¯ tales que (4.1.15)







f (x) − f¯(x) = 0, g(x) − g¯(x) = 0,



x∈ / [a, b]



x∈ / [a, b],



y



(4.1.16)



 ε   |f (x) − f¯(x)| ≤ 1 + |b − a| , x ∈ [a, b] ε  |g(x) − g¯(x)| ≤  , x ∈ [a, b]. 1 + |b − a|



Considerando las correspondientes soluciones u y u ¯ dadas por la f´ormula de D’Alambert, se tiene (4.1.17) |u(x, t) − u ¯(x, t)| ≤ Z f (x + t) + f (x − t) − (f¯(x + t) + f¯(x − t)) 1 x+t |g(s) − g¯(s)|ds ≤ ≤| |+ 2 2 x−t ε ε + |b − a| = ε, ≤ 1 + |b − a| 1 + |b − a| que es lo que quer´ıamos probar.  La primera observaci´on que resulta del teorema (4.1.1) es que la soluci´ on no mejora la regularidad de los datos. De otra parte, si fijamos (x0 , t0 ), punto del espacio-tiempo, la f´ormula de D’Alambert establece que el valor de la soluci´ on en dicho punto, u(x0 , t0 ), depende exclusivamente
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de los valores de los datos en el intervalo cerrado A(x0 , t0 ) = [x0 − |t0 |, x0 + |t0 |] del eje t = 0. A A(x0 , t0 ) se le llama dominio de dependencia del punto (x0 , t0 ). Si ahora consideramos el intervalo cerrado I = [a, b] del eje t = 0, los puntos del espacio-tiempo en los cuales el valor de la soluci´ on de la ecuaci´ on de ondas depende del valor de los datos sobre I, viene dado por B(I) = {(x, t) ∈ R2 | x + t ∈ [a, b] ´o x − t ∈ [a, b] }. A la regi´ on B(I) la llamaremos dominio de influencia del intervalo I. La frontera de B(I) en t > 0 est´a formada por las semirrectas x − t = b y x + t = a. Siendo sim´etrico el dominio de influencia respecto al eje t = 0, la frontera en t < 0 resulta ser x − t = a, x + t = b. Es decir, la frontera la podemos escribir como x + |t| = a, x − |t| = b. Dicha frontera est´a formada por rectas caracter´ısticas, de acuerdo con lo estudiado en la secci´on 2.3. La forma que tiene el dominio de infuencia se traduce en que la velocidad de propagaci´on de las ondas es finita, m´ as precisamente, en nuestro caso es uno. Para entender mejor esta afirmaci´ on supongamos que I se reduce a un punto, es decir, I ≡ {x0 }, t = 0 . Entonces en t0 unidades de tiempo, la se˜ nal producida por los datos en x0 ha llegado a los puntos del intervalo de la recta t = t0 com´ un al dominio de influencia del punto x0 , es decir, B(x0 ) ∩ {t = t0 }. Pero seg´ un la frontera obtenida para el dominio de infuencia, tal intervalo es hacia la izquierda [x0 − t0 , x0 ] y hacia la derecha [x0 , x0 + t0 ]. Entonces velocidad media =



t0 espacio = = 1. tiempo t0



Estas observaciones sobre la f´ormula de D’Alambert concuerdan con la experiencia f´ısica en el estudio de la luz y el sonido. M´as adelante volveremos sobre estos aspectos.



4.2.-La ecuaci´on de ondas en dimensi´ on espacial tres. M´etodo de las medias esf´ericas. Estudiamos el problema de Cauchy



(4.2.1)



 u − ∆u = 0, (x, t) ∈ R3 × R   tt u(x, 0) = f (x), x ∈ R3   ut (x, 0) = g(x), x ∈ R3



donde a f y g se les supone por el momento regularidad suficiente para que los c´ alculos puedan llevarse a t´ermino. Al final precisaremos las hip´otesis de regularidad de los datos para que la soluci´ on sea cl´asica.
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Seguramente la experiencia f´ısica de que las ondas se propagan esf´ericamente, sugiri´ o a Poisson el m´etodo para resolver el problema (4.2.1) que estudiamos detalladamente a continuaci´on. La idea conductora del m´etodo es buscar una expresi´ on de la soluci´ on que permita usar la f´ormula de D’Alambert unidimensional estudiada en la secci´on previa. Supongamos que u(x, t) es una soluci´ on de (4.2.1) y fijemos x ∈ R3 y r > 0. Integremos la ecuaci´ on en la bola centrada en x y con radio r, es decir, en |x − y| ≤ r, Z



(4.2.2)



utt (y, t)dy =



|x−y|≤r



Z



∆u(y, t)dy.



|x−y|≤r



Utilizando el teorema de la divergencia obtenemos Z Z ∆u(y, t)dy = uν (y, t)dσ(y) = |x−y|≤r



(4.2.3)



=



Z



3 X



(



|x−y|=r



= r2



Z



|ν|=1



|x−y|=r



Z



uxi (y, t)νi )dσ(y) =



|ν|=1



1



3 X ( uxi (x + rν, t)νi )dσ(rν) =



Z 3 X 2 ( uxi (x + rν, t)νi )dω = r



1



ur (x + rν, t)dω,



|ν|=1



1



ya que la medida sobre la esfera de radio r, dσ(y), viene expresada por dσ(y) = r2 dω, donde dω es el elemento de ´area en la esfera unidad y ν es la normal exterior. Por otro lado, el t´ermino de la izquierda en (4.2.2) se calcula pasando a coordenadas polares Z



(4.2.4)



utt (y, t)dy =



|x−y|≤r



Z



r



ρ2



0



Z



utt (x + ρν, t)dωdρ.



|ν|=1



De (4.2.3) y (4.2.4) se obtiene que (4.2.2) puede escribirse (4.2.5)



Z



r



ρ2



0



Z



utt (x + ρν, t)dωdρ = r2



|ν|=1



Z



ur (x + rν, t)dω.



|ν|=1



Derivando en (4.2.5) respecto a r resulta



r (4.2.6)



2



Z



utt (x + rν, t)dω =



|ν|=1



= 2r



Z



|ν|=1



ur (x + rν, t)dω + r



2



Z



|ν|=1



urr (x + rν, t)dω,
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de donde ∂2 r ( ∂t2 4π (4.2.7)



=2



Z



u(x + rν, t)dω) =



|ν|=1



∂ 1 ( ∂r 4π



∂2 r = 2( ∂r 4π



Z



Z



u(x + rν, t)dω) + r



|ν|=1



∂2 1 ( ∂r2 4π



Z



u(x + rν, t)dω) =



|ν|=1



u(x + rν, t)dω).



|ν|=1



Llamando (4.2.8)



Mu(x, r, t) =



1 4π



Z



u(x + rν, t)dω,



|ν|=1



media sobre la esfera de radio r de u, en el punto x y el instante t, la expresi´ on (4.2.7) se traduce en (4.2.9)



(rMu)tt − (rMu)rr = 0,



que es la ecuaci´ on de ondas en una dimensi´on. Es decir, fijado x ∈ R3 el producto del radio por las medias esf´ericas, rMu, de una soluci´ on u de (4.2.1), verifica la ecuaci´ on de ondas respecto a las variables r y t. Por consiguiente, podemos expresar rMu como suma de ondas planas de acuerdo con lo estudiado en la secci´on anterior, es decir, (4.2.10)



rMu(x, r, t) = w1 (x, r + t) + w2 (x, r − t).



En particular, si tomamos l´ımites para r → 0 (4.2.11)



0 = w1 (x, t) + w2 (x, −t),



o bien, (4.2.12)



−w1 (x, t) = w2 (x, −t),



por lo que (4.2.10) se convierte en (4.2.13)



rMu(x, r, t) = w1 (x, r + t) − w1 (x, t − r).



Derivando en (4.2.13) respecto a la variable r resulta (4.2.14)



Mu(x, r, t) + r(Mu)r (x, r, t) = w1′ (x, r + t) + w1′ (x, t − r),
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y tomando l´ımites de nuevo para r → 0 en (4.2.14), se obtiene lim Mu(x, r, t) = 2w1′ (x, t).



(4.2.15)



r→0



Pero si se supone que u es continua se tiene tambi´en lim Mu(x, r, t) = u(x, t),



(4.2.15)



r→0



luego (4.2.15) nos permite recuperar la soluci´ on u en t´erminos de la onda plana w1 , es decir, u(x, t) = 2w1′ (x, t).



(4.2.16)



La idea que se sugiere ahora de forma natural es intentar determinar w1′ (x, t) a partir de los datos iniciales del problema (4.2.1). Pero de (4.2.13), se concluyen las dos identidades siguientes (4.2.17)







(rMu)r (x, r, t) = w1′ (x, r + t) + w1′ (x, t − r) (rMu)t (x, r, t) = w1′ (x, r + t) − w1′ (x, t − r),



o bien, (4.2.18)



(rMu)r (x, r, t) + (rMu)t (x, r, t) = 2w1′ (x, r + t).



Pero si ahora se toman l´ımites en (4.2.18) para t → 0, resulta



(4.2.19)



2w1′ (x, r) = Z Z r ∂ r ( u(x + rν, 0)dω) + ut (x + rν, 0)dω = = ∂r 4π |ν|=1 4π |ν|=1 Z Z ∂ r r = ( f (x + rν)dω) + g(x + rν)dω. ∂r 4π |ν|=1 4π |ν|=1



Como (4.2.19) determina w1′ en funci´ on de los datos iniciales y (4.2.16) expresa u en t´erminos de w1′ , podemos escribir (4.2.20)



u(x, t) =



∂ t ( ∂t 4π



Z



|ν|=1



f (x + tν)dω) +



t 4π



Z



g(x + tν)dω.



|ν|=1



A la vista de la anterior expresi´ on es natural requerir que f ∈ C 3 (R3 ) y g ∈ C 2 (R3 ) 2 3 si se quiere obtener u ∈ C (R × R), en este sentido podemos enunciar el resultado central de esta secci´on.
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4.2.1. Teorema. Sean f ∈ C 3 (R3 ) y g ∈ C 2 (R3 ), entonces la funci´ on u(x, t) definida por (4.2.20) tiene segundas derivadas continuas y es la soluci´ on del problema de Cauchy (4.2.1). Adem´ as la soluci´ on del problema (4.2.1) depende continuamente de los datos con respecto a la convergencia uniforme sobre compactos de los datos y de sus primeras derivadas. Demostraci´ on. Una vez hecha la construcci´ on de u(x, t) por la f´ormula (4.2.20), s´olo queda comprobar que, en efecto, es soluci´ on del problema (4.2.1). En primer lugar se tiene que u satisface los datos iniciales pues (4.2.21) lim u(x, t) = t→0 Z Z Z t t 1 f (x + tν)dω + h∇f (x + tν), νidω) + g(x + tν)dω} = lim { t→0 4π |ν|=1 4π |ν|=1 4π |ν|=1 = f (x),



por la regularidad de f y g. Y tambi´en lim ut (x, t) = Z Z 1 1 g(x + tν)dω + h∇f (x + tν), νidω)}+ = lim { t→0 4π |ν|=1 4π |ν|=1 Z Z 1 ∂2 1 ∂ + lim t{ ( ( f (x + tν)dω) + g(x + tν)dω)} = t→0 4π ∂t2 |ν|=1 4π ∂t |ν|=1



t→0



(4.2.22)



= g(x),



por la continuidad de los datos iniciales y de sus derivadas parciales y porque 1 lim t→0 4π



Z



Z 3 1 X h∇f (x + tν), νidω = νi dω) = 0, (fxi (x) 4π 1 |ν|=1 |ν|=1



ya que las componentes de la normal en la esfera son funciones impares y entonces su integral se anula. Para ver que es soluci´ on basta notar que si h ∈ C 2 (R3 ) y definimos ¯ h(x, t), v(x, t) = tM donde (4.2.23)



¯ h(x, t) = 1 M 4π



Z



|ν|=1



h(x + tν)dω,
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entonces, v(x, t) es soluci´ on de la ecuaci´ on de ondas. Pero (4.2.24)



vtt (x, t) = 2



∂ ¯ ∂2 ¯ M h(x, t) + t 2 M h(x, t). ∂t ∂t



Calcularemos ahora ∆v; para ello observemos que Z Z 1 1 ∆h(y)dy = hν (y)dσ(y) = 4πt2 |x−y|≤t 4πt2 |x−y|=t Z Z 3 3 X X 1 1 (4.2.25) h hxi (x + tν)νi dω = (y)ν dσ(y) = = xi i 4πt2 |x−y|=t 1 4π |ν|=1 1 ∂ ¯ M h(x, t), ∂t



donde se ha aplicado el teorema de la divergencia y que dσ(y) = t2 dω. Pero el primer t´ermino de (4.2.25) se calcula tambi´en pasando a coordenadas polares y resulta (4.2.26)



1 4πt2



Z



∆h(y)dy =



|x−y|≤t



1 4πt2



Z tZ 0



∆h(y)dσ(y)



|x−y|=ρ



Por tanto, de (4.2.25) y de (4.2.26) se concluye



(4.2.27)



Z tZ ∂2 ¯ ∂ 1 M h(x, t) = ∆h(y)dσ(y) = ∂t2 ∂t 4πt2 0 |x−y|=ρ Z tZ Z tZ 1 −1 ∆h(y)dy + ∆h(y)dσ(y). = 2πt3 0 |x−y|≤t 4πt2 0 |x−y|=t



Entonces sustituyendo (4.2.25) y (4.2.27) en (4.2.24) se tiene vtt = ∆v, como quer´ıamos demostrar. La conclusi´on de que u es soluci´ on de la ecuaci´ on de ondas es consecuencia de ser suma de medias esf´ericas, como v. La dependencia continua resulta como sigue. Supongamos datos f, g y f¯, g¯, y sean uyu ¯ las respectivas soluciones. Supondremos que a) f (x) = f¯(x) y g(x) = g¯(x) en x ∈ RN − B(0, R). b) Para T > 0 dado ε > 0 |f (x) − f¯(x)| 



ε , 3+T



|∇f (x) − ∇f¯(x)| 



ε , 3+T



|g(x) − g¯(x)| 



ε . 3+T
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Entonces a partir de (4.2.20), obtenemos |u(x, t) − u ¯(x, t)| ≤ ε.  La lectura de la f´ormula (4.2.20) da informaci´ on sobre propiedades de velocidad de propagaci´on. Estos y otros extremos ser´an discutidos en la secci´on 4.5 siguiente.



4.3.- El problema de Cauchy en dimensi´ on espacial dos. M´etodo de descenso de Hadamard. Una vez resuelto el problema de Cauchy para la ecuaci´ on de ondas en dimensi´on espacial 3, nos ocupamos en esta secci´on de obtener f´ormulas expl´ıcitas para la soluci´ on del problema  u (x , x , t) − ∆u(x1 , x2 , t) = 0, (x1 , x2 , t) ∈ R2 × R   tt 1 2 u(x1 , x2 , 0) = f (x1 , x2 ), (x1 , x2 ) ∈ R2 (4.3.1)   ut (x1 , x2 , 0) = g(x1 , x2 ), (x1 , x2 ) ∈ R2 .



La idea para obtener la soluci´ on de (4.3.1) en funci´ on de los datos es sencilla y debida a J. Hadamard. De forma precisa es la siguiente. Se consideran los datos en (4.3.1) como funciones definidas en R3 × R, independientes de x3 , es decir,  ˜ f (x1 , x2 , x3 ) = f (x1 , x2 ) (4.3.2) g˜(x1 , x2 , x3 ) = g(x1 , x2 ),



y se calcula la soluci´ on de la ecuaci´ on de ondas en tres dimensiones espaciales con los datos (4.3.2). Tal soluci´ on viene dada por la f´ ormula (4.2.20) Es decir, partimos de la expresi´ on Z Z t ∂ t f˜(x + tν)dω) + g˜(x + tν)dω. (4.3.3) v(x, t) = ( ∂t 4π |ν|=1 4π |ν|=1



La no dependencia de f˜ y g˜ de la variable x3 , motiva que v sea independiente de x3 , en particular entonces, vx3 x3 = 0. Por tanto, v es soluci´ on de la ecuaci´ on del problema (4.3.1). Con estas ideas, la soluci´ on de (4.3.1) viene expresada por



(4.3.4)



u(x1 , x2 , t) = Z ∂ t ( f˜(x1 + tν1 , x2 + tν2 , x3 + tν3 )dω)+ ∂t 4π t 4π



Z



|ν|2 =1



|ν|2 =1



g˜(x1 + tν1 , x2 + tν2 , x3 + tν3 )dω,
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y vamos a expresar las medias esf´ericas tridimensionales en t´erminos bidimensionales. Para ello observemos que, por ejemplo, Z Z 1 t f˜(y)dσ(y). f (x1 + tν1 , x2 + tν2 )dω = (4.3.5) 4π ν12 +ν22 +ν32 =1 4πt |x−y|=t En consecuencia hemos de integrar sobre la esfera (x1 − y1 )2 + (x2 − y2 )2 + y32 = t2 Por tanto, escribiendo



el elemento de ´area es



p y3 = ± t2 − (x1 − y1 )2 − (x2 − y2 )2 ,



dσ(y) =



(t2



tdy1 dy2 . − (x1 − y1 )2 − (x2 − y2 )2 )1/2



Llamando |¯ x − y¯| = ((x1 − y1 )2 + (x2 − y2 )2 )1/2 se tiene que (4.3.5) se transforma en Z Z 1 2 tdy1 dy2 f˜(y)dσ(y) = f (y1 , y2 ) 2 . 4πt |x−y|=t 4πt |¯x−¯y|≤t (t − |¯ x − y¯|2 )1/2 Con este planteamiento podemos formular el teorema de existencia y unicidad para dimensi´on espacial dos que se obtiene gratuitamente del teorema (4.2.1). 4.3.1. Teorema. Sean f ∈ C 3 (R2 ) y g ∈ C 2 (R2 ), entonces la soluci´ on u ´nica del problema (4.3.1) viene dada por la expresi´ on siguiente (4.3.7) Z Z f (y1 , y2 )dy1 dy2 g(y1 , y2 )dy1 dy2 1 ∂ 1 )+ . u(x1 , x2 , t) = ( ∂t 2π |¯x−¯y|≤t (t2 − |¯ 2π |¯x−¯y|≤t (t2 − |¯ x − y¯|2 )1/2 x − y¯|2 )1/2 Adem´ as la soluci´ on depende continuamente de los datos en el mismo sentido que en el teorema (4.2.1). El m´etodo de Hadamard que hemos estudiado se conoce como m´etodo de descenso, nombre que resulta ahora transparente. Lo que quiere decir es que resolviendo la ecuaci´ on en dimensi´on 3, se puede ”descender” a dimensi´on dos por simple reinterpretaci´on de las f´ormulas expl´ıcitas. Este m´etodo se aplica en todas las dimensiones pares. De hecho, se resuelve el problema de Cauchy en las dimensiones impares y a partir de dichas soluciones se obtiene la soluci´ on en dimensiones pares por el m´etodo de Hadamard. Las dem´as propiedades que pueden concluirse de (4.3.7) se estudiar´an en la secci´on 4.5.
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4.4.-La ecuaci´on de ondas no homog´enea. Se considera el problema   u (x, t) − ∆u(x, t) = w(x, t)   tt u(x, 0) = 0, x ∈ RN (4.4.1)    u (x, 0) = 0, x ∈ RN ,



(x, t) ∈ RN × R



t



donde w ∈ C 2 (RN × R) y N = 1, 2 o 3. Es evidente que si se resuelve el problema (4.4.1), con los resultados de las secciones anteriores y la linealidad de la ecuaci´ on, se habr´ a resuelto el problema general   u (x, t) − ∆u(x, t) = w(x, t) (x, t) ∈ RN × R   tt u(x, 0) = f (x), x ∈ RN (4.4.2)    u (x, 0) = g(x), x ∈ RN , t



La idea de como obtener la soluci´ on de (4.4.1) es sugerida por el m´etodo de variaci´ on de las constantes de las ecuaciones diferenciales ordinarias lineales, que se ve complicado aqu´ı por el hecho de que el espacio de soluciones de la ecuaci´ on homog´enea no es de dimensi´on finita. Desde un punto de vista f´ısico se puede obtener el m´etodo por la siguiente idea: Puesto que el impulso, es decir, la fuerza por unidad de tiempo, es igual a la masa por la velocidad, o cantidad de movimiento, entonces la soluci´ on del problema (4.4.1) parece que debe poder expresarse como una ”suma” de soluciones de los problemas    vtt (x, t, s) − ∆v(x, t, s) = 0 v(x, s, s) = 0, (4.4.3)   vt (x, s, s) = w(x, s).



Esta estrategia es la seguida por Duhamel y la recogemos en el siguiente resultado. 4.4.1. Teorema. Sea w ∈ C 2 (RN × R), entonces la soluci´ on de (4.4.1) es (4.4.4)



u(x, t) =



Z



0



siendo v(x, t, s) la soluci´ on de (4.4.3). Demostraci´ on.



t



v(x, t, s)ds,
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Se tiene evidentemente que u(x, 0) = 0 y Z t Z t (4.4.5) ut (x, t) = v(x, t, t) + vt (x, t, s)ds = vt (x, t, s)ds, 0



0



por ser v soluci´ on de (4.4.3), entonces tambi´en se tiene que ut (x, 0) = 0. Por otro lado, derivando respecto a t en (4.4.5) resulta Z t utt (x, t) = vt (x, t, t) + vtt (x, t, s)ds = 0 Z t Z t (4.4.6) = w(x, t) + ∆v(x, t, s)ds = w(x, t) + ∆( v(x, t, s)ds) = 0



0



= w(x, t) + ∆u(x, t),



es decir, u es soluci´ on.







Como tenemos f´ormulas precisas para los problemas (4.4.3) en dimensiones N = 1, 2 y 3, podemos obtener expl´ıcitamente la soluci´ on de (4.4.1). Haremos una primera observaci´on que simplificar´a los c´ alculos posteriores. Como la ecuaci´ on de ondas es invariante por traslaciones, si se define U (x, t, s) = v(x, t + s, s), entonces se verifica    Utt (x, t, s) − ∆U (x, t, s) = 0 (4.4.7)



 



U (x, 0, s) = 0,



Ut (x, 0, s) = w(x, s).



Por tanto, en virtud de (4.1.14), (4.3.7) y (4.2.20), respectivamente, se tiene  Z x+t 1    w(y, s)dy, si N = 1   2  x−t   Z  1 w(y, s)dy p , si N = 2 (4.4.8) U (x, t, s) = 2π  t2 − |x − y|2 |x−y|≤t   Z    1   w(y, s)dσ(y), si N = 3.  4πt |x−y|=t



Seg´ un el teorema (4.4.1) ha de ser Z t Z t U (x, t − s, s)ds v(x, t, s)ds ≡ u(x, t) = 0



0



y entonces la f´ormula para la soluci´ on de (4.4.1) de acuerdo con la dimensi´on es  Z Z x+(t−s) t  1   w(y, s)dyds, si N = 1   2  x−(t−s) 0   !    1 Z t Z w(y, s)dy p ds, si N = 2 (4.4.9) u(x, t) = 2π 0  (t − s)2 − |x − y|2 |x−y|≤(t−s)    !  Z t Z   1 1   w(y, s)dσ(y) ds, si N = 3.   4π t − s |x−y|=(t−s) 0
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Incidiremos en la secci´on siguiente en lo referente a la unicidad y otras propiedades.



4.5.- Energ´ıa y unicidad. Dependencia de la ecuaci´on de ondas de la dimensi´ on. Consideramos el problema  N   utt (x, t) − ∆u(x, t) = 0, (x, t) ∈ R × R u(x, 0) = f (x), x ∈ RN (4.5.1)   ut (x, 0) = g(x), x ∈ RN , N = 1, 2, 3,



y supongamos que f y g verifican las hip´otesis de regularidad de los teoremas de existencia probados en las secciones anteriores, y que tienen soporte compacto, es decir, son cero fuera de una bola B(0, R). De acuerdo con las f´ormulas expl´ıcitas obtenidas para la soluci´ on u(x, t) de (4.5.1) el soporte de u satisface para cada t fijo sopu(x, t) ⊂ B(0, R + |t|). Si se multiplica la ecuaci´ on por ut se tiene N



(4.5.2)



0 = ut (utt (x, t) − ∆u(x, t)) = =



N



X 1 1X |uxi |2t − (uxi ut )xi = (ut )2t + 2 2 1 1



∂ 1 2 {u + |∇x u|2 } − div {(uxi ut )i=1,...,N }, ∂t 2 t



donde ∇x denota el gradiente respecto a las variables espaciales. Integrando (4.5.2) sobre una bola B(0, ρ) ⊂ RN con ρ > R + |t0 | para t0 fijado Z 1 ∂ 2 0= {u (x, t0 ) + |∇x u(x, t0 )|2 }dx− 2 B(0,ρ) ∂t t Z (4.5.3) − div {(uxi (x, t0 )ut (x, t0 ))i=1,...,N }dx, B(0,ρ)



llamando S(0, ρ) a la frontera de la bola B(0, ρ) y ν a su normal exterior, por el teorema de la divergencia obtenemos Z div {(uxi (x, t0 )ut (x, t0 ))i=1,...,N }dx = − B(0,ρ) Z (4.5.4) =− h(uxi (x, t0 )ut (x, t0 ))i=1,...,N , νidσ → 0, para ρ → ∞, S(0,ρ)
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en efecto, la integral es cero si ρ > R + |t0 |. Por tanto, a partir de (4.5.3) y (4.5.4) se concluye (4.5.5)



d 1 dt 2



Z



1 E(t) = 2



Z



0=



La expresi´ on



B(0,ρ)



{u2t (x, t0 ) + |∇x u(x, t0 )|2 }dx.



B(0,ρ)



{u2t (x, t0 ) + |∇x u(x, t0 )|2 }dx,



representa la energ´ıa, de forma que (4.5.5) se traduce diciendo que la energ´ıa es constante en el tiempo, o bien que (4.5.6)



1 E(t) ≡ E(0) = 2



Z



B(0,ρ)



{|g(x)|2 + |∇x f (x)|2 }dx.



Es evidente que el resultado que acabamos de obtener sobre la conservaci´ on de la energ´ıa, implica la unicidad de soluci´ on del problema de Cauchy



(4.5.7)



 N   utt (x, t) − ∆u(x, t) = w(x, t), (x, t) ∈ R × R u(x, 0) = f (x), x ∈ RN   ut (x, 0) = g(x), x ∈ RN , N = 1, 2, 3.



En efecto, si hubiese dos soluciones u1 , u2 de (4.5.7), la diferencia v = u1 − u2 verifica el problema   vtt − ∆v = 0, (x, t) ∈ RN × R  v(x, 0) = 0, x ∈ RN   vt (x, 0) = 0, x ∈ RN , N = 1, 2, 3, y seg´ un (4.5.6)



E(0) =



1 2



Z



B(0,ρ)



{|vt (x, 0)|2 + |∇x v(x, 0)|2 }dx = 0,



de donde, vt (x, t) = 0 y ∇x v(x, t) = 0, es decir, v es constante y como v(x, 0) = 0, v(x, t) ≡ 0, o bien, u1 (x, t) = u2 (x, t). Observamos que el argumento anterior sigue siendo v´alido en cualquier dimensi´on y para cualquier soluci´ on con energ´ıa finita. Por el mismo tipo de t´ecnica que hemos usado para establecer la unicidad, vamos a analizar lo relativo a la velocidad de propagaci´on de las ondas. Este estudio nos dar´ a las bases para estudiar tambi´en el comportamiento de la propagaci´on de las ondas seg´ un la dimensi´on.
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4.5.1. Teorema. Sea u ∈ C 2 (RN ×[0, T ]) y tal que utt (x, t)−∆u(x, t) = 0 sobre la regi´ on RN ×[0, T ]. Supongamos que u(x, 0) = ut (x, 0) = 0 sobre B = {(x, 0)|



|x − x0 | ≤ t0 },



para alg´ un



t0 ∈ (0, T ).



Entonces u ≡ 0 sobre la regi´ on c´ onica C = {(x, t)|



0 ≤ t ≤ t0 ,



|x − x0 | ≤ t0 − t}.



Demostraci´ on. Para 0 < t1 < t0 consideramos el tronco de cono Ct1 = {(x, t)|



0 ≤ t ≤ t1 ,



|x − x0 | ≤ t0 − t}.



Integramos la identidad 0 = ut (utt (x, t) − ∆u(x, t)) sobre Ct1 , es decir 0= (4.5.8) =



Z



Z



Ct1



Ct1



ut (∆u − utt )dxdt = N X 1



(uxi ut )xi



! ∂ 1 {|ut |2 + |∇x u|2 } dxdt, − ∂t 2



y aplicando el teorema de Gauss se tiene (4.5.9) ! Z Z N X 1 1 2 2 uxi ut νi dσ(y) − (|ut |2 + |∇x u|2 )dx, 0= − (|ut | + |∇x u| )ν0 + 2 2 Bt1 S 1 siendo Bt1 el c´ırculo superior del tronco de cono, S es la superficie lateral, dσ(y) es el elemento de ´area en S y ν = (ν0 , ν1 , ..., νN ) es la normal unitaria exterior a S. Obs´ervese que la base del tronco de cono no aparece en (4.5.9) por suponerse los datos nulos en t = 0. Calcularemos la integral sobre la superficie lateral S. En primer t´ermino se tiene √ PN que ν = ( 22 , ν1 , ..., νN ) y entonces 1 νi2 = 1 − ν02 = 12 ; en segundo lugar si IS designa la integral sobre S en (4.5.9) se tiene



(4.5.10)



Z



N X 1 uxi ut νi }dσ(y) = {− (|ut |2 + |∇x u|2 )ν0 + 2 S 1 Z N N X 1 1 X =− νi2 ) + (uxi ν0 − ut νi )2 }dσ(y) ≤ 0 {u2t (ν02 − 2 S ν 0 1 1



IS ≡



 229



como resulta evidente por ser suma de cuadrados. De esta forma (4.5.10) y (4.5.9) permiten concluir Z 1 (4.5.11) 0= (|ut |2 + |∇x u|2 )dx. 2 Bt1 La regularidad de u y (4.5.11) implican que ut (x, t1 ) = 0 y ∇x u(x, t1 ) = 0 para cualquier x ∈ Bt1 y cualquier 0 < t1 < T . Por tanto u es constante en la regi´ on c´ onica C y como en la base de C, es decir, sobre t = 0 y x ∈ B, u(x, 0) ≡ 0, resulta u(x, t) ≡ 0 para (x, t) ∈ C.  El resultado anterior pone de manifiesto que dados los datos en la bola B la soluci´ on queda u ´nicamente determinada en el cono C. Daremos las definiciones que nos permitiran enunciar precisamente los t´erminos en la discusi´on posterior. 4.5.2. Definici´ on. i) Dada una bola B = {x ∈ RN | |x − x0 | ≤ r} el dominio de determinaci´ on C(x0 , r) es el conjunto de puntos (x, t) ∈ RN × R para los que se determina de manera u ´nica la soluci´ on del problema de Cauchy para la ecuaci´ on de ondas con datos en B. ii) Dada una bola B en el plano t = 0 llamamos dominio de influencia de B al conjunto de puntos en RN × R en los que el valor de la soluci´ on del problema de Cauchy para la ecuaci´ on de ondas depende de los datos en B. Lo notaremos por B(B). 4.5.3. Definici´ on. Dado un punto (x0 , t0 ) ∈ RN × R el dominio de dependencia AN (x0 , t0 ) es el conjunto de puntos (x, 0) ∈ RN × {0} tales que la soluci´ on del problema de Cauchy para la ecuaci´ on de ondas en el punto (x0 , t0 ) depende de los valores de los datos en AN (x0 , t0 ). El teorema anterior junto con las f´ormulas (4.1.14), (4.2.20) y (4.3.7), permiten determinar C(x0 , r) como el doble cono C(x0 , r) = {(x, t) ∈ RN × R| |x − x0 | ≤ r − |t|},



N = 1, 2, 3



A las superficies c´ onicas S(x0 , r) = {(x, t)|



|x − x0 | = r − |t|},



se les llama conos caracter´ısticos por coincidir con las caracter´ısticas de la ecuaci´ on de ondas estudiadas en la secci´on 2.3. En otras palabras, los conos caracter´ısticos son las fronteras de los dominios de determinaci´on. De esta forma dada una bola B en el plano t = 0, el dominio de influencia B(B) es el conjunto de RN × R tal que los conos caracter´ısticos con v´ertice en B(B) cortan a B.



 230



El mismo c´ alculo hecho para la ecuaci´ on de ondas en una dimensi´on en la secci´on 4.1, demuestra en general que la velocidad de propagaci´ on es 1. De nuevo consideramos las f´ormulas (4.1.14), (4.2.20) y (4.3.7). Se aprecia una diferencia sustancial entre lo que ocurre en dimensiones 1 y 2 y lo que ocurre en dimensi´on 3. En efecto, en el caso de dimensiones N = 1 y N = 2 el dominio de dependencia de un punto (x0 , t0 ) es AN (x0 , t0 ) = {(x, 0)|



|x − x0 | ≤ |t0 |},



N = 1, 2,



mientras que en dimensi´on N = 3 el dominio de dependencia es A3 (x0 , t0 ) = {(x, 0)|



|x − x0 | = |t0 |}.



En dimensi´on espacial tres resulta que el dominio de dependencia es la intersecci´ on del cono caracter´ıstico con el plano t = 0, es decir, si tomamos el cono caracter´ıstico S3 (x0 , |t0 |) con v´ertice en (x0 , t0 ), se tiene (4.5.12)



A3 (x0 , t0 ) = S3 (x0 , |t0 |) ∩ {(x, 0)|x ∈ R3 }.



Por el contrario en dimensiones 1 y 2 el dominio de dependencia es toda la bola y la intersecci´ on del cono caracter´ıstico con t = 0 es s´olo la frontera de A1 (x0 , t0 ) y A2 (x0 , t0 ) en R y R2 , respectivamente. La propiedad que expresa (4.5.12) se refiere diciendo que la ecuaci´ on de ondas en dimensi´on 3 satisface el principio fuerte de Huygens. As´ı pues la ecuaci´ on de ondas en dimensiones 1 y 2 no satisface el principio fuerte de Huygens. Analizaremos que significa el principio fuerte de Huygens. Supongamos los datos en el problema de Cauchy (4.5.1) soportados en una bola B ⊂ RN . En el caso de no verificarse el principio fuerte de Huygens, el dominio de influencia de una bola B es el tronco de cono con base B y superficie lateral generada por las caracter´ısticas pasando por la frontera de B. Esto quiere decir que si tomamos un punto x0 ∈ RN existe un tiempo t0 en el cual el dominio de determinaci´on C(x0 , t0 ) corta a B en t = 0. Pero entonces es claro que a partir de ese instante contin´ ua verific´andose que C(x0 , t) corta a B si t > t0 . En este sentido una propagaci´on de ondas en dimensiones 1 y 2 con se˜ nal inicial de soporte compacto, tiene la propiedad que cuando la perturbaci´ on alcanza un punto permanece perturb´andole para todo tiempo posterior. Pi´ensese en las ondas de agua de un estanque como ejemplo. Si el agua vuelve al reposo es por rozamiento y otras perturbaciones externas. Si se verifica el principio fuerte de Huygens, es decir si estamos en R3 ×R, y se toma un punto x0 ∈ R3 entonces los tiempos t que verifican que el cono caracter´ıstico con v´ertice en (x0 , t) interseca B es un intervalo acotado como se comprueba f´acilmente. Esto quiere decir que el dominio de infuencia de una bola B es el tronco de cono con base B, menos un cono interior.
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Es decir, en tres dimensiones espaciales una perturbaci´ on de soporte compacto, llega a cada punto y despu´es de un tiempo desaparece. El principio de Huygens fuerte permite que puedan emitirse sonidos y que posteriormente se vuelva al silencio. ¿Puede imaginar el lector un espacio f´ısico sin principio de Huygens? Consideramos de nuevo el problema de Cauchy  N   utt (x, t) − ∆u(x, t) = 0, (x, t) ∈ R × R



(4.5.13)



 



u(x, 0) = f (x),



ut (x, 0) = g(x),



x ∈ RN



x ∈ RN .



N = 1, 2, 3,



Utilizaremos la transformada de Fourier y las propiedades que para ella se han establecido en la secci´on 3.6. Definiendo Z v(ξ, t) = e−2πihx,ξi u(x, t)dx, RN



transformada de Fourier de u respecto a la variable espacial para t fijo, Z Z −2πihx,ξi ˆ f (ξ) = e f (x)dx, y gˆ(ξ) = e−2πihx,ξi g(x)dx, RN



RN



transformadas de Fourier de f y g respect´ıvamente, se verifica para cada ξ ∈ RN  2 d   v(ξ, t) + 4π|ξ|2 v(ξ, t) = 0    dt2 (4.5.14) v(ξ, 0) = fˆ(ξ)      d v(ξ, 0) = gˆ(ξ). dt



Las soluciones de (4.5.14) son combinaciones lineales de soluciones de los problemas,



(4.5.15)



y



(4.5.16)



 d2  v (ξ, t) + 4π|ξ|2 v1 (ξ, t) = 0    dt2 1 v1 (ξ, 0) = 0     d v1 (ξ, 0) = 1, dt  d2  v (ξ, t) + 4π|ξ|2 v2 (ξ, t) = 0    dt2 2 v2 (ξ, 0) = 1     d v2 (ξ, 0) = 0, dt
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es decir, de {v1 (ξ, t), v2 (ξ, t)} = {



sen (2πt|ξ|) , cos(2πt|ξ|)} 2π|ξ|



Entonces la soluci´ on de (4.5.14) se escribe como (4.5.17) Observamos que



v(ξ, t) = gˆ(ξ)



d v1 (ξ, t) = cos(2πt|ξ|), dt



por lo que llamando (4.5.18)



sen (2πt|ξ|) + fˆ(ξ) cos(2πt|ξ|). 2π|ξ|



E(x, t) =



Z



e2πihx,ξi



RN



se tiene (4.5.19)



∂ E(x, t) = ∂t



Z



sen (2πt|ξ|) dξ, 2π|ξ|



e2πihx,ξi cos(2πt|ξ|)dξ.



RN



Entonces teniendo en cuenta (4.5.17) y las propiedades de la transformada de Fourier se tiene que la soluci´ on de (4.5.13) es Z Z ∂ (4.5.20) u(x, t) = E(x − y, t)f (y)dy + E(x − y, t)g(y)dy RN ∂t RN Todos los c´ alculos anteriores pueden justificarse si, por ejemplo, se supone que f (x), g(x), |∇g(x)| ∈ L2 (RN ). El paso de (4.5.20) a (4.1.14) exige calcular de forma expl´ıcita E(x, t). En el caso de dimensi´on 1 se puede hacer elementalmente. Se trata de calcular la antitransformada de Fourier (4.5.18). Para ello tendremos en cuenta que Z ∞ sen (s) π ds = . (4.5.21) s 2 0



Por un argumento sobre la paridad de la funci´ on Z ∞ sen (2πt|ξ|) E(x, t) = e2πixξ dξ = 2π|ξ| −∞ Z ∞ sen (2πtξ) cos(2πxξ) =2 dξ = 2πξ 0 (4.5.22) Z ∞ sen (2π(x + t)ξ) + sen (2π(t − x)ξ) dξ = = 2πξ 0 Z ∞ Z ∞ sen (2π(x + t)ξ) sen (2π(t − x)ξ) = dξ + dξ ≡ I1 (x, t) + I2 (x, t), 2πξ 2πξ 0 0
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entonces, si x + t > 0 y t − x > 0 haciendo el cambio de variables 



(4.5.23)



s = 2π(x + t)ξ,



en



I1 ,



s = 2π(t − x)ξ,



en



I2 ,



respectivamente, se obtiene, (4.5.24)



I1 = I2 =



1 . 4



1 . Por otra parte si x ∈ / [−t, t], el signo 2 de x + t es opuesto al de t − x y haciendo el cambio indicado por (4.5.23) se tiene I1 = −I2 , obteni´endose as´ı E(x, t) = 0. En resumen, Por consiguiente, si x ∈ [−t, t], E(x, t) =



( 1 , si x ∈ [−t, t] E(x, t) = 2 0, si x ∈ / [−t, t]. Por tanto, Z



∞



2πixξ



e



−∞



sen (2πt|ξ|) gˆ(ξ)dξ = 2π|ξ|



Z



∞



1 E(x − y, t)g(y)dy = 2 −∞



Z



x+t



g(y)dy.



x−t



El otro sumando de la f´ormula de D’Alambert sale de derivar respecto al tiempo ∂ 1 ∂t 2



Z



x+t



x−t



f (y)dy =



f (x + t) + f (x − t) . 2



El paso de la f´ormula (4.5.20) a las f´ormulas expl´ıcitas en dimensiones mayores, (4.3.7) y (4.2.20), requiere el concepto de transformada de Fourier en sentido de distribuciones para el c´ alculo de E(x, t) y ser´a omitido aqu´ı. El resultado en R3 es que dada g ∈ C0∞ (R3 ) entonces Z



RN



e2πihx,ξi



sen (2πt|ξ|) t gˆ(ξ)dξ = 2π|ξ| 4π



Z



g(x + tν)dω,



|ν|=1



consigui´endose el correspondiente resultado en dimensi´on espacial 2 por el m´etodo de descenso de Hadamard. Los detalles se pueden encontrar en el libro de F.Treves, ”Basic linear Partial Differential Equations” Ed. Academic Press, 1975, pg.47. Tambi´en se deja al cuidado del lector la expresi´ on de la soluci´ on de la ecuaci´ on de ondas no homog´enea en t´erminos de E(x, t).
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Nota. Obs´ervese que el principio de conservaci´on de la energ´ıa es una consecuencia inmediata del teorema de Plancherel y de la expresi´ on (4.5.17). (V´ease el ejercicio 18).



EJERCICIOS DEL CAPITULO 4. 1. Sea u(x, t) soluci´ on del problema  utt − uxx = 0, x ∈ [0, 1], t ∈ R     u(x, 0) = x(1 − x), x ∈ (0, 1)  ut (x, 0) = x, x ∈ (0, 1)    u(0, t) = u(1, t) = 0, t ∈ R.



1 ). Obt´engase la serie de Fourier Calc´ ulese razonadamente el valor exacto de u( 12 , 10 de la soluci´ on y anal´ıcese la convergencia.



2. Sea el problema



 utt − uxx = 0, x ∈ [0, 1], t ∈ R     u(x, 0) = 0, x ∈ (0, 1) (P )  ut (x, 0) = x(1 − x), x ∈ (0, 1)    u(0, t) = u(1, t) = 0, t ∈ R. Util´ıcese el m´etodo de Fourier para obtener la soluci´ on de (P) como suma de una 1 ). serie. Determ´ınese la regularidad de dicha soluci´ on en un entorno del punto ( √12 , 10 Determ´ınese razonadamente la suma de la serie de Fourier en dicho punto. 3. Sea el problema (P )



   utt − uxx = 0, x ∈ R, t ∈ R u(x, 0) = 0, x ∈ R   ut (x, 0) = max{1 − 2|x|, 0} x ∈ R.



Determ´ınese a) sopu ∩ {t = 1}, siendo sopu la clausura del conjunto de puntos donde u 6= 0. b) La soluci´ on del problema. c) La gr´afica de u(0, t), siendo u la soluci´ on. 4. Sea el problema (P )



   utt − uxx = 0, x ∈ R, t ∈ R u(x, 0) = max{1 − |x|, 0}, x ∈ R   ut (x, 0) = min{x4 − 1, 0}. x ∈ R



Determ´ınese el dominio de dependencia del punto (0, 12 ). Determ´ınese el conjunto de puntos (x, 4) ∈ R2 tales que u(x, 4) 6= 0. Util´ıcese la f´ormula de D’Alambert para calcular la soluci´ on, estudiando en que puntos la soluci´ on no es C 2 .
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5. Se considera el problema    utt − uxx + ut = 0, x ∈ R, u(x, 0) = f (x), x ∈ R (P )   ut (x, 0) = g(x), x ∈ R,



t∈R



siendo f, g ∈ C0∞ (R). Obt´engase la energ´ıa y compru´ebese que la ecuaci´ on de ondas regida por la ecuaci´ on de (P) tiende a pararse cuando t → ∞. 6. Estudiense la soluci´ on de los problemas siguientes por la f´ormula de D’Alambert y determ´ınense los puntos en que la soluci´ on no es C 2    utt − uxx = 0, x ∈ R, t ∈ R   u(x, 0) = 0, x ∈ R (a)   1 x>0    ut (x, 0) = 0 x ≤ 0, (b)



 utt − uxx = 0, x ∈ R,     1 x>0 u(x, 0) =  0 x≤0   ut (x, 0) = 0, x ∈ R.



7. Obt´engase la soluci´ on de    utt − uxx = xt, x ∈ R, u(x, 0) = x2 , x ∈ R (P )   ut (x, 0) = 1, x ∈ R.



t∈R



t∈R



8. Sea utt (x, t) − ∆u(x, t) = 0 la ecuaci´ on de ondas en R3 × R. Pru´ebese que las soluciones con simetr´ıa radial son de la forma u(|x|, t) =



w1 (|x| + t) + w2 (|x| − t) . |x|



9. Obt´engase la soluci´ on de la ecuaci´ on de ondas en R3 × R que verifica los datos u(x, 0) = 0, ut (x, 0) = g(|x|). 10. Resu´elvase expl´ıcitamente el problema 9 para  1, |x| ≤ 1 g(|x|) = 0, |x| > 1.
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11. Sea el problema  3   utt (x, t) − ∆u(x, t) = 0, x ∈ R , u(x, 0) = f (x), x ∈ R3   ut (x, 0) = g(x), x ∈ R3 ,



t∈R



donde f, g ∈ C0∞ (R3 ). Pru´ebese que la soluci´ on u(x, t) verifica sup |u(x, t)| ≤



x∈R3



c . 1 + |t|



12. Est´ımese la energ´ıa para la ecuaci´ on del telegrafista utt (x, t) − ∆u(x, t) + ut = 0 con datos f, g ∈ C0∞ (R3 ). Pru´ebese que Z lim u2t (x, t)dx = 0. t→∞



R3



13. Sea el problema  3   utt (x, t) − ∆u(x, t) = 0, x ∈ R , u(x, 0) = f (x), x ∈ R3   ut (x, 0) = g(x), x ∈ R3 ,



t∈R



siendo f (x) = max{0, 41 − |x|2 } y g(x) = max{0, 5|x| − (|x|2 + 6)}. Determ´ınense a) sopu(x, 1). b) sopu(x, 2). c) sopu(x, 10). 14. Sea el problema  3   utt (x, t) − ∆u(x, t) = 0, x ∈ R , u(x, 0) = f (x), x ∈ R3   ut (x, 0) = g(x), x ∈ R3 ,



t∈R



siendo f (x) = 0 y g(x) = max{0, (1 − |x|2 )}. Determinar el soporte de la soluci´ on en los hiperplanos t = 1 y t = 2, respect´ıvamente. 15. Consid´erese el problema    utt (x, t) − ∆u(x, t) = F (x, t), u(x, 0) = f (x), x ∈ R3   ut (x, 0) = g(x), x ∈ R3



x ∈ R3 ,



t∈R



y calc´ ulese la energ´ıa. Sup´ongase f ≡ 0, g ≥ 0 y F ≥ 0. ¿Qu´e se puede decir de la soluci´ on u?
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16. Establecer un principio de comparaci´ on para soluciones de las ecuaciones de ondas con iguales datos iniciales y distintos segundos miembros, en dimensiones 1,2 y 3. 17. Dado el problema  utt − uxx − uyy − uzz = 0, (x, y, z) ∈ R2 × (0, ∞),     u(x, y, z, 0) = f (x, y, z), z > 0  ut (x, y, z, 0) = g(x, y, z), z > 0    ut (x, y, 0, t) = 0,



t∈R



obt´engase su soluci´ on. (Indicaci´ on.- H´ agase una extensi´ on impar de los datos a z < 0). 18. Dem´ uestrese el principio de conservaci´on de la energ´ıa usando la identidad de Plancherel. 19. Calcular la soluci´ on del problema



(P )



 utt − uxx = 0, (x, t) ∈ (−1, 1) × R     u(−1, t) = 0 = u(1, t), t ∈ R  u(x, 0) = 1, x ∈ (−1, 1)    ut (x, 0) = 1 − x2 , x ∈ (−1, 1).



Determinar el valor exacto de u(0, 14 ). 20. Sea la ecuaci´ on:



 utt − uxx = 0 x > 0, t > 0     u(x, 0) = f (x) con f (0) = 0,  ut (x, 0) = g(x)    u(0, t) = 0



con g(0) = 0,



a) Calcular la soluci´ on de dicho problema. Indicaci´ on. Hacer una extensi´ on adecuada de los datos iniciales f y g a todo R . b) Supongamos que f (x) es positiva en el intervalo (1, 2) y vale 0 fuera de ´el, y que g ≡ 0para todo x . Hallar los conjuntos en los que la soluci´ on u es distinta de 0 en los instantes t = 1 y t = 4.
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CAPITULO 5



LA ECUACION DE LAPLACE EL PROBLEMA DE DIRICHLET



Introducci´on Los modelos que dan origen a la ecuaci´ on de Laplace y que fueron discutidos en el cap´ıtulo 1, son estacionarios. En la secci´on 2.3. se ha visto que el problema de Cauchy para la ecuaci´ on de Laplace no est´a bien propuesto, mientras que en la secci´on 3.3 se ha establecido existencia y unicidad para el problema de Dirichlet en la bola unidad del plano, usando las series de Fourier para construir el n´ ucleo de Poisson y en la secci´on 3.6 se ha resuelto sobre el semiplano positivo, introduciendo la transformaci´on de Fourier. En este cap´ıtulo se van a introducir m´etodos alternativos para poder resolver el problema de Dirichlet en dominios m´ as generales y de otros problemas relacionados con la ecuaci´ on de Laplace y de Poisson. En la pr´oxima secci´on, la 5.1, se motiva la funci´ on de Green para el laplaciano, obteni´endose expl´ıcitamente para la bola unidad de RN en la secci´on 5.2. De esta forma se resuelve el problema de Dirichlet. Ideas de simetr´ıa permiten construir la funci´ on de Green en ciertos dominios, como se ver´ a en la secci´on 5.3. Las propiedades de las funciones arm´ onicas y el principio
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del m´ aximo son los contenidos de la secci´on 5.4. El principio del m´ aximo junto a las propiedades de las funciones arm´onicas y la soluci´ on del problema de Dirichlet en las bolas de RN , permiten resolver el problema de Dirichlet en dominios generales por el m´etodo de Poincar´e-Perron. Ser´ a en la secci´on 5.5. En particular se demostrar´a la existencia de funci´ on de Green en dominios generales, lo cual se aplicar´ a a resolver la ecuaci´ on de Poisson en la secci´on 5.6.
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5.1.-Representaci´ on integral de funciones. Funci´ on de Green. Como consecuencia inmediata del teorema de la divergencia de Gauss, se obtienen las f´ ormulas de Green que se utilizan repetidamente. Sea N ≥ 2 y Ω ⊂ RN un dominio regular en el sentido de la definici´on (1.2.1). Primera f´ ormula de Green. ¯ y v ∈ C 1 (Ω), ¯ entonces Sean u ∈ C 2 (Ω) Z



(5.1.1)



v(x)∆u(x)dx =



Ω



Z



∂u v(x) (x)dσ(x) − ∂n



Z



h∇u, ∇vidx,



Ω



∂Ω



donde ∂Ω es la frontera de Ω, n es la normal exterior y dσ el elemento de a ´rea sobre ∂Ω. Para establecer (5.1.1) basta observar que div (v∇u) = h∇u, ∇vi + v∆u y aplicar el teorema de Gauss. Segunda f´ ormula de Green. ¯ entonces Sean u, v ∈ C 2 (Ω), (5.1.2)



Z



(v(x)∆u(x) − u(x)∆v(x)) dx =



Ω



Z 



v(x)



∂Ω



 ∂u ∂v (x) − u(x) (x) dσ(x), ∂n ∂n



donde ∂Ω es la frontera de Ω, n es la normal exterior y dσ el elemento de a ´rea sobre ∂Ω. Es obvio que (5.1.2) es consecuencia inmediata de aplicar (5.1.1) a u y a v y restar. Un caso particular de (5.1.1) es cuando v ≡ 1, entonces (5.1.3)



Z



∆u(x)dx =



Ω



Z



∂u (x)dσ(x). ∂n



∂Ω



De (5.1.3) se concluye que si u verifica la ecuaci´ on de Laplace, ∆u = 0, (5.1.4)



0=



Z



∂Ω



∂u (x)dσ(x), ∂n
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y, en general, para que el problema de Neumann   ∆u = F (x), x ∈ Ω (5.1.5)  ∂u (x) = g(x), x ∈ ∂Ω, ∂n sea compatible, es necesario que Z Z (5.1.6) F (x)dx = g(x)dσ(x). Ω



∂Ω



Como se ve, el obtener condiciones integrales parece una buena manera de abordar los problemas para la ecuaci´ on de Laplace. Otro auxiliar importante lo van a constituir las soluciones radiales del laplaciano, es decir, aquellas soluciones, u(x) ≡ u(|x|), que s´olo dependen de la distancia del punto al origen, siendo independientes de las variables angulares. Empezamos calculando el valor del laplaciano para funciones radiales. Puesto que uxi = u′ (r)rxi = u′ (r)



xi , r



se tiene que



(5.1.7)



uxi xi



x2 r− i 2 x r , = u′′ (r) 2i + u′ (r) r r2



de donde (5.1.8)



∆u ≡ u′′ (r) +



(N − 1) ′ u (r), r



siendo N la dimensi´on de espacio. Es decir, las soluciones radiales de la ecuaci´ on de Laplace vienen dadas por las soluciones de la ecuaci´ on ordinaria de segundo orden (5.1.9)



u′′ (r) +



(N − 1) ′ u (r) = 0, r



que llamando p = u′ se convierte en la ecuaci´ on de variables separables p′ (r) +



(N − 1) p(r) = 0. r



Por tanto las soluciones de (5.1.9) son ( a log r + b, (5.1.10) u(r) = a + b, N r −2



si N = 2 si N > 2,
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que salvo para a = 0, es decir las soluciones constantes, son singulares en r = 0. Esta singularidad ser´a la clave de la utilidad de dichas funciones y la justificaci´ on de este hecho es an´aloga a la vista para la funci´ on de Green en la secci´on 3.1. Por el momento vamos a poner de manifiesto la mencionada utilidad. Se trata de representar las funciones con derivadas continuas en Ω en forma integral a partir de las soluciones radiales y de las f´ ormulas de Green. La lectura de tal representaci´on nos permitir´ a conjeturar las directrices a seguir para resolver el problema de Dirichlet y tambi´en para obtener propiedades cualitativas y cuantitativas de las soluciones de la ecuaci´ on de Laplace. Por razones de normalizaci´on que quedar´an claras al hacer los c´ alculos, tomaremos en particular las soluciones radiales singulares  1  log r, si N = 2  2π (5.1.11) v(r) = −1 1   , si N > 2, (N − 2)ωN rN −2 donde ωN designa la medida de la esfera S N −1 = {x ∈ RN | lector los c´ alculos en el caso N = 2 y supondremos N > 2.



|x| = 1}. Dejamos al



¯ Para ξ ∈ Ω Sea Ω ⊂ RN dominio con frontera ∂Ω regular. Sea u ∈ C 2 (Ω) ∩ C(Ω). sea ρ > 0 tal que Bρ (ξ) = {x ∈ RN | |x − ξ| < ρ} ⊂ Ω. Consideramos v(|x − ξ|) =



(5.1.12)



−1 1 , (N − 2)ωN |x − ξ|N −2



es decir, la trasladada de la funci´ on v definida en (5.1.11) de forma que tenga su singularidad en x = ξ. A la funci´ on v se la llama soluci´ on fundamental. Como la soluci´ on fundamental, v, no est´a en las hip´otesis para usar directamente la f´ormula de Green, procedemos como sigue. Llamando Ωρ = Ω − Bρ (ξ), se tiene que v ∈ C ∞ (Ωρ ) y adem´ as ∆x v(|x − ξ|) = 0,



(5.1.13)



en



Ωρ ,



donde ∆x denota el laplaciano respecto a la variable x. Obs´ervese que la frontera de Ωρ es la uni´on de la frontera de Ω con la esfera frontera de Bρ , Sρ , es decir, ∂Ωρ = ∂Ω ∪ Sρ . Aplicando la segunda f´ormula de Green (5.1.2) a u y v sobre Ωρ y teniendo en cuenta (5.1.13) obtenemos  Z Z  ∂v ∂u (5.1.14) v(|x − ξ|)∆u(x)dx = v(|x − ξ|) (x) − u(x) (|x − ξ|) dσ(x), ∂n ∂n Ωρ



∂Ωρ
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donde n denota la normal exterior a ∂Ωρ . Vamos a evaluar el l´ımite de (5.1.14) para ρ → 0. Es claro que el t´ermino de la izquierda en (5.1.14) verifica Z Z v(|x − ξ|)∆u(x)dx, (5.1.15) lim v(|x − ξ|)∆u(x)dx = ρ→0 Ωρ



Ω



por tratarse de una funci´ on integrable. El t´ermino de la derecha en (5.1.14) tiene un sumando sobre ∂Ω, que no depende de ρ. En consecuencia, s´olo tenemos que evaluar   Z ∂v ∂u v(|y − ξ|) (y) − u(y) (|y − ξ|) dσ(y). (5.1.16) lim ρ→0 S (ξ) ∂n ∂n ρ Pero tenemos en primer lugar que Z ∂u (5.1.17) lim (v(|y − ξ|) (y)dσ(y) = 0, ρ→0 S (ξ) ∂n ρ pues en Sρ (ξ), v(|y − ξ|) =



−1 , (N − 2)ωN ρN −2



y entonces aplicando (5.1.3) se tiene Z Z −1 ∂u ∆u(x)dx = v(|y − ξ|) (y)dσ(y) = ∂n (N − 2)ωN ρN −2 Bρ Sρ (ξ) ! (5.1.18) Z −1 N ωN N = ρ ∆u(x)dx , (N − 2)ωN ρN −2 N ωN ρN Bρ donde observamos que la medida de Bρ es



ωN N ρ = |Bρ | y, por tanto, la continuidad N



de ∆u permite concluir (5.1.17). De otra parte como la normal exterior a Ωρ es la normal interior a Sρ , se tiene (5.1.19)



1 ∂v (|y − ξ|) = − ∂n ωN |y − ξ|N −1



y resulta para ρ → 0, Z Z ∂v 1 (5.1.20) − u(y) (|y − ξ|)dσ(y) = u(y)dσ(y) → u(ξ), ∂n ωN ρN −1 Sρ (ξ) Sρ (ξ) por la continuidad de u.
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Tomando l´ımites para ρ → 0 en (5.1.14) y en virtud de los c´ alculos anteriores obtenemos la expresi´ on (5.1.21)  Z  Z ∂u ∂v u(ξ) = − v(|x − ξ|) (x) − u(x) (|x − ξ|) dσ(x) + v(|x − ξ|)∆u(x)dx. ∂n ∂n Ω



∂Ω



Como el lector puede comprobar sin dificultad, los mismos argumentos son v´alidos si sustituimos v(|x − ξ|) por una funci´ on (5.1.22)



s(x, ξ) = v(|x − ξ|) + Φ(x),



¯ y ∆Φ(x) = 0, obteni´endose la misma expresi´ siendo Φ ∈ C 2 (Ω) on (5.1.21) con s en vez de v. Una lectura poco reflexiva de (5.1.21) puede llevar a pensar que contradice el resultado de que el problema de Cauchy para la ecuaci´ on de Laplace est´a mal propuesto. En la secci´on 3.3 hemos demostrado que el problema  ∆u = 0, x2 + y 2 < 1 u(x, y) = f (x, y),



x2 + y 2 = 1



tiene soluci´ on u ´nica. Adem´as se tienen los resultados de la secci´on 2.3. Por tanto, el problema  ∆u(x) = F (x), x ∈ Ω    u(x) = f (x), x ∈ ∂Ω    ∂u (x) = g(x), x ∈ ∂Ω ∂n



en general no tiene soluci´ on, salvo que F, f y g verifiquen ciertas condiciones de compatibilidad. La f´ormula (5.1.21) expresa una funci´ on u ∈ C 2 (Ω) en t´erminos de sus valores de frontera y de los de su derivada normal. Pero lo que se desear´ıa es aplicar (5.1.21) para resolver el problema de Dirichlet  ∆u(x) = F (x), x ∈ Ω (5.1.23) u(x) = f (x), x ∈ ∂Ω, en cuyo caso estorba en (5.1.21) el t´ermino en que aparece la derivada normal de u, seg´ un los comentarios previos. La idea es buscar una funci´ on G(x, ξ) de la forma (5.1.22), con lo cual se tendr´ a la representaci´on (5.1.21), pero que verifique adem´ as, que para cada ξ ∈ Ω fijo, G(x, ξ) = 0 si x ∈ ∂Ω. Es decir, si se sabe resolver el problema de Dirichlet particular  ∆x Φ(x, ξ) = 0, x ∈ Ω (5.1.24) Φ(x, ξ) = −v(|x − ξ|), x ∈ ∂Ω,
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entonces la funci´ on G(x, ξ) = v(|x − ξ|) + Φ(x, ξ),



(5.1.25)



sustituida en la f´ormula (5.1.21), lleva a la expresi´ on (5.1.26)



u(ξ) =



Z



∂Ω



∂G (y, ξ)f (y)dσ(y) + ∂ny



Z



F (x)G(x, ξ)dx.



Ω



A la funci´ on G definida en (5.1.25) se la llama funci´ on de Green y a



∂G n´ ucleo de ∂ny



Poisson para el problema (5.1.23). Al igual que en los problemas de Sturm-Liouville estudiados en el cap´ıtulo 3, la soluci´ on en el caso general se reduce a resolver un problema en particular. En los apartados siguientes calcularemos de forma expl´ıcita la funci´ on de Green en algunos casos particulares. En el resto de secciones nuestro objetivo ser´a resolver el problema de Dirichlet en dominios generales, o lo que es equivalente, la obtenci´on de la funci´ on de Green.



5.2.-El problema de Dirichlet en una bola de



RN .



Este apartado se dedica a obtener la funci´ on de Green en el caso en el que el dominio Ω es la bola de radio R, BR (0) = {x ∈ RN | |x| ≤ R} y, como consecuencia, a resolver el problema de Dirichlet. Supondremos N ≥ 3, pues el caso N = 2 ya se resolvi´o en la secci´on 3.3. Sin embargo ser´a un buen ejercicio para el lector reproducir los c´ alculos que siguen en dimension N = 2. (S´olo hay que poner el logaritmo.) Para calcular la funci´ on de Green debemos calcular la soluci´ on del problema



(5.2.1)



  ∆y Φ(x, y) = 0,



si |y| < R 1 1  Φ(x, y) = , ωN (N − 2) |x − y|N −2



si |y| = R,



para |x| < R fijo y donde ωN denota la medida de la esfera de radio 1 en RN . La idea es ensayar como soluci´ on de (5.2.1) una funci´ on de la forma (5.2.2)



Φ(x, y) =



k 1 , (N − 2)ωN |λx − y|N −2



donde se supone λx 6= y. Se trata entonces de determinar los par´ ametros k y λ de manera que se verifique la condici´ on de contorno, ya que toda funci´ on como la definida en (5.2.2) verifica la ecuaci´ on ∆y Φ = 0.
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Hemos de imponer que si |y| = R se verifique k 1 = , N −2 |x − y| |λx − y|N −2



(5.2.3) o bien,



2



k N −2 |x − y|2 = |λx − y|2 ,



(5.2.4) que desarrollando queda 2



k N −2 (|x|2 − 2hx, yi + |y|2 ) = λ2 |x|2 − 2λhx, yi + |y|2 , poniendo |y| = R resulta 2



2



2



(1 − k N −2 )R2 = (k N −2 − λ2 )|x|2 − 2(λ − k N −2 )hx, yi, 2



y para λ = k N −2 resulta (1 − λ)R2 = (λ − λ2 )|x|2 ,



R2 . |x|2 El valor λ = 1 hay que desecharlo, pues no se tendr´ıa λx 6= y para |y| < R. El otro R2 > 1, se tiene que valor da que, como |x|2 de donde, o bien λ = 1, o bien λ =



|



R2 R x| = R| | > R, 2 |x| |x|



por tanto cualquiera que sea |y| < R, se tiene R2 x 6= y. |x|2 2



Como λ = k N −2 resulta (5.2.5)



k=







R |x|



N −2



.



La correspondiente funci´ on Φ(x, y) viene dada entonces por (5.2.6)



Φ(x, y) =



R 1 1 ( )N −2 . (N − 2)ωN |x| R2 | 2 x − y|N −2 |x|
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La funci´ on de Green resulta ser   2−N  |x| R2  2−N {|x − y| − | 2 x − y|2−N } x 6= 0 −1 (5.2.7) G(x, y) = R |x| (N − 2)ωN   2−N 2−N {|y| −R } x=0 La u ´ltima expresi´ on se obtiene considerando que Φ(0, y) = Calcularemos ahora el n´ ucleo de Poisson, es decir, ∂G (x, y), ∂ny



(5.2.8)



1 R2−N . (N − 2)ωN



cuando |y| = R.



Derivando en (5.2.7) ∇y G(x, y) =



(5.2.9)



−1 ∂ { |x − y|2−N − (N − 2)ωN ∂yi =



1 (xi − yi ) − { ωN |x − y|N







|x| R







2−N



2−N ∂ R2 |x| | x − y|2−N }i=1,...,N = R ∂yi |x|2   2 R xi − yi |x|2 }i=1,...N . R2 N | 2 x − y| |x|



Entonces el valor en |y| = R se obtiene a partir de que G(x, y) = 0 en dichos puntos, es decir,  2−N |x| R2 |x − y|2−N = | 2 x − y|2−N , si |y| = R, R |x| o bien,   R2 |x| | 2 x − y| si |y| = R. (5.2.10) |x − y| = R |x|



Si se sustituye (5.2.10) en (5.2.9) se obtiene



|x|2 − R2 −1 ( yi )i=1,...,N si |y| = R. ωN |x − y|N R2 yi Como la normal exterior a |y| = R es n = ( )i=1,...,N resulta que el n´ ucleo de Poisson R resulta ser ∂G (x, y) = ∂ny (5.2.11)



∇y G(x, y) =



= h∇y G(x, y), ny i =



(5.2.12) =



R2 − |x|2 RωN |x − y|N



N |x|2 − R2 X yi2 −1 = ωN |x − y|N R2 R 1



si |y| = R.
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Si ahora se tiene en cuenta la f´ormula de representaci´on (5.1.26) es natural enunciar el resultado siguiente. 5.2.1. Teorema. (Poisson) Sea f una funci´ on continua en la esfera SR = {y ∈ RN | |y| = R}. Si se define  2 2 Z f (y)   R − |x| dσ(y) si |x| < R N RωN (5.2.13) u(x) = |y|=R |x − y|   f (x) si |x| = R,



u es continua en |x| ≤ R y u ∈ C ∞ en |x| < R, siendo adem´ as soluci´ on del problema  ∆u = 0 si |x| < R (5.2.14) u(x) = f (x) si |x| = R. Demostraci´ on. Que u ∈ C ∞ en |x| < R es consecuencia de ser R2 − |x|2 ∈ C∞ RωN |x − y|N



si |y| = R,



y |x| < R,



por lo que se puede derivar bajo el signo integral en (5.2.13) de manera reiterada. De otra parte, por la construcci´ on hecha, el n´ ucleo de Poisson verifica la ecuaci´ on de Laplace en el interior de la bola de radio R. (Calc´ ulese directamente el laplaciano para comprobar este extremo.) Por consiguiente, se tiene 1 ∆u(x) = RωN



Z



f (y)∆



|y|=R







R2 − |x|2 |x − y|N







dσ(y) = 0.



Queda por probar que (5.2.13) define una funci´ on continua en |x| ≤ R, o lo que es igual, que u verifica el dato de contorno con continuidad. Necesitamos dos propiedades del n´ ucleo de Poisson. A) Se verifica (5.2.15)



1 RωN



Z



|y|=R



R2 − |x|2 dσ(y) = 1 |x − y|N



Resulta directamente de la f´ormula de representaci´on integral (5.1.26) aplicada a v(x) ≡ 1 y a la funci´ on de Green definida por (5.2.7). B) Sea x0 un punto arbitrario de la esfera de radio R, es decir, |x0 | = R. Consideremos tambi´en ρ > 0 y sea Eρ = {y| |y| = R, |x0 − y| > ρ},
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entonces si |x − x0 | < Z (5.2.16)



Eρ



ρ 2



se verifica



1 R2 − |x|2 R − |x| dσ(y) ≤ 2N +1 RωN |x − y|N ρ



En efecto, si y ∈ Eρ y |x − x0 | < ρ2 ,



|x − y| ≥ |y − x0 | − |x − x0 | > y entonces



(5.2.17)



Z



Eρ



≤



R ρ



N −1



.



ρ , 2



1 R2 − |x|2 2R(R − |x|) dσ(y) ≤ N RωN |x − y| RωN



2(R − |x|) 2N ωN RN −1 N ωN ρ







Z



dσ(y) ≤ N Eρ |x − y|  N −1 R N +1 R − |x| . =2 ρ ρ



La expresi´ on (5.2.17) pone de manifiesto que la masa del n´ ucleo de Poisson se concentra alrededor del punto x0 cuando x → x0 . Las dos propiedades anteriores son las an´alogas a las que goza el n´ ucleo de Poisson para la bola en R2 , seg´ un se estudi´ o en la secci´on 3.3. Al igual que all´ı, nos servir´an para probar la convergencia al dato de frontera. En efecto, podemos escribir en virtud de (5.2.15) Z R2 − |x|2 1 (f (x) − f (x0 ))dσ(y)|. (5.2.18) |u(x) − f (x0 )| = | RωN |y|=R |x − y|N



Como f es uniformemente continua en |y| = R, dado ε > 0 existe δ > 0 tal que si |y1 − y2 | < δ entonces |f (y1 ) − f (y2 )| < ε/2. Sea A = max{|f (y)| | |y| = R}. La integral (5.2.18) la descomponemos en dos sumandos, uno al integrar sobre S1 = {y| |y| = R, |y − x0 | < ρ} con ρ < δ y otro al integrar sobre el complementario, S2 , de S1 en la esfera de radio R, de esta manera se obtiene Z 1 R2 − |x|2 |f (x) − f (x0 )|dσ(y) ≤ RωN |y|=R |x − y|N Z Z R2 − |x|2 R2 − |x|2 1 ε 1 (5.2.19) dσ(y) + 2A dσ(y) ≤ ≤ 2 RωN S1 |x − y|N RωN S2 |x − y|N   N +1 ε 2 (R − |x|)RN −1 ≤ + 2A , 2 ρN donde se han aplicado (5.2.15) y (5.2.16). Ahora bien R − |x| = |x0 | − |x| ≤ |x − x0 |, por lo que el segundo sumando se hace menor que ε/2 si tomamos   ε ρN |x − x0 | < , 2 2ARN −1 2N +1 quedando establecido el teorema en su totalidad. 



La expresi´ on integral (5.2.13) se llama integral de Poisson de f , y como consecuencia del teorema anterior se tiene el siguiente resultado de dependencia continua.
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5.2.2. Corolario. Si f y f¯ son funciones continuas en |y| = R y u y u ¯ son sus respectivas integrales de Poisson definidas por (5.2.13), entonces (5.2.20)



|u(x) − u ¯(x)| ≤ sup |f (x) − f¯(x)|, |y|=R



si |x| ≤ R. El resultado es una consecuencia directa de la definici´on de la integral de Poisson (5.2.13) y de usar (5.2.15) Obs´ervese que el corolario establece la dependencia continua de la integral de Poisson respecto de los datos. No podemos asegurar todav´ıa lo mismo para las soluciones de la ecuaci´ on de Laplace en la bola; para poder afirmar lo mismo tendr´ıamos que saber que la soluci´ on es u ´nica, y, por tanto, coincide con la integral de Poisson. Este resultado de unicidad lo probaremos en la secci´on 5.4.



5.3.-C´ alculo de la funci´on de Green en dominios con simetr´ıas. Como hemos establecido en las secciones previas de este cap´ıtulo, si se conoce expl´ıcitamente la funci´ on de Green, el problema de Dirichlet est´a resuelto, aunque tenemos pendiente todav´ıa la demostraci´on de la unicidad. Esta secci´on la dedicamos a calcular de manera elemental la funci´ on de Green en dominios con alg´ un tipo de simetr´ıa. Empezamos por concretar que entendemos por dominio con simetr´ıas en este contexto. Sea Ω ⊂ RN un dominio. Entenderemos que el dominio tiene simetr´ıa si existe S : RN −→ RN , tal que i) Si y ∈ Ω, S(y) ∈ RN − Ω y si y ∈ RN − Ω, S(y) ∈ Ω ii) Si y ∈ ∂Ω, S(y) = y iii) Si se define para una funci´ on u, v(y) = u(Sy) entonces ∆v(y) = a(y)∆u(y) Si tenemos un dominio Ω para el cual existe una tal S podemos definir la funci´ on de Green como sigue



(5.3.1)



  



α(x) 1 −1 − ), ( (N − 2)ωN |x − y|N −2 |S(x) − y|N −2 G(x, y) =   1 (log |x − y| − α log |S(x) − y|), N = 2 2π



N >2
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para un α adecuado, dependiente de a en iii). La anterior observaci´on es aplicada a continuaci´on para obtener la funci´ on de Green en algunos ejemplos. +1 I). El semiespacio superior RN . + N +1 = {(¯ x, xN +1 ) ∈ RN × R| xN +1 > 0}, de forma que la Denotamos por R+ N +1 frontera de R+ es el hiperplano xN +1 = 0 y es invariante por la simetr´ıa



S : RN +1 −→ RN +1 ,



definida por S(¯ x, xN +1 ) = (¯ x, −xN +1 ).



+1 +1 , dado que S(y) e y = (¯ y , yN +1 ) ∈ RN Fijados los puntos x = (¯ x, xN +1 ) ∈ RN + + pertenece al semiespacio inferior, la funci´ on



(5.3.2)



  



−1 1 , (N − 1)ωN +1 |y − S(x)|N −1 Φ(x, y) =   −1 log |x − S(y)|, N = 1 2π



N >1



+1 verifica la ecuaci´ on de Laplace como funci´ on de x en RN , y la funci´ on de Green es + entonces



  



−1 1 1 ( − ), (N − 1)ωN +1 |x − y|N −1 |y − S(x)|N −1 G(x, y) =   1 (log |x − y| − log |y − S(x)|), N = 1 2π



N >1



Calculamos el n´ ucleo de Poisson para N > 1, dejando al lector el c´ alculo en el caso N = 1 y la comprobaci´ on de que el resultado coincide con el obtenido por el m´etodo de separaci´on de variables en la secci´on 3.6. Como la normal a la frontera es ny = (0, 0, ..., 0, −1), se tiene que el n´ ucleo de Poisson es ∂G PN +1 (x, y) = (x, y) ∂yN +1 por lo que un c´ alculo simple da (5.3.3)



PN +1 (x, y) =



1 xN +1 , P ωN +1 ( N (xi − yi )2 + x2N +1 ) N2+1 i=1



y ∈ RN .
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II). La bola de radio R en RN . Consideraremos la inversi´on, o transformaci´ on de Kelvin, en RN − {0} con polo en el origen, es decir, R2 x, x 6= 0, I(x) = |x|2



N −1 respecto a la cual la esfera SR = {y ∈ RN | |y| = R} es el lugar geom´etrico de los N −1 puntos invariantes. En efecto, si y ∈ SR , I(y) = y. Adem´as si u ∈ C 2 y definimos v(y) = u(I(y)) se tiene ∆v(y) = |y|N +2 ∆u(y).



Consideremos N > 2. Definiendo  1 α(x) −1   ( − ),  (N − 2)ωN |x − y|N −2 |I(x) − y|N −2 G(x, y) = 1 1 1    − N −2 ), si x = 0 (N − 2)ωN |y|N −2 R



si x 6= 0



hemos de calcular α con la condici´ on G(x, y) = 0 si |y| = R, para tener la funci´ on de Green. Por c´ alculo directo se obtiene α(x) = (



R N −2 ) . |x|



El n´ ucleo de Poisson se calcul´ o en la secci´on 5.2. N −1 III). La semibola SR+ = {x ∈ RN | |x| < R, xn > 0}. Supondremos de nuevo N > 2. El caso N = 2 puede construirlo el lector sin dificultad. La idea es utilizar los apartados I) y II). M´as precisamente tomando la funci´ on de Green de la esfera calculada en II), la valoramos en el punto x y S(x), siendo S la simetr´ıa respecto al hiperplano xN = 0. La diferencia de ambas funciones se anula en xN = 0 tambi´en. Es decir, en este caso la funci´ on de Green es



G(x, y) =



−1 (|x−y|2−N −α|I(x)−y|2−N −|S(x)−y|2−N +α|I(S(x))−y|2−N ). (N − 2)ωN



Se deja la comprobaci´ on de todos los detalles como ejercicio para el lector. En este caso el n´ ucleo de Poisson resulta,  −1 |x|2 − R2   , |y| = R, yN > 0  R ωN |x − y|N ∂G = xN 1  ∂ny  , |y| < R, yN = 0.  PN −1 ωN ( i=1 (xi − yi )2 + x2N ) N2
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IV). Funci´ on de Green para el ´ angulo di´ edrico xN > 0, xN −1 > 0. Llamaremos SN y SN −1 las simetr´ıas respecto a los hiperplanos xN = 0 y xN −1 = 0. La idea es la misma que en el apartado III), es decir restar las funciones de Green para los dos semiespacios que por intersecci´ on dan el ´angulo di´edrico, valoradas en y y SN −1 (y), respectivamente. Es decir, para N > 2, G(x, y) = −1 (|x − y|2−N − |x − SN (y)|2−N − |x − SN −1 (y)|2−N − |x − SN (SN −1 (y))|2−N ) (N − 2)ωN El c´ alculo del n´ ucleo de Poisson es inmediato por derivaci´on. (V´eanse los ejercicios al final del cap´ıtulo.)



5.4.-Propiedades de las funciones arm´onicas. Consideremos un dominio Ω ⊂ RN , es decir, un abierto conexo de RN . El objetivo de esta secci´on es estudiar las propiedades de las soluciones de la ecuaci´ on de Laplace en Ω y algunas consecuencias que de ellas se obtienen. El conocimiento de tales propiedades nos permitir´ a demostrar resultados de unicidad y, en la secci´on siguiente, la existencia de soluci´ on en dominios m´ as generales. Para empezar precisamos con la siguiente definici´on el objeto de trabajo. 5.4.0. Definici´ on. Diremos que u es una funci´ on arm´ onica en Ω si u ∈ C 2 (Ω) y adem´ as ∆u = 0 en Ω. Como se ha visto en la secci´on 5.1 la soluci´ on del problema de Dirichlet en general, queda reducida a estudiar el problema particular de calcular la funci´ on de Green, y ´este al de determinar una funci´ on arm´ onica con dato de contorno v(|x − ξ|), soluci´ on fundamental. Por esta raz´on, entre otras, tiene inter´es el estudio detallado de las propiedades de las funciones arm´onicas. Vamos a dedicar nuestra atenci´on precisamente a: (1) Las propiedades de valor medio. (2) Principio del m´ aximo. Ambas propiedades son bien conocidas en el caso de dimensi´on N = 2, por aplicaci´on de los resultados para funciones holomorfas de una variable compleja. En efecto, si u(x, y) es arm´onica en R2 , podemos calcular la funci´ on arm´onica conjugada, es decir una funci´ on v que verifique las Ecuaciones de Cauchy-Riemann, 



vx = u y , vy = −ux .
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Para tales ecuaciones la condici´ on de integrabilidad de Lagrange del teorema (1.1.2), se verifica por la hip´otesis de ser u arm´onica, vxy = uyy = −uxx = vyx . Si se define f = u + iv es una funci´ on holomorfa y por tanto verifica la propiedad de la media y del m´ odulo m´ aximo por lo cual tambi´en lo satisfacen sus partes real e imaginaria respectivamente. En dimensi´on N > 2 no se puede usar la variable compleja y entonces se deben dise˜ nar otros m´etodos para poder demostrar las propiedades de la media y el principio del m´ aximo. Dichos m´etodos son v´alidos tambi´en en dimensi´on N = 2. Para precisar las ideas damos la siguiente definici´on. 5.4.1. Definici´ on. Dada v ∈ C(Ω) se dice que verifica la primera propiedad del valor medio en Ω, si para cada r > 0 tal que Br (x) = {y ∈ RN | |x − y| < r} ⊂ Ω, se verifica (5.4.1)



v(x) =



1 ωN rN −1



Z



v(y)dσ(y).



|x−y|=r



Si v verifica la primera propiedad del valor medio se tiene ωN ρN −1 v(x) =



Z



v(y)dσ(y),



0


|x−y|=ρ



y entonces ωN =



Z



r



Z 0r 0



ωN r N v(x) = ρN −1 v(x)dρ = N Z Z v(y)dσ(y)dρ = v(y)dy,



|x−y|=ρ



|x−y|≤r



es decir, (5.4.2)



N v(x) = ωN r N



Z



|x−y|≤r



1 v(y)dy ≡ |Br (x)|



Z



v(y)dy,



Br (x)



ωN r N es la medida de la bola de centro x y radio r. N Si se verifica (5.4.2) para cada r tal que Br (x) ⊂ Ω, se dice que verifica la segunda propiedad del valor medio. El c´ alculo precedente pone de manifiesto que si u verifica



donde |Br (x)| =
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la primera propiedad del valor medio tambi´en verifica la segunda. Rec´ıprocamente, si se verifica (5.4.2) para cada r tal que Br (x) ⊂ Ω, pasando a coordenadas polares ωN r N v(x) = N



(5.4.3)



Z



0



r



(



Z



v(y)dσ(y))dρ,



|x−y|=ρ



y derivando respecto a r resulta (5.4.1). Dada la anterior equivalencia, utilizaremos una u otra seg´ un interese para los c´ alculos. Como analizamos previamente, la propiedad de la media en dimensi´on N = 2, es una consecuencia de la f´ormula de Cauchy para funciones anal´ıticas de una variable compleja. El caso de dimensi´on N > 2 se establece en el resultado siguiente. 5.4.2. Teorema. Sea u funci´ on arm´ onica en el dominio Ω. Entonces u verifica la primera propiedad de la media. Demostraci´ on. Dado que ∆u=0 en Ω, en particular si Br (x) ⊂ Ω, se tiene por el teorema de Gauss aplicado sobre Br (x) Z ∂u (y)dσ(y) = 0. ∂n |x−y|=r Tomemos la soluci´ on fundamental definida por (5.1.11) y (5.1.12) y usando la representaci´on integral (5.1.21) obtenemos, u(x) =



Z



u(y)



|x−y|=r



que establece el resultado.



∂v 1 (|x − y|)dσ(y) = ∂ny ωN rN −1



Z



u(y)dσ(y),



|x−y|=r







La propia estructura de la ecuaci´ on de Laplace nos permite establecer un principio de m´ aximo d´ebil (m´ınimo d´ebil) que podemos enunciar de la manera siguiente 5.4.3. Teorema. Principio d´ebil del m´ aximo (m´ınimo) ¯ verificando ∆u ≥ 0 (∆u ≤ 0). Sea Ω dominio acotado de RN y u ∈ C 2 (Ω) ∩ C(Ω) Entonces el m´ aximo (m´ınimo) de u se alcanza en la frontera ∂Ω, es decir, max u(x) = max u(y) ¯ x∈Ω



y∈∂Ω



(min u(x) = min u(y)) ¯ x∈Ω



y∈∂Ω



 256



Demostraci´ on. Siempre se verifica la desigualdad max u(x) ≥ max u(y), ¯ x∈Ω



y∈∂Ω



por lo que la prueba consiste en establecer la otra desigualdad. Supongamos la hip´otesis adicional ∆u > 0 en Ω. Entonces si u tuviese un m´ aximo interior en Ω, la matriz hessiana de u ser´ıa semidefinida negativa y en particular su traza, que es el laplaciano, deber´ıa ser no positiva, ∆u ≤ 0, lo cual es una contradicci´on con la hip´otesis. Es decir, en este caso el resultado est´a establecido. Supongamos ahora la hip´otesis general, ∆u ≥ 0; reduciremos la demostraci´on al caso previo considerando la funci´ on auxiliar vε (x) = u(x) + ε|x|2 para ε > 0. Es evidente que v tiene la misma regularidad que u, pero adem´ as ∆v = ∆u + 2N ε > 0. Entonces aplicamos el resultado obtenido con esta hip´otesis adicional, max vε (x) = max vε (y), ¯ x∈Ω



y∈∂Ω



de donde, max u(x) ≤ max u(y) + ε max |x|2 , ¯ x∈Ω



¯ x∈Ω



y∈∂Ω



que tomando l´ımites para ε → 0 prueba el resultado. Para el caso del principio del m´ınimo basta considerar la funci´ on −u y aplicar el principio del m´ aximo demostrado.  Es claro entonces que si se trata de una funci´ on arm´onica se verifican simult´aneamente el principio del m´ aximo y del m´ınimo. Pero adem´ as, en este caso podemos establecer el siguiente principio del m´ aximo fuerte que extenderemos en la secci´on siguiente. Antes de nada queremos llamar la atenci´on sobre el m´etodo de demostraci´on que se va a usar. Se trata de un argumento de conexi´ on. Por definici´on un dominio Ω es abierto y conexo, por tanto la u ´nica partici´on en abiertos posible es la trivial. Dicho de otra forma, los u ´nicos subconjuntos de Ω que son abiertos y cerrados a la vez en la topolog´ıa relativa son el propio Ω y el conjunto vac´ıo, ∅. Entonces si se quiere demostrar que una determinada propiedad se verifica en todo Ω lo que hay que establecer es: i) El conjunto donde se verifica es no vac´ıo. ii) El conjunto donde se verifica es abierto y cerrado a la vez. Esta es la argumentaci´on que se har´ a en el pr´oximo resultado. 5.4.4. Teorema. ¯ satisfaciendo la condici´ Sea u ∈ C(Ω) on de la media en Ω. Si para alg´ un x0 ∈ Ω se verifica u(x0 ) = M = max u(x), ¯ x∈Ω



 257



entonces u(x) ≡ M , x ∈ Ω. Demostraci´ on. Sea A = {x ∈ Ω| u(x) = M }, por hip´otesis A 6= ∅ ya que x0 ∈ A. Adem´as la continuidad de u implica que A es cerrado. Si probamos que A es abierto, la conexi´on de Ω dar´ a el resultado. Para probar que A es abierto demostraremos que si x ∈ A, existe una bola de radio r > 0 y centro x contenida en A. Sea x ∈ A, entonces u(x) = M ; sea r > 0 tal que Br (x) ⊂ Ω, si no fuese cierto que u(y) = M para |x − y| < r se tendr´ıa necesariamente que para alg´ un y¯ ∈ Br (x), u(¯ y ) < M . Pero entonces la continuidad de u implica que para alg´ un ρ > 0, u(z) < M para todo z ∈ Bρ (¯ y ), es decir, |z − y¯| < ρ; ahora por la segunda propiedad de la media Z N u(y)dy = M = u(x) = ωN r N =



|x−y|≤r







Z



N   ωN r N



u(y)dy +



Br (x)∩Bρ (¯ y)







Z



Br (x)−Bρ (¯ y)



 u(y)dy  < M,



que es una contradici´on. Por tanto, Br (x) ⊂ Ω y as´ı A es un abierto, como quer´ıamos demostrar.







An´alogo argumento sirve para el m´ınimo. El siguiente resultado es el rec´ıproco del teorema (5.4.2) y caracteriza a las funciones arm´onicas por satisfacer la propiedad de la media. 5.4.5. Teorema. Sea u ∈ C(Ω) verificando la propiedad de la media en Ω. Entonces u es arm´ onica en Ω. Demostraci´ on. Sea x ∈ Ω y r > 0 tal que Br (x) ⊂ Ω. Como u ∈ C(Ω) el problema 



∆y v = 0,



en



v(y) = u(y),



|x − y| < r



en



|x − y| = r



tiene como soluci´ on la integral de Poisson de u en |x − y| = r, es decir, podemos definir v por (5.2.13). As´ı, v es una funci´ on arm´onica en la bola Br (x), por lo que en virtud del teorema (5.4.2) verifica la propiedad de la media en |x − y| < r. Entonces la funci´ on w = u − v verifica la propiedad de la media en |x − y| < r y por tanto, en virtud del teorema (5.4.4), podemos aplicar el principio del m´ aximo, obteniendo 0 = min (u(y) − v(y)) ≤ (u(z) − v(z)) ≤ max (u(y) − v(y)) = 0, |x−y|=r



|x−y|=r
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para todo z, |x − z| ≤ r. Por tanto, u(z) = v(z) sobre la bola Br (x), y como v es arm´onica, resulta u arm´onica.  Los siguientes corolarios del principio del m´ aximo son fundamentales para trabajar con la ecuaci´ on de Laplace. 5.4.6. Corolario. ¯ y f ∈ C(∂Ω). Entonces el problema Sea Ω ⊂ RN dominio acotado. Sean F ∈ C(Ω)  ∆u(x) = F (x), x ∈ Ω u(x) = f (x),



x ∈ ∂Ω



verifica que: ¯ a) Tiene a lo m´ as una soluci´ on u ∈ C 2 (Ω) ∩ C(Ω). ¯ es una soluci´ b) Si u ∈ C 2 (Ω) ∩ C(Ω) on, se verifica



max |u(y)| ≤ max |u(y)| + C max |f (y)|. y∈Ω



y∈Ω



y∈∂Ω



Demostraci´ on. a) Si hubiese dos soluciones u1 , u2 , la diferencia v = u1 − u2 ser´ıa arm´onica en Ω ¯ y tomando valores de frontera nulos. El principio del m´ continua en Ω aximo d´ebil, teorema 5.4.3., implica que v ≡ 0 en todo el dominio, es decir, u1 = u2 . b) Despu´es de una traslaci´on podemos suponer que el dominio Ω est´a contenido en la banda 0 < x1 < b. Para λ > 1 consideramos la funci´ on v(x) = max |u| + (eλb − eλx1 ) max |f |. Ω



∂Ω



Se tiene que u − v < 0 en ∂Ω y adem´ as



−∆(u − v) = f − λ2 max |f | ≤ 0, Ω



por tanto, aplicando el principio del m´ aximo d´ebil resulta que u ≤ v en Ω y entonces max |u(y)| ≤ max |u(y)| + (eλb − 1) max |f (y)|. y∈Ω



y∈Ω



y∈∂Ω



 5.4.7. Corolario. Sea Ω dominio acotado. Sean u1 y u2 soluciones de los problemas  ∆ui (x) = F (x), x ∈ Ω (Pi ) ui (x) = fi (x), x ∈ ∂Ω, i = 1, 2,



donde todos los datos se suponen continuos, entonces



min (f1 (y) − f2 (y)) ≤ u1 (x) − u2 (x) ≤ max (f1 (y) − f2 (y)),



y∈∂Ω



y∈∂Ω



para todo



x ∈ Ω.



Es de nuevo la utilizaci´on del principio del m´ aximo-m´ınimo, que con esta lectura da la dependencia continua respecto a los datos de contorno.



 259



5.4.8. Corolario. (Primer teorema de Harnack). ¯ para todo k ∈ N; si la Sea {uk }k∈N sucesi´ on de funciones arm´ onicas, uk ∈ C(Ω) sucesi´ on {uk }k∈N converge uniformemente a u en ∂Ω, entonces {uk }k∈N converge uniformemente a una funci´ on arm´ onica u, sobre Ω. Demostraci´ on. Por el principio del m´ aximo, sup |uk (x) − um (x)| ≤ sup |uk (y) − um (y)|,



x∈Ω



y∈∂Ω



y as´ı la sucesi´on es uniformemente de Cauchy en Ω, por tanto converge uniformemente sobre Ω a una funci´ on continua u. Para ver que u es arm´onica, basta establecer que verifica la propiedad de la media, en virtud del teorema (5.4.5). Pero esto es inmediato pasando al l´ımite en las propiedades de la media para las funciones uk .  El uso adecuado de la propiedad de la media nos permite establecer la siguiente estimaci´on que es conocida como desigualdad de Harnack cuya extensi´ on a casos m´ as generales permite demostrar regularidad. 5.4.9. Teorema. (Desigualdad de Harnack). Sea u funci´ on arm´ onica no negativa en Ω. Sea A ⊂ Ω un dominio acotado tal que ¯ est´ su clausura, A, a contenida en Ω. Entonces existe una constante C dependiendo de Ω, A y la dimensi´ on N tal que sup u(x) ≤ C inf u(x).



(5.4.4)



x∈A



x∈A



Demostraci´ on. Hay una observaci´on que resulta de la aplicaci´ on de la propiedad de la media. Sea x ∈ Ω y consideremos r > 0 tal que B4r (x) ⊂ Ω; el factor 4 es elegido para poder asegurar que si y, z ∈ Br (x) entonces, por la propiedad triangular, B3r (y) ⊂ Ω y B3r (z) ⊂ Ω y tambi´en Br (y) ⊂ B2r (x) ⊂ B3r (z). De esta forma aplicamos la propiedad de la media como sigue (5.4.5)



N u(y) = ωN r N



Z



N u(z) = ωN (3r)N



Z



N u(s)ds ≤ ωN r N Br (x)



Z



u(s)ds,



B2r (x)



y (5.4.6)



N u(s)ds ≥ N ω (3r) N B3r (z)



Z



B2r (x)



u(s)ds.
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Por tanto, como las estimaciones (5.4.5) y (5.4.6) son v´alidas para cada y, z ∈ Br (x) se tiene que de (5.4.5) Z N u(s)ds ≡ α, (5.4.7) sup u ≤ ωN rN B2r (x) Br (x) y de (5.4.6) resulta (5.4.8)



3−N α ≡



N ωN (3r)N



Z



B2r (x)



u(s)ds ≤ inf u(z), Br (x)



de donde (5.4.9)



sup u(y) ≤ 3N inf u(z),



Br (x)



Br (x)



Ahora sea A en las hip´otesis, es decir, A¯ es un compacto de Ω. Sean y, z ∈ A¯ ¯ respectivamente. puntos donde se alcanzan el m´ aximo y el m´ınimo de u en A, ¯ por ser conexo. Si Tales puntos los podemos unir por una curva contenida en A, tomamos ¯ b ∈ RN − Ω} 0 < 4r ≤ min{|a − b| | a ∈ A, se tiene que todas las bolas con centro en los puntos de la curva y radio 4r est´an contenidas en Ω. De otra parte por la compacidad de la curva uniendo los puntos y, z, se tiene que bastan una cantidad finita, digamos m, de tales bolas para cubrirla. De esta forma empezando por el punto de m´ aximo y aplicando (5.4.9) de forma reiterada, se tiene sup u(y) ≤ 3N m inf u(y), A



como quer´ıamos demostrar.



A







5.5.- El problema de Dirichlet en dominios generales. M´etodo de Perron-Poincar´e. En R2 la soluci´ on del problema de Dirichlet con dato continuo en la frontera de un dominio simplemente conexo, se reduce a la soluci´ on en la bola unidad y a la aplicaci´ on del teorema de la aplicaci´ on conforme de Riemann, como se indic´ o en la secci´on 3.3. En dimensi´on mayor, la soluci´ on de la ecuaci´ on de Laplace, s´olo ha sido calculada para bolas en RN , si bien, aprovechando lo visto en la secci´on 5.3, podr´ıamos obtenerla en alg´ un dominio m´ as con un poco de trabajo adicional. Sin embargo, lo que ocurre en dominios m´ as generales es una inc´ognita, ya que no se dispone de un teorema similar al de Riemann en R2 .
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Los resultados de existencia que constituyen esta secci´on est´an basados en ideas de sendos trabajos de H. Poincar´e en 1887 y 1890 que fueron desarrolladas y simplificadas por O. Perron en 1923. De una forma no demasiado precisa tales ideas pueden resumirse diciendo que se trata de construir la soluci´ on como el supremo de funciones que, no siendo arm´onicas, verifican la desigualdad −∆v ≤ 0 y los datos de contorno. Puede que sorprenda, pero ya tenemos elaborados los u ´tiles necesarios para abordar el problema de Dirichlet en dominios generales con las ideas de Poincar´e y Perron expuestas. Precisamente los resultados que vamos a usar son: A) La soluci´ on del problema de Dirichlet en una bola, es decir, la integral de Poisson. B) El principio de comparaci´ on que se obtiene del principio del m´ aximo y las propiedades de las funciones arm´onicas. Comenzamos con una observaci´on elemental, la cual reproduce los c´ alculos sobre medias de funciones arm´onicas hechos anteriormente. Sea Ω ⊂ RN un dominio. Sea u ∈ C 2 (Ω) tal que −∆u ≤ 0 en Ω. El signo menos que ponemos al laplaciano es para observar que as´ı, el operador de Laplace es mon´ otono en un sentido que dejaremos claro m´ as adelante. Fijemos ρ0 > 0 de forma ¯ρ (x) ⊂ Ω. que para cada ρ < ρ0 , la bola cerrada de centro x ∈ Ω y radio ρ verifique, B Aplicando las identidad de Green (5.1.3), Z Z ∂u (y)dσ(y) = ∆u(y)dy ≥ 0, (5.5.1) |x−y|≤ρ |x−y|=ρ ∂n por hip´otesis, siendo n la normal exterior a la esfera y dσ(y) el elemento de ´area. Utilizando las coordenadas polares Z Z ∂u ∂u (y)dσ(y) = ρN −1 (x + ρω)dσ(ω) = ∂n |ω|=1 ∂ρ |x−y|=ρ ! (5.5.2) Z N −1 ∂ 1−N =ρ ρ u(y)dσ(y) ≥ 0. ∂ρ |x−y|=ρ En consecuencia, si 0 < ρ ≤ ρ0 y se define la funci´ on radial Z (5.5.3) F (ρ) = ρ1−N u(y)dσ(y), |x−y|=ρ



resulta ser no decreciente en ρ ya que por (5.5.2) dF (ρ) ≥ 0. dρ Entonces, si 0 < ρ < ρ0 Z 1−N (5.5.4) ρ



|x−y|=ρ



u(y)dσ(y) ≤



ρ1−N 0



Z



|x−y|=ρ0



u(y)dσ(y)
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y como u es continua, pasando al l´ımite en (5.5.4) para ρ → 0, resulta Z Z 1 1 u(y)dσ(y). u(y)dσ(y) ≤ ρ1−N (5.5.5) u(x) = lim ρ1−N 0 ρ→0 ωN |x−y|=ρ ωN |x−y|=ρ0 En resumen, hemos probado el resultado siguiente.



5.5.1. Proposici´ on. Sea u ∈ C 2 (Ω), donde Ω ⊂ RN es un dominio y −∆u ≤ 0 en Ω, entonces si r > 0 ¯r (x) ⊂ Ω, es tal que B Z 1 (5.5.6) u(x) ≤ u(y)dσ(y). ωN rN −1 |x−y|=r



An´alogamente a lo visto en la secci´on anterior, la desigualdad de la media (5.5.6) es equivalente a la correspondiente para bolas, es decir, Z N u(y)dy. (5.5.6′ ) u(x) ≤ ωN rN Br (x) Comparando con lo visto en la secci´on 5.4 se tiene i) Con la hip´otesis −∆u = 0 se tiene la igualdad en (5.5.6). ii) Con la hip´otesis −∆u ≤ 0 se tiene desigualdad en el mismo sentido en (5.5.6). Esta es una de las interpretaciones de la monoton´ıa del operador −∆. De la proposici´ on (5.5.1) y de las propiedades estudiadas para las funciones arm´ onicas, se sugiere la siguiente definici´on. 5.5.2. Definici´ on. Sea u ∈ C(Ω). Se dice que u es una funci´ on subarm´ onica en Ω si para cada x ∈ Ω ¯ρ (x) ⊂ Ω y para todo 0 < r ≤ ρ0 existe ρ0 > 0 tal que B 0 Z 1 (5.5.7) u(x) ≤ u(y)dσ(y). ωN rN −1 |x−y|=r



Nota. Se ha visto en la proposici´ on 5.5.1. que toda funci´ on con segundas derivadas continuas y tal que −∆u ≤ 0, es subarm´ onica. Como el lector puede intuir, con la desigualdad de la media definiendo la condici´ on de subarmonicidad, no es suficiente para poder obtener el rec´ıproco, es decir que una funci´ on subarm´ onica verifique −∆u ≤ 0, pues en general no podremos demostrar que sea C 2 . El resultado siguiente extiende el principio del m´ aximo a funciones subarm´ onicas y de hecho la demostraci´on es reproducir lo que se˜ nalamos como relevante en la demostraci´on del teorema 5.4.4. Designaremos Σ(Ω) = {u ∈ C(Ω)| u subarm´ onica }



 263



5.5.3. Teorema. Sea Ω ⊂ RN un dominio. (1) Si u ∈ Σ(Ω) entonces, o bien, u es constante en Ω, o bien, (5.5.8)



u(x) < sup u,



x ∈ Ω.



para todo



Ω



(2) Si adem´ as Ω es acotado, entonces, o bien, u es constante, o bien, (5.5.9)



u(x) < max u,



para todo



∂Ω



x ∈ Ω.



Demostraci´ on. 1) Sea M = supΩ u. Si M = ∞ el resultado es obvio. Suponemos M < ∞ y consideramos los conjuntos de Ω Ω1 = {x ∈ Ω| u(x) = M }, Entonces







(5.5.10)



Ω2 = {x ∈ Ω|



u(x) < M }.



Ω1 ∩ Ω2 = ∅



Ω = Ω1 ∪ Ω2 .



La prueba del resultado acaba cuando probemos que, o bien, Ω1 , o bien, Ω2 , es vac´ıo. Utilizamos el argumento de conexi´on utilizado en la demostraci´on del teorema 5.4.4., es decir, probaremos que Ω1 y Ω2 son abiertos, con lo cual (5.5.10) y la conexi´on de Ω nos permitir´ an concluir el teorema. La continuidad de u implica que Ω2 es abierto. Pero Ω1 tambi´en es abierto. En efecto, como u ∈ Σ(Ω), si x ∈ Ω1 y r0 > 0 es tal que Br0 (x) ⊂ Ω, para 0 < r < r0 se verifica Z 1 u(x) ≤ u(y)dσ(y), ωN rN −1 |x−y|=r



o bien, (5.5.11) 0 ≤



1 ωN rN −1



Z



(u(y) − u(x))dσ(y) =



|x−y|=r



1 ωN rN −1



Z



(u(y) − M )dσ(y).



|x−y|=r



Como por definici´on u(y) − M ≤ 0, (5.5.11) prueba que u(y) = M en la esfera |x − y| = r, para cada 0 < r < r0 . Por tanto, si |x − y| ≤ r, u(y) = M , es decir, Ω1 es abierto, como quer´ıamos demostrar. 2) Es una consecuencia inmediata del apartado 1), tomando M = maxΩ¯ u. En efecto, seg´ un el apartado 1), o bien u es constante, o bien u(x) < M,



para todo x ∈ Ω,



como M no se alcanza en Ω, entonces M = max∂Ω u, y se verifica la segunda alternativa de 2). 
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Notas. 1) Obs´ervese que una funci´ on u es arm´onica en Ω si u y −u son subarm´ onicas en Ω. 2) Son obvios los resultados correspondientes a los anteriores cuando se cambia el sentido de las desigualdades, es decir, Z 1 (5.5.12) −∆u ≥ 0 implica u(x) ≥ u(y)dσ(y), ωN rN −1 |x−y|=r



y el teorema (5.5.3) cambiando m´ aximo por m´ınimo. Las funciones continuas verificando la desigualdad de la media (5.5.12), se llaman funciones superarm´ onicas. Antes de seguir adelante probaremos un resultado de comparaci´ on, que es consecuencia inmediata del principio del m´ aximo, y un resultado de E. Hopf que tiene inter´es y que admite extensiones a contextos m´ as generales. Principio de comparaci´ on. Sea Ω un dominio de RN y sean u1 , u2 ∈ C 2 (Ω) verificando i) −∆u1 (x) ≤ −∆u2 (x) para x ∈ Ω, ii) u1 (x) ≤ u2 (x) para x ∈ ∂Ω. Entonces u1 ≤ u2 en Ω. Demostraci´ on. Basta observar que por la hip´otesis i), −∆(u1 − u2 ) ≤ 0, es decir, u1 − u2 es subarm´ onica, que por la hip´otesis ii) verifica sup(u1 − u2 ) ≤ 0, ∂Ω



por el principio del m´ aximo resulta u1 − u2 ≤ 0 en Ω como quer´ıamos demostrar.







k



Se dice que un dominio es de clase C si su frontera es expresable localmente como los ceros de una funci´ on con k derivadas continuas. Obs´ervese que si un dominio Ω es de clase C 2 , dado un punto de la frontera x ∈ ∂Ω, existe una bola Br (y) ⊂ Ω tal que ¯r (y) ∩ ∂Ω = {x}. B Los dominios cuya frontera verifica dicha propiedad se dice que verifican la propiedad de esfera interior. Es claro que tal propiedad excluye aquellos dominios cuya frontera tenga picos. Principio de Hopf. Sea Ω ⊂ RN un dominio con la propiedad de esfera interior. ¯ verificando Sea u ∈ C 2 (Ω) ∩ C 1 (Ω) i) −∆u ≥ 0 en Ω, ii) u ≥ 0 en Ω.
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ii) u = 0 en ∂Ω. Entonces si y ∈ ∂Ω, ∂u (y) < 0, ∂n



siendo



n



la normal exterior a



Ω



Demostraci´ on. Sea x0 ∈ ∂Ω y sea una bola interior a Ω y tocando a ∂Ω s´olo en x0 , es decir, B2r (y) ∈ Ω,



¯2r (y) ∩ ∂Ω = {x0 }, B



que existe por la hip´otesis de regularidad de la frontera. Definimos la funci´ on  rN −2   (|x − y|2−N − (2r)2−N ), N > 2  2−N 1 − 2 v(x) = 1    (log 2r − log |x − y|), N = 2, log 2



que verifica i) v(x) ≡ 1 en ∂Br (y) y v(x) ≡ 0 en ∂B2r (y) ii) 0 < v(x) < 1 si x ∈ B2r (y) − Br (y) y |∇v(x)| > c > 0,



para alguna constante positiva c.



Puesto que u(x) > 0 en Ω tenemos que τ = inf{u(x)| x ∈ ∂Br (y)} > 0, poniendo τ v = w resulta que w satisface  ¯r (y) −∆w(x) = 0, si x ∈ B2r (y) − B w(x) = τ,



si x ∈ Br (y)



y w(x) = 0,



si x ∈ B2r (y).



Puesto que w ≤ u sobre las dos esferas que costituyen la frontera de la regi´ on anular B2r (y)−Br (y) y tambi´en −∆(w−u) ≤ 0 por hip´otesis, podemos aplicar el principio de comparaci´ on anterior; es decir, w ≤ u en B2r (y) − Br (y), siendo seg´ un la construcci´ on hecha, u(x0 ) = w(x0 ) = 0. Entonces ∂u u(x0 − tn) w(x0 − tn) ∂w ∂v (x0 ) = lim ≤ lim = (x0 ) = τ (x0 ) < 0, t→0 t→0 ∂n t t ∂n ∂n como se quer´ıa demostrar.
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La importancia de las funciones subarm´ onicas es que, siendo una clase m´ as amplia que las funciones arm´onicas, contin´ ua verific´andose el principio del m´ aximo, como se ha demostrado en el teorema (5.5.3). Veremos a continuaci´on qu´e papel juegan las funciones subarm´ onicas en la demostraci´on de existencia de soluci´ on del problema de Dirichlet en un dominio Ω. El problema que deseamos resolver es (5.5.13)







∆u(x) = 0, u(y) = f (y),



x∈Ω



y ∈ ∂Ω,



f ∈ C(∂Ω).



¯ verificando v(y) ≤ f (y) para y ∈ ∂Ω. Por ejemplo, si Supongamos v ∈ Σ(Ω)∩C(Ω), se supone Ω acotado, una tal funci´ on subarm´ onica v puede ser seleccionada restando una constante de forma que v(y) ≤ inf f (y), ∂Ω



y ∈ ∂Ω.



¯ es la soluci´ Si suponemos que u ∈ C 2 (Ω) ∩ C(Ω) on de (5.5.13), entonces u verifica la propiedad de la media; por tanto, w(x) = v(x) − u(x) verifica tambi´en la propiedad de la media (5.5.6), es decir, w es subarm´ onica y no positiva en la frontera de Ω. Por el principio del m´ aximo (5.5.3) resulta v(x) ≤ u(x) en Ω. Hemos obtenido un resultado interesante que podemos formular como sigue: ¯ es la soluci´ ¯ verifica Si u ∈ C 2 (Ω) ∩ C(Ω) on de (5.5.13) y si v ∈ Σ(Ω) ∩ C(Ω) v(y) ≤ f (y) para y ∈ ∂Ω, entonces v(x) ≤ u(x) en x ∈ Ω. Podemos decir entonces de forma imprecisa, que de haber soluci´ on de (5.5.13), debe ser la funci´ on subarm´ onica ”m´ axima”, verificando v(y) ≤ f (y) sobre la frontera, ∂Ω. Todo lo anterior hace razonable la conjetura siguiente. Conjetura. La soluci´ on de (5.5.13) puede definirse por u(x) = sup{v(x)|



¯ v ∈ Σ(Ω) ∩ C(Ω),



v(y) ≤ f (y),



y ∈ ∂Ω}



Estas son las ideas de Poincar´e desarrolladas y extendidas por Perron. A partir de aqu´ı, esta secci´on se dedica a demostrar que la conjetura es correcta bajo alguna hip´otesis de regularidad sobre la frontera de Ω. Comenzamos estableciendo una construcci´ on que se utilizar´a sistem´aticamente y que est´a basada exclusivamente en la soluci´ on del problema de Dirichlet en bolas de RN , de acuerdo con lo estudiado en el teorema (5.2.1).
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¯ρ (x0 ) ⊂ Ω; definimos la Para u ∈ C(Ω) y x0 ∈ Ω consideramos ρ > 0 tal que B funci´ on ux0 ρ de la forma siguiente (5.5.14)  u(x), si Ω − Bρ (x0 )      ∆v(x) = 0, |x − x0 | < ρ ux0 ρ (x) = Soluci´on del problema de Dirichlet  v(y) = u(y), |x − x0 | = ρ,    para x ∈ Bρ (x0 ).



En consecuencia, la construcci´ on anterior sirve para hacer ”crecer” las funciones subarm´onicas, como pone de manifiesto el resultado que sigue, y por esa raz´on se la conoce como levantamiento arm´ onico.



5.5.4. Lema. ¯r (x0 ) ⊂ Ω. Consideramos la funci´ Sea u ∈ Σ(Ω) y B on ux0 ρ definida por (5.5.14). Entonces i) u(x) ≤ ux0 ρ (x) si x ∈ Ω ii) ux0 ρ ∈ Σ(Ω) Demostraci´ on. i) El resultado es obvio si x ∈ Ω − Bρ (x0 ). Por otra parte, en Bρ (x0 ) se tiene que la funci´ on v = u − ux0 ρ verifica 1 v(x) ≤ ωN rN −1



Z



v(y)dσ(y),



si Br (y) ⊂ Bρ (x0 ),



|x−y|=r



adem´ as, u(x) − ux0 ρ (x) = 0 si |x − x0 | = ρ. Por el principio del m´ aximo obtenido en el teorema (5.5.3), se tiene u(x) ≤ ux0 ρ (x) ii) Por construcci´ on ux0 ρ es arm´onica en Bρ (x0 ) y subarm´ onica en Ω − Bρ (x0 ); por tanto, se verifica la propiedad de la media (5.5.7). Adem´as si |x − x0 | = ρ, entonces ux0 ρ (x) = u(x) y por ser u subarm´ onica ux0 ρ (x) = u(x) ≤



1 ωN rN −1



Z



|x−y|=r



u(y)dσ(y) ≤



1 ωN rN −1



Z



ux0 ρ (y)dσ(y),



|x−y|=r



por el apartado i) y para r suficientemente peque˜ no. Resulta entonces que ux0 ρ verifica la desigualdad de la media (5.5.7) en todo punto de Ω, es decir, ux0 ρ ∈ Σ(Ω).  El resultado siguiente pone de manifiesto la flexibilidad de c´ alculo que se obtiene usando funciones subarm´ onicas: es una clase cerrada frente a la operaci´on de tomar m´ aximo de una familia finita de funciones.
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5.5.5. Lema. Sean u1 , u2 , ..., uk ∈ Σ(Ω), entonces (5.5.15)



v(x) = max{ui (x)| i = 1, ..., k},



es subarm´ onica en Ω. Demostraci´ on. ¯r (x) ⊂ Ω, entonces Se prueba sin dificultad que v ∈ C(Ω). Adem´as si B v(x) = max{ui (x)| i = 1, ..., k} ≤ Z 1 1 ≤ max{ ui (y)dσ(y)|i = 1...n} ≤ N −1 ωN r ωN rN −1 |x−y|=r



es decir, v ∈ Σ(Ω).



Z



v(y)dσ(y),



|x−y|=r







Por comodidad de notaci´on denotaremos ¯ = {v ∈ Σ(Ω) ∩ C(Ω)| ¯ Σf (Ω)



v|∂Ω ≤ f }.



Si f es continua y Ω acotado entonces la funci´ on constante v(y) ≡ min∂Ω f (y), est´a ¯ es decir, en este caso Σf (Ω) ¯ 6= ∅. Esta observaci´on dar´ en la clase Σf (Ω), a sentido a la definici´on que sigue. De acuerdo con la conjetura hecha, la soluci´ on del problema de Dirichlet (5.5.13), debe venir dada por (5.5.16)



¯ w(x) = sup{v(x)| v ∈ Σf (Ω)},



que est´a bien definida ya que si M = sup∂Ω f , por el Teorema (5.5.3) v(x) ≤ M,



¯ x ∈ Ω,



¯ y as´ı w(x) ≤ M para todo x ∈ Ω. La primera parte de la conjetura es que w es arm´onica. As´ı se establece en el siguiente resultado. 5.5.6. Teorema. La funci´ on w definida por (5.5.16) es arm´ onica en Ω. Demostraci´ on. Sean m = inf y∈∂Ω f (y) y M = supy∈∂Ω f (y). ¯ existe {¯ Por definici´on para cada y ∈ Ω vn }k∈N ⊂ Σf (Ω) tal que lim v¯n (y) = w(y)



n→∞
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¯ Adem´as por el principio Si se considera vn = max{¯ vn , m}, se tiene que vn ∈ Σf (Ω). ¯ del m´ aximo, teorema (5.5.3), m ≤ vn ≤ M en Ω y tambi´en lim vn (y) = w(y),



n→∞



en efecto, si w(y) = m entonces es obvio, si w(y) > m, para n > n0 se tiene v¯n = vn y se tiene el resultado. ¯r (y) ⊂ Ω, consideramos para cada n ∈ N la funci´ Para r > 0 tal que B on Vn ≡ (vn )yr definida por (5.5.14), es decir, la soluci´ on del problema de Dirichlet (5.5.17)







∆Vn (x) = 0, x ∈ B(y, r) Vn (x) = vn (x), x ∈ Ω − B(y, r).



¯ y De acuerdo con lo probado en el lema (5.5.4) se tiene Vn ∈ Σ(Ω) ∩ C(Ω) (5.5.18) (5.5.19)



vn (x) ≤ Vn (x), vn (x) = Vn (x),



x∈Ω x ∈ ∂Ω.



¯ Por tanto, Vn ∈ Σf (Ω). Como resumen de lo anterior se tiene  i) m ≤ Vn ≤ M     ii) V ∈ Σ (Ω) ¯ n f (5.5.20) ¯r (y)  iii) Vn es arm´onica en B    iv) Dado que vn (y) ≤ Vn (y) ≤ w(y),



limn→∞ Vn (y) = w(y).



¯ρ (y), {Vn }k∈N es uniformemente acotada y equicontinua. (Para Tomando ρ < r, en B la propiedad de equicontinuidad v´ease el problema 14 al final del cap´ıtulo.) El lema (3.2.6), lema de Ascoli-Arzela, provee una subsucesi´ on uniformemente convergente en ¯ρ (y), {Vk }k∈N ; por el teorema de Harnack (corolario 5.4.8) resulta que el l´ımite B n uniforme v = lim Vkn , n→∞



¯ρ (y). es una funci´ on arm´onica en B Pero se tiene adem´ as que  v(x) ≤ w(x), v(y) = w(y).



¯ρ (y) x∈B



La idea es probar que w coincide con la funci´ on arm´onica v en una bola entorno de cada punto. Supongamos lo contrario:
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¯ρ (y) − {y} se tuviera Si en alg´ un punto x0 ∈ B (5.5.21)



v(x0 ) < w(x0 ),



¯ tal que v(x0 ) < v¯(x0 ). entonces por definici´on de w, existe v¯ ∈ Σf (Ω) Tomando wn = max{¯ v , Vkn }, considerando el correspondiente levantamiento arm´onico, Wn = (wn )yρ , dado por la f´ormula (5.5.14) y repitiendo el proceso previo, encontrar´ıamos una funci´ on arm´onica w, ¯ l´ımite uniforme de alguna subsucesi´ on {Wkn }k∈N . Entonces v≤w ¯ ≤ w, en Bρ (y) y v(y) = w(y) ¯ = w(y). Por el principio del m´ aximo de nuevo, resulta v(x) = w(x) ¯ para x ∈ Bρ (y). Pero esto contradice que v(x0 ) < v¯(x0 ). Por tanto, w = v sobre Bρ (y), resultando w arm´onica en Bρ (y). Realizando el mismo proceso en cada punto tenemos que w es arm´onica en Ω, como quer´ıamos demostrar.  Tratamos de verificar la segunda parte de la conjetura, es decir, que w verifica el dato en la frontera de Ω. M´as precisamente, se trata de obtener qu´e condiciones sobre la geometr´ıa de la frontera hay que imponer para obtener dicho resultado. Perron observ´o que la condici´ on geom´etrica debe ser aquella que permita construir ¯ satisfaciendo ciertas una barrera, es decir una funci´ on subarm´ onica y continua en Ω propiedades locales que precisamos en la siguiente definici´on. 5.5.7. Definici´ on. Sea Ω ⊂ RN un dominio y sea z ∈ ∂Ω. Se dice que una funci´ on bz (x) es una barrera en z si  ¯ 1) bz ∈ Σ(Ω) ∩ C(Ω) (5.5.22) 2) bz (z) = 0 y bz (x) < 0 x ∈ ∂Ω, x 6= z. A los puntos z ∈ ∂Ω que admiten una barrera, les llamaremos puntos regulares. Al final se dar´ an condiciones geom´etricas suficientes para construir barreras. Por el momento pasamos a demostrar el resultado que culmina la prueba de existencia para el problema de Dirichlet bajo la hip´otesis de existencia de barreras. El resultado es de caracter puntual. 5.5.8. Teorema. Sea Ω un dominio acotado en RN y sea z ∈ ∂Ω un punto regular. Sea w la funci´ on arm´ onica definida por (5.5.16). Entonces (5.5.23) Demostraci´ on.



lim



x∈Ω,x→z



w(x) = f (z)
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Probaremos en primer lugar que (5.5.24)



lim inf w(x) ≥ f (z).



x∈Ω,x→z



Para ello consideramos una barrera bz (x); para ε > 0 y k > 0 dados, la funci´ on u(x) = f (z) − ε + kbz (x), ¯ Adem´as por (5.5.22) se tiene es subarm´ onica en Ω y continua en Ω.  u(x) ≤ f (z) − ε, si x ∈ ∂Ω (5.5.25) u(z) = f (z) − ε. Por continuidad, existe δ = δ(ε) > 0 tal que si |x − z| < δ y x ∈ ∂Ω se tiene f (x) > f (z) − ε,



(5.5.26) es decir, (5.5.27)



u(x) < f (x).



Por otra parte, de (5.5.22) se obtiene tambi´en que λ(δ) = sup{bz (x)| x ∈ ∂Ω,



|x − z| ≥ δ} < 0



Eligiendo k suficientemente grande podemos conseguir que u(x) ≤ f (x) para x ∈ ∂Ω, ¯ Por consiguiente, de la definici´on de w, se concluye que es decir, u ∈ Σf (Ω). (5.5.28)



u(x) ≤ w(x),



x ∈ Ω.



Entonces f (z) − ε ≡



lim



x∈Ω,x→z



u(x) ≤ lim inf w(x), x∈Ω,x→z



para todo ε > 0. Es decir, tenemos (5.5.24). Para acabar hay que probar la desigualdad en el otro sentido, es decir, (5.5.29)



lim sup w(x) ≤ f (z).



x∈Ω,x→z



¯ tal que −U ≤ −f sobre ∂Ω, definimos v(x) como el ´ınfimo Dada U ∈ Σ(Ω) ∩ C(Ω) ¯ entonces u − U ≤ 0 en ∂Ω, y puntual sobre esta clase de funciones U . Si u ∈ Σf (Ω) por el principio del m´ aximo u(x) − U (x) ≤ 0 sobre Ω. Por tanto, w(x) = sup u(x) ≤ inf U (x) = v(x), x ∈ Ω, ¯ u∈Σf (Ω)
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que implica lim sup w(x) ≤ lim sup v(x) = − lim inf (−v(x)) ≤ f (z),



x∈Ω,x→z



x∈Ω,x→z



x∈Ω,x→z



por la primera parte de la demostraci´on. Las desigualdades (5.5.24) y (5.5.29) prueban el teorema.  Como resumen de todo lo anterior se tiene que si todo punto z ∈ ∂Ω es un punto regular, en el sentido de la definici´on (5.5.7), los teoremas (5.5.6) y (5.5.8) establecen la ¯ del problema de Dirichlet (5.5.13), cualquiera existencia de soluci´ on u ∈ C 2 (Ω)∩C(Ω), que sea f ∈ C(∂Ω). Diremos en este sentido que el problema de Dirichlet es soluble en sentido cl´ asico. Rec´ıprocamente, si para cada f ∈ C(∂Ω) el problema (5.5.13) tiene soluci´ on cl´asica, ¯ resolviendo para cada z ∈ ∂Ω en concreto el problema u ∈ C 2 (Ω) ∩ C(Ω), 



∆u(x) = 0,



x∈Ω



u(x) = −|x − z|,



x ∈ ∂Ω,



su soluci´ on bz (x) es una barrera. Es decir, si el problema de Dirichlet (5.5.13) es soluble en sentido cl´asico, todo punto de la frontera es regular en el sentido de la definici´on (5.5.7). Las observaciones anteriores las recogemos en el enunciado siguiente. 5.5.9. Teorema. Dado Ω ⊂ RN dominio acotado. Son equivalentes: ¯ para cada A) El problema de Dirichlet (5.5.13) admite soluci´ on u ∈ C 2 (Ω) ∩ C(Ω) f ∈ C(∂Ω). B) Todo punto z ∈ ∂Ω es un punto regular. El paso final de esta secci´on ser´a sustanciar desde el punto de vista geom´etrico el concepto de punto regular. Caso N = 2. La condici´ on geom´etrica en el caso de dominios planos es muy general de acuerdo con la generalidad que los resultados de variable compleja permiten. Obs´ervese que el resultado que se expone a continuaci´on es v´alido incluso en dominios que no sean simplemente conexos. Condici´ on geom´ etrica. Sea Ω ⊂ R2 un dominio y z0 ∈ ∂Ω tal que existe una funci´ on continua z : [0, 1] −→ R2 ,



 273



verificando i) z(0) = z0 ii) z es inyectiva, es decir, define un arco simple. ¯ si t 6= 0. iii) z(t) ∈ /Ω Entonces z0 es un punto regular. Observamos que las condiciones i), ii) y iii) pueden interpretarse como que el punto z0 es accesible desde el exterior por un arco continuo simple. Indicamos c´ omo construir una barrera en las hip´otesis i), ii) y iii). Con centro en z0 se considera un c´ırculo C de radio menor que uno, de forma que ∂C ∩ {z(t)|



t ∈ [0, 1]} = 6 ∅,



es decir, que corte a la gr´afica de la funci´ on z. Recorriendo en sentido creciente de t la gr´afica de z, sea t1 = inf{t| z(t) ∈ ∂C}, as´ı z(t1 ) ∈ ∂C y C − {z(t)| t ∈ [0, t1 ]} es simplemente conexo y por tanto se puede definir una rama de arg(z − z0 ). (Cons´ ultese el libro L. Ahlfors ”Complex Variables” Mc Graw Hill 1979 para todo lo referente a la u ´ltima afirmaci´ on.) Entonces la funci´ on   1 bz0 (z) = −ℜ log |z − z0 | es una barrera para z0



Caso N > 2. No se tiene ninguna condici´ on tan general como la vista en N = 2. Daremos una bastante u ´til que es satisfecha por todos los dominios con frontera regular. Condici´ on de esfera exterior. Sea Ω ⊂ RN y sea y ∈ ∂Ω. Se dice que Ω satisface la condici´ on de esfera exterior en el punto y si existe Br (xy ) tal que ¯ ∩B ¯r (xy ) = {y} Ω Si Ω tiene la propiedad de esfera exterior en y entonces y es un punto regular, siendo una barrera en y la funci´ on by (x) = r2−N − |x − xy |2−N . Invitamos al lector a estudiar la condici´ on de cono exterior, mucho m´ as general, que se da en el problema 21 al final del cap´ıtulo. A modo de ep´ılogo de este apartado se obtiene la siguiente consecuencia obvia del teorema (5.5.9).
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5.5.10. Corolario. Si Ω es un dominio tal que los puntos de ∂Ω son regulares, entonces existe la funci´ on de Green G(x, y). Es decir, existe ¯ −→ R, G:Ω×Ω verificando para cada x ∈ Ω fijo i) ∆y (G(x, y) − v(|x − y|)) = 0, si ii) G(x, y) = 0, si y ∈ ∂Ω. Adem´ as G es u ´nica.



y ∈ Ω, donde v(|x − y|) es definida por (5.1.12).



Demostraci´ on. Basta observar que para cada x ∈ Ω, por el teorema (5.5.9), el problema 



∆y Φ(x, y) = 0,



si y ∈ Ω



Φ(x, y) = −v(|x − y|),



si y ∈ ∂Ω



tiene soluci´ on. La funci´ on de Green se tiene entonces como G(x, y) = v(|x − y|) + Φ(x, y),



¯ (x, y) ∈ Ω × Ω







5.6.- La ecuaci´on de Poisson. Nos vamos a ocupar ahora de la ecuaci´ on no homog´enea para el laplaciano, conocida como ecuaci´ on de Poisson. Sea Ω ⊂ RN dominio. Supondremos que la frontera tiene todos sus puntos regulares, en el sentido de la definici´on (5.5.7). Supondremos tambi´en que Ω es un dominio acotado. Tratamos de resolver el problema  ∆v(x) = F (x), x ∈ Ω (5.6.1) v(x) = f (x), x ∈ ∂Ω, f ∈ C(∂Ω). El estudio hecho en la secci´on anterior permite calcular u1 soluci´ on del problema  ∆w(x) = 0, x ∈ Ω (5.6.2) w(x) = f (x), x ∈ ∂Ω, f ∈ C(∂Ω), por tanto, basta con resolver el problema  ∆u(x) = F (x), x ∈ Ω (5.6.3) u(x) = 0, x ∈ ∂Ω,
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ya que por linealidad la soluci´ on de (5.6.1) ser´a v(x) = w(x) + u(x), es decir, la suma de las soluciones de (5.6.2) y (5.6.3). Adem´as el corolario (5.5.10) da la funci´ on de Green para nuestro problema. La f´ormula de representaci´on (5.1.26) para una funci´ on u ∈ C 2 (Ω) que valga cero en la frontera ∂Ω se convierte en (5.6.4)



u(x) =



Z



F (y)G(x, y)dy,



Ω



de manera que tal funci´ on u, es el candidato a ser la soluci´ on del problema (5.6.3). En este sentido, y con esta conjetura en mente, hemos de encontrar la soluci´ on a varios problemas: A) ¿Cual es la regularidad suficiente para que la funci´ on u definida por (5.6.4) sea de clase C 2 (Ω)? B) Supuesta conocida la regularidad suficiente para F , hemos de probar que para la funci´ on u definida por (5.6.4) se verifica (5.6.5)



∆u(x) = ∆



Z



Ω



F (y)G(x, y)dy ≡ F (x),



pero obs´ervese que como G(x, y) = v(|x − y|) + Φ(x, y) con Φ arm´onica, probar (5.6.5) es lo mismo que establecer (5.6.6)



∆



Z



Ω



F (y)v(|x − y|)dy ≡ F (x),



A).- Regularidad del segundo miembro. Aunque pueda parecer sorprendente, para que la soluci´ on tenga derivadas continuas no basta con suponer que la funci´ on F sea s´olo continua. A tal efecto damos un contraejemplo que demuestra la afirmaci´ on anterior. El ejemplo est´a tomado del libro V.P. Mijailov ”Ecuaciones Diferenciales en Derivadas Parciales” Ed. MIR, Mosc´ u 1978 pg. 270. Trabajaremos en la bola de radio 12 de RN , B; designamos por |x| la norma eucl´ıdea de x y por x1 , x2 sus dos primeras coordenadas. Sea la funci´ on (5.6.7)



u(x) =



(



1



(x21 − x22 )(− log |x|) 2 , 0,



0 < |x| ≤



1 2



x = 0,



es claro que la funci´ on u ∈ C ∞ fuera del origen y es continua en todo punto. Si calculamos la derivada parcial de orden dos respecto a x1 dos veces, se obtiene para
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x 6= 0 1



ux1 x1 (x) = 2(− log |x|) 2 + (5.6.8)



x21 (x21 − x22 )



1



|x|4 (− log |x|) 2 x21 − x22 2x21 − 1 − 1 − |x|2 (− log |x|) 2 2|x|2 (− log |x|) 2 x21 (x21 − x22 ) − 3 , 4|x|4 (− log |x|) 2



−



por tanto, lim ux1 x1 (x) = ∞,



|x|→0



es decir la funci´ on u no es de clase dos en x = 0. Si se calcula el laplaciano fuera del punto x = 0 se obtiene   N +2 1 (x22 − x21 ) ≡ F˜ (x), (5.6.9) ∆u(x) = 1 + 3 2|x|2 (− log |x|) 2 2(− log |x|) 2 por lo que se obtiene



lim F˜ (x) = 0,



|x|→0



entonces definiendo F (x) =



(



F˜ (x), 0,



0 < |x| ≤



1 2



x = 0,



se tiene que u satisface ∆u(x) = F (x) con F ∈ C(B) y u no siendo de clase dos. Es decir, u satisface el problema ( ∆u(x) = F (x), x ∈ B (5.6.10) 1 1 u(x) = (x21 − x22 )(log 2) 2 , |x| = . 2 (Se remite al lector al ejercicio 23 del final del cap´ıtulo para completar los c´ alculos sobre regularidad.) Cabr´ıa la posibilidad de que hubiera otra soluci´ on de la ecuaci´ on que fuese de clase dos; para cerciorarnos que no es as´ı probamos el siguiente resultado, que tiene inter´es en s´ı mismo pues da un criterio sobre eliminaci´ on de singularidades de funciones arm´onicas. 5.6.1. Teorema. Sea u arm´ onica en Ω − {x0 }, x0 ∈ Ω. Suponemos que (5.6.11)



lim



x→x0



u(x) = 0, v(x − x0 )
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siendo v(|x − x0 |) definida en (5.1.12). Entonces, i) Existe lim u(x) = A x→x0



ii) La funci´ on que resulta de extender u a x0 con el valor A es arm´ onica en Ω. Demostraci´ on. Supondremos N > 2 por simplicidad de escritura. El caso N = 2 puede ser un ejercicio interesante. Sea Br (x0 ) ⊂ Ω y consideremos u1 ∈ C 2 (Br (x0 )) soluci´ on del problema de Dirichlet 



∆u1 = 0,



x ∈ Br (x0 )



u1 (x) = u(x),



si |x − x0 | = r.



Entonces w(x) = u(x) − u1 (x) es arm´onica en Br (x0 ) − {x0 } y adem´ as de (5.6.11), definiendo γ(x) = w(x)|x − x0 |N −2 , verifica (5.6.12)



lim γ(x) = 0.



x→x0



Para cada ε > 0 definimos z1 (x) =



ε + w(x), |x − x0 |N −2



z2 (x) =



ε − w(x), |x − x0 |N −2



y eligiendo ρ > 0 suficientemente peque˜ no, (5.6.12) implica que z1 > 0 y z2 > 0 en |x − x0 | = ρ. Aplicando el principio del m´ aximo a la regi´ on ρ ≤ |x − x0 | ≤ r, resultan z1 (x) ≥ 0,



z2 (x) ≥ 0,



en



ρ ≤ |x − x0 | ≤ r,



pero entonces se concluye que |w(x)| ≤



ε , |x − x0 |N −2



ρ ≤ |x − x0 | ≤ r,



para cada ε > 0, por consiguiente, w(x) ≡ 0 si x 6= 0, dado que podemos hacer el argumento con ρ todo lo pr´oximo a cero que se necesite para englobar a cada punto x 6= 0. Pero entonces u es igual a la funci´ on arm´onica u1 en Br (x0 ) − {x0 }, de donde definiendo A = u1 (x0 ) est´a demostrado el teorema.  Podemos resumir el resultado anterior diciendo que si una funci´ on es arm´onica en un abierto menos en un punto, su singularidad tiene que ser al menos equivalente a la de la soluci´ on fundamental v definida en (5.1.11). Aplicamos el resultado anterior para concluir con el ejemplo. Supongamos que el problema (5.6.10) tuviese una soluci´ on cl´asica v(x). Entonces la funci´ on w(x) = u(x) − v(x) es arm´onica en B − {0} y continua en todo B. Por
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el teorema (5.6.1) la funci´ on w se podr´ıa extender a una funci´ on arm´onica en B, en particular a una funci´ on de C 2 , y como tambi´en v(x) es C 2 se concluir´ıa que u ∈ C 2 , lo que es una contradicci´on. Es decir, hemos demostrado que El problema (5.6.10) es un ejemplo de problema de Dirichlet para la ecuaci´ on de Poisson con segundo miembro continuo que no tiene soluci´ on de clase dos. La funci´ on u, no obstante, verifica la ecuaci´ on punto a punto, y es soluci´ on en un sentido d´ebil. La regularidad que se requerir´ a es que el segundo miembro F verifique una condici´ on de H¨ older que pasamos a definir. Diremos que una funci´ on F : Ω −→ R satisface una condici´ on de H¨ older local de orden 0 < α < 1 si para cada punto x ∈ Ω y cada bola Br (x) ⊂ Ω, existe K > 0 tal que |F (x) − F (y)| ≤ K|x − y|α . Denotaremos por C α (Ω) la clase de funciones que satisfacen la condici´ on de H¨older en Ω. Cuando α = 1 se dice que la funci´ on F es localmente lipschitciana. Por ejemplo, si se supone F ∈ C 1 (Ω), la aplicaci´ on del teorema del valor medio implica que F es localmente lipschitciana. Es evidente que toda funci´ on que verifica una condici´ on de H¨older, es continua. Dejamos al lector la comprobaci´ on de que la funci´ on F (x) en el ejemplo no es de tipo H¨older en el origen. B).- Existencia de soluci´ on cl´ asica para el problema (5.6.3). Antes de abordar la demostraci´on de (5.6.6) obtenemos las estimaciones que se necesitan de la soluci´ on fundamental, v(|x − y|), definida en (5.1.12). Por c´ alculo directo se obtienen, (5.6.13)



vxi (|x − y|) =



1 (xi − yi )|x − y|−N , ωN



i = 1, ..., N



y como consecuencia (5.6.14)



|∇v(|x − y|)| ≤



1 |x − y|1−N . ωN



An´alogamente las derivadas segundas (5.6.15)  1 vxi xj (|x−y|) = |x − y|2 δij − N (xi − yi )(xj − yj ) |x−y|−(N +2) , ωN



i, j = 1, ..., N,



siendo δij las deltas de Kronecker, es decir, δij = 0 si i 6= j y δii = 1. Como consecuencia de (5.6.15) se tiene (5.6.16)



|vxi xj (|x − y|)| ≤ CN |x − y|−N ,



i, j = 1...N
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Las f´ormulas (5.6.15) y (5.6.16) ponen de manifiesto que las derivadas segundas de la soluci´ on fundamental no son integrables. En efecto, si se toman coordenadas polares con origen en el punto x, resultar´ıa que la integral en una peque˜ na bola centrada en x no es finita, Z r Z dρ |vxi xj (|x − y|)|dy ≈ cN =∞ 0 ρ Br (x) 5.6.2. Teorema. ¯ 0 < α ≤ 1 y sea Sea F ∈ C α (Ω), (5.6.17)



w(x) =



Z



F (y)v(|x − y|)dy.



Z



F (y)v(|x − y|)dy ≡ F (x),



Ω



Entonces i) w ∈ C 2 (Ω) ii) Se verifica (5.6.18)



∆w(x) = ∆



Ω



Demostraci´ on. ETAPA 1-.- w ∈ C 1 (Ω) Sea M = sup |F (x)|. x∈Ω



Consideramos gi (x) =



Z



vxi (|x − y|)F (y)dy,



Ω



que por (5.6.14) est´a bien definida. Queremos demostrar que wxi (x) ≡ gi (x), y como no estamos en las hip´otesis de regularidad de los teoremas habituales de c´ alculo, procedemos por regularizaci´ on de la singularidad de v(|x − y|) y por paso al l´ımite. M´as precisamente, tomamos una funci´ on η : [0, ∞) −→ R, tal que η ∈ C 1 ([0, ∞)) y



(1) 0 ≤ η(t) ≤ 1 (2) η(t) = 0 si 0 ≤ t ≤ 1 y η(t) = 1 si t > 2 (3) 0 ≤ η ′ (t) ≤ 2, t ≥ 0.
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Definimos para ε > 0 la funci´ on wε (x) =



Z



Ω



F (y)v(|x − y|)η







|x − y| ε







dy,



a la cual le podemos aplicar los teoremas cl´asicos de derivaci´on bajo el signo integral, ya que la funci´ on   |x − y| v(|x − y|)η ∈ C ∞ (Ω), ε por tanto, wε ∈ C 1 (Ω). Adem´as     |x − y| F (y)dy| ≤ v(|x − y|) 1 − η ε |x−y|≤2ε   Z 2 ≤M |vxi (|x − y|)| + |v(|x − y|)| dy ≤ M CN ε ε |x−y|≤2ε



|gi (x) − wεxi (x)| = |



Z



∂ ∂xi



Es decir, wε → w(x),



uniformemente en



¯ Ω



cuando ε → 0



y wεxi → gi (x),



¯ cuando ε → 0, uniformemente en Ω



y por tanto, w ∈ C 1 (Ω) siendo wxi = gi para i = 1, ..., N . Observemos que para este paso de la demostraci´on no se ha usado la regularidad de F , sino simplemente su acotaci´on. ETAPA 2-.- w ∈ C 2 (Ω) y verifica la ecuaci´ on. Consideremos una bola suficientemente grande de forma que BR ⊃ Ω y F extendida por cero a todo BR , funci´ on que denotaremos tambi´en por F . Es obvio que w(x) =



Z



Ω



F (y)v(|x − y|)dy =



Z



BR



F (y)v(|x − y|)dy,



si x ∈ Ω. Como en la etapa previa consideraremos la regularizaci´on wiε (x) =



Z



Ω



F (y)vxi (|x − y|)η







|x − y| ε







dy,
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siendo η como antes. Es claro que wiε ∈ C 1 (Ω) y adem´ as fijado x ∈ Ω



   Z |x − y| ∂ ∂wiε dy = (x) = vxi (|x − y|)η F (y) ∂xj ∂xj ε Ω    Z |x − y| ∂ (F (x) − F (y))dy− vxi (|x − y|)η = ε BR ∂xj    Z |x − y| ∂ dy = vxi (|x − y|)η − F (x) ε BR ∂xj    Z ∂ |x − y| = (F (x) − F (y))dy− vxi (|x − y|)η ε BR ∂xj   Z |x − y| νj (y)dσ(y). − F (x) vxi (|x − y|)η ε ∂BR



(5.6.19)



No podemos escribir directamente la integral de las derivadas segundas, pues como hemos visto la integral diverge. Por esta raz´on consideramos la funci´ on (5.6.20) Z Z gij (x) =



BR



vxi xj (|x − y|)(F (x) − F (y))dy − F (x)



∂BR



vxi (|x − y|)νj (y)dσ(y),



que como puede verse est´a bien definida ya que la singularidad de las derivadas segundas es compensada por la regularidad de F . El segundo t´ermino aparece como una integraci´ on formal y est´a justificado por los c´ alculos previos que dan origen a (5.6.19). Tomando ε menor que la distancia de x a la frontera ∂Ω, resulta ∂wiε (x)| ≤ ∂xj   Z |F (x) − F (y)| 2 |vxi xj (|x − y|)| + |vxi (|x − y|)| |x − y|α dy ≤ ≤ sup |x − y|α ε x,y∈Ω, x6=y |x−y|


|gij (x) −



≤ C(F, N )(2ε)α , siendo



C(F, N ) =



sup x,y∈Ω,



x6=y



|F (x) − F (y)| c(α, N ). |x − y|α



De esta forma se tiene que ∂wiε i) (x) → gij (x) uniformemente en Ω cuando ε → 0 ∂xj ii) wiε (x) → wxi (x) uniformemente en Ω cuando ε → 0. Por tanto, w ∈ C 2 (Ω) siendo sus segundas derivadas dadas por (5.6.20), es decir, Z Z vxi (|x − y|)νj (y)dσ(y), vxi xj (|x − y|)(F (x) − F (y))dy − F (x) wxi xj (x) = BR



∂BR
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entonces en particular se tiene ∆w(x) = F (x)



1 ωN RN −1



Z



N X



|x−y|=R i=1



νi2 (y)dσ(y) ≡ F (x),



ya que la soluci´ on fundamental es arm´onica fuera de la singularidad. De esta forma el teorema queda establecido.  Como resumen de lo estudiado hasta aqu´ı podemos formular el siguiente resultado. 5.6.3. Teorema. Sea Ω dominio acotado de RN tal que cada punto de ∂Ω es regular. Entonces si ¯ y f ∈ C(∂Ω), el problema (5.6.1) tiene una u F ∈ C α (Ω) ´nica soluci´ on ¯ u ∈ C 2 (Ω) ∩ C(Ω). El lector no tendr´ a dificultad de escribir ahora la f´ormula expl´ıcita de la soluci´ on en t´erminos de la funci´ on de Green y del correspondiente n´ ucleo de Poisson.



EJERCICIOS DEL CAPITULO 5 1. Obt´enganse las soluciones radiales de la ecuaci´ on ∆u(x) + m2 u(x) = 0,



x ∈ R3 .



2. Util´ıcense las soluciones radiales del problema anterior para representar las soluciones de ∆u + m2 u = 0 en forma integral. 3. Sea Ω ⊂ RN , N > 2 y f ∈ C(Ω). Determ´ınense los valores de α tales que u(x) =



Z



Ω



f (y) dy |x − y|α



es continuamente diferenciable. 4. Calc´ ulese la soluci´ on del problema ∆u = 1 en el disco de radio R con valor de contorno en |x| = R cero. Indicaci´ on.- B´ usquese soluci´ on radial.
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5. Resolver el problema  2 2 2   ∆u = 0, x + y + z < 1 2 u(x, y, z) = 1, x + y 2 + z 2 = 1,   u(x, y, z) = 0, x2 + y 2 + z 2 = 1,



6. Sea el problema



z≥0



z < 0.



  ∆u = F (x), x ∈ Ω ⊂ RN  ∂u (x) = g(x), x ∈ ∂Ω ∂n



i) Dese la condici´ on de compatibilidad para que tenga soluci´ on. ii) Pru´ebese que la soluci´ on es u ´nica salvo constantes aditivas. 7. Sea u ∈ C 2 (Ω), tal que u = 0 sobre ∂Ω, que se supone de clase uno. Pru´ebese que para todo ε > 0 Z Z Z 1 u2 dy. |∇u|2 dy ≤ ε |∆u|2 dy + 4ε Ω



Ω



Ω



8. Determ´ınese la funci´ on de Green para la ecuaci´ on de Laplace en el semiplano superior, R2+ , por el m´etodo de simetr´ıa. Determ´ınese el n´ ucleo de Poisson para el semiplano. Seg´ un lo anterior consid´erese el problema ( Probar que



max



(x,y)∈[0,1]×[0,1]



∆u = 0,



(x, y) ∈ R2+ 2



u(x, 0) = e−πx ,



x ∈ R.



u(x, y) = 1 y que u(x, y) > 0 si y > 0.



9. Resu´elvase el problema  2 2   ∆u = 0, x + y < 1 u(x, 0) = 1, −1 < x < 1   u(x, y) = 0, x2 + y 2 = 1,



y > 0.
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10. Sea u funci´ on arm´onica en B1 (0) ⊂ RN y sea P2 (x) su polinomio de Taylor de grado 2. Pru´ebese que Z 1 P2 (x0 ) = P2 (x)dσ(x), para r suficientemente peque˜ no. ωN rN −1 |x−y|=r



11. Sea Ω ⊂ RN dominio acotado conteniendo el origen. Sea Ω0 = Ω − {0} y sean u y v funciones arm´onicas en Ω0 y continuas en Ω1 = Ω0 ∪ ∂Ω tales que: i) u(x) ≤ v(x) si x ∈ ∂Ω ii) |u(x)| ≤ M , |v(x)| ≤ M si x ∈ Ω1 Util´ıcese adecuadamente el principio del m´ aximo para demostrar que u(x) ≤ v(x),



x ∈ Ω1 .



12. Sea Ω dominio en RN y p ∈ Ω. Sea u funci´ on arm´onica y acotada en Ω − {p}. Demostrar que se puede definir un valor u(p) de forma que la funci´ on extendida es arm´onica en Ω. 13. Consid´erese el problema



Est´ udiese si tiene soluci´ on.



 2 2   ∆u = 0, 0 < x + y < 1 u(x, y) = 0, x2 + y 2 = 1   u(0, 0) = 1.



14. Sea u funci´ on arm´onica en Ω ⊂ RN y sea x0 ∈ Ω. Pru´ebese que |uxi (x0 )| ≤



N sup |u|, d(x0 ) x∈Ω



donde d(x0 ) = inf |x0 − y|. y∈∂Ω



Indicaci´ on.- Usar la expresi´ on de u como integral de Poisson de sus valores sobre esferas centradas en x0 , derivar y estimar para cada esfera. Advertir cu´ al es el radio m´ aximo de tales esferas. 15. Sea u ∈ C 2 en |x| < R, u ∈ C en |x| ≤ R, u ≥ 0 y ∆u = 0 en |x| < R. Probar que si |x| < R RN −2 (R − |x|) RN −2 (R + |x|) u(0) ≤ u(x) ≤ u(0). (R + |x|)N −1 (R − |x|)N −1 (Desigualdad de Harnack)
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16. Sea Ω ⊂ RN dominio acotado y sea {un }k∈N sucesi´on de funciones arm´onicas en Ω tales que un (x) = fn (x) si x ∈ ∂Ω, frontera de Ω. Pru´ebese que si {fn }k∈N converge uniformemente en ∂Ω, entonces {un }k∈N converge uniformente a una funci´ on arm´onica u en Ω. 17. Sea Ω ⊂ RN dominio acotado y {un }k∈N sucesi´on de funciones arm´onicas uniformemente acotadas, es decir, sup |un (x)| ≤ M,



x∈Ω



n∈N



Probar que si K ⊂ Ω es un compacto, existe una subsucesi´ on que converge en K. 18. Sea la ecuaci´ on







x∈Ω



∆u(x) + c(x)u(x) = 0, u(x) = g(x),



x ∈ ∂Ω,



donde se supone que c(x) < 0. Probar que tiene soluci´ on u ´nica. Dese un ejemplo en el que siendo c(x) > 0 no haya unicidad. 19. π π Sea Q = {(x, y) ∈ R2 |x| < , |y| < }. Probar que el problema 2 2  ∆u(x) + u(x) = 0, x ∈ Q u(x) = g(x),



x ∈ ∂Q,



tiene a lo m´ as una soluci´ on. ¿Hay unicidad para el problema de Dirichlet sobre π Q1 = {(x, y) ∈ R2 |x| < √ , 2



π |y| < √ } ? 2



20. Encontrar los autovalores y autofunciones del problema  ∆u = λu, Q = [0, a] × [0, b] u = 0,



∂Q.



21. Sea Ω ⊂ RN un dominio acotado tal que para cada y ∈ ∂Ω existe un cono exterior, ¯ ∩K ¯ = {y} Probar que existe una barrera en y de la K, con v´ertice y, es decir, Ω forma by (x) = |x − y|α f (hx, yi). Indicaci´ on.- P´ asese a coordenadas polares con origen en y
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22. Calcular la funci´ on de Green para el problema de Dirichlet de la ecuaci´ on de Laplace en una regi´ on anular, es decir, comprendida entre dos esferas conc´entricas. 23. Demostrar los resultados de regularidad de la funci´ on definida por (5.6.8), en particular, que su laplaciano es una funci´ on continua. 24. Probar que una soluci´ on de ∆u − u2 = 0 en un dominio Ω, no puede tomar su m´ aximo en Ω, salvo que u ≡ 0. 25. Sea u soluci´ on dos veces continuamente diferenciable en |x| < 1 y continua en |x| ≤ 1 del problema de Dirichlet 



∆u = u2 + f (|x|), u(x) = 1,



|x| = 1,



x ∈ RN ,



|x| < 1



donde f (|x|) ≥ 0 y continuamente diferenciable. Calcular el m´ aximo de u en |x| ≤ 1 y demostrar que no depende de f . (Se pide demostrar los resultados que se usen). 26. Sea u soluci´ on dos veces continuamente diferenciable en |x| < 1 y continua en |x| ≤ 1 del problema de Dirichlet 



∆u = u4 , u(x) = 1,



|x| < 1



|x| = 1



¿Puede alcanzar su m´ aximo en |x| < 1, si x ∈ R2 ? ¿ Y si x ∈ R3 ? 27. Sean u0 (x, y, z), u1 (x, y, z) funciones arm´onicas en R3 . De acuerdo con lo estudiado en la §4.2, calcular la soluci´ on del problema de Cauchy para la ecuaci´ on de ondas,



(P C)



 3   utt − uxx − uyy − uzz = 0, (x, y, z, t) ∈ R × R 3 u(x, y, z, 0) = u0 (x, y, z), (x, y, z) ∈ R   ut (x, y, z, 0) = u1 (x, y, z), (x, y, z) ∈ R3



Raz´onese la respuesta.
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28. Sea Q el cubo de lado 6 centrado en el origen de R3 y sea ∂Q su frontera. Calcular u(0, 0, 0, 1) siendo u la soluci´ on del problema



(P )



 utt − uxx − uyy − uzz = 0, (x, y, z, t) ∈ Q × R     u(x, y, z, t) = 0, (x, y, z) ∈ ∂Q, t ∈ R  u(x, y, z, 0) = x − z + 3y, (x, y, z) ∈ Q    ut (x, y, z, 0) = x + z − y, (x, y, z) ∈ Q



Raz´onese la respuesta.



29. a) Aplicar el m´etodo de separaci´on de variables para calcular los autovalores y autofunciones del problema 



Fxx + Fyy = λF, 0 < x < 1, 0 < y < 1 F (0, y) = F (1, y) = F (x, 0) = F (x, 1) = 0,



Soluci´ on. λj,k = −(k 2 + j 2 )π 2 , Fj,k (x, y) = sen kπx sen jπy. b) Aplicar el resultado anterior para resolver por separaci´on de variables la ecuaci´ on de ondas.  utt − uxx − uyy = 0, 0 < x < 1, 0 < y < 1, t ∈ R     u(0, y, t) = u(1, y, t) = u(x, 0, t) = u(x, 1, t) = 0, t ∈ R  u(x, y, 0) = f (x, y)    ut (x, y, 0) = 0 30. Sea Ω ⊂ RN dominio regular y acotado. Consideremos el problema: ( ∆u = u3 x ∈ Ω u(x) = 0



x ∈ ∂Ω.



Demostrar que la u ´nica soluci´ on del problema anterior es u ≡ 0. Indicaci´ on: Multiplicar la ecuaci´ on por u, y aplicar las f´ ormulas de Green. 31. Consideramos el problema de Dirichlet (P )







∆u = 0 x ∈ Ω ⊂ R2 u(x) = f (x),



x ∈ ∂Ω,



donde f (x) es una funci´ on acotada definida en ∂Ω.
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a) Si Ω es el disco unidad, |x| < 1, expr´esese el problema en coordenadas polares y resu´elvase cuando u(1, θ) = cos2 θ b) Sean u1 y u2 soluciones del problema (P ) con datos f1 y f2 respectivamente. ¿Qu´e problema verifica v = u1 + u2 ? c) Si Ω = [−1, 1] × [−1, 1] y  0    0 f (x, y) =  0    3



x ∈ [−1, 1],



y ∈ [−1, 1],



x ∈ [−1, 1], y ∈ [−1, 1],



y=1 x = −1



y = −1 x=1



¿cual es el valor de u(0, 0)? d) Determ´ınese razonadamente el valor de Z



1 x2 +y 2 < 10



para la soluci´ on u de c).



u(x, y)dxdy
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CAPITULO 6



LA ECUACION DEL CALOR



Introducci´on La ecuaci´ on del calor, ut − ∆u = F (x, t), es el modelo m´ as sencillo de ecuaci´ on de difusi´on y fue obtenida en la secci´on 1.3 con detalle. Hemos visto en la secci´on 2.3 c´ omo el problema de Cauchy para la ecuaci´ on del calor con datos en t = 0 es un problema caracter´ıstico. En la secci´on 3.4 se ha estudiado el comportamiento de la difusi´on de calor en un medio unidimensional, advirtiendo que se trata de un modelo irreversible y viendo c´ omo la ecuaci´ on del calor mejora los datos, es decir, tiene efecto regularizante. En este cap´ıtulo se proyecta estudiar el problema de Cauchy en RN comprobando que es compatible, si bien es necesaria una condici´ on unilateral para obtener soluci´ on u ´nica, por ser caracter´ıstico . A fin de poder demostrar resultados de unicidad se establecer´a el principio del m´ aximo para la ecuaci´ on del calor.
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La obtenci´on de la soluci´ on fundamental es el objeto de la primera secci´on. Con ella obtendremos una soluci´ on del problema de Cauchy homog´eneo. Se estudia tambi´en un contraejemplo de Tychonoff que pone de manifiesto la no unicidad. La secci´on 6.2 se dedica a estudiar el principio del m´ aximo en dominios acotados y a los teoremas de unicidad m´ as simples. La soluci´ on del problema no homog´eneo ser´a el objeto de la secci´on tercera y en la secci´on cuarta se estudiar´a el resultado general de unicidad de Widder. Esta u ´ltima secci´on se puede reducir en una primera lectura a informarse del resultado, obviando las demostraciones. Se cierra el cap´ıtulo con un apartado de ejercicios.
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6.1.- N´ ucleo de Gauss. Construcci´ on de soluciones. Al igual que se ha hecho en la ecuaci´ on de Laplace, tratamos de obtener soluciones de la ecuaci´ on del calor que son singulares en el origen. Empezaremos por el caso de dimensi´on espacial uno que es m´ as sencillo de escribir, y en el que usaremos un argumento de homogeneidad frente al cambio de escala, que reduce el problema a una ecuaci´ on ordinaria. El uso de la transformaci´on de Fourier nos permitir´ a obtener la soluci´ on fundamental en dimensiones mayores. A) En el caso de dimensi´on N = 1, hay un camino muy elemental de obtener la soluci´ on fundamental. Buscaremos soluciones autosemejantes, es decir, soluciones que al cambiar la escala convenientemente permanecen invariantes. M´as precisamente, la escala conveniente queda determinada observando que en la ecuaci´ on del calor hay una derivada en el tiempo y dos en el espacio. Con esta observaci´on, hacemos el cambio de escala x = λα y, t = λβ s y consideramos para una soluci´ on u, v(y, s) = u(λα y, λβ s) = u(x, t). Para que v sea soluci´ on hemos de tener, vs − vyy = 0 pero si calculamos, vs − vyy = λβ ut − λ2α uxx , de forma que si β = 2α tenemos, vs − vyy = λβ (ut − uxx ) = 0. Como consecuencia, parece natural buscar soluciones que respeten la homogeneidad x observada, es decir, soluciones que dependan de la variable ξ = √ . La forma de una t tal funci´ on, ser´a, x u(x, t) = tα f ( √ ). t Imponiendo que u verifique la ecuaci´ on, ut − uxx = 0, se debe tener, ξ f ′′ (ξ) + f ′ (ξ) − αf (ξ) = 0, 2 donde ξ = √xt . Desde el punto de vista f´ısico se sabe que hay que imponer la conservaci´on de la cantidad de calor. Normalizando se traduce en, Z ∞ Z ∞ x u(x, t)dx = tα f ( √ )dx = 1, t −∞ −∞
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es decir,



Z



∞



1 x t f ( √ )dx = tα+ 2 t −∞



α



Z



∞



f (y)dy = 1,



−∞



por tanto, necesariamente se ha de tener α = − 12 . La ecuaci´ on ordinaria puede escribirse como (2f ′ + ξf )′ = 0. Tomamos en particular las soluciones de 2f ′ + ξf = 0,



f (ξ) = ce−



es decir,



|ξ|2 4



,



que para que tenga integral uno, debe ser, 1



u(x, t) = (4πt)− 2 e−



|x|2 4t



,



n´ ucleo de Gauss, que es la soluci´ on fundamental buscada. La justificaci´ on del nombre quedar´a clara en unas pocas l´ıneas. El m´etodo es extensible a m´ as dimensiones. Se omiten m´ as detalles, pues tenemos un m´etodo alternativo que estudiamos a continuaci´on. B) Consideremos el problema (



(6.1.1)



ut − ∆u = 0,



u(x, 0) = f (x),



x ∈ RN ,



t>0



N



x∈R ,



f ∈ S(RN ).



Recordamos que S es el espacio de funciones temperadas introducido en la secci´on 3.6, en el cual la transformaci´on de Fourier se comporta bien. Si aplicamos la transformaci´on de Fourier en las variable espaciales, es decir, u ˆ(ξ, t) =



Z



e−2πihx,ξi u(x, t)dx,



RN



se tiene (6.1.2)



(



u ˆt (ξ, t) + 4π 2 |ξ|2 u ˆ(ξ, t) = 0, u ˆ(ξ, 0) = fˆ(ξ).



ξ ∈ RN ,



t>0



Integrando la ecuaci´ on ordinaria en t, considerando ξ como par´ ametro, se obtiene u ˆ(ξ, t) = fˆ(ξ)e−4π



2



|ξ|2 t



.
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Como se trata de una funci´ on gaussiana podemos calcular su transformada de Fourier, como se hizo en la secci´on 3.6, resultando otra gaussiana a la que llamamos n´ ucleo de Gauss. M´as precisamente Z |x|2 2 2 1 − 4t e2πihx,ξi e−4π |ξ| t dξ = . N e (4πt) 2 RN Por tanto, en virtud del apartado 3) del teorema (3.6.3) se tiene Z |x−y|2 1 e− 4t f (y)dy, (6.1.3) u(x, t) = N (4πt) 2 RN



que al ser f ∈ S(RN ), est´a bien definida. Llamando |x|2 1 − 4 K(x) = , N e (4π) 2 y definiendo Kt (x) = es decir, Kt (x) =



1 t



N 2



x K( √ ), t



1 (4πt)



N 2



e−



|x|2 4t



,



se verifica N (1) K R t (x) > 0, para todo x ∈ R , (2) Kt (x)dx = 1, RN R (3) limt→0 |x|>δ>0 Kt (x)dx = 0.



Las tres propiedades se comprueban de forma inmediata por c´ alculo directo. (V´ease la secci´on 3.6) A Kt (x) la llamaremos soluci´ on fundamental de la ecuaci´ on del calor. El siguiente resultado justifica esta denominaci´ on. Observemos que la f´ormula (6.1.3) tiene sentido tambi´en si, por ejemplo, se supone que f ∈ C(RN ) y est´a acotada. Por eso se formula el resultado en el contexto de las funciones continuas. 6.1.1. Teorema. Sea f ∈ C(RN ) tal que |f (x)| < M si x ∈ RN . Entonces, u(x, t) definida por (6.1.3) verifica (1) u ∈ C ∞ (RN × (0, ∞)), (2) ut − ∆u = 0 si x ∈ RN , t > 0, (3) lim u(x0 , t) = f (x0 ) siendo la convergencia uniforme, t→0



(4) |u(x, t)| ≤ supx∈RN |f (x)|, (x, t) ∈ RN × (0, ∞).
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Demostraci´ on. La demostraci´on es una copia de la hecha con el n´ ucleo de Poisson, ya que Kt (x) es una aproximaci´ on de la identidad. En efecto, los apartados 1) y 2) resultan de la deducci´on de Kt y pueden comprobarse tambi´en por c´ alculo directo sin grandes dificultades. La conclusi´on 4) resulta directamente de la propiedad 2) para el n´ ucleo de Gauss Kt . En cuanto a 3) para x0 ∈ RN , escribimos Z ∞ (6.1.4.) |u(x0 , t) − f (x0 )| = | Kt (x0 − y)(f (y) − f (x0 ))dy|. −∞



Por la continuidad de f , dado ε > 0 existe δ > 0 tal que si |y−x0 | < δ, |f (y)−f (x0 )| < ε; entonces en (6.1.4) resulta (6.1.5.) Z Z |u(x0 , t)−f (x0 )| ≤ ε



|x0 −y|


Kt (x0 −y)dy+2 sup |f (y)| x∈RN



en virtud de las propiedades del n´ ucleo K.



|x0 −y|>δ



Kt (x0 −y)dy ≤ 2ε,







Ejemplo de Tychonoff: No unicidad de soluci´ on del Problema de Cauchy para la ecuaci´ on del calor. Como se estudi´ o en el cap´ıtulo 2, el problema (6.1.1) es caracter´ıstico, por lo que sin condiciones adicionales no es de esperar unicidad. As´ı lo pone de manifiesto el ejemplo debido a Tychonoff que se analiza a continuaci´on. Consideremos el problema  ut − uxx = 0, (x, t) ∈ R × (0, ∞) (6.1.6) u(x, 0) = 0 que obviamente tiene la soluci´ on cero. La idea es usar el problema no caracter´ıstico,  2   uxx = ut , (x, t) ∈ R (6.1.7) u(0, t) = g(t), t ∈ R   ux (0, t) = 0,



para buscar soluciones de (6.1.6). Elegiremos g(t) = 0 si t ≤ 0, para conseguir u(x, 0) = 0 y buscaremos (6.1.8)



u(x, t) =



∞ X j=0



para que sea soluci´ on.



gj (t)xj ,
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Suponiendo regularidad suficiente, se deriva t´ermino a t´ermino en (6.1.8) y se sustituye en la ecuaci´ on, obteni´endose (6.1.9)



∞ X



gj′ (t)xj =



j=0



∞ X j=2



j(j − 1)gj (t)xj−2 ,



y para verificar los datos en (6.1.7) (6.1.10)



g0 (t) = g(t),



g1 (t) = 0.



De (6.1.9) resulta que para j ≥ 2, gj′ (t) = (j + 1)(j + 2)gj+2 (t) que, junto a (6.1.10) da i) Si j = 2k + 1, gj = 0. ii) Si j = 2k, g2k (t) =



1 dk g (t). (2k)! dtk



Sustituyendo en (6.1.8) resulta (6.1.11)



u(x, t) =



∞ X x2k dk g (t). (2k)! dtk



k=0



Tras este c´ alculo formal pasamos a elegir g de forma que se tenga la convergencia necesaria para que (6.1.11) defina una soluci´ on cl´asica de la ecuaci´ on del calor. Para α > 1 se toma (6.1.12)



g(t) =







−α



e−t , t > 0 0, t ≤ 0.



dk g (0) = 0, con lo que se comprueba directamente dtk que se verifica el dato inicial u(x, 0) = 0. Para estudiar la convergencia de la serie dk g (6.1.11) estimamos el comportamiento de k (t) como funciones de variable compleja, dt utilizando la f´ormula integral de Cauchy sobre el contorno De esta forma g ∈ C ∞ (R) y



Γ = {z ∈ C| con θ a determinar.



|z − t| = θt},
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De esta forma se tiene k! dk g (t) = k dt 2πi



(6.1.13)



Z



Γ



exp(−z −α ) dz. (z − t)(k+1)



Como para z ∈ Γ se tiene z = t + θteiφ = t(1 + θeiφ ), resulta ℜ(−z −α ) = −t−α ℜ((1 + θeiφ )−α ). Eligiendo θ tal que



1 < ℜ((1 + θeiφ )−α ), 2



obtenemos



1 ℜ(−z −α ) > − t−α 2



y entonces de (6.1.13) se tiene la estimaci´on siguiente |



(6.1.14.)



k! 1 dk g (t)| ≤ exp(− t−α ), k k dt (θt) 2



t > 0.



Sustituyendo las estimaciones (6.1.14) en (6.1.11), tenemos |u(x, t)| ≤



(6.1.15)



∞ X dk g |x|2k | k (t)| ≤ dt (2k)!



k=0 ∞ X



1 −α |x|2k k! exp(− t ) ≤ (θt)k 2 (2k)!



(



(



k=0 ∞ X



k=0



1 x2 t−α |x|2 k 1 ) ) exp(− t−α ) = exp( − ). (θt) k! 2 θt 2



La desigualdad (6.1.15) prueba la sumabilidad de la serie y, por tanto, que u es una funci´ on continua. Derivando t´ermino a t´ermino se comprueba la derivabilidad de u por argumentos an´alogos. Se dejan al cuidado del lector los detalles. Como consecuencia hemos obtenido una soluci´ on no nula del problema (6.1.6), es decir no se tiene unicidad. La soluci´ on u no es una funci´ on acotada en R × (0, ∞). Este resultado no nos sorprende pues en el cap´ıtulo 2 vimos que (6.1.6) es un problema caracter´ıstico. En las secciones que siguen se estudiaran resultados de unicidad cuando se pide que la soluci´ on est´e en una clase de funciones adecuada.
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6.2.-El principio del m´ aximo. Resultados cl´asicos de unicidad. Comenzamos esta secci´on estableciendo el principio del m´ aximo d´ebil para el problema de Dirichlet. Como consecuencia, tendremos la prueba de unicidad para el problema (3.4.1) con B = 0, estudiado en §3.4. Sea Ω ⊂ RN un dominio acotado con frontera regular ∂Ω, y sea 0 < T < ∞. Definimos DT = Ω × (0, T ) y la frontera parab´ olica de DT , Γp ≡ (Ω × {0}) ∪ (∂Ω × [0, T ]) 6.2.1. Teorema. ¯ T ), tal que ut , ux x ∈ C(DT ∪ (Ω × {T })), i, j = 1, 2, . . . , N y Supongamos u ∈ C(D i j ut − ∆u ≤ 0



en



DT = Ω × (0, T ).



Entonces max u = max u DT



Γp



Demostraci´ on. Si se hace la hip´otesis adicional (6.2.1)



ut − ∆u < 0 en



Ω × (0, T ),



el resultado es inmediato. En efecto, si se tuviese que el m´ aximo se alcanza en un punto (x0 , t0 ) ∈ DT ′ ≡ Ω × (0, T ′ ), T ′ < T , habr´ıa de verificarse que ut (x0 , t0 ) = 0,



∆u(x0 , t0 ) ≤ 0,



con lo cual se contradir´ıa (6.2.1). Por consiguiente, en la hip´otesis (6.2.1) el m´ aximo no se puede alcanzar en DT ′ cualquiera que sea T ′ < T . Si el m´ aximo se alcanzase en (x0 , T ) ∈ Ω × {T } se tendr´ıa ut (x0 , t0 ) ≥ 0,



∆u(x0 , t0 ) ≤ 0,



que contradice tambi´en (6.2.1). Por tanto, en la hip´otesis (6.2.1), el m´ aximo se alcanza en Γp . Se trata ahora de quitar la hip´otesis adicional. Para ello consideramos para cada ε > 0 la funci´ on v(x, t) = u(x, t) + ε|x|2 .
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Es evidente que la funci´ on v goza de la misma regularidad que u, verificando adem´ as vt − ∆v = ut − ∆u − 2N ε < 0, de acuerdo con las hip´otesis sobre u. Entonces puesto que v verifica la hip´otesis (6.2.1) concluimos que max v = max v. DT



Γp



Pero entonces, max u ≤ max v = max v ≤ max u + ε max |x|2 . DT



DT



Γp



Γp



Ω



Como es para ε > 0 arbitrario, se tiene max u ≤ max u, DT



Γp



que con la desigualdad obvia, max u ≤ max u, Γp



DT



prueba el resultado. 



Observamos que el principio del m´ aximo para la ecuaci´ on del calor excluye parte de la frontera, justamente la frontera temporal en la direcci´on del tiempo creciente. Este principio de m´ aximo se llama d´ebil porque no excluye que el m´ aximo se tome en un punto interior. Como en el caso el´ıptico, se tiene el llamado principio del m´ aximo fuerte, del cual la versi´on del matem´atico canadiense y profesor del Courant Institute de New York, L. Nirenberg, es v´alida incluso para una clase de ecuaciones m´ as general. El resultado para la ecuaci´ on del calor es el siguiente. Principio del m´ aximo fuerte. Sea u verificando las hip´ otesis del teorema 6.2.1 en DT . Si existe (x1 , t1 ) ∈ DT tal que u(x1 , t1 ) = M = max u, D¯T



entonces u ≡ M . La idea de la demostraci´on es establecer un principio de Hopf para la ecuaci´ on del calor, an´alogo al obtenido en la ecuaci´ on de Laplace. La longitud de este texto aconseja no dar m´ as detalles sobre este resultado, en tanto que no va a ser usado. Una referencia id´onea para estudiar el principio del m´ aximo fuerte es el libro de
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M.H. Protter, H.F. Weinberger, ”Maximum Principles in Differential Equations” Ed. Springer Verlag 1984, al cual remitimos al lector interesado en los detalles.



A continuaci´on aplicamos el principio del m´ aximo d´ebil a la obtenci´on de algunos resultados de unicidad. Sea como antes Ω ⊂ RN un dominio acotado con frontera regular ∂Ω. Consideremos el problema



(P )



 u − ∆u = 0, x ∈ Ω, t > 0   t u(x, t) = 0 x ∈ ∂Ω, t > 0   u(x, 0) = 0, x ∈ Ω.



Por aplicaci´ on directa del principio del m´ aximo se tiene el siguiente corolario, el cual establece la unicidad para el problema (P). 6.2.2. Corolario. Sea u ∈ C(D¯T ), tal que ut , uxi xj ∈ C(DT ∪ (Ω × {T })), i, j = 1, 2, . . . , N soluci´ on del problema (P). Entonces u ≡ 0. Menos obvia es la segunda consecuencia del principio del m´ aximo d´ebil. Como hemos visto en la secci´ on anterior el problema de Cauchy (6.1.1), en general, puede tener m´ as de una soluci´ on. No obstante, si nos restringimos a ciertas clases de funciones, vamos a poder demostrar la unicidad. En esta secci´on nos limitaremos al ejemplo, muy interesante, de funciones acotadas. Demostraremos que dentro de la clase de funciones acotadas, el problema (6.1.1) tiene una u ´nica soluci´ on. La prueba de este resultado, que formularemos precisamente m´ as tarde, reposa en el principio del m´ aximo; la dificultad est´a en que en el problema de Cauchy se tiene todo RN y no un dominio acotado. En otras palabras, sobre la ”frontera lateral” de la frontera parab´olica, no se tienen condiciones. Esta dificultad se resolver´ a con el conocimiento de ciertas soluciones expl´ıcitas de la ecuaci´ on del calor, con las cuales haremos un proceso de comparaci´ on. Es claro que cualquier funci´ on de la forma wα (x, t) = α(2t +



|x|2 ), N



α ∈ R,



es una soluci´ on de la ecuaci´ on del calor en RN × [0, ∞). Estas son las soluciones de la ecuaci´ on del calor que usaremos para comparar. Podemos pasar a establecer el resultado de unicidad con precisi´on.
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6.2.3. Teorema. Sean u1 , u2 soluciones acotadas del problema ( ut − ∆u = 0, x ∈ RN , t > 0 (6.2.2) u(x, 0) = f (x), x ∈ RN , f continua y acotada



en



RN .



Entonces u1 ≡ u2 . Demostraci´ on. Si |u1 (x, t)| ≤ M1 y |u2 (x, t)| ≤ M2 , llamamos M = max{M1 , M2 }. La funci´ on v = u1 − u2 verifica el problema ( vt − ∆v = 0, x ∈ RN , t > 0 x ∈ RN .



v(x, 0) = 0,



La idea es aplicar a v el principio del m´ aximo como en el corolario (6.2.2). Directamente esto no es posible dado que el dominio es todo RN ; para soslayar esta dificultad consideramos para cada R > 0 la bola |x| < R y la funci´ on wR (x, t) =



|x|2 2N M (2t + ), R2 N



R ∈ R,



que como hemos visto verifica la ecuaci´ on del calor, en particular en |x| < R, Adem´as wR (x, 0) ≥ |v(x, 0)| = 0, y



wR (y, t) ≥ 2M ≥ |v(y, t)|,



Aplicando el principio del m´ aximo en el cilindro |y| ≤ R, wR − v, resulta que (6.2.3)



si |y| = R,



t > 0. t>0



t ∈ [0, T ] a v − wR y a



−wR (x, t) ≤ v(x, t) ≤ wR (x, t),



para cada (x, t) tal que |x| ≤ R, 0 ≤ t ≤ T Fijo (x, t), la desigualdad (6.2.3) es v´alida si R > |x|. Entonces tomando l´ımite para R → ∞ se tiene v(x, t) = 0 Como (x, t) es arbitrario se concluye que v≡0 como quer´ıamos demostrar.







Como consecuencia inmediata podemos formular el importante resultado que sigue.
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6.2.4. Corolario. La u ´nica soluci´ on acotada del problema (6.1.1) con dato acotado, es dada por la f´ ormula (6.1.3). En la secci´on 6.4 estudiaremos otros resultados de unicidad, concretamente, los teoremas 6.4.1 y 6.4.5.



6.3.-El problema de Cauchy no homog´eneo. Nos vamos a ocupar del problema



(6.3.1)



(



ut − ∆u = F (x, t),



u(x, 0) = f (x),



x ∈ RN ,



t>0



N



x∈R ,



donde la regularidad de los datos F y f la suponemos, por el momento, suficiente para que sean ciertos los c´ alculos que vamos a realizar. M´as tarde se estudiar´an cuales son las condiciones de regularidad suficientes. Como en el caso de la ecuaci´ on de Laplace un papel importante lo jugar´a la soluci´ on fundamental. Ahora vamos a escribir la soluci´ on fundamental con la singularidad desplazada, es decir, consideramos v(x, t, y, s) ≡ Kt−s (x − y), es decir, (6.3.2)



v(x, t, y, s) =



1 |x − y|2 ), exp(− 4(t − s) (4π(t − s))N/2



t > s.



Por c´ alculo directo, o bien, por los argumentos en la secci´on 6.1 se tiene el siguiente resultado. 6.3.1. Lema. Sea v definida por (6.3.2), entonces, i) vt − ∆y v = 0 si t > s. ii) vs + ∆y v = 0 si t > s. El apartado i) podemos traducirlo diciendo que fuera de la singularidad la soluci´ on fundamental verifica la ecuaci´ on del calor respecto a t y a y, mientras que el apartado ii) establece que la funci´ on v verifica la ecuaci´ on del calor ”retr´ograda” como funci´ on de s, y, lo cual es claro por tener s el signo contrario a t. Obs´ervese, por u ´ltimo, que el laplaciano se puede tomar tambi´en con respecto a x y se sigue verificando el lema. Un cambio de coordenadas y lo visto en la secci´on 6.1. permiten escribir la siguiente propiedad importante de la funci´ on v.
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6.3.2. Lema. Sea v definida por (6.3.2), entonces Z



v(x, t, y, s)dy = 1,



x ∈ RN



para cada



y



t > s.



RN



6.3.3. Lema. Sea v definida por (6.3.2) y Ω ⊂ RN un dominio, entonces V (x, t − s) =



Z



v(x, t, y, s)dy,



Ω



verifica lim V (x, t − s) =



t−s→0







x∈Ω



1,



x∈ / Ω.



0,



( Basta aplicar el teorema (6.1.1) a la funci´ on caracter´ıstica de Ω). Supongamos ahora que u es una soluci´ on regular del problema (6.3.1) y sea BR ⊂ RN la bola de centro el origen y radio R. Observemos que llamando (y, s) las variables de espacio y tiempo respectivamente, se tiene (uv)s = us v + vs u = v∆u − u∆v



(6.3.3)



de acuerdo con el apartado ii) del lema 6.3.1. Teniendo en cuenta (6.3.3), integrando en BR × (0, t) y utilizando la f´ormula de Green (5.1.2) en la integral de espacio, obtenemos la siguiente identidad



(6.3.4)



Z tZ 0



vF dyds =



0



BR



lim



s→t−



Z tZ



Z



BR



uvdy − lim



BR



s→0+



Z



(u(vs + ∆v) − v(∆u − us ))dyds = uvdy +



Z tZ 0



BR



∂v ∂u − u )dσ(y)ds ∂n ∂n



(v



∂BR



donde n es la normal exterior a BR y dσ(y) el elemento de superficie sobre ∂BR . ∂v Si se supone, por ejemplo, que u es acotada, como v y decaen exponencialmente ∂n cuando R → ∞, pasando al l´ımite en (6.3.4) se obtiene (6.3.5)



Z tZ 0



BR



vF dyds = lim



s→t−



Z



BR



uvdy − lim



s→0+



Z



BR



uvdy.
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Observamos ahora que seg´ un el teorema 6.1.1 Z u(y, s)v(x, t, y, s)dy = u(x, t), (6.3.6) lim− s→t



BR



y tambi´en, por el mismo resultado, (6.3.7) Z Z u(y, s)v(x, t, y, s)dy = lim+ s→0



BR



u(y, 0)v(x, t, y, 0)dy =



BR



Z



f (y)v(x, t, y, 0)dy,



BR



sustituyendo (6.3.6) y (6.3.7) en (6.3.5) obtenemos: Si u es soluci´ on regular del problema (6.3.1), entonces (6.3.8)



u(x, t) =



Z tZ 0



v(x, t, y, s)F (y, s)dyds +



BR



Z



f (y)v(x, t, y, 0)dy.



BR



Sustituyendo el valor de v tenemos, Z tZ |x − y|2 1 exp(− )F (y, s)dyds+ u(x, t) = N/2 4(t − s) 0 BR (4π(t − s)) (6.3.9) . Z 1 |x − y|2 + )dy f (y) exp(− 4t (4πt)N/2 BR Una vez hecha la conjetura de c´ omo escribir la soluci´ on s´olo falta un resultado de regularidad en funci´ on de la regularidad de F y f que nos permita concluir que la funci´ on u definida por (6.3.9) es soluci´ on cl´ asica del problema (6.3.1). A ello dedicamos el resto de esta secci´on. Usaremos el siguiente resultado de regularidad de funciones definidas por una integral 6.3.4. Lema. Sean Ω1 y Ω2 abiertos de RN . A) Sea f : Ω1 × Ω2 ⊂ RN × RN −→ R verificando: i) Para cada x ∈ Ω1 , la funci´ on y −→ f (x, y) es integrable. ii) Para cada y ∈ Ω2 , la funci´ on x −→ f (x, y) es continua. iii) Existe una funci´ on no negativa g integrable en Ω2 tal que |f (x, y)| ≤ g(y) para cada y ∈ Ω2 . Entonces Z h(x) = f (x, y)dy Ω2



es continua. B) Si adem´ as f verifica, iv) Para y ∈ Ω2 , la funci´ on x −→ f (x, y) tiene derivadas primeras continuas respecto a xi , i = 1, ..., N .
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v) Existe una funci´ on no negativa g integrable en Ω2 tal que |∇f (x, y)| ≤ g(y) para cada y ∈ Ω2 . Entonces, Z h(x) = f (x, y)dy Ω2



tiene derivadas primeras continuas que adem´ as se calculan por la f´ ormula Z ∂f ∂h (x) = (x, y)dy, i = 1, ...N (6.3.10) ∂xi ∂x i Ω2 Demostraci´ on. A) Sea x0 ∈ Ω1 y {xk }k∈N tal que limk→∞ xk = x0 . Entonces consideramos Z f (xk , y)dy. h(xk ) = Ω2



Por la hip´otesis de continuidad de f , la sucesi´on de funciones {gk (y) = f (xk , y)}k∈N verifica que lim gk (y) = f (x0 , y) k→∞



y por iii) |gk (y)| ≤ g(y), por consiguiente podemos aplicar el teorema de convergencia dominada de Lebesgue para concluir que Z lim h(xk ) = f (x0 , y)dy, k→∞



Ω2



y como es para cualquier sucesi´on la funci´ on h es continua. B) Sea {tk }k∈N una sucesi´on de n´ umeros reales tendiendo a cero. Sea {ei | i = 1, ..., N } la base can´onica de RN y consideremos h(x + tk ei ) − h(x) = tk



Z



Ω2



1 (f (x + tk ei , y) − f (x, y))dy. tk



Por el teorema del valor medio se tiene h(x + tk ei ) − h(x) = tk



Z



Ω2



∂f (x + τk (y)ei , y) dy, ∂xi



donde 0 < τk (y) < 1. Por la hip´otesis sobre la continuidad de las derivadas parciales de f y la condici´ on v), se verifica h(x + tk ei ) − h(x) = lim k→∞ tk



Z



Ω2



∂f (x, y) dy, ∂xi
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cualquiera que sea la sucesi´on. Por tanto, h(x + tk ei ) − h(x) lim = k→∞ tk es decir, ∂h(x) = ∂xi



Z



Ω2



Z



Ω2



∂f (x, y) dy, ∂xi



∂f (x, y) dy, ∂xi



como quer´ıamos demostrar. La continuidad de las derivadas parciales se obtiene del apartado A) del Teorema.  El resultado que se presenta a continuaci´on da condiciones suficientes para la existencia de soluci´ on cl´asica del problema no homog´eneo (6.3.1). Al igual que ocurre en la ecuaci´ on de Laplace la sola continuidad del segundo miembro de la ecuaci´ on no es suficiente para que la soluci´ on tenga derivadas segundas. Este extremo lo discutiremos en detalle desp´ ues de establecer el resultado de regularidad que venimos anunciando y que pasamos a detallar. Recordamos que la soluci´ on fundamental para la ecuaci´ on del calor es Kt (x) =



1 |x|2 exp(− ), 4t (4πt)N/2



t > 0.



6.3.5. Teorema.



∂F (x, t) , ∂xi N funciones continuas y acotadas en R × (0, T ), para alg´ un T > 0. Entonces la funci´ on u(x, t) definida para (x, t) ∈ RN × [0, T ) por Sea f (x) funci´ on continua y acotada en RN y sean F (x, t) y



(6.3.11)



u(x, t) =



Z



Kt (x − y)f (y)dy +



RN



Z



0



t



Z



K(t−s) (x − y)F (y, s)dyds,



RN



verifica (1) u ∈ C(RN × [0, T )) ∂2u ∂u ∈ C(RN × (0, T )), ∈ C(RN × (0, T )), i, j = 1, ...N (2) ∂t ∂xi ∂xj (3) u es la u ´nica soluci´ on acotada del problema (6.3.1). Demostraci´ on. Llamamos u1 (x, t) =



Z



RN



i = 1, ...N



Kt (x − y)f (y)dy
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y (6.3.12)



u2 (x, t) =



Z



t



0



Z



K(t−s) (x − y)F (y, s)dyds.



RN



Por el teorema 6.1.1. la funci´ on u1 verifica 1) y 2). En particular, de 1) resulta que u1 (x, 0) = f (x), y por tanto u1 es soluci´ on del problema homog´eneo, ( ut − ∆u = 0, x ∈ RN , t > 0, x ∈ RN .



u(x, 0) = f (x),



Basta entonces demostrar que u2 verifica 1), 2) y es soluci´ on del problema ( ut − ∆u = F (x, t), x ∈ RN , t > 0 . u(x, 0) = 0, x ∈ RN x−y = z en la integral (6.3.12), resulta Haciendo el cambio de variables espaciales √ 2 t−s Z tZ u2 (x, t) = K(t−s) (x − y)F (y, s)dyds = 0



(6.3.13)



Z



0



t



Z



RN



√



.



K1 (z)F (x + 2z t − s, s)dzds.



RN



√ El integrando, h(x, z, t, s) = K1 (z)F (x + 2z t − s, s), es continuo en x, z ∈ RN y 0 < s < t verificando adem´ as que ∇x h(x, z, t, s) es continuo y que (6.3.14) √ 2 1 |h(x, z, t, s)| = |K1 (z)F (x + 2z t − s, s)| ≤ N/2 e−|z| sup |F (y, τ )|, π (y,τ )∈RN ×[0,T ) siendo tambi´en (6.3.15)



|∇x h(x, z, t, s)| ≤



2 1 |z|e−|z| sup |F (y, τ )|, N/2 2π (y,τ )∈RN ×[0,T )



donde se ha sustituido el valor de K1 (z). Es decir, tanto h como su gradiente respecto a x estan mayorados por funciones integrables. Por consiguiente aplicando el lema (6.3.4) a la funci´ on Z √ K1 (z)F (x + 2z t − s, s)dz, (6.3.16) g(x, t, s) = RN
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resulta que es continua y acotada en RN × [0, T ), m´ as concretamente, |g(x, t, s)| ≤ M =



sup (y,τ )∈RN ×[0,T )



|F (y, τ )|.



Adem´as aplicando el teorema 6.1.1 para s → t, resulta g(x, t, t) = F (x, t). Por consiguiente se tiene, i) u2 ∈ C(RN × [0, T )) ii) u2 (x, 0) = 0 iii) La funci´ on u2 es acotada, siendo sup (x,t)∈RN ×[0,T )



|u2 (x, t)| ≤ M T



Aplicando ahora la segunda parte del lema 6.3.4 se tiene que la funci´ on u2 tiene derivadas primeras continuas verific´andose Z



1 ∂u2 (x, t) = N/2 ∂xi π



t



0



Z



e−|z|



√ ∂F (x + 2z t − s, s)dzds, ∂xi



2



RN



integrando por partes resulta (6.3.17)



Z



∂u2 1 (x, t) = ∂xi 2π N/2



t



0



1 √ ds t−s



Z



√ 2 e−|z| zi F (x + 2z t − s, s)dzds.



RN



Por (6.3.15) se puede aplicar el lema (6.3.4) a (6.3.17) obteni´endose que u2 tiene derivadas segundas respecto a x continuas en RN × (0, T ) y en particular se verifica (6.3.18)



∆u2 (x, t) =



1 π N/2



Z



0



t



1 √ ds t−s



Z



RN



2



e−|z| zi



√ ∂F (x + 2z t − s, s)dzds. ∂xi



Por otro lado, para calcular la derivada con respecto al tiempo t escribimos u2 (x, t + k) − u2 (x, t) = k Z Z t g(x, t + k, s) − g(x, t, s) 1 t+k ds ≡ I1 (k) + I2 (k). g(x, t + k, s)ds + k t k 0 Por el teorema fundamental del c´ alculo, (6.3.19)



lim I1 (k) = g(x, t, t) = F (x, t).



k→0
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Por el lema (6.3.4), la funci´ on g(x, t, s) tiene derivada respecto a t ya que F tiene derivadas parciales respecto a x; adem´ as Z √ 2 1 ∂F gt (x, t, s) = N/2 √ (x + 2z t − s, s)dz e−|z| zi ∂x π t−s i RN



y, por tanto, por (6.3.15) se concluye que (6.3.20)



lim I2 (k) =



k→0



1 π N/2



Z



0



t



1 √ t−s



Z



2



e−|z| zi



RN



√ ∂F (x + 2z t − s, s)dzds. ∂xi



De las igualdades (6.3.18), (6.3.19) y (6.3.20), se concluye que u2 verifica la ecuaci´ on del calor no homog´enea, es decir, ∂u2 = ∆u2 + F, ∂t como quer´ıamos demostrar.







En la secci´on 5.6, se estudi´ o c´ omo la continuidad del segundo miembro en la ecuaci´ on de Poisson no es suficiente para tener soluci´ on cl´ asica, es decir con derivadas segundas continuas. El mismo ejemplo que se consider´o all´ı nos servir´a para hacer el an´alisis en la ecuaci´ on del calor no homog´enea. As´ı pues consideremos la funci´ on u0 (x) = (x21 − x22 )(− log |x|)1/2 ,



|x| < 1



que tiene derivadas primeras continuas pero no derivadas segundas. Sin embargo se vio en §5.6 que tiene laplaciano continuo; lo que ocurre es que se producen cancelaciones entre las derivadas segundas, incluso en x = 0. Consideremos la extensi´ on por cero de u0 a todo RN , y una funci´ on de corte, φ(|x|), φ ∈ C ∞ (RN ), tal que φ(|x|) = 1 si 1 3 |x| < y φ(|x|) = 0 si |x| > . Definimos f (x) = φ(|x|)u0 (x) y F (x) = ∆f (x). As´ı 2 4 ambas funciones son continuas y acotadas en RN y en RN × (0, ∞) respectivamente. Es obvio que la funci´ on u(x, t) ≡ f (x) es soluci´ on acotada, no cl´ asica, del problema de Cauchy ( ut − ∆u = F (x), x ∈ RN , t > 0 (6.3.21) u(x, 0) = f (x), x ∈ RN . Que u es soluci´ on se entiende como que se verifica la ecuaci´ on punto a punto. Sin embargo como se vio en la secci´on §5.6. u no tiene derivadas segundas en el origen.
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Hemos de demostrar que (6.3.21) no tiene soluci´ on cl´ asica. Supongamos, por el contrario, que existiese T > 0 y g soluci´ on cl´asica de (6.3.21) en RN × (0, T ). En esta hip´otesis se tiene que w = u − g ≡ f (x) − g verifica: i) w ∈ C 2 en 0 < |x| < 1, 0 < t < T T ii) w ∈ C 1 en |x| < 1, < t < T y es soluci´ on de 2  wt − ∆w = 0, (6.3.22) w(x, 0) = 0. Probaremos que w es necesariamente C 2 en |x| < 1, T > t > T /2, con lo cual, por ser g ∈ C 2 , resultar´ıa u ∈ C 2 , lo cual es una contradicci´ on. Para probar que w tiene derivadas segundas continuas, fijemos (x, t) con |x| < 1 y T /2 < t < T y sea ε > 0 tal que ε ∈ (0, t − (T /2)). Sea v(x, y, t, s) definida por (6.3.2). Como se verifica



(6.3.23)



(w(y, s)v(x, y, t, s))s +



N X i=1



(w(y, s)vyi (x, y, t, s) − wyi (y, s)v(x, y, t, s))yi ≡



v(ws − ∆w) − w(vs + ∆v) = 0, integrando sobre el dominio Ω = {(y, s)| δ < |y| < 1, T /2 < s < t − ε} con 0 < δ < |x| y aplicando las f´ormulas de Green, obtenemos Z w(y, t − ε)v(x, y, t − ε, t)dy = δ


Z



T /2 t−ε



Z



T /2



[w(y, s)



∂w ∂v (x, y, t, s) − (y, s)v(x, y, t, s)]dσ(y)ds− ∂ny ∂ny



[w(y, s)



∂w ∂v (x, y, t, s) − (y, s)v(x, y, t, s)]dσ(y)ds ≡ ∂ny ∂ny



|y|=1



Z



|y|=δ



I1,δ + I2,ε + I3,ε,δ . Pasando al l´ımite para ε → 0 se tiene Z lim w(y, t − ε)v(x, y, t − ε, t)dy = ε→0 δ


RN
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por el lema (6.3.3) y el teorema (6.1.1). El resto de los t´erminos son inmediatos por el teorema de convergencia de Lebesgue. Pasando al l´ımite ahora para δ → 0 concluimos que Z w(x, t) = w(y, T /2)v(x, y, t, T /2)dy− Z



t



T /2



ds



Z



|y|


[w(y, s) |y|=1



∂w ∂v (x, y, t, s) − (y, s)v(x, y, t, s)]dσ(y)ds, ∂ny ∂ny



que implica que w ∈ C 2 siguiendo la misma argumentaci´on que en la demostraci´on del teorema 6.3.5.



6.4.- Temperaturas positivas. Esta secci´on est´a dedicada a un resultado muy interesante por razones matem´aticas y por su significado f´ısico. Una de las consecuencias del Segundo Principio de la Termodin´ amica es que la temperatura absoluta es siempre positiva. Este hecho sugiere que la condici´ on natural a verificar por las soluciones de la ecuaci´ on del calor es la condici´ on unilateral, u ≥ 0. Evidentemente es lo mismo suponer u ≥ H, pues el cambio en la escala de temperaturas v = u − H, conduce al caso v ≥ 0. Sugerimos al lector recordar las leyes de la termodin´amica, para lo cual una hermosa referencia puede ser el celeb´errimo curso de R.P. Feynman. (V´ease la versi´on en espa˜ nol, R.P. Feynman ”F´ısica” Volumen I, Cap´ıtulo 44, Addison Wesley Iberoamericana 1987). Presentaremos un resultado obtenido en 1944 por D. Widder, profesor de Harvard. Widder prueba que con la condici´ on f´ısicamente natural de que la temperatura sea positiva, el problema de Cauchy para la ecuaci´ on del calor tiene una u ´nica soluci´ on. Desde el punto de vista matem´atico este resultado es muy interesante, dado que se establece la unicidad con una condici´ on unilateral solamente, es decir, u(x, t) > 0. En realidad, D. Widder prob´ o m´ as cosas, por ejemplo, que una soluci´ on de la ecuaci´ on del calor que sea positiva y continua, se puede expresar en un tiempo t por la integral de la soluci´ on fundamental por el valor de dicha soluci´ on en un tiempo anterior. Es decir, la f´ormula (6.1.3) caracteriza las soluciones positivas. Precisaremos estos enunciados en su momento. Antes de nada diremos que la referencia que seguiremos es el trabajo del propio Widder, que se recoge en el libro: D. Widder, ” The heat equation”, Academic Press, 1975. Empezamos estableciendo otro resultado de unicidad, que tiene inter´es por s´ı mismo al recoger una hip´otesis natural de crecimiento del dato y la soluci´ on, y que se usar´a a continuaci´on. Dicho resultado est´a en el esp´ıritu del teorema 6.2.3. cambiando la 2 acotaci´on por la ley de crecimiento |u(x, t)| ≤ Aea|x| . Este crecimiento es el natural, teniendo en cuenta el decaimiento en el infinito de la soluci´ on fundamental. M´as precisamente se tiene el siguiente enunciado.
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6.4.1. Teorema. Sea u ∈ C(RN × (0, T ), verificando el problema (6.4.1)  u − ∆u = 0, (x, t) ∈ RN × (0, T )    t 2 |u(x, t)| < M ea|x| , para ciertas constantes positivas M, a, (x, t) ∈ RN × (0, T )    u(x, 0) = 0, x ∈ RN .



Entonces u(x, t) ≡ 0 para todo (x, t) ∈ RN × (0, T ).



Demostraci´ on. La demostraci´on se hace iterando el resultado sobre intervalos del tiempo de lon1 gitud convenientemente peque˜ na. Para empezar elegimos A tal que A > a y A > 4T . Consideramos la funci´ on v(x, t) =



A|x|2 1 e (1−4At) , N/2 (1 − 4At)



que como se observa es precisamente (6.4.2)



v(x, t) = (4π)N/2 K(1+λ2 t) (λx), donde



√ λ = i 4A



y Kt (x) es la soluci´ on fundamental de la ecuaci´ on del calor como se obtuvo en la secci´on 6.1. Simplemente la regla de la cadena y la expresi´ on (6.4.2) demuestran que 1 ). Adem´as, como para cada v(x, t) es soluci´ on de la ecuaci´ on del calor en RN × (0, 4A x ∈ RN , v(x, t) es una funci´ on creciente en t, se concluye que (6.4.3)



2



v(x, t) ≥ v(x, 0) = eA|x| , (x, t) ∈ RN × (0,



1 ). 4A



1 Fijado un punto (x0 , t0 ) en la banda RN × (0, 4A ), elegimos R > |x0 | y tomamos un m´ ultiplo de la funci´ on v. Exactamente tomamos



(6.4.4)



2



w(x, t) = M e(a−A)R v(x, t).



1 } y comparemos las funciones Sea ahora el cilindro D = {(x, t)| |x| < R, 0 < t < 4A |u(x, t)| y w(x, t) sobre la frontera parab´olica de D, es decir, sobre los puntos (x, 0), 1 con |x| < R y los puntos (x, t), con |x| = R y 0 ≤ t ≤ 4A . Sobre los primeros, es decir, la base, se tiene



(6.4.5)



2



|u(x, 0)| = 0 < w(x, 0) = M e(a−A)R eA|x|



2



y sobre la superficie lateral (6.4.6) 2 2 2 |u(x, t)| < M eaR ≤ M e(a−A)R v(x, 0) ≤ M e(a−A)R v(x, t) = w(x, t),



si |x| = R.
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Por tanto, aplicando el principio del m´ aximo, teorema 6.2.1, se concluye que −w(x, t) ≤ u(x, t) ≤ w(x, t),



en (x, t) ∈ D.



En particular, 2



|u(x0 , t0 )| < M e(a−A)R v(x0 , t0 ),



(6.4.7)



que se verifica para todo R > |x|. Tomando l´ımites en (6.4.7) cuando R → ∞, obtenemos, u(x0 , t0 ) = 0,



cualquiera que sea (x0 , t0 ) ∈ RN × (0,



1 ), 4A



ya que hemos elegido A > a. Para acabar, repetimos el argumento anterior a la 1 ; de esta forma concluimos que u(x, t) ≡ 0 en funci´ on u(x, t + τ ), con 0 < τ < 4A 2 ). Repitiendo el argumento una cantidad finita de veces, concluimos la RN × (0, 4A prueba.  En la demostraci´on que haremos del resultado de Widder, se utiliza la siguiente observaci´on de c´ alculo. 6.4.2. Lema. Sea u(x, t) soluci´ on de la ecuaci´ on del calor tal que u(x, 0) = 0, entonces v(x, t) =



Z



t



u(x, s)ds



0



es soluci´ on de la ecuaci´ on del calor. Adem´ as si u es positiva v es creciente en t para x fijo y v es subarm´ onica como funci´ on de x para t fijo. Demostraci´ on. En efecto, en primer lugar, vt = u en virtud del teorema fundamental del c´ alculo. En segundo lugar, Z t Z t ∆v(x, t) = ∆u(x, s)ds = us (x, s)ds = u(x, t), 0



0



por tanto, vt = ∆v, es decir, v satisface la ecuaci´ on del calor. Si u ≥ 0 se tiene vt = u = ∆v ≥ 0, por tanto tenemos las propiedades anunciadas para v.  Necesitaremos el siguiente lema, que viene a establecer que entre todas las posibles soluciones positivas de la ecuaci´ on del calor, la m´ as peque˜ na es la que da la f´ormula integral (6.1.3). Este resultado ser´a crucial para probar el resultado de unicidad, y como consecuencia, el teorema de representaci´on de soluciones positivas de Widder.
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6.4.3. Lema. Sea u ∈ C(RN × [0, T )), tal que, ut , uxi xj ∈ C(RN × (0, T )). Supongamos que (1) ut − ∆u = 0 en RN × [0, T ) (2) u(x, t) ≥ 0 en RN × [0, T ). Entonces se verifica Z Kt (x − y)u(y, 0)dy ≤ u(x, t). (6.4.8) RN



Demostraci´ on. Con las hip´otesis que tenemos, lo primero que no est´a claro es que la integral en (6.4.8) sea finita. Por simplicidad llamaremos f (x) = u(x, 0) y consideraremos una funci´ on de corte regular, precisamente, φ ∈ C0∞ (RN ) verificando,    1, si |x| ≤ (R − 1) φR (x) = R − |x|, si (R − 1) ≤ |x| ≤ R   0, si R ≥ |x|. Si se define ahora (6.4.9)



vR (x, t) =



Z



Kt (x − y)f (y)φR (y)dy,



RN



es finita pues f φ es continua y con soporte en una bola. El teorema 6.1.1 establece que la funci´ on vR definida por (6.4.9) verifica el problema  ∂vR  N    ∂t − ∆vR = 0, (x, t) ∈ R × (0, T ) (6.4.10) vR (x, t) ≥ 0, (x, t) ∈ RN × (0, T )     vR (x, 0) = f (x)φR (x), x ∈ RN .



Sea MR = max f (y) y sea |x| > R, entonces, |y|


(6.4.11)



Z 0 ≤ vR (x, t) ≤ M K(x − y, t)dy ≤ |y|


M RN cN , ||x| − |R||N
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pues se tiene que |s|N e−|s| < 1 y |x − y| ≥ ||x| − R| cuando x est´a en el exterior de la bola de radio R. Por consiguiente, dado ε > 0, 0 ≤ vR (x, t) ≤ ε,



(6.4.12)



si



|x| ≥ ρ(M, R, n).



En particular, tenemos i) 0 ≤ vR (x, t) ≤ ε + u(x, t) si |x| = ρ, 0 < t < T , ya que por hip´otesis u es positiva en toda la banda. ii) vR (x, 0) ≤ f (x) = u(x, 0) ≤ u(x, 0) + ε si |x| ≤ ρ. Entonces, i) y ii) junto con el principio del m´ aximo, implican que vR (x, t) ≤ u(x, t) + ε, si |x| < ρ, 0 ≤ t < T. Adem´as de (6.4.12) y ser u ≥ 0 se concluye que para todo ε > 0, vR (x, t) ≤ u(x, t) + ε, para todo (x, t) ∈ RN × (0, T ). Si observamos que vR (x, t) ≤ vR′ (x, t) y φR (x) ≤ φR′ (x) si R < R′ en todo punto x y para 0 ≤ t < T , podemos pasar al l´ımite aplicando el teorema de convergencia mon´otona, es decir, se tiene, Z Kt (x − y)f (y)dy ≤ u(x, t) 0 ≤ v(x, t) = lim vR (x, t) = R→∞



RN



que prueba que la integral es finita y, de paso, el lema.  La siguiente consecuencia consiste en hacer una traslaci´on en el tiempo, pero es u ´til tenerla escrita con precisi´on. 6.4.4. Corolario. Sea u en las hip´ otesis del lema 6.4.3. Si t1 ∈ (0, T ), entonces Z



Kt (x − y)u(y, t1 )dy ≤ u(x, t + t1 ),



si



0 < t < T − t1



RN



La etapa decisiva de los resultados de Widder viene a continuaci´on. 6.4.5. Teorema. Sea u ∈ C(RN × [0, T )), tal que, ut , uxi xj ∈ C(RN × (0, T )). Supongamos que (1) ut − ∆u = 0 en RN × [0, T ) (2) u(x, t) ≥ 0 en RN × [0, T ). (3) u(x, 0) = 0 en RN .
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Entonces, u(x, t) ≡ 0 si (x, t) ∈ RN × (0, T ). Demostraci´ on. Por el lema 6.4.2. se tiene que v(x, t) =



Z



t



u(x, s)ds



0



es soluci´ on de la ecuaci´ on del calor y al ser u ≥ 0, vt ≥ 0 y ∆v ≥ 0. Observamos que si se prueba que, v(x, t) ≡ 0, se tiene u(x, t) ≡ 0. Por tanto suponemos, sin que ello suponga restricci´on, que u adem´ as verifica i) ut ≥ 0 ii) ∆u ≥ 0, es decir, u es sub´ armonica como funci´ on de x para t fijo. Fijamos t1 , 0 < t1 < T y 0 < t0 < T − t1 . Por el corolario 6.4.4 se tiene que Z Kt0 (y)u(y, t1 )dy ≤ (4πt0 )N/2 u(0, t0 + t1 ) < ∞ (6.4.13) M = (4πt0 )N/2 RN



Es claro que si |y| ≤ 2|x| se tiene (6.4.14)



|x|2 |y|2 − (4πt0 )N/2 Kt0 (y) = e 4t0 ≥ e t0 . −



De otra parte, como u es subarm´ onica se tiene la desigualdad de la media para bolas (5.5.6’), es decir, Z Z 1 1 (6.4.15) u(x, t1 ) ≤ u(y, t )dy ≤ u(y, t1 )dy, 1 |B1 ||x|N |x−y|≤|x| |B1 ||x|N |y|≤2|x| pues se tiene que la bola de centro x y radio |x| est´a contenida en la bola de centro el origen y radio 2|x|. Como consecuencia de (6.4.15) y usando tambi´en (6.4.14), concluimos que, |x|2



|x|N u(x, t1 )e− t0 ≤ Z |y|2 1 e− 4t0 u(y, t1 )dy ≤ ≤ |B1 | |y|≤2|x| Z 1 1 N/2 ≤ (4πt0 ) M ≡ M1 . Kt0 (y)u(y, t1 )dy = |B1 | |B1 | RN



Es decir, hemos demostrado que |x|2



|x|2 e− t0 − t 0 , 0 ≤ u(x, t1 ) ≤ M1 ≤ M e 1 |x|N
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si |x| > 1. Como u(x, t1 ) es continua para |x| ≤ 1, est´a acotada en la bola unidad. Por consiguiente, para una constante conveniente, M2 , se tiene (6.4.16)



0 ≤ u(x, t1 ) ≤ M2 e−



|x|2 t0



,



para todo x ∈ RN .



Si ahora se tiene en cuenta que ut ≥ 0, concluimos, 0 ≤ u(x, t) ≤ u(x, t1 ) ≤ M2 e−



|x|2 t0



,



para todo



(x, t) ∈ RN × (0, t1 ).



Aplicando el teorema 6.4.1 resulta u(x, t) ≡ 0 en la banda RN × (0, t1 ). Como tanto t0 y t1 son arbitrarios se prueba el teorema.  Para finalizar este apartado obtendremos una consecuencia importante del teorema 6.4.5 que mejora el lema 6.4.3, estableciendose la representaci´on de las soluciones positivas de la ecuaci´ on del calor como la integral de Gauss del valor inicial. 6.4.6. Teorema. Sea u ∈ C(RN × [0, T )), tal que, ut , uxi xj ∈ C(RN × (0, T )). Supongamos que (1) ut − ∆u = 0 en RN × [0, T ) (2) u(x, t) ≥ 0 en RN × [0, T ). Entonces se verifica Z Kt (x − y)u(y, 0)dy = u(x, t). (6.4.17) RN



Demostraci´ on. En el lema (6.4.3) se estableci´o la desigualdad Z Kt (x − y)u(y, 0)dy ≤ u(x, t). RN



Por otra parte ambos miembros de la desigualdad son soluci´ on de la ecuaci´ on del calor, por tanto, Z Kt (x − y)u(y, 0)dy ≥ 0, w(x, t) = u(x, t) − RN



verifica las hip´otesis del teorema 6.4.5. Consecuentemente w(x, t) ≡ 0 que es lo que quer´ıamos demostrar. 



EJERCICIOS DEL CAPITULO 6
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1. Sea la funci´ on f : [0, 1] −→ R definida por



f (x) = 1 − cos(2πx).



Se considera el problema    ut − uxx = 0, t > 0, x ∈ (0, 1) (P ) u(0, t) = 0 = u(1, t), t > 0   u(x, 0) = f (x), x ∈ (0, 1).



a) Demu´estrese que (P) tiene una soluci´ on regular y que es u ´nica. b) Determ´ınese limt→∞ u(x, t) c) Determ´ınese el m´ aximo de u(x, t) en [0, 1] × [0, ∞). 2. Sea la funci´ on f : [0, 1] −→ R definida por ∞ 1 X cos(kπx) . f (x) = 2 (k + 1)4 k=0



2



Pru´ebese que f ∈ C ((0, 1)). Se considera el problema    ut − uxx = 0, t > 0, x ∈ (0, 1) ux (0, t) = 0 = ux (1, t), t > 0 (P )   u(x, 0) = f (x), x ∈ (0, 1).



a) Demu´estrese que (P) tiene una soluci´ on regular. R 1 1 2 b) Considerando la energ´ıa E(t) = 2 0 u (x, t)dx, concl´ uyase si la soluci´ on determinada en a) es u ´nica. c) Determ´ınese limt→∞ u(x, t) 3. Sea f funci´ on continua y acotada en RN . Para cada k ∈ N, sea Bk ⊂ RN la bola de centro el origen y radio k. Sea uk la soluci´ on del problema  ut − ∆u = 0, x ∈ Bk , T > t > 0 (Pk ) u(x, 0) = f (x), x ∈ Bk , uk ∈ C(B¯k × [0, T ]). Supongamos que existe M > 0, independiente de k, tal que |uk (x, t)| ≤ M en el cilindro B¯k × [0, T ]. Demostrar que sobre cada cilindro D × [0, T ], donde D ⊂ RN es un dominio acotado, lim uk (x, t) = u(x, t),



k→∞



donde la convergencia es uniforme y u es la u ´nica soluci´ on acotada del problema de Cauchy ( ut − ∆u = 0, x ∈ RN , T > t > 0 u(x, 0) = f (x),



x ∈ RN .
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4. a) b) c)



Resolver los problemas siguientes: ut − 4uxx = 0, u(x, 0) = 2. 2 ut − uxx = 0, u(x, 0) = e−x . ut − uxx = 0, u(x, 0) = sen x.



5. Sea el problema



(P )



 u − uxx = 0, x > 0, t > 0   t u(x, 0) = f (x), x > 0,   u(0, t) = 0, t > 0,



donde se supone que f es continua y acotada en 0 < x < ∞ y f (0) = 0. Demostrar que (P) tiene una u ´nica soluci´ on acotada. Obt´engase la f´ormula de representaci´on de la soluci´ on. Indicaci´ on.- H´ agase una extensi´ on impar de f a todo R y apl´ıquese lo estudiado. 6. Probar an´alogo resultado al del problema 5), cuando se sustituye la hip´otesis de 2 acotaci´on por la hip´otesis de crecimiento |u(x, t)| ≤ M eax . 7. Demostrar que el problema    ut − uxx = F (x, t), x > 0, u(x, 0) = 0, x > 0, (P )   u(0, t) = 0, t > 0,



t>0



donde se supone que F tiene derivadas primeras continuas y |F (x, t)| ≤ M , tiene una u ´nica soluci´ on acotada. Escr´ıbase una f´ormula expl´ıcita para u. 8. Resolver los problemas:  u − uxx = 0, x > 0, t > 0   t u(x, 0) = x2 , x > 0, (a)   − ux (0, t) = 0, t > 0, (b)



 u − uxx = 0, x > 0, t > 0   t u(x, 0) = 0, x > 0,   − ux (0, t) = q > 0, t > 0.
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9. Sea el problema



(P )



 u − uxx = 0, l > x > 0, t > 0   t u(x, 0) = u0 (x), l > x > 0,   u(0, t) = 0 = u(l, t), t > 0,



Se llama funci´ on de Green de (P) a una funci´ on G(x, ξ, t) que verifica: i) G es regular si t > 0 y x 6= ξ y verifica Gt = Gxx si x 6= ξ. ii) G(0, ξ, t) = G(l, ξ, t) = 0, es decir, verifica los datos de contorno. iii) lim G(x, ξ, t) = 0. x6=ξt→0+ R ξ+δ iv) lim+ ξ−δ G(x, ξ, t)dx = 1. t→0



(En este sentido se trata de la soluci´ on de un problema con dato singular, concretamente una δ de Dirac, como se vi´ o en el cap´ıtulo 3.) Constr´ uyase la funci´ on de Green para (P), usando la soluci´ on fundamental.



10. Resolver el problema



(P )



   ut − uxx = F (x, t), l > x > 0, t > 0 u(x, 0) = u0 (x), l > x > 0,   u(0, t) = φ(t), u(l, t) = 0, t > 0,



mediante la funci´ on de Green hallada en el Problema 9). 11. Resolver los problemas a) ut = 4uxx + tet , u(x, 0) = 2. b) ut = uxx + t sen x, u(x, 0) = sen x. 2 a) 4ut = uxx , u(x, 0) = e2x−x .



12. Resolver los siguientes problemas de Cauchy en el plano (a)



(



(b)



(



ut − ∆u = et ,



(x, y) ∈ R2 ,



u(x, y, 0) = cos x sen y,



2ut − ∆u = 0,



(x, y) ∈ R2 ,



(x, y) ∈ R2 ,



u(x, y, 0) = cos(xy),



t>0



t>0



(x, y) ∈ R2 .
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13. Resolver los siguientes problemas de Cauchy en R3 ( ut − ∆u = 0, (x, y, z) ∈ R3 , t > 0 (P ) u(x, y, z, 0) = u0 (x, y, z), (x, y, z) ∈ R3 , para, a) u0 (x, y, z) = cos(x + y + z). 2 2 2 b) u0 (x, y, z) = e−(x +y +z ) . 2 2 2 c) u0 (x, y, z) = (x + y + z)e−(x +y +z ) . 2 2 2 d) u0 (x, y, z) = sen (x + y + z)e−(x +y +z ) . 14. Sea Ω ⊂ RN un dominio acotado y consideremos u soluci´ on del problema,  2   ut − ∆u + u = 0, x ∈ Ω, t > 0 u(x, 0) = u0 (x), x ∈ Ω (P )   u(x, 0) = 0, x ∈ ∂Ω. Supongamos que u0 (x) < 0 en Ω, ¿se puede concluir que u(x, t) ≤ 0? Demostrar que si u(x, t) es una soluci´ on de (P), se verifica u(x, t) ≤ sup(max{0, u0 (x)}). x∈Ω



15. Dada la ecuaci´ on ut − a2 uxx − bux − cu = F (x, t), a, b, c ∈ R, a 6= 0, demostrar que se reduce a la ecuaci´ on del calor con el cambio de variables x = y − bt,



t = t,



v(y, t) = e−ct u(y − bt, t).



Aplicar el resultado anterior para calcular la soluci´ on acotada de los problemas que siguen. ( ut − a2 uxx − bux − cu = F (x, t), x ∈ R, t > 0 (P ) u(x, 0) = u0 (x), x ∈ R. siendo, a) u0 (x) = 1, F (x, t) = 1, a = 1, b = 0, c = 1. b) u0 (x) = cos x, F (x, t) = et , a = 1, b = 2, c = 1. c) u0 (x) = cos x, F (x, t) = et , a = 2, b = 0, c = 2. d) u0 (x) = 1, F (x, t) = t sen x, a = 1, b = 0, c = 1. 2 e) u0 (x) = e−x , F (x, t) = 0, a = 1, b y c arbitrarios. Escribir la f´ormula de la soluci´ on acotada, para F derivable, u0 continua y acotada.
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16. Sea el problema de Cauchy ( ut − ∆u = 0, x ∈ RN , t > 0 (P ) u(x, 0) = u0 (x), x ∈ RN . Supongamos u0 ∈ C(RN ) tal que para alg´ un δ > 0 verifica 2



|u0 (x)| ≤ Mδ eδ|x| ,



(C) demostrar que entonces, u(x, t) =



1 (4πt)



N 2



Z



e−



|x−y|2 4t



u0 (y)dy,



RN



1 es soluci´ on del problema (P) en la banda RN × (0, ). Determinar una clase de 4δ funciones donde u sea la soluci´ on u ´nica. Demostrar que si se supone que se verifica la condici´ on (C) para todo δ > 0, entonces u(x, t) est´a bien definida y es soluci´ on de (P) en RN × (0, ∞). 17. Sea D = {(x, t)|



− π/4 < x < π/4,



t



1 1 cos 2x log( )}. 3 2 cos x



Compru´ebese que la funci´ on 1 u(x, t) = e−t cos x − e−4t cos 2x, 2 verifica ut − uxx = 0 en D y se anula en la parte de frontera de D dada por la curva 1 cos 2x 1 ). t = log( 3 2 cos x ¿Qu´e se puede decir del Principio del M´aximo en un caso como este? Este ejemplo de no unicidad es debido a Bieberbach. 18. Sea el problema    ut − uxx = F (x, t), x ∈ [0, l], t > 0, F ∈ C([0, l] × [0, ∞)) u(x, 0) = u0 (x), x ∈ [0, l], u0 ∈ C([0, l]) (P )   ux (0, t) = 0 = ux (l, t)



Estudiar: a) Si el problema tiene soluci´ on u ´nica. Rl Indicaci´ on: Si u y v son soluciones, sea w = u − v. Der´ıvese E(t) = 0 |w(x, t)|2 dx y util´ıcese la ecuaci´ on. b) Si F ≡ 0, limt→∞ u(x, t).
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