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								    				    I.- DERIVADAS DE VARIAS VARIABLES

El cálculo de varias variables es como el cálculo de una variable aplicado a cada una de las variables. Cuando mantenemos constantes todas las variables independientes de una función, excepto una, y derivamos con respecto a esa variable, obtenemos una derivada "parcial". Esta sección muestra cómo se definen e interpretan geométricamente las derivadas parciales y cómo calcularlas aplicando las reglas de derivación para funciones de una sola variable. La idea de derivabilidad de funciones de varias variables requiere algo más que la existencia de las derivadas parciales, pero veremos que las funciones derivables de varias variables se comportan del mismo modo que las funciones derivables de una variable.

1.- DERIVADAS PARCIALES 

Si (x0, y0) es un punto en el dominio de una función f(x, y), el plano vertical y = y0 cortará la superficie z = f(x, y) en la curva z = f(x, y0) (figura 14.15). Esta curva es la gráfica de la función Z = f(x, y0) en el plano y = y0. La coordenada horizontal en este plano es x; la coordenada vertical es z. El valor de "Y" se mantiene constante en y0, de manera que "Y" no es una variable. Definimos la derivada parcial de f con respecto a x en el punto (x0, y0) como la derivada ordinaria de f(x, y0) con respecto a "X" en el punto x = x0. Para distinguir las derivadas parciales de las ordinarias usamos el símbolo ɗ en vez de la "d" usada previamente. En la definición, h representa un número real, positivo o negativo.





Una expresión equivalente de la derivada parcial es:



 la pendiente de la curva z = f(x, y0) en el punto P(x0, y0, f(x0, y0)) en el plano y = y0 es el valor de la derivada parcial de F con respecto a X en (x0, y0). (En la figura 14.15 esta pendiente es negativa). La recta tangente a la curva en P es la recta en el plano y = y0 que pasa por P con esta pendiente. La derivada parcial ɗ yɗ x en (x0, y0) proporciona la tasa de cambio de f con respecto a x cuando "Y" se mantiene fija en el valor y0. 

Usamos varias notaciones para la derivada parcial:



 La definición de la derivada parcial de f(x, y) con respecto a "Y" en el punto (x0, y0) es similar a la definición de la derivada parcial de F con respecto a "X". Mantenemos a "X" fija en el valor x0 y tomamos la derivada ordinaria de f(x0, y) con respecto a "Y" en y0.



La pendiente de la curva z = f(x0, y) en el punto P(x0, y0, f(x0, y0)) del plano vertical x = x0 (figura 14.16) es la derivada parcial de f con respecto a y en (x0, y0). La recta tangente a la curva en P es la recta en el plano x = x0 que pasa por P con esta pendiente. La derivada parcial proporciona la tasa de cambio de f con respecto a "Y" en (x0, y0) cuando "X" se mantiene fija en el valor x0. 





La derivada parcial con respecto a "Y" se representa del mismo modo que la derivada parcial con respecto a x:





Observe que ahora tenemos dos rectas tangentes asociadas a la superficie

 z = f(x, y) en el punto P(x0, y0, f(x0, y0)) (figura 14.17). 

¿El plano que determinan es tangente a la superficie en P? 

Veremos que así es para las funciones derivables definidas al final de esta sección y aprenderemos cómo obtener el plano tangente en la sección 14.6. Primero tenemos que aprender más acerca de las derivadas parciales.





1.- EJEMLOS APLICATIVOS.

Las definiciones de ɗ Fɗ x y ɗ Fɗ Y nos ofrecen dos maneras diferentes de derivar F en un punto: con respecto a X, del modo usual, mientras se trata a Y como constante, y con respecto a Y, del modo usual, cuando se trata a X como constante. Como lo demuestran los siguientes ejemplos, los valores de estas derivadas parciales por lo general son diferentes en un punto dado (x0, y0).



EJEMPLO 1

Encuentre los valores de ɗ Fɗ x y ɗ Fɗ x en el punto (4, -5), si:



F(X, Y) = x2+3XY+Y-1.

SOLUCION.

Para obtener ɗ Fɗ x , tratamos a Y como una constante y derivamos con respecto a X:

 ɗ Fɗ x= ɗ Fɗ x (x2+3XY+Y-1)=2X+3.1.Y+0-O=2X+3Y 

El valor de ɗ Fɗ x en el punto 4,25 es 2(4) +3 (-5) = - 7

Para obtener ɗ Fɗ y , tratamos a x como una constante y derivamos con respecto a Y:

 ɗ Fɗ Y= ɗ Fɗ Yx2+3XY+Y-1=0+3.X.1+1-0 =3X+1 



El valor de ɗ Fɗ Y en el punto 4,25 es 3(4) + 1 = 13

EJEMPLO 2.

Obtenga ɗ Fɗ y como una función, si f(x, y) = YsinX.Y

SOLUCION

Consideramos a X como constante y a F como un producto.

 F Y= F Y(YsinX.Y) = Y F Y sinX.Y+ sinX.Y F YY=YcosX.Y F Y xy+sinX.Y

= x.ycosX.Y+ sinX.Y



EJEMPLO 3.

El plano x = 1 corta al paraboloide z = X2+ Y2 en una parábola. Determine la pendiente de la tangente a la parábola en (1, 2, 5) 

(Figura 14.18).



SOLUCION

La pendiente es el valor de la derivada parcial ɗ Zɗ y en (1, 2):



Para verificar, podemos considerar a la parábola como la gráfica de una función de una sola variable z = (1)2 + y2 = 1 + y2 en el plano x = 1 y calcular la pendiente en y = 2. La pendiente, calculada ahora como una derivada ordinaria, es:



APLICACIÓN DE DERIVADAS PARCIALES EN ECONOMIA

En economía en el proceso productivo intervienen muchas variables y es por ello la aplicación de las derivadas parciales es de suma importancia para poder resolver muchos problemas.

Gracias a las derivadas parciales podemos calcular las:

La productividad marginal del capital FK

La productividad marginal del trabajo FZ

1.- LA PRODUCTIVIDAD MARGINAL DEL CAPITAL (FK)

Las derivadas parciales de una función de utilidad se denominan 'utilidades marginales', las derivadas parciales de una función de producción se denominan 'productividades marginales'. Consideremos, por ejemplo la función de producción Cobb-Douglas

F (K, L) = 5K1/3 L2/3

Donde f es el número de unidades producidas, K es el capital y L es el trabajo. Es decir, la formula anterior significa que si utilizamos K unidades de capital y L unidades de trabajo, entonces se producen 

F (K, L) = 5K1/3 L2/3 unidades de un artículo.

Las constantes A = 5, α = 1/3 y β = 2/3 son parámetros de la tecnología de producción.

Las 'productividades marginales' del capital y del trabajo son:

 F K = 535K-2/3 L2/3

 F L = 535K1/3 L-2/3

La productividad marginal del trabajo,

 F L (K, L)

Se interpreta en economía como una aproximación a la variación en la producción del artículo cuando pasamos de utilizar K unidades de capital y L unidades de trabajo a utilizar una unidad más L + 1 de trabajo y las mismas unidades K de capital que antes. Vemos que la productividad del trabajo y del capital es positiva. Es decir si utilizamos más trabajo y/o más capital, aumenta la producción. Por otra parte, la productividad del trabajo es decreciente en el trabajo y creciente en el capital. Esto se interpreta de la siguiente manera.

 Supongamos que la cantidad de capital utilizado K se mantiene constante. Si L 0 > L entonces 

F (K, L0 + 1) – f (K, Lº) < f(K, L + 1) f(K, L)

Es decir, el aumento en la producción al utilizar una unidad más de trabajo es decreciente en el trabajo inicial utilizado. Si se mantiene el capital constante, usar una unidad adicional de trabajo, cuando ya se está utilizando mucho trabajo, aumenta poco la producción. Podemos pensar que f(K, L) es la producción de un producto agrícola en una parcela de tierra donde L son las personas contratadas y el tamaño K de la parcela se mantiene fijo. El impacto en la producción al contratar a una persona adicional es mayor si se están utilizando pocas personas comparado con el caso en que ya se están utilizando muchas.

 Supongamos que la cantidad de trabajo utilizado L se mantiene constante. Si K0 > K entonces:

F (Kº, L + 1) – f (Kº, L) > f (K, L + 1) – f (K, L)

Es decir, el aumento en la producción al utilizar una unidad más de trabajo es creciente en las unidades de capital que se están utilizando. El capital y el trabajo son complementarios. En el ejemplo anterior, contratar a una





Incremento del producto que se obtiene al aumentar el factor capital en una unidad.

2.- LA PRODUCTIVIDAD MARGINAL DEL TRABAJO (FZ)

Incremento del producto que se obtiene al aumentar el factor trabajo en una unidad.









































RESUMEN

DERIVADAS DE VARIAS FUNCIONES

DERIVADAS PARCIALES.

Si (x0, y0) es un punto en el dominio de una función f(x, y), el plano vertical y = y0 cortará la superficie z = f(x, y) en la curva z = f(x, y0) (figura 14.15). Esta curva es la gráfica de la función Z = f(x, y0) en el plano y = y0. La coordenada horizontal en este plano es x; la coordenada vertical es z. El valor de "Y" se mantiene constante en y0, de manera que "Y" no es una variable. Definimos la derivada parcial de f con respecto a x en el punto (x0, y0) como la derivada ordinaria de f(x, y0) con respecto a "X" en el punto x = x0. Para distinguir las derivadas parciales de las ordinarias usamos el símbolo ɗ en vez de la "d" usada previamente. En la definición, h representa un número real, positivo o negativo.





PROBLEMAS PROPUESTOS

1.- Obtenga la ɗ zɗ x si la ecuación es:

Yz – lnz = x + y

Define a z como una función de dos variables independientes X y Y, y la derivada parcial existe.

2.- Si la función F es F(x, y) = (4x + 2y) (6x – 8y) hallar.

 ɗ Fɗ x 

 ɗ Fɗ y 

3.- Obtenga ɗ Fɗ y como una función, si f(x, y) = YcosX.Y+tanx
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