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 Prólogo Las ciencias experimentales que se ocupan del estudio de fenómenos que se desarrollan en la Tierra o en el espacio, necesitan sistemas de referencias a los cuales referir, con precisión y exactitud, tanto los datos observados como los resultados obtenidos. La disciplina que se ocupa del establecimiento de estos sistemas espacio-temporales es la Geodesia, siendo su objetivo primordial el estudio de la forma y dimensiones de la Tierra, así como del campo gravitatorio externo y sus variaciones temporales. Dependiendo de la concepción del planeta Tierra, los sistemas de referencia han variado a lo largo de la historia. Los inicios de la Geodesia se remontan a necesidades marítimas o terrestres, cuya materialización exigía sistemas de referencia locales, habitualmente horizontales. La concepción global de la Tierra se establece a partir de la deﬁnición del geoide y, aún mejor, con el establecimiento de elipsoides de referencia como superﬁcies matemáticas de aproximación de la forma y dimensiones de la Tierra, asegurando una reproductividad y accesibilidad de las que el geoide carecía. Aún así, el afán de relacionar ambas superﬁcies hace que los elipsoides de referencia se establezcan con un carácter regional, dado que se considera un punto donde la normal al elipsoide y la vertical al geoide coinciden, siendo ambos cuerpos tangentes en la prolongación de dicho punto sobre el elipsoide. Es con la Geodesia Espacial, originada por el lanzamiento de los primeros satélites artiﬁciales, cuando se adquiere el carácter global de la representación de la Tierra. Se establecen sucesivos y diferentes elipsoides de referencia mundiales. Basta, ahora, relacionar dichos elipsoides con el geoide a través de la ondulación del geoide y la desviación de la vertical en puntos seleccionados a tal efecto. Para materializar estos modelos elipsódicos se establecen estaciones dotadas de coordenadas absolutas geodésicas conformando una ﬁgura geométrica de-
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 nominada poliedro geodésico. Lógicamente, cada vértice de esta ﬁgura es uno de los vértices geodésicos establecidos. La Geodesia Espacial asigna coordenadas absolutas a las estaciones geodésicas mediante el tratamiento de datos procedentes de observaciones de satélites artiﬁciales. Se basa en la resolución, según diferentes métodos, de triángulos vectoriales formados por los satélites, la estación y el centro del elipsoide al cual están referidas las efemérides de dichos satélites. Las coordenadas así obtenidas están también referidas a dicho elipsoide de referencia. De entre las diferentes técnicas espaciales es el Sistema de Posicionamiento Global (GPS) y el elipsoide de referencia mundial WGS-84 asociado, el más preciso e idóneo para el propósito de dotar de coordenadas absolutas elipsódicas a las estaciones estaciones que conforman conforman una red geodésica. geodésica. Este sistema sistema espacial espacial asegura el seguimiento simultáneo de al menos cuatro satélites en cualquier lugar de la Tierra y en cualquier instante, independientemente de las condiciones meteorológicas existentes en la zona de observación. En posicionamientos relativos no necesita visibilidad entre las estaciones de la red. El objetivo de esta memoria consiste en el análisis de los modelos y formalismos aplicados al tratamiento de datos procedentes de satélites del sistema GPS con el ﬁn de establecer redes geodésicas referidas al elipsoide de referencia WGS-84. En el capítulo 1 se realiza una revisión histórica sobre la evolución de la Geodesia, llegando hasta los métodos y técnicas que actualmente se utilizan en Geodesia Espacial. Se continúa con una descripción general de los fundamentos y métodos de posicionamiento del Sistema de Posicionamiento Global. En el capítulo capítulo 2 se analizan los observ observables ables GPS, pseudodistan pseudodistancia cia y fase de la portadora y los efectos que sobre ellos actúan y que redundarán en las precisiones ﬁnales obtenidas. Se desarrollan los modelos matemáticos utilizados en el posicionamiento relativo entre estaciones que se basan en combinaciones construidas por simples diferencias, dobles y triples de la fase de la portadora. Destacar el detallado análisis que se efectúa de la propagación del error en las mencionadas combinaciones de fase obteniéndose las matrices varianzacovarianza del modelo observacional. Finalmente, se establecen las diferentes combinaciones de las frecuencias L1 y L2 para la eliminación del efecto ionosférico, férico, detección detección y resolución resolución de la pérdida pérdida de ciclos y ambigüed ambigüedad ad inicial. En el capítulo 3 se realiza la linealización de los modelos matemáticos anteriores y se establece de forma general el ajuste de sistemas de ecuaciones de observación mediante el método de mínimos-cuadrados. En este capítulo se desarrollan ampliamente las particularidades de este método concernientes a
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 procesos iterativos y soluciones secuenciales añadiendo o eliminando observaciones al modelo. También se desarrolla el método de ajuste por constreñimientos mientos minimales e internos internos que se aplica aplica al ajuste posterior de coordenadas coordenadas absolutas. En el capítulo 4 se realiza una revisión de los principales conceptos geodésicos clásicos que incluye las superﬁcies de representación terrestre y los sistemas geodésicos o datums. También se explican los métodos clásicos geodésicos de triangulación y trilateración para determinación de redes geodésicas. Se analiza el cambio que supone la aparición de la Geodesia Espacial en todas estas cuestiones. Se profundiza en el procedimiento experimental con el Sistema GPS en cuanto a instrumentación, observaciones de satélites GPS, procesado relativo y cálculo y ajuste de redes geodésicas. Por la importancia que actualmente tiene el elipsoide de referencia WGS-84, se ha considerado necesario añadir un apéndice donde se deﬁnen con detalle los parámetros geométricos y físicos de este Sistema Geodésico, así como las relaciones con el sistema WGS-72, anteriormente utilizado en Geodesia Espacial. Otros apéndices, constitución física de la atmósfera y glosario de términos, completan esta memoria.
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 Capítulo 1



La Geodesia Espacial y el Sistema de Posicionamiento Global 1.1. 1.1.



De la Geode Geodesi sia a Clási Clásica ca a la Geodes Geodesia ia Espa Espaci cial al



El estudio de la forma y dimensiones de la Tierra es desde la antigüedad uno de los problemas cientíﬁcos de mayor interés. Este interés se fundamenta, principalmente, en aspectos económicos y religiosos. La necesidad de materializar las rutas de comunic comunicación ación entre entre la metrópoli metrópoli y las colonias y el establecimienestablecimiento de límites fronterizos tanto individuales como colectivos motiva desde los primeros tiempos el origen de disciplinas como la Cartografía y la Topografía. Por otra parte, la búsqueda de explicaciones al origen y destino del hombre hace de la Astronomía la base del pensamiento religioso y ﬁlosóﬁco -creencias y orden natural- de culturas tan lejanas como la asiria, la helena, la incaica o la china. Ciertamente, estos aspectos expresan un carácter lo cal -origen de observaciones astronómicas- o regional -cartas náuticas y mapas de dominios próximos- en la concepción del planeta Tierra. Es, con el devenir del tiempo, y no sin muchas vicisitudes negativas, cuando en los siglos XVII y XVIII se plantea la necesidad de un conocimiento global del planeta, la Geodesia. Para ello fue necesario el desarrollo del proceso deductivo socrático, del procedimiento empírico de Ockham y el método cartesiano de Descartes, bases de la Ciencia Experimental, Exp erimental, eliminando del pensamiento cientíﬁco cualquier conclusión ﬁlosóﬁca o religiosa. 1
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Si bien es cierto que con anterioridad a los siglos XVII y XVIII ya se habían realizado medidas geodésicas - determinación del radio terrestre, Eratóstenes (siglo II a. de C.), Califato de Al-Mamum (año 833), Fernel (1528)- es en estos siglos cuando la Geodesia empieza a desarrollarse de forma considerable. Las teoría de Triangulación y Nivelación Geodésica -Snellius (1615)-, la aplicación de medidas realizadas de las oscilaciones de un péndulo -Riccioli (1661), la creación de la Academia Real Francesa y el desarrollo de instrumentos más precisos (regla bimetálica, teodolitos, sextantes, cuadrantes,...) suponen un cambio radical tanto en las observaciones geodésicas como en los resultados obtenidos. Así, en 1668, Picard realiza la medida de un grado de arco del meridiano de París. Basándose en los resultados de Picard, Newton en 1687, establece en las proposiciones XVII, XIX y XX de los Principia que la Tierra es achatada por los Polos, en contraposición con Cassini, quien continuando los trabajos de Picard, sostiene que el achatamiento terrestre se maniﬁesta en el Ecuador. Huygens, en 1690, llega a la misma conclusión que Newton mediante medidas gravimétricas. Esta discusión sobre la forma de la Tierra lleva a la Academia Real Francesa a organizar dos expediciones, una a Laponia y otra a Perú 1 . En ambas expediciones se midió un grado de arco de meridiano y en 1744 a la vista de dichos resultados, Maupertius establece que, en concordancia con las teorías de Newton y Huygens, la Tierra es un esferoide achatado por los Polos, [89], [79],[65], [125]. En 1743, Clairaut en su obra Teoría de la Figura de la Tierra, establece el origen de la Geodesia Física pues expresa la obtención del aplanamiento terrestre en función de la variación de la gravedad a lo largo de un meridiano. A ﬁnales del siglo XVIII y principios del XIX se produce un aumento considerable en el desarrollo de herramientas matemáticas y sus aplicaciones a la Geodesia: Legendre, en 1785, establece la noción de potencial y la teoría de funciones esféricas; Gauss, en 1795, enuncia la teoría de la probabilidad, el método de los mínimos-cuadrados y deﬁne el Geoide, superﬁcie equipotencial del nivel medio de los mares en reposo, como superﬁcie de referencia terrestre; Laplace, en 1796, combinando diversas medidas de arco de meridiano estable1 ce un aplanamiento terrestre de 250  y utilizando el teorema de Clairaut de 1 321 ; Bessel, en 1796, desarrolla la trigonometría esférica; Cavendish, en 1798, mediante una balanza de torsión calcula el valor aproximado de la constante 1



En la expedición al virreinato del Perú participaron por parte española Antonio de Ulloa y Jorge Juan, ambos oﬁciales de Marina. Destacar que fue Jorge Juan quién a su vuelta fundó el Observatorio de Marina, actualmente en San Fernando.
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de Gravitación Universal y Delambre, en 1806, establece las bases del Sistema Métrico Decimal, [7]. Esta eclosión del conocimien conocimiento to geodésico geodésico impulsada por el Racionalis Racionalismo mo Ilustrado, unida al diseño y construcción de instrumentos cada vez más exactos y precisos, produce resultados cualitativa y cuantitativamente abundantes a lo largo de todo el siglo XIX. Entre estos resultados destaca el establecimiento como superﬁcie de referencia terrestre de diferentes elipsoides de revolución dotando de un carácter geométrico global a la Geodesia, que el Geoide como superﬁcie física carecía. Se pueden destacar destacar los diferen diferentes tes modelos modelos elipsódicos elipsódicos establecid establecidos os durante durante este período: Struve (1817), Gauss (1824), Everest (1830), Airy (1830), Bessel (1840) y Clarke (1880). Asimismo, continúa una intensa producción teórica: Green, en 1828, formula sus teoremas; Bolyai, en 1832, basándose en la obra de Lobatchevky (1830), establece los primeros conceptos de la geometría no euclideana; Coriolis, en 1840, explica la aceleración de los cuerpos sobre la superﬁcie terrestre y Stokes, en 1849, proporciona el método que determina la forma del Geoide en función de anomalías de la gravedad. España no estuvo ajena a estos avances y en estos años fue cuando se comenzó la elaboración del Mapa de España por Ibáñez Íbero, [75]. Desde ﬁnales del siglo XIX hasta la mitad del siglo XX los geodestas profundizan en la Geodesia Geodesia Física Física iniciada iniciada por Clairaut. Clairaut. Helmert, en 1880, establece establece las bases matemáticas y físicas de la Geodesia y en 1901 obtiene a partir de 1 medidas gravimétricas el valor de 298, 298,3  para el aplanamiento terrestre; Newcomb, en 1892, estudia el movimiento del eje de rotación terrestre; Poincaré, en 1909, desarrolla la teoría de mareas terrestres; Hayford, en 1909, publica las dimensiones de un elipsoide deducidas de la Red Geodésica de Estados Unidos reduciendo las desviaciones de la vertical por el método isostático se1 6378,388 m. y α = 297, gún la hipótesis de Pratt, obteniendo a   = 6378, 297,0   para el radio ecuatorial y aplanamiento terrestre, respectivamente. Este elipsoide es adoptado como superﬁcie de referencia internacional en 1924 en la I Asamblea Internacional de Geodesia celebrada en Madrid; Vening-Meinesz,en 1930, obtiene, a partir de la fórmula de Stokes, expresiones teóricas de la desviación de la vertical en función de integraciones numéricas de anomalías de la gravedad; Molodensky, en 1948, publica sus primeros trabajos, dotando a la Geodesia de una rigurosidad matemática de la que, en algunos aspectos carecía, y Tanni, en 1948, publica la primera carta mundial del geoide obtenida mediante la aplicación de la fórmula de Stokes, [75]. Pero es a partir de los años 50 cuando la generalización del uso de ordenadores
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electrónicos y el lanzamiento del primer satélite artiﬁcial -Sputnik, 1957- hacen que se produzca una auténtica revolución en la Geodesia. Los conceptos y técnicas geodésicas utilizados, que hasta este momento estaban basados en observaciones terrestres (triangulaciones, nivelaciones, medidas gravimétricas) y en observaciones astronómicas (determinaciones de posiciones y azimutes), disponen ahora de unas marcas espaciales sometidas a la voluntad humana, los satélites espaciales. La Geodesia Espacial se basa, pues, en la observacion de satélites artiﬁciales sometidos a la acción gravitatoria de la Tierra, obteniéndose cada vez con mayor precisión modelos geopotenciales a partir de las perturbaciones producidas en las órbitas de dichos satélites y permitiendo realizar triangulaciones espaciales de carácter global, regional o local según diferentes técnicas. La aparición de los satélites artiﬁciales induce una nueva deﬁnición de la Geodesia como la ciencia que se ocupa del estudio de la forma y dimensiones de la Tierra, así como, del campo de gravedad externo y sus variaciones temporales a partir de medidas realizadas tanto en su superﬁcie como en puntos exteriores a la misma  [78],  [42],[138],[9]. A partir del lanzamiento de los satélites altimétricos -SEASAT, 1976-, la Geodesia además de los aspectos anteriores también considera como objeto de su estudio la superﬁcie del suelo oceánico y la inﬂuencia de las masas oceánicas oceánicas sobre sobre el campo gravitatorio gravitatorio terrestre terrestre  [133]. Comparada con la Geodesia Clásica, la Geodesia Espacial posee la ventaja de no necesitar intervisibilidad entre estaciones, además establece un marco de referencia mundial deﬁnido por las estaciones principales de seguimiento de las diferentes técnicas geodésicas espaciales utilizadas. Las aplicaciones de la Geodesia Espacial son ilimitadas estando sujetas únicamente a la imaginación humana. Por su indudable importancia se pueden destacar las siguientes utilidades: en Geodesia Global, estudio de la forma de la Tierra Tierra y su campo de gravedad, gravedad, las dimensione dimensioness del elipsoide medio terrestre, terrestre, establecimiento de un sistema de referencia terrestre global, determinación del geoide, conexión entre diferentes datums geodésicos globales y entre datums nacionales y globales; en Geodesia Regional y Local, establecimiento de estaciones de control para redes nacionales, instalación de redes tridimensionales homogéneas, enlaces geodésicos entre islas y continentes y densiﬁcación de redes geodésicas ya existentes; en Geodinámica, establecimiento de marcas de referencia para movimiento de placas, movimiento del Polo, rotación de la Tierra y mareas terrestres; en Cartografía y Topografía, apoyo al posicionamiento de los Sistemas de Información Geográﬁca, redes de control para ingeniería, marcas ﬁduciales en tierra para levantamientos fotogramétricos y posiciona-
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miento de la cámara fotogramétrica en vuelo; en Navegación y Geodesia Marina, navegación restringida en vías terrestre, aérea y marítima, posicionamiento preciso de cartas náuticas, hidrografía y oceanografía y conexión de mareógrafos para uniﬁcación de los diferentes sistemas de altitudes; y en otros campos aﬁnes, como por ejemplo, en la determinación de posición y velocidad de fenómenos menos geofísicos geofísicos (gravimetría, (gravimetría, magnetismo magnetismo y sismología) sismología) o determinac determinación ión del movimiento de glaciares.



1.2. 1.2.



Posic Posicion ionamie amient nto o geodés geodésico ico espaci espacial al



La Geodesia Espacial tiene como objeto principal la asignación de coordenadas a estaciones, vértices geodésicos, a partir de observaciones de satélites artiﬁciales. Las coordenadas de estas posiciones pueden estar referidas respecto a un sistema de referencia terrestre, habitualmente geocéntrico, respecto a otra estación o respecto a un conjunto de varias estaciones, sin ser excluyentes entre sí. La posición de una estación con respecto a un sistema geocéntrico terrestre se denomina posicionamiento puntual o absoluto; mientras que si está referida a otro punto que materializa un sistema de referencia local el posicionamiento se dice relativo,  [29]. El posicionamiento geodésico espacial aplica estos dos conceptos estableciendo inicialmente unas estaciones dotadas de coordenadas absolutas, red geodésica de orden superior, a partir de las cuales y mediante posicionamientos relativos se determinan las coordenadas absolutas de otras estaciones. Las estaciones con posición absoluta conocida a priori se denominan estaciones de control y materializan, a su vez, sistemas de referencia locales a los cuales se reﬁeren las coordenadas relativas de otras estaciones. Para Para la determina determinación ción de las coordenadas coordenadas absolutas absolutas geodésicas geodésicas de estaciones estaciones,, los métodos de Geodesia Espacial utilizan medidas de distancia, de diferencias de distancia, de direcciones o combinaciones de estas medidas. En el posicionamiento absoluto, además de estas medidas, se necesitan conocer las coordenadas precisas del satélite artiﬁcial observado, para poder resolver el modelo vectorial conformado por el origen del sistema terrestre considerado, la estación y el satélite. La incógnita geodésica de este modelo vectorial es el vector geocéntrico de la estación de observación.
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Técnic Técnicas as geodési geodésicas cas espa espacia ciales les



Entre las principales técnicas geodésicas espaciales destacan el seguimiento y procesado de datos de satélites balísticos, Transit, Láser, altimétricos y GPS 2 . Aunque no se ocupe de seguimiento de satélites sino de quásares, también se considera considera parte de la Geodesia Geodesia Espacial, Espacial, la técnica técnica VLBI 3 . Los satélites balísticos son satélites artiﬁciales que al ser iluminados por el Sol, por pulsos láser, o por cualquier tipo de dispositivo propio son fotograﬁados con cámaras de seguimiento -Baker-Nunn-, desde la Tierra sobre un fondo de estrellas, obteniéndose en una placa fotográﬁca la trayectoria del satélite sobre dicho fondo de estrellas. Estas imágenes son tratadas mediante un comparador de placas proporcionando las posiciones del satélite y de las estrellas referidas al sistema cartesiano materializado por la placa fotográﬁca. Estas coordenadas de placa del satélite son transformadas a direcciones topocéntricas entre las estaciones de observación y dicho satélite, expresadas en el mismo sistema de referencia en que esté expresado el catálogo estelar utilizado en el proceso de comparación,  [11] [121],  [27],  [111]. El Sistema TRANSIT/NAVSAT/NNSS 4 se basa en el seguimiento de los satélites de la constelación NAVSAT, analizando el efecto Doppler producido en 150 M H z  y  f 2  = 400 M 400 M H z , emitidas por dichos satélites. las frecuencias,  f 1  = 150 M 5 El efecto Doppler se transforma en distancia a partir de la cuenta integrada Doppler, el número de ciclos recibidos y la longitud de onda de la señal. Los satélites TRANSIT se lanzaron, en la década de los sesenta, en órbitas cuasi 1100 K  Km m,  [124],  [103],[33], circulares circulares,, polares y con una altitud altitud aproximada aproximada de  1100 [36],[22],  [12],  [111], [2]. Los satélites SLR 6 son satélites capacitados para devolver un pulso láser emitido mediante un sistema óptico apropiado instalado en la Tierra. El observable básico es el tiempo de vuelo de dicho pulso láser. Los satélites SLR están dotados de prismas trirectangulares que devuelven el pulso en la misma dirección que fue emitido. Este pulso reﬂejado es recibido en tierra, ampliﬁcado, analizado y utilizado para parar un reloj que se puso en marcha cuando el pulso partió. A partir de este observable básico se deduce fácilmente la distancia entre la estación y el satélite  [34],  [48], [6],  [111]. 2



Sistema de Posicionamiento Global. En inglés, Global inglés,  Global Positioning System. System. Interferometría de muy larga base. En inglés, Very inglés,  Very Long Baseline Interferometry . 4 Sistema de navegación por satélites. En inglés,  Navy Navigation Satellite System. System. 5 La diferencia entre la frecuencia recibida en un punto y la frecuencia emitida por una fuente que están en movimiento una con respecto a otra. 6 Satélites de seguimiento Láser. En inglés, Satellite inglés,  Satellite Laser Ranging . 3
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El Sistema VLBI no es estrictamente un sistema geodésico por satélites, pero los fundamentos, las técnicas y sus aplicaciones hacen que se englobe en esta parte de la Geodesia. Básicamente, consiste en medir la diferencia de tiempos de llegada de una señal procedente de una radiofuente, quásares, a dos estaciones  6000 K  Km m, terrestres situadas de forma apropiada, a unas distancias relativas de  6000 aproximadamente  [111],  [58],[98]. La altimetría por satélite es uno de los métodos más recientes desarrollados en Geodesia Espacial. Estos satélites emiten hacia la Tierra pulsos de microondas en el dominio de la frecuencia rádar que al ser reﬂejados por la superﬁcie terrestre son recibidos nuevamente en el satélite. La altitud a la que se encuentra el satélite sobre la superﬁcie de la Tierra se deduce del tiempo de vuelo de la señal de forma análoga a la técnica SLR. Debido a la gran reﬂexión de la superﬁcie oceánica, menos dispersiva que la superﬁcie topográﬁca, son apropiados para el conocimiento de la topografía marina y estudios oceanográﬁcos [40], [41], [39],[111] . El NAVSTAR/GPS7 es un sistema de posicionamiento espacial desarrollado por el Departamento de Defensa (DoD) de Estados Unidos en 1973 a partir de los proyectos TIMATION8 y 621B9 . Ambos proyectos se idearon a mediados de los años 60 para establecer un sistema de navegación pasiva utilizando medidas de distancias [47],[10],[139] [47],[10],[139] . El NAVSTAR/GPS se deﬁne como un sistema pasivo de navegación basado en satélites emisores de radiofrecuencias, que proporciona un marco de referencia espacio-temporal con cobertura global, independiente de las condiciones atmosféricas, de forma continua en cualquier lugar de la Tierra o en sus proximidades, y disponible para cualquier número de usuarios. Aunque inicialmente concebido como sistema de navegación, el tratamiento interferométrico de la señal emitida por un mismo satélite proporciona un posicionamiento relativo de alta precisión entre las diferentes estaciones que, simultáneamente, reciben dicha señal. Esta aplicación, no prevista, del GPS 7



Sistema de navegación y tiempo/Sistema de Posicionamiento Global. En ingles, NAVigation System with Timing and Ranging/Global Positioning System. 8 En inglés,   TIMe navigATION  navigATION . Desarrollado por el Naval Research Laboratory de la Marina Norteamericana en 1950 consiste en satélites dotados de osciladores de cuarzo que generan una radiofrecuencia en las bandas UHF y VHF. Utiliza técnicas de astronomíageodésica para posicionamiento. 9 Este proyecto fue desarrollado por la Fuerza Aérea Norteamericana en 1960. Consiste en un conjunto de estaciones en tierra que generan una señal codiﬁcada que proporciona la distancia utilizada para el posicionamiento de la aeronave. Este método se denomina posicionamiento por distancias invertidas.
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hizo que en 1983, el DoD dictaminase la desclasiﬁcación parcial del sistema, posibilitand posibilitandoo su utilización utilización para usos no militares, militares, principalm principalment entee geodésicos geodésicos y geofísicos  [100], [139] . El Sistema GPS proporciona óptimas prestaciones en cuanto a productividad, tiempo de observación, fácil adquisición y procesados de datos y transporte de equipos receptores. Las precisiones relativas alcanzadas son del orden de 10 7 en observaciones durante cortos períodos de tiempo, con equipos menos voluminosos y menores costos económicos que otras técnicas geodésicas -VLBI, SLR- dotadas de precisiones análogas  [95],[139]. −



1.3.



Descripción Descripción del sistema sistema NA NAVST VSTAR/G AR/GPS PS



El sistema GPS consta de tres partes principales: un  segmento espacial , formado por satélites que transmiten señales en dos frecuencias moduladas a partir de relojes atómicos altamente estables instalados a bordo;   un segmento de  control , consistente en estaciones terrestres para el seguimiento del segmento espacial y actualización de sus señales; y un  segmento de usuarios , formado por receptores pasivos que utilizan la señal de los satélites obteniendo posición, velocidad velocidad y tiempo. 1.3.1. 1.3.1.



El segmen segmento to espaci espacial al



Un satélite GPS es un vehículo espacial dotado esencialmente, de transmisores/receptores de radiofrecuencias, relojes atómicos, microprocesadores, equipos auxiliares, paneles solares y propulsores, que permiten operar al sistema [60]. Las funciones básicas de estos satélites son: recibir y almacenar la información transmitida por la estación de control principal; procesar esta información con sus propios microprocesadores; mantener una escala de tiempo mediante dos relojes de rubidio y dos de cesio; transmitir información por medio de señales y realizar maniobras para ajustes orbitales controlando la estabilidad del sistema [139]. Los satélites GPS, construidos por Rockwell International, pertenecen, según diseño, a tres diferentes bloques: I, II y IIR. Los satélites del bloque I son los prototipos iniciales (1978-1985) que, paulatinamente, han sido sustituidos por los del bloque II. La diferencia sustancial entre los satélites de ambos bloques radica en que mientras los del bloque I son totalmente accesibles a cualquier
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EQUIPAMIENTO Transmisor /Receptor de radiofrecuencias Oscilador Atomico Microprocesador Equipos auxiliares: estabilizadores,... Paneles Solares Propulsores
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FUNCIONES Recibir y Almacenar informacion procedente de la Estacion de Control Procesar informacion Mantenimiento de una escala de tiempo Maniobras orbitales



Figura 1.1: Equipamiento y funciones del segmento espacial



usuario, el uso de los satélites del bloque II es restringido. Una variación del bloque II es el IIA que incorpora una técnica de encriptación de la señal denominada Anti-Spooﬁng. Los satélites del bloque IIR reemplazarán a los anteriores I y II, siendo su característica principal poseer un Máser de Hidrógeno, logrando un orden de precisión precisión mayor mayor que los osciladore osciladoress de rubidio y cesio cesio  [60]. La vida media de los satélites del bloque I es de 4.5 años, mientras que los satélites del bloque II están diseñados para 7.5 años, pudiendo alcanzar en algunos casos una duración operativa de 10 años. La constelación NAVSTAR/GPS está compuesta por 29 satélites distribuidos en seis planos orbitales. Los satélites describen órbitas cuasicirculares, con inclinación de 55 grados, semieje mayor de 26.000 Kms., y período de 12 horas, aproximadamente  [139], [91] . El período del movimiento orbital del satélite está sincronizado, exactamente, a un día sidéreo para asegurar que la visibilidad de cada satélite desde cualquier lugar de la Tierra se repita día a día con cuatro minutos de retraso, volviendo a su posición inicial de observación al cabo de un año   [95]. Esta conﬁguración proporciona en cualquier lugar de la Tierra visibilidad simultánea de al menos cuatro satélites con 15 grados de elevación sobre el horizonte, permitiendo resolver el problema del posicionamiento X,Y,X,t),  [37]. puntual (X,Y,X,t) Existen diversas nomenclaturas para designar los satélites GPS según secuencia de lanzamiento, posición orbital, catálogo NASA, identiﬁcación internacional y
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Figura 1.2: Posición de los satélites GPS en sus planos orbitales



asignación PRN 10 . Las dos formas identiﬁcativas más utilizadas son el número de secuencia de lanzamiento (#NAVSTAR) y un número relacionado con la ﬁrma de cada satélite (#PRN)  [100]. Los satélites GPS emiten señales en la banda L 11 en dos frecuencias distintas, Link 1 (L1) y Link 2 (L2), obtenidas de una frecuencia fundamental 10,,23 M H z   generada por los osciladores a bordo de cada satélite y f 0 = 10 cuya estabilidad es de  10 13 , mediante multiplicaciones enteras, 154 y 120 res1575,42 M H z y L2 = 1227, 1227,60 M H z . La longitud pectivamente; así, L1 = 1575, de onda de la señal L1 es de 19.05 cms. y la de L2 de 24.43 cms. Esta señal en la banda L se emite en dos frecuencias distintas para corregir el retardo ionosférico producido en la propagación de la señal,  [68], [97] . −



Ambas señales están moduladas por dos códigos consistentes en una secuen(+1, −1). Esta modulación se consigue realizando un cambio de cia binaria (+1, o 180 en la fase de la señal portadora. Son ruidos pseudoaleatorios generados artiﬁcialmente [123]. 10



Ruido pseudoaleatorio identiﬁcativo de la señal de cada satélite. En inglés, Pseudo inglés,  Pseudo Random Noise . 11 Se emite en la banda L pues tiene la ventaja, sobre la banda UHF, de estar menos interferida y la localización del ancho de banda es más rápida y fácil.
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Bloqu oque Número Número SV PRN II II II IIA IIA IIA IIA IIA IIA IIA IIA IIA IIA IIA IIA IIA IIA IIA IIA IIA I IR I IR I IR I IR I IR I IR I IR I IR I IR



13 17 15 23 24 25 26 27 32 29 22 31 37 39 35 34 36 33 40 30 43 38 46 51 44 41 54 56 45



02 17 15 23 24 25 26 27 01 29 22 31 07 09 05 04 06 03 10 30 13 08 11 20 28 14 18 16 21



Número Plano Oscilador Ca Catálogo Orbital NASA 20061 B-5 Cesio 20361 D-6 Cesio 20830 D-5 Cesio 20959 E-5 Cesio 21552 D-1 Cesio 21890 A-2 Cesio 22014 F-2 Rubidio 22108 A-4 Rubidio 22231 F-4 Cesio 22275 F-5 Rubidio 22446 B-6 Cesio 22581 C-3 Rubidio 22657 C-4 Rubidio 22700 A-1 Cesio 22779 B-4 Cesio 22877 D-4 Rubidio 23027 C-1 Cesio 23833 C-2 Cesio 23953 E-3 Cesio 24320 B-2 Rubidio 24876 F-3 Rubidio 25030 A-3 Rubidio 25933 D-2 Rubidio 26360 E-1 Rubidio 26407 B-3 Rubidio 26605 F-1 Rubidio 26690 E-4 Rubidio 27663 B-1 Rubidio 27704 D-3 Rubidio



Tabla 1.1: Satélites NA NAVST VSTAR-GPS AR-GPS (23-VI-2003)
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Fecha Lanzamiento 10-VI-1989 11-XII-1989 1-X-1990 26-XI-1990 4-VII-1991 23-II-1992 7-VII-1992 9-IX-1992 22-XI-1992 18 18-XII-1992 3-II-1993 30-III-1993 13-V-1993 26-VI-1993 30-VIII-1993 26-X-1993 10-III-1994 28-III-1996 16-VII-1996 12-IX-1996 23 23-VII-1997 6-XI-1997 7-X-1999 11-V-2000 16 16-VII-2000 10-XI-2000 30-I-2001 29-I-2003 31-III-2003
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El   código C/A12 , también denominado SPS 13 es emitido con una frecuencia f 0 10 = 1,023 M H z  repitiéndose cada milisegundo indistintamente para cada satélite. El  código P 14 , también denominado PPS 15 , se emite con una frecuencia f 0 = 10 10,,23 23 M  M H z  , repitiéndose al cabo de 267 días. Este código es individual para cada satélite y se inicializa una vez por semana en la medianoche del sábado al domingo considerándose por ello, la semana como unidad de tiempo GPS (ﬁgura 1.3). Cada uno de estos códigos sirve para determinar la distancia entre el satélite y el receptor a partir del tiempo de vuelo de la señal. Este tiempo se obtiene comparando la estructura adquirida del correspondiente código del satélite con una réplica generada generada por el receptor. La portadora L1 está modulada por los dos códigos mientras que L2 contiene solamente la modulación producida por el código P. Además de estos códigos, las portadoras L1 y L2 están moduladas por el mensaje de navegación, que es emitido emitido ppor or los satélites satélites a 50 bps durante durante 30 segundos segundos,, comenzand comenzandoo un nuevo nuevo mensaje cada 1500 bits. El mensaje de navegación, dividido en cinco subestructuras, proporciona información al usuario sobre las efemérides predichas para los satélites, efemérides emitidas, correcciones modelizadas para corregir el efecto atmosférico en la propagación de la señal, error del reloj y estado de funcionamiento de cada satélite. Esta información se agrupa en tres bloques de datos, subestructuras 1, 2, 3 y 5, más un bloque reservado para mensajes especiales, subestructura 4, (ﬁgura 1.4). Cada subestructura de datos se inicia con una palabra telemétrica, TLM, y una palabra clave, HOW, que se utiliza para pasar del código C/A al código P. Cada seis segundos se repite este hecho. Los ocho bits iniciales de TLM contienen un preámbulo que facilita la adquisición del mensaje de datos. El resto contiene información que será utilizada por el Segmento de Control para establecer la precisión con que se actualizarán diáriamente las efemérides de los satélites. Los seis últimos bits de cada palabra del mensaje de navegación, P 6 , son bits de paridad; existiendo 2 bits previos para el cálculo de dicha paridad en las palabras TLM y HOW en la última palabra de cada subestructura. El Bloque de Datos I, contenido en la subestructura 1, incluye los parámetros de corrección del reloj, a0 ,a1 y a2  y los parámetros α0 , α1 , α2 , α3 , β 0 , 12



Código para una adquisición rápida de la señal. En inglés Clear/Adquisition Clear/Adquisition.. En inglés, Standar inglés,  Standar Positioning Service . 14 Código preciso. En inglés, Precise  inglés,  Precise . 15 En inglés,Precise inglés,Precise Positioning Service . 13



 1.3. Descripción del sistema NAVSTAR/GPS



Relojes atomicos 2 Rb, 2 Cs f = 10.23 MHz



 /10



O



x 154



x 120



13



L1 1575,42 MHz λ = 19.0425 cm



C/A



P



D



1.023 MHz 10.23 MHz



L2 1227,60 MHz λ = 24.4379 cm



P



D



PORTADORAS MODULACIONES



Codigo P Codigo C/A Mensaje de Navegacion Portadora



SL1= AP P(t) D(t) cos ( w 1 t)+ AC G(t) D(t) sen (w SL2= BP P(t) D(t) cos ( w 2 t)



1



t)



w ... frecuencias angulares L1, L2 i A, B ... amplitud de la senal P, G ... codigos P, C/A D ... mensaje de navegacion



y = A cos (w t) MODELO SINTETIZADO



Figura Figura 1.3: Señales Señales emitidas emitidas por los satélites satélites GPS
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β 1 , β 2 y β 3  utilizados en el modelo de corrección de los retardos atmosféricos



producidos en la propagación de la señal. Los parámetros de corrección del reloj son actualizados cada hora. El Bloque I también incluye 8 bits para el parámetro TGD , que permite una aproximación del retardo atmosférico para receptores que disponen únicamente de la frecuencia L1. Una palabra de 8 bits, AODC, indica el instante de actualización de los datos contenidos en este bloque para cada satélite. satélite. El Bloque de Datos II, que contiene las efemérides y sus variaciones temporales, ocupa las subestructuras 2 y 3. Contiene, pues, anomalía media en el instante  ∆ n; excentricidad,  e, y raíz de referencia,  M 0 ; variación del movimiento medio,  ∆n cuadrada del semieje mayor de la órbita; ascención recta del nodo ascendente en el instante de referencia, Ω0 , y su variación; inclinación de la órbita en el instante de referencia,  i 0 , y su variación; argumento del perigeo,  ω ; y los valores de los términos en seno y coseno del desarrollo armónico de la corrección del argumento de la latitud, C us us , C uc uc , del radio orbital, C rs rs , C rc rc , y de la inclinación, C is is , C ic ic ; y la época de referencia de las efemérides, t0 . Al igual que sucedía con las correciones del reloj, estos parámetros son actualizados cada hora. Este bloque incluye una palabra AODE de 14 bits que indica la fecha o antigüedad de la última medida que se utilizó para estimar dichas efemérides. La substructura 4 está reservada para mensajes especiales sólo accesibles a determinados usuarios. El Bloque de Datos III, localizado en la subestructura 5, contiene los datos del Almanaque, que incluyen información de las efemérides, parámetros de corrección del reloj y del retardo atmosférico. Estos datos son un subconjunto de los indicados en los bloques I y II. También en este bloque se expresa el estado de operatividad de cada satélite permitiendo al usuario elegir dicho satélite o no. El almanaque es utilizado por el receptor para una identiﬁcación rápida de qué satélites están visibles, para el cálculo aproximado de la conﬁguración geométrica óptima y para seleccionar el intervalo de tiempo de observación. El total de los datos del almanaque excede la capacidad de una única subestructura 5, de manera que es transmitido sobre una página rotatoria, completándose al cabo de tantas subestructuras como satélites de la constelación existan. Las épocas del código C/A están sincronizadas con las correspondientes del código P de cada satélite, satélite, utilizándose utilizándose para una rápida rápida adquisició adquisiciónn del código P y del mensaje de navegación. Todos estos códigos son decodiﬁcados por el receptor y utilizados para posicionamiento en tiempo real y establecimiento de la escala de tiempo GPS  [137], [74], [139] . La presencia a bordo de los satélites GPS de osciladores altamente estables,
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posibilita el establecimiento de la escala de tiempo GPS. Este tiempo es la transmisión de una escala de tiempo generada y mantenida en la Estación Principal de Control a partir de un conjunto de relojes atómicos y denominada escala de tiempo GPS 16 . Cada satélite materializa una escala de tiempo individual que es compensada y ajustada diáriamente respecto a la escala GPS. Estas correcciones son transmitidas a los usuarios en el mensaje de navegación del satélite,  [43], [51] . A partir de 1983 el DoD desclasiﬁcó parcialmente el sistema GPS. Existen dos métodos posibles para conseguir este efecto: Selective Availability (SA) y AntiSpooﬁng (A-S). El primero consiste en degradar deliberadamente la estabilidad de los relojes atómicos del satélite, introduciendo errores en la señal emitida por el satélite y consiguientemente en los códigos que transporta. El método Anti-Spooﬁng (1992) produce una encriptación del código P transmitido en la señal L2. Surge, así, el código Y o código P encriptado que sólo es accesible para DoD y sus aliados militares. No obstante, existen receptores que mediante hardware reconstruyen el código P a través de una correlación cruzada 17 de las señales L1 y L2  [74], [62] . 1.3.2. 1.3.2.



El segmen segmento to de con contro troll



El Segmento de Control es responsable del funcionamiento y operatividad del Sistema GPS. Está formado por una estación principal de control, MCS 18 , localizada en Colorado Springs y otras cuatro estaciones 19 situadas en Hawaii, Isla Ascensión, Isla Diego García y Kwajalein. Estas cinco estaciones (ﬁgura 1.5) realizan un seguimiento de todas las señales GPS con el objeto principal de controlar las órbitas de dichos satélites y predecir sus efemérides. Están dotadas de receptores de dos frecuencias, L1 y L2, equipados con osciladores de cesio. También registran datos meteorológicos para evaluar diferentes modelos troposféricos  [105]. Las posiciones geodésicas de estas estaciones son conocidas con un elevado grado de precisión. Todos estos datos son procesados en la estación principal calculando las efemérides y las correcciones de los relojes de los satélites GPS. La estación principal es responsable de posibles maniobras orbitales o sustitución de los satélites GPS. 16



En inglés,GPS inglés,GPS System Time (GPS ST). ST). Esta técnica se basa en distinguir las medidas de las frecuencias portadoras aprovechando que la ionosfera actúa de distinta forma sobre ambos grupos de ondas. 18 En inglés, Master inglés,  Master Control Station. Station. 19 En inglés,Monitor inglés,Monitor Stations . 17
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EFEMERIDES DE CADA SATELITE NAVSTAR
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SEGUIMIENTO Y RASTREO



CONSOLIDATED SPACE OPERATION CENTER (CSOC)



Colorado Springs ESTACION PRINCIPAL (MSC) EFEMERIDES



DE



REFERENCIA



NAVAL SURFACE WEAPONS CENTER (NSWC)



Figura 1.5: El Segmento de Control



Tres estaciones de seguimiento (I. Ascensión, I. Diego García, Kwajalein) están dotadas de antenas capaces de transmitir a los satélites las nuevas efemérides y las correcciones correcciones actualizadas actualizadas de sus relojes (ﬁgura (ﬁgura 1.6). Existen otras redes de seguimiento, que aunque no ejerzan control sobre los satélites GPS, sí efectuan seguimientos precisos del sistema a ﬁn de elaborar efemérides de precisión utilizables a posteriori para aplicaciones geodésicas y geodinámicas. Una de estas redes es la Red CIGNET 20 cuyas estaciones están situadas en las proximidades de las estaciones VLBI  [60]. 1.3.3. 1.3.3.



El segmen segmento to usuari usuario. o. Recept Receptore oress GPS



El Segmento Usuario NAVSTAR consiste en los diferentes y múltiples tipos de equipos receptores de las señales GPS. Dada la diversidad de aplicaciones del Sistema GPS (navegación aérea, terrestre, marítima y espacial, establecimiento de escalas de tiempo, geodesia, geofísica) el diseño de los equipos receptores GPS será sustancialmente diferente según la utilización del mismo. Un equipo receptor GPS es un entorno integrado de elementos diseñado para recibir y procesar señales de satélites de la constelación NAVST NAVSTAR AR de forma simultánea o secuencial. Básicamente consta de una antena con preampliﬁcador, un procesador de la señal recibida con el software correspondiente, dispositi20



Cooperation International GPS Network.
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Figura 1.6: Proceso de cálculo, transmisión y recepción de efemérides de satélites GPS
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vos de almacenamiento de datos, sensores meteorológicos y oscilador atómico interno o externo [1]. A pesar de la diversidad de receptores existentes en el mercado, se pueden realizar dos clasiﬁcaciones: según la arquitectura de construcción o según el tipo de observable que adquiere. Así, según su arquitectura existen receptores multicanales paralelos, secuenciales, asignándose un canal para cada satélite y multiplexados, donde la asignación de cada canal es compartida entre varios satélites; y basados en los observables, los equipos receptores se dividen en tres grupos: pseudodistancia con código C/A, fase de la portadora p ortadora con código C/A y fase de la portadora con código P (ﬁgura 1.7),  [32], [8], [59], [109], [130],[131],[132] . ELEMENTOS
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Figura 1.7: Receptor GPS



1.4. 1.4.



Métodos Métodos de posicion posicionami amien ento to con con GPS



Como se indicó anteriormente, el objeto fundamental del Sistema de Posicionamiento Global es dotar de coordenadas absolutas a estaciones situadas en la Tierra o en su entorno espacial. Según los requisitos de precisión y el carácter, móvil o estático, de la estación se utilizarán diversos métodos de posicionamiento (ﬁgura 1.8), [5]. El método natural del sistema GPS consiste en posicionar en tiempo real estaciones móviles terrestres, marítimas o aéreas. Este posicionamiento absoluto se suele denominar solución de navegación y proporciona unas coordenadas cuya
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precisión depende, principalmente, del código aleatorio que el receptor a bordo del móvil sea capaz o esté autorizado a adquirir.



Posicionamiento Absoluto en tiempo real



Posicionamiento Relativo Geodésico



GPS Diferencial Figura 1.8: Métodos de posicionamiento GPS



Para evitar esta dependencia de los códigos se idearon métodos consistentes en observaciones simultáneas de satélites que proporcionan posicionamientos relativos entre las estaciones de observación. Entre estos, destacan los métodos estático, cinemático y diferencial. El método estático consiste en realizar observaciones de los satélites GPS con receptores estacionados en vértices geodésicos. A partir de estas observaciones se obtienen posicionamientos relativos entre las estaciones y considerando conocidas las coordenadas absolutas de al menos una de ellas se determinan
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las coordenadas de las demás. En redes geodésicas de primer orden, como se mencionó anteriormente, las coordenadas de las estaciones conocidas están referenciadas, por lo general, a la Red Mundial de Estaciones del sistema VLBI. En redes geodésicas de órdenes sucesivos, topográﬁcas, hidrográﬁcas, etc., las estaciones estaciones de apoyo apoyo son las propias propias estaciones estaciones de la red de primer primer orden. orden. El método cinemático se ocupa de la determinación de coordenadas, en instantes sucesivos, de posiciones ocupadas por un móvil terrestre, marítimo o aéreo. Este método consiste en una estación ﬁja de coordenadas conocidas y un receptor a bordo del objeto móvil. Finalmente, el método diferencial se utiliza para dotar de coordenadas absolutas a estaciones móviles o estáticas, a partir de una estación ﬁja de coordenadas absolutas conocidas. Este método consiste en la transmisión vía radio desde la estación principal de la diferencia entre las coordenadas conocidas a priori de dicha estación y las obtenidas en cada instante mediante la solución de navegación (correcciones diferenciales). Puesto que las estaciones secundarias están observando los mismos satélites que la estación principal, la solución de navegación para estas estaciones tendrá la misma desviación que la estación principal. Este error será corregido mediante las correcciones diferenciales recibidas de la estación principal. Mientras que en los métodos estático y cinemático se realiza un procesado a posteriori de los datos observados, en el método diferencial el posicionamiento se realiza en tiempo real, aunque su utilización está subordinada a la potencia de emisión por la estación principal de las correcciones diferenciales observadas. observadas.



 Capítulo 2



Modelos Matemáticos GPS. Observables y Parámetros La Geodesia Espacial, como ciencia experimental que es, se basa en observaciones de satélites geodésicos, a partir de las cuales y mediante el establecimiento de diversos modelos matemáticos trata de responder al problema del posicionamiento geodésico. Indudablemente, uno de los aspectos fundamentales de la Geodesia Espacial es la obtención de datos procedentes de la observación de un determinado sistema de satélites. Estos valores están regidos por las leyes de la probabilidad en tanto que medidas realizadas de un mismo satélite, aún con igual meticulosidad e idénticas condiciones proporcionan resultados diferentes. Las diferencias que presentan los datos entre sí son debidas a errores propios del sistema de satélites utilizado e inherentes al proceso de observación. Las medidas no tienen exactamente el valor verdadero de la magnitud medida, pues, generalmente, éste resulta imposible de determinar. Por tanto, las medidas realizadas sólo serán valores aproximados del valor real de la magnitud. Conocemos por error de una medida a la discrepancia, conocida o desconocida, existente entre el valor verdadero y los valores medidos de una magnitud. Así, pues, el análisis y tratamiento de datos de satélites implica directamente el estudio, conocimiento y eliminación o disminución del efecto que los errores tienen tanto en los propios datos como en el modelo matemático adoptado. De ello dependerá la exactitud, la precisión y el grado de calidad del resultado ﬁnal. Si bien, los errores pueden presentar una componente sistemática que con un 23
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apropiado método operacional o instrumental pueden y han de ser eliminados, no ocurre así con el aspecto aleatorio del error que no puede en modo alguno ser eliminado; a lo sumo se tratará de disminuir en lo posible. La existencia de estos errores aleatorios en las medidas realizadas supone considerar las observaciones de satélites no como procesos deterministas o causales donde las condiciones o causas determinan perfectamente los resultados o efectos, sino como procesos estocásticos o aleatorios, caracterizados por resultados diferentes aunque la causa sea la misma. La modelización de observaciones observaciones de satélites GPS es una idealización matemática que representa la realidad deﬁnida por este hecho experimental, estableciendo unas relaciones funcionales entre los observables, magnitudes medibles directa o indirectamente, y los parámetros o incógnitas que se quieren determinar. Un modelo matemático está conformado por aspectos deterministas -modelo funcional-, al cual pertenecen los parámetros, los observables y las funciones que los relacionan y aspectos estocásticos -modelo estocástico- que establecen las características de las variables aleatorias, parámetros y observables, inmiscuidas en el modelo funcional. El modelo estocástico se especiﬁca mediante la esperanza matemática y las matrices varianza-covarianza varianza-covarianza de las variables que intervengan, expresando la calidad de las observaciones realizadas y de los resultados adoptados. Mediante las medidas realizadas durante un proceso de observación se inferirá un valor para las incógnitas objeto de estudio. Este valor tendrá un cierto grado de calidad que dependerá, como ya se ha indicado, de las medidas y del tratamiento efectuado sobre ellas. No obstante, la decisión acerca de su aceptación o rechazo vendrá determinada por los correspondientes test estadísticos que se apliquen basados, por supuesto, en propiedades propias del proceso. Una característica importante en procesos de observación espaciales es que generalmente se realizan más observaciones de las estrictamente necesarias para adoptar un valor para los parámetros a determinar. Por ello, habrá que recurrir a los diferentes modelos de ajuste existentes que proporcionan soluciones geodésicas adecuadas para cada situación que se considere  [18].



2.1. 2.1.



Obse Observ rvab able less GPS GPS



Un equipo receptor GPS realiza, esencialmente dos clases de medidas:  pseudodistancia  y  y  fase de la portadora . La combinación de estos observables básicos
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da lugar a observables adicionales que proporcionan ciertas ventajas en la resolución de problemas geodésicos y geodinámicos,  [69], [71], [73], [74], [60] . 2.1.1. 2.1.1.



Pseudod Pseudodist istanc ancia ia



La pseudodistancia es la medida de la distancia entre el satélite y el receptor en la época de transmisión y recepción de las señales, obtenida a partir del tiempo de vuelo de la señal multiplicado por la velocidad de la luz. El tiempo de vuelo de la señal se obtiene mediante el alineamiento del código PRN generado por el receptor y el idéntico emitido por el satélite. Como se mencionó en el capítulo anterior, los códigos generados por el receptor se obtienen de su propio oscilador y los generados en los satélites a partir de los relojes instalados a bordo. Ambos osciladores, receptor y satélites, tienen unos errores debido a los cuales, además de la trayectoria no rectilínea, la distancia geométrica será diferente de la distancia medida, de aquí el nombre de pseudodistancia. En la medida de la pseudodistancia pueden aplicarse tanto el código C/A como el  30  cm. código P. La precisión en la medida de la distancia con el código P es de  30 cm. mientras que con el código C/A es de  3  m.  [139]. La pseudodistancia es el observable observable GPS básico para la resolución del problema de navegación, establecimiento de la escala de tiempo GPS y determinación del movimiento orbital de los satélites GPS. Está afectada por los retardos troposféricos e ionosféricos  [74].



Modelo matemático Sea  t(  t (τ a )  el instante de emisión de la señal desde un satélite GPS referido a la escala de tiempo propia de dicho satélite y  τ a  el mismo instante en la escala de  T (τ b )  el instante de recepción de la señal en tiempo GPS. De igual modo, sea  T ( la escala de tiempo del receptor y  τ b  el tiempo GPS en que es recibida la señal, (ﬁgura 2.1). Teniendo en cuenta la degradación, inevitable, de los osciladores del satélite y receptor, existirán unos retardos dt y dT , respectivamente, en ambas escalas con respecto al tiempo GPS, veriﬁcándose: τ a  = t  =  t((τ a ) + dt,



τb  = T   =  T ((τ b ) + dT. dT .



La señal emitida por los satélites GPS se propaga por la atmósfera, que debido a su carácter dispersivo producirá un retardo en la llegada de la señal al receptor. La presencia de cuerpos reﬂectantes en las proximidades de la estación receptora produce un aumento en la trayectoria de la señal que se materializa
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Figura 2.1: Pseudodistancia



en un retardo en el tiempo de propagación de dicha señal. Estos retardos habrán de ser tenidos en cuenta en la medida del tiempo de vuelo de la señal, a partir de la cual se determina el observable pseudodistancia y que físicamente se obtiene mediante una correlación entre los códigos recibidos de cada satélite y la correspondiente réplica generada por el oscilador del receptor. Otros retardos temporales son los producidos por el recorrido de la señal desde el centro de la antena hasta el dispositivo de correlación y por la propia electrónica del receptor. Aunque se suele decir que el observable básico del sistema GPS es la pseudodistancia, en realidad, el receptor realiza medidas del tiempo de vuelo de la señal que se convierte en distancia, simplemente, multiplicando por la velocidad de la luz. Con estas condiciones el tiempo medido de la señal vendrá dado por dτ  = T ( T (τ b ) t(τ a ) + dtATMOSFERA + dtREFLEXION  + dtRECEPTOR = τ b τ a  + dt dT  + dtRETARDOS  ,



−



−



−



siendo  dt RETARDOS  =  dtATMOSFERA + dtREFLEXION  + dtRECEPTOR  . 299792458 m/seg , se obtiene Multiplicando por la velocidad de la luz c = 299792458 m/seg c dτ  = c (  c  (τ  τ b



− τ a) + c (dt  ( dt − dT ) dT ) + c dtRETARDOS  .
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Finalmente, el modelo funcional para la pseudodistancia queda de la forma:  p =  p  = ρ  ρ + c (dt  ( dt



dT ) + dATMOSFERA +  p  , − dT )



donde  p ... observable observable pseudodistancia estación-satélite ρ ... distancia real estación-satélite dt, dT ... correccion correcciones es de las escalas escalas de tiempo tiempo del satélite satélite



y receptor respecto de la escala de tiempo GPS dATMOSFERA ... efecto en distancia debido debido a la atmósfera c ... velocidad velocidad de de la luz en en el vacío vacío  p ... corrección en distancia distancia de carácter aleatorio aleatorio (reﬂexión de la señal, recorrido dentro del receptor, etc.) Las coordenadas de la estación, objeto de la resolución del problema geodésico, están implícitas en la distancia real satélite-receptor, pues, ρ  =  ρ S 



  − ρE  =



   − (xS 



xE )2 + (y (yS 



 − yE )2 + (z (zS  − zE )2 ,



  (2.1)



siendo (xS , yS , zS )  y (xE , yE , zE )  las efemérides del satélite y las coordenadas cartesianas geocéntricas de la estación, respectivamente. En el modelo matemático dado por la relación funcional anterior, el observable es p = c dτ ; mientras que las incógnitas o parámetros vienen dados por: (xS (t), yS (t), zS (t)), (xE , yE , zE ), dt, dT , dATMOSFERA y  p . En este modelo podemos hacer las siguientes consideraciones:



•   Las efemérides de los satélites son emitidas en el mensaje de navega-



ción o bien adquiridas en organismos oﬁciales que proporcionan dichas coordenadas a partir de seguimientos precisos de los satélites GPS, denominándose efemérides precisas. De este modo, las coordenadas de los satélites no se consideran parámetros del modelo, y aunque dependientes del tiempo, pasan a ser consideradas como constantes del modelo en cada observación realizada.



•  Mediante una aproximación polinómica de segundo orden se minimiza el



error dt  existente entre la escala de tiempo del satélite con respecto al sistema de tiempo GPS. Los coeﬁcientes de esta aproximación son emitidos en el mensaje de navegación del satélite. Estos coeﬁcientes se calculan y actualizan mediante el seguimiento preciso del satélite desde las estaciones secundarias del sistema y sincronizados con la escala de tiempo GPS
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en la estación principal de control. El polinomio de aproximación vienen dado por dt = dt  = a  a 0  + a1 (t



− t0) + a2(t − t0)2,



siendo a0 , a1 , a2  los coeﬁcientes del polinomio de aproximación para el instante t0 y t  el instante de la observación.



•   Para el tratamiento del efecto atmosférico podemos considerar la at-



mósfera dividida en dos capas principales, la ionosfera y la troposfera, distinguiendo, por tanto, entre el efecto ionosférico y el troposférico. El efecto ionosférico puede eliminarse mediante la utilización de observaciones en la frecuencia L1 y L2 , o bien modelizarse; mientras que el efecto troposférico únicamente puede modelizarse.



•  Los retardos temporales o los consiguientes aumentos en distancias pro-



ducidos por las posibles reﬂexiones de la señal o por el recorrido de la misma por los circuitos electrónicos del receptor se consideran errores de carácter aleatorio que quedan inmiscuidos dentro del término   p . De este término también forman parte los residuos resultantes de las modelizaciones de las correcciones atmosféricas, de la aproximación polinómica del tiempo, de las coordenadas de los satélites y el error inherente a la propia observación.



Los parámetros o incógnitas de este modelo son, ahora, las coordenadas geo ( xE , yE , zE ), y el error  dT  del oscilador del receptor con désicas de la estación,  (x respecto al tiempo GPS. Por tanto, el modelo matemático para cada instante t  y teniendo en cuenta las consideraciones anteriores viene dado por: i



 p (t) =



 



i (t) (xS 



i (t) − y )2 + (z i (t) − z )2 + c dT  + ,   (yS  (zS  − xE )2 + (y E  E 



(2.2)



donde el superíndice i  denota el satélite observado. El parámetro , denominado ruido, representa el conjunto de errores aleatorios no debidos al carácter experimental de las observaciones realizadas. Es más bien, una componente intrínseca del sistema espacial empleado. En él se engloban las partes aleatorias, no sistemáticas, de los efectos anteriormente mencionados, corrección atmosférica, efemérides del satélite, etc. Puesto que de cualquier modo afectará a los resultados obtenidos del modelo, y dada su aleatoriedad podemos considerarle parte del error aleatorio propio del proceso observacional realizado.
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Fase ase de la la porta portado dora ra



La medida de la fase de la portadora portadora resulta de la comparación comparación de la fase de la señal portadora recibida en el receptor y la generada por el oscilador de dicho receptor. Debido a la mayor frecuencia de la portadora con relación a los códigos emitidos, permite mayor precisión en la medida de la distancia receptor-satélite que la pseudodistancia aunque la medida de la fase está afectada por el desconocimiento del número de ciclos emitidos por el satélite hasta que el receptor adquiere la señal. Este número de ciclos desconocidos se denomina Ambigüedad y es distinguible de la pérdida de ciclos producida por una interrupción en el seguimiento de la señal una vez ésta ha sido adquirida. Así, la medida de la fase total de la portadora emitida en un cierto instante consta de un número entero de ciclos, una parte fraccional de ciclo y la mencionada ambigüedad, (ﬁgura 2.2). Teóricamente, la fase total multiplicada por la correspondiente longitud de onda proporciona la distancia receptor-satélite, si bien la ambigüedad habrá de ser resuelta para poder calcular las coordenadas del receptor [139], [72], [126] . Portadora emitida desde el satelite t Instante de recepcion



Portadora recibida t



t = t0 s



o id ib c



Fr( φ) = Fraccion de ciclo



er s



ol ci c e or



Int(φ; t 0 ,t) = numero entero de ciclos recibidos



d



e



m u N



N (t0 ) = ciclos no contados hasta el instante t0



t



Figura 2.2: Fase de la Portadora



Por otra parte, la medida medida de la fase de la portadora puede ser utilizada utilizada de forma análoga al Sistema Transit para obtener el desplazamiento de la frecuencia
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Doppler realizando medidas en intervalos temporales y no en un determinado instante de tiempo. La portadora generada en el receptor tiene una frecuencia nominal constante, mientras que debido al efecto Doppler, inducido por el movimiento relativo de los satélites GPS y el receptor, la frecuencia de la portadora recibida es variable, una aproximación del satélite supone un aumento en la frecuencia recibida, disminuyendo dicha frecuencia a medida que el satélite se aleja. Este desplazamiento de la frecuencia es integrado sobre un intervalo de tiempo determinado, estando relacionado funcionalmente con la modiﬁcación de la distancia radial satélite-receptor durante este intervalo. Estas diferencias de distancias permiten calcular la posición y la velocidad de un receptor GPS  [12].



Modelo matemático La señal emitida por los satélites GPS es una señal sinusoidal generada por el oscilador de dicho satélite. La frecuencia f  de una señal de este tipo es la derivada de la fase φ  de la señal y recíprocamente, la fase de la señal es la integral de la frecuencia,  [127], dφ( dφ(t) f ( f (t) = , φ(t) = dt



  t



f ( f (τ ) τ )dτ  + φ(t0 ),



t0



siendo φ(t0 )  la fase inicial, en ciclos, de la señal en el instante t0 . El tiempo obtenido a partir de la fase medida de un oscilador vendrá dado por la función Ψ(t Ψ(t) =



φ(t)



− φ(t0) ,



 



f 0



(2.3)



donde f 0  es la frecuencia nominal del oscilador del satélite, es decir, la frecuencia no afectada por el efecto Doppler ni efectos relativistas producidos por el movimiento orbital del satélite. Si la frecuencia del oscilador es constante e igual a su frecuencia nominal, entonces t φ(t)



− φ(t0) =



de donde Ψ(t Ψ(t) = t



  t0



f ( f (τ ) τ )dτ  = f 0 (t



− t0),



− t0 ⇔ t =  t  = Ψ(t Ψ(t) + t0 ,



 Ψ( t)  el tiempo calculado a partir siendo  t  el tiempo exacto de la escala GPS y  Ψ(t de la fase medida. Si  t 0  no fuese conocido, la función temporal  Ψ  deﬁniría una escala relativa de tiempo GPS.
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Veamos a continuación como podemos calcular el tiempo verdadero considerando que la frecuencia del oscilador no es constantemente igual a la frecuencia  ∆ f  de nominal, esto es, existirá una desviación  ∆f   de la frecuencia con respecto a la frecuencia nominal f ( f (t) = f 0  + ∆f  ∆ f ((t).



Por tanto 1 Ψ(t Ψ(t) = f 0



  t



t0



1 f ( f (τ ) τ )dτ  = f 0



  t



  t



(f 0  + ∆f  ∆ f ((τ )) τ ))dτ  dτ  =  t



t0



− t0 +



t0



∆f ( f (τ ) τ ) dτ. f 0



La desviación de la frecuencia inducirá una desviación en el tiempo medido, que será



  t



∆Ψ(t ∆Ψ(t) =



t0



∆f ( f (τ ) τ ) dτ, f 0



obteniendo, ﬁnalmente, una relación entre la escala de tiempo del oscilador y la escala de tiempo GPS Ψ(t Ψ(t) = t + ∆Ψ(t ∆Ψ(t)



 



− t0.



(2.4)



Así pues, el tiempo 1 que se obtiene a partir de la medida de la fase de un oscilador es igual a la suma del tiempo verdadero de la escala de tiempo, de un término correspondiente a la desviación frecuencia del oscilador con respecto a la frecuencia nominal del mismo y otro término que representa el efecto del desfase inicial, fase inicial no cero. Agrupando los dos últimos sumandos en un único término denominado error del oscilador,  dΨ(  d Ψ(tt), podemos expresar que Ψ(t Ψ(t) = t + dΨ(t Ψ(t),



 



(2.5)



 Ψ(t) es la escala de tiempo GPS deﬁnida donde, al igual que en el caso anterior,  Ψ(t Ψ(t)  es el error por la medida de la fase del oscilador, t  es la escala exacta y dΨ(t del oscilador. A efectos de notación, cuando consideremos el oscilador de un satélite  k  expresaremos tk (t) = t + dtk (t),



y cuando sea el receptor  i  mediante ti (t) = t + dti (t). 1



La fase de la señal se mide en ciclos. La frecuencia en hercios (ciclos/segundo). Multiplicando la fase en ciclos por 2π  se obtiene la fase en radianes convirtiéndose, entonces, la frecuencia en frecuencia angular, ω. Dividiendo la fase de la señal por la frecuencia del oscilador que la genera obtenemos la magnitud tiempo
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La fase total de la portadora consta de un número entero de ciclos,  I nt( nt(φ, t0 , t), contados desde el instante en que se recibe la señal  t 0  hasta el instante  t , una parte fraccional, F r(φ), referida al instante de adquisición de la señal y un N (t0 ), desconocido correspondiente al intervalo de número entero de ciclos, N ( tiempo transcurrido desde que la señal fue emitida hasta que se adquiere en el receptor. Este número de ciclos desconocido, denominado  ambigüedad inicial , es propio de cada satélite y cada receptor. φtotal = F r(φ) + I nt( nt(φ; t0 , t) + N ( N (t0 ).



Debido a la imposibilidad de saber el valor de la ambigüedad, el observable medida de la fase de la portadora es φmedida  = F  =  F r(φ) + Int( Int (φ; t0 , t).



Por tanto, φtotal  = φ  =  φ medida + N (t0 ).



La fase de la portadora observada φmedida = φki  se deﬁne como la diferencia entre la fase, φi , generada por el oscilador del receptor i  en el instante de recepción de la señal y la fase, φk , de la señal generada por el satélite k en el instante de transmisión de dicha señal. En esta diferencia, denominada  fase  comparada , aparecerá en el instante de adquisición de la señal solamente la parte fraccional de la fase, y a partir de este instante se contará el número entero de ciclos que ocurren hasta que se produce el correspondiente cambio de frecuencia, efecto Doppler, debido al movimiento relativo del satélite con respecto a la Tierra. Así φmedida = φ ki =  φ i (t)



 ) , − φk (t − τ ik ),



estando ambas fases expresadas en ciclos y siendo φi  la fase de la portadora generada en el receptor i-ésimo en el instante t y φk la fase generada en el k-ésimo satélite en el instante de transmisión  t − τ ik , donde  τ ik es el tiempo que tarda la señal en recorrer la distancia satélite-receptor. Teniendo en cuenta las expresiones (2.3), (2.4) y (2.5), se tiene φi (t) = f 0 ti (t) + φi (t0 ) = f 0 (t + dti (t) + φi (t0 ), φk (t



− τ ik ) = f 0(t − τ ik + dtk (t − τ ik )) + φk (t0).



Por tanto, la fase de la portadora medida viene dada φki =  f 0 [τ ik + dti (t)



− dtk (t − τ ik )] + [φ[φi(t0) − φk (t0)]. )].
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Multiplicando por la longitud de onda λ  = f c0 , obtenemos la ecuación correspondiente a la fase medida de la portadora en unidades de longitud. λφki =  cτ ik + c[dti (t)



− dtk (t − τ ik )] + λ[φi(t0) − φk (t0)]. )].



 



(2.6)



De forma análoga al caso de la pseudodistancia, los términos cτ ik y c[dti (t) − dtk (t − τ ik )]   representan la distancia recorrida por la señal desde el satélite al receptor y el error existente en dicha magnitud correspondiente a los errores de los osciladores del receptor y del satélite, respectivamente. El término λ[φi (t0 ) − φk (t0 )]  es la distancia que corresponde a la fracción de fase medida en el instante de recepción de la señal. Como se verá verá posteriormen posteriormente, te, el índice índice de refracción refracción para la ionosfera ionosfera es nφ  = 1



− α Df 2e ,



donde α  es una constante, De  es la densidad electrónica y f  es la frecuencia de emisión,  [73]. Integrando esta expresión a lo largo del camino recorrido tenemos ρion φ



=



  − (1



α



D )ds = ds = ρ  ρ ion 2 f 



− dion.



Por tanto podemos sustituir en la expresión (2.6) el término correspondiente a la distancia distancia recorrida recorrida por la señal, señal, obteniendo obteniendo λφki =  ρ ki (t,  (t, t



)]. − τ ik ) − dion + dtrop + c[dti(t) − dtk (t − τ ik )] + λ[φi(t0) − φk (t0)].



Consecuentemente, Consecuentemente, la ecuación de observación para la fase total de la portadora p ortadora viene dada por Φki (t  (t) = ρ ki (t,  (t, t τ ik ) dion +dtrop +c[dti (t) dtk (t τ ik )]+  )] +λ[φi (t0 ) φk (t0 )]+λN  )]+λN ik .



− −



−



−



−



Realizando las siguientes consideraciones Φ = Φki (t  (t), ρ = ρ  =  ρ ki (t,  (t, t



 ) , c(dt − dT ) dT ) = c[  c [dti (t) − dtk (t − τ ik )],  )] , − τ ik ),



la ecuación de observación admite la expresión simpliﬁcada,  [139] Φ = ρ + c(dt



dT ) + λN  − − dT )  − dion + dtrop + .



 



(2.7)



Esta expresión es directamente comparable con la ecuación de observación obtenida para la pseudodistancia, ecuación (2.2). Así, ρ  es la distancia entre
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el satélite y el receptor, dt y dT  son los errores de los osciladores del satélite y receptor, respectivamente. El parámetro   representa el conjunto de errores aleatorios no debidos al carácter experimental de las observaciones realizadas, englobándose en él las partes aleatorias, no sistemáticas, del efecto atmosférico, de las efemérides del satélite, de la reﬂexión de la señal debida a la existencia en el entorno de objetos reﬂectantes, de la propagación interna en el receptor de la señal, etc. Este parámetro se puede considerar parte de los residuales aleatorios del modelo. Finalmente, aparece el término N , que el modelo de la pseudodistancia no contiene, que representa el número entero de ciclos no contados inicialmente hasta que se adquiere la señal en el receptor. Hay que hacer notar que el término correctivo debido a la ionosfera es sustractivo,  [73], mientras que en la pseudodistancia es aditivo, pues el índice de refracción de la ionosfera para el modelo de la pseudodistancia viene dado por n p  = 1 + α



y por tanto ρ pion



=



 



(1 + α



De  , f 2



D )ds = ds = ρ  ρ ion + dion , 2 f 



Las incógnitas o parámetros de este modelo son el error del oscilador del receptor dT , la ambigüedad inicial  N  y las coordenadas geodésicas de la estación que aparecen en la distancia ρ =



   − (xS 



xE )2 + (y (yS 



 − yE )2 + (z (zS  − zE )2 ,



donde ρ  y  E  = (xE , yE , zE )  son los valores teóricos de las cantidades observadas y de los parámetros, respectivamente, y S  = (xS , yS , zS )  las coordenadas cartesianas del satélite. 2.1.3. 2.1.3.



Efecto Efectoss sobre sobre los los observ observabl ables es



En el posicionamiento geodésico mediante observaciones de satélites GPS intervienen los propios satélites, las estaciones de observación y el medio de propagación de la señal emitida por los satélites y recibida en la estación. Por tanto, a estos elementos se deberán los factores que limitan la precisión y las posibilidades del sistema GPS, [63]. Las efemérides emitidas por los satélites GPS están afectadas de un grado de incertidumbre introducido deliberadamente en el sistema GPS por la estación de control principal. Por otra parte, el reloj del satélite no está sincronizado
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exactamente con la escala de tiempo GPS, por lo que será necesario corregir este efecto. Esta corrección se realiza mediante una aproximación polinómica de segundo orden, a partir de coeﬁcientes emitidos por los satélites en el mensaje de navegación. Ambos aspectos afectan tanto a la pseudodistancia como a la fase de la portadora, y dependen del modelo de fuerzas aplicado y del número y situación de las estaciones de seguimiento utilizados para la determinación orbital de los satélites  [139]. La desviación del reloj del receptor con respecto a la escala de tiempo GPS produce un sesgo en las observaciones que afectará a las coordenadas obtenidas para la estación observada. En aplicaciones no geodésicas donde se requiera el conocimiento preciso de las coordenadas de la estación, por ejemplo, transferencias de tiempo y seguimiento orbital, inexactitudes en dichas coordenadas se transmitirán a los resultados de dichas aplicaciones. Asimismo, se pueden considerar dentro de este grupo, el retardo producido por el recorrido de la señal a traves del equipo receptor desde la antena hasta la unidad de correlación entre dicha señal y la réplica generada en el receptor. El entorno de la estación, obstáculos, zonas de reﬂexión y fuentes de interferencia, también afectan a la recepción óptima de la señal  [123]. Las señales emitidas por los satélites se propagan a través de un medio dispersivo persivo como es la atmósfera atmósfera hasta su recepción recepción en la estación estación de observ observación produciéndose un retardo en la recepción de dicha señal. Este retardo, debido al medio en que se propaga la señal, puede considerarse como la composición de dos efectos uno causado por la ionosfera y el otro por la troposfera. El efecto ionosférico se elimina mediante la utilización de las frecuencias  L 1  y  L 2 ; mientras que el efecto troposférico se trata por medio de modelos diseñados para corregir dicho efecto. Para receptores que dispongan solo de la frecuencia L1 , el satélite emite en su mensaje de navegación unos coeﬁcientes para modelizar también el efecto ionosférico. El conjunto de todos estos efectos se denomina  error equivalente en distancia  de la estación2 , englobando en su valor los efectos combinados de la incertidumbre de las efemérides, errores por la propagación atmosférica, errores en los osciladores tanto del satélite como del receptor, y errores aleatorios debidos a la electrónica del receptor y existencia de cuerpos reﬂectantes en las proximidades de la estación. 2



En inglés, User inglés,  User Ranging Accuracy 
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Efemérides de los satélites Puesto que el problema del posicionamiento puntual o absoluto consiste, básicamente, en la resolución del modelo vectorial formado por el receptor, el centro de la Tierra y el satélite GPS, será necesario conocer a priori el vector geocentro-satélite, para a partir de la observación receptor-satélite poder determinar el vector geocentro-receptor, vector que como se ha indicado en secciones precedentes, conlleva implícitamente las coordenadas absolutas del receptor. El vector geocentro-satélite establecido mediante las coordenadas cartesianas del satélite, se determina determina a partir de sus elementos elementos orbitales y sus variacione variacioness temporales, denominados efemérides del satélite. Según la precisión de estas coordenadas, tendremos un mayor o menor grado de calidad en las coordenadas co ordenadas calculadas de la estación de seguimiento o en el posicionamiento relativo entre varias estaciones. Las coordenadas de los satélites GPS pueden obtenerse a partir de las efemérides transmitidas en el mensaje de navegación, efemérides emitidas, o a partir de efemérides que con mayor precisión son proporcionadas por diversas instituciones, efemérides precisas  [137], [60] . Las efemérides emitidas están basadas en observaciones de pseudodistancia de los satélites GPS realizadas por las estaciones del Segmento de Control y calculadas, mediante integración orbital, y transmitidas a los satélites por la estación principal del sistema. Estas coordenadas tienen una precisión de 5 a 10 metros, siendo accesibles en tiempo real, puesto que son transmitidas por los satélites en su mensaje de navegación, como se ha visto en el capítulo anterior. Las efemérides emitidas son predichas para un período entre 12 y 36 horas y están referidas al elipsoide de referencia WGS-84. Las efemérides precisas se basan en observaciones realizadas por redes de seguimiento y calculadas por diversas instituciones. Como se verá posteriormente, en este trabajo se han utilizado las efemérides precisas suministradas por el IGS3 . Estas efemérides precisas, disponibles dos semanas después de las observaciones realizadas, vienen dadas directamente en coordenadas cartesianas, también referidas, al igual que las efemérides emitidas, al elipsoide WGS-84. El IGS garantiza una precisión en estas coordenadas de 2 metros para extrapolaciones de arco largo y menor que 1 metro para arcos cortos. Puesto que las efemérides precisas sólo están disponibles a posteriori, no po3



International Geodynamics Service
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drán ser utilizadas en los posicionamientos absolutos en tiempo real, quedando obligado a este ﬁn el uso de las efemérides emitidas. La propagación del error de las efemérides de los satélites en el posicionamiento relativo entre dos o más estaciones viene dada por la expresión



|db| = |dr| , b



r



donde b  es la distancia entre las estaciones, db  es el error propagado por la incertidumbre dr  en las coordenadas del satélite y r  la distancia media entre el receptor y el satélite.



Inﬂuencia de la geometría de los satélites observados La geometría que presentan los satélites observados simultáneamente es un factor preponderante en el cálculo de las coordenadas absolutas de la estación. El efecto de la conﬁguración geométrica de los satélites está expresado por la dispersión de la precisión o factor DOP. Este factor veriﬁca σ  = DOP  =  DOP σ0 ,



donde σ  es la exactitud obtenida en el posicionamiento y σ0  la exactitud en cada medida realizada realizada o desviación desviación típica a priori. priori. El factor DOP es un escalar que representa la contribución de la conﬁguración geométrica a la precisión del posicionamiento. En las incógnitas de los modelos anterior anteriores, es, pseudodistanci pseudodistanciaa y fase de la portadora, portadora, intervien intervienen en tanto tanto las coordenadas cartesianas de la estación como el error existente en el oscilador de dicho receptor, y puesto que en ambos modelos las incógnitas se calculan simultáneamente, la conﬁguración de los satélites afectará tanto a las coordenadas cartesianas obtenidas como al error estimado del oscilador. El factor DOP se denominará de diversos modos según la incógnita particular, o combinación de incógnitas que elijamos. Así, se tendrán Desviación típica para la altura (vertical) V D OP . . . Precisión en el posicionamiento horizontal (bidimensional) HDOP HD OP . . . PDOP PDOP .. . Precisión en el posicionamiento absoluto (tridimensional) TDOP TDOP .. . Desviación típica del tiempo del receptor HTDOP HTDOP .. . Precisión en el posicionamiento posicionamiento horizontal horizontal y tiempo GDOP DOP . . . Precisión en el posicionamiento absoluto y tiempo A menudo se identiﬁca el factor DOP con el parámetro GDOP, puesto que éste, jerárquicamente, engloba a todos los demás.
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Multiplicando cada factor por σ0 , se obtendrá la correspondiente precisión equivalente en distancia de las incógnitas inmiscuidas en dicho factor. Por tanto, valores pequeños de dichos parámetros indicarán una buena distribución en la geometría de los satélites observados y consiguientemente se obtendrán errores errores pequeños en la pposici osición ón y tiempo estimados. estimados. Para obtener el valor de estos parámetros, recurramos a la expresión de la siguiente matriz simétrica denominada matriz de varianza-covarianza, que como veremos posteriormente se deﬁne por ΣX v = σ02   



 



2 2 σXX  σXY  σY2 Y 



2 2 σXZ  σXt σY2 Z  σY2 t 2 2 σZZ  σZt 2 σtt



 



.



A partir de esta matriz deﬁnimos los parámetros anteriores como sigue: GDOP  = HDOP  =



     



2  + σ 2 + σ 2  + σ 2 , σXX  tt Y Y  ZZ  2  + σ 2 , σXX  Y Y 



VDOP  = σZZ , PDOP  =



2  + σ 2 + σ 2 , σXX  Y Y  ZZ 



TDOP  = σtt .



Errores de los osciladores de satélites y receptores Las medidas GPS están íntimamente ligadas al sistema de tiempo deﬁnido por los satélites y por el receptor. En el modelo de la pseudodistancia la distancia satélite-receptor se determina mediante la observación del tiempo de vuelo de la señal, a partir de una correlación entre la señal recibida del satélite y la réplica generada en el receptor. Por tanto, errores en los osciladores tanto de los satélites como de los receptores se propagarán a los resultados obtenidos en la resolución del modelo. Aunque los osciladores sean altamente estables, rubidio y cesio en los satélites y cuarzo en los receptores, siempre existirá una degradación de los mismos que afectará a la sincronización de las escalas individuales de los satélites y los receptores con la escala de tiempo GPS. Las precisiones son del orden de 10 13 , 10 12 y 10 10 en osciladores de rubidio, cesio y cuarzo, respectivamente. −



−



−



Aunque en algunos casos los receptores admiten la conexión a una base externa de tiempo atómico cuya precisión está en el orden de 10 14 , generalmente no −
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será posible determinar el error temporal del oscilador del receptor, formando parte de las incógnitas del modelo, calculándose conjuntamente con las demás incógnitas, coordenadas cartesianas geocéntricas de la estación. No ocurre así con el error del oscilador del satélite, pues la estación principal mediante el seguimiento permanente de cada satélite, calcula el error del oscilador respectivo. Este error es inyectado a los satélites junto a las efemérides por la estación principal de control y transmitido en el mensaje de navegación en forma de coeﬁcientes de un polinomio de segundo orden, cumpliéndose que dt = dt  = a  a 0  + a1 (t



− t0) + a2(t − t0)2,



siendo t0  el instante de referencia y a0 , a1 y a2   los coeﬁcientes transmitidos por el satélite.



Propagación de la señal en la atmósfera Debido a la no homogeneidad de la atmósfera, medio por donde se propaga la señal GPS y, consecuentemente, a la existencia de capas de diferentes índices de refracción, es necesario efectuar una corrección por dicha refracción atmosférica tanto en medidas observadas de la pseudodistancia como de la fase de la portadora. La refracción atmosférica hace aumentar el tiempo de propagación puesto que provoca una curvatura en la trayectoria de la señal, aumentando la distancia, al atravesar las diversas capas que componen la atmósfera,  [72]. La inﬂuencia de las capas atmosféricas en la propagación de una señal electrorefracción  n , que viene dado por magnética se caracteriza por su  índice de refracción n n =



c , v



donde  c  y v  son las velocidades de dicha señal en el vacío y en la propia capa,  N  que es respectivamente. respectivamente. Cuando n   1, se suele utilizar la  refractividad  N  N  = 106 (n



1). − 1).



La velocidad de propagación de una señal electromagnética pura, no modulada, cuya frecuencia es  f  y longitud de onda λ  se denomina  velocidad de fase  y  y es v  = v  =  v f s  = f  =  f λ.



Sin embargo, en una señal modulada, caso de la señal GPS, la velocidad de propagación se denomina velocidad de grupo y viene dada por vgr =



df  −λ2 dλ .
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La diferencial total de la velocidad de fase viene dada por dvf s  = f  =  f dλ + λdf,



de donde



df  1 dvf s = dλ λ dλ



−  f λ .



Por tanto, sustituyendo en la expresión de la velocidad de grupo, se obtiene la ecuación de Rayleigh vgr =



dvf s −λ dvdλgr + f λ = v  =  v f s − λ . dλ



 



(2.8)



Consideramos a continuación las velocidades de fase y grupo en función de los correspondientes índices de refracción vf s  =



c , nf s



vgr =



c . ngr



Diferenci Diferenciando ando respecto de la longitud longitud de onda, se obtiene obtiene dvf s = dλ



dnf s , dλ fs



− nc2



de donde sustituyendo en la ecuación de Rayleigh (2.8) c c c dnf s = +λ 2 ngr nf s nf s dλ



⇔ n1gr = n1f s + λ n1f s dndλf s .



Aproximando en primer orden, se obtiene la ecuación de Raleigh Modiﬁcada



−



ngr = n f s 1







1 dnf s λ  = n  =  n f s nf s dλ



− λ dndλf s .



La utilidad de esta expresión radica en que proporciona directamente, como veremos con posterioridad, la distancia mediante una integración del índice de refracción a lo largo del camino recorrido por la señal. Otra variante de esta ecuación es ngr = n f s  + f 



que se obtiene a partir de la relación



dλ λ



=



dnf s , df 



− df f  .



 



(2.9)



En un medio dispersivo, que es un medio que produce cambios en la velocidad de propagación de una señal electromagnética dependientes de la frecuencia o
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de la longitud de onda, las velocidades de fase y de grupo no son iguales. Tales medios están caracterizados generalmente por la presencia de iones libres. Con respecto a la señal de propagación las capas atmosféricas que presentan una mayor inﬂuencia inﬂuencia son la troposfera y la ionosfera. A continuación se analizan estos efectos. 1. Corrección Troposférica La Troposfera es la capa gaseosa de la atmósfera que se extiende desde la superﬁcie terrestre hasta 15 Kms. de altitud. En esta zona la temperatura decrece a medida que la altitud aumenta, siendo su característica principal la ausencia de iones libres. Esta neutralidad hace que la troposfera se comporte como un medio no dispersivo para señales electromagnéticas de frecuencias inferiores a 30 GHz., haciendo que la propagación sea independiente de la frecuencia. Consecuentemente, las velocidades de grupo y de fase son iguales haciendo que no sea necesario distinguir entre las correcciones troposféricas para las medidas de la fase de la portadora, caracteriz caracterizada ada por la velocidad de fase, fase, y para las medidas medidas de pseudodispseudodistancia, caracterizadas por la velocidad de grupo pues son modulaciones de la señal portadora  [30]. Una consideración conceptual es que en la corrección troposférica también está englobado el efecto de la estratosfera, que aunque en mucho menor grado que que la troposfera presenta idénticas características de neutralidad iónica que ésta. Por tanto, la corrección troposférica abarca la capa de la atmósfera desde la superﬁcie terrestre hasta una altitud de 50 Kms. La refracción troposférica dependerá de la distancia cenital y de la altitud de la estación, alcanzando su mínimo valor para distancias cenitales próximas a 90o y para observadores situados a nivel del mar, aproximadamente 2.0-2.5 metros, aumentando este valor a medida que se realizan observaciones próximas al horizonte o en estaciones de mayor altitud, [72], [74]. La corrección troposférica, intrínsecamente, depende de las condiciones meteorológicas existentes en la estación en el instante de la observación, siendo necesario aplicar modelos matemáticos que eliminen o disminuyan este efecto en las observaciones realizadas, [66], [67] . Los parámetros atmosféricos a partir de los cuales se establecen los diferentes modelos troposféricos son la temperatura, la humedad y la presión atmosférica.
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Según el Principio de Fermat, la distancia recorrida por una señal electromagnética cuando cruza una medio de índice de refracción  n >  1  es d  =



 



  nds.



Por tanto, y teniendo en cuenta que el índice de refracción n  para la capa conjunta formada por la troposfera y la estratosfera es mayor que la unidad  n >  1 , el efecto troposférico, deﬁnido como la diferencia entre la distancia geométrica y la distancia medida por la señal al atravesar dicha capa viene dado por ∆ρ



trop



=



  −     − nds



ds = ds  =



(n



1)ds, 1)ds,



o equivalentemente por ∆ρ



trop



6



−



= 10



 



trop



N 



ds,



trop



∆t



1 = 10−6 c



 



N trop ds.



Esta corrección troposférica no depende de la frecuencia de emisión y sólo dependerá de las condiciones meteorológicas existentes en la capa. Se puede considerar que la capa conjunta está compuesta, principalmente, por dos gases ideales, aire seco y vapor de agua, pudiéndose, por tanto, descomponer N trop en las partes correspondientes a estos dos gases, la trop parte seca  N sec , cuya contribución al efecto efecto total es del  90 % y la húmeda trop N hum ; así, trop trop N trop =  N sec + N hum ,



luego ∆ρ



trop



= 10



6



−



 



trop N sec ds



+ 10



6



−



 



trop N hum ds.



 



(2.10)



La refractividad refractividad en la superﬁcie superﬁcie terrestre terrestre viene modelizada modelizada por  p trop N sec,0  = c  =  c  , 1 sec,0 T 



trop N hum,0 hum,0 =  c 2



e e + c3 2 T  T 



donde p  es la presión atmosférica en milibares, T  es la temperatura en o K  4 e , ,  es la presión relativa del vapor de agua en milibares y c1 , c2 y c3  son coeﬁcientes determinados empíricamente, que no podrán describir 4



(1o K  = 1 o C  +  + 276, 276,16)
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totalmente situaciones locales. En el modelo de Goad-Goodman toman los siguientes valores



 



 K  c1  = 77 77,,64 , mb



c2  =



−



 



 K  12 12,,96 , mb



c3  = 3,718



× 105



 



K 2 . mb



A partir de las expresiones obtenidas para la refractividad en función de medidas de valores meteorológicos en la superﬁcie terrestre se establecen diversos modelos troposféricos. Veamos a continuación los modelos usualmente más utilizados:



•  Modelo Hopﬁeld



La refractividad de la parte seca de la capa troposfera-estratosfera admite la siguiente expresión, determinada empíricamente, en función función de la altura sobre la superﬁcie superﬁcie terrestre trop = N sec,0 sec,0



trop N sec (h)



 − hsec h hsec



4



 



,



(2.11)



donde  



hsec  = 40136 + 148 148,72(T  72(T 



 −  − 273 273,,16) [metros [metros]].



(2.12)



Para la parte húmeda la modelización es más complicada debido a que las grandes variaciones del vapor de agua respecto del tiempo y del espacio. No obstante, Hopﬁeld indica una expresión análoga a 11000 Km. m. la refractividad de la parte seca pero con  h hum  = 11000 K Introduciendo estas expresiones en la ecuación (2.10), e integrando se obtiene la expresión expresión ﬁnal del modelo Hopﬁeld Hopﬁeld ∆ρ



trop











10−6 trop trop = N sec,0 sec,0 hsec  + N hum,0 hum, 0 hhum . 5



Debido a las grandes diﬁcultades que presenta, en esta expresión no se tiene en cuenta la curvatura de la trayectoria de la señal, quedando, pues un residual que será tratado como ruido del modelo. Una pequeña variación de este modelo se debe a Seeber (1989), quien reformula el modelo teniendo en cuenta el ángulo de elevación  E  del  del satélite en el instante de la observación, obteniendo la expresión 10−6 trop ∆ρ (E ) = 5



 



trop N sec,0 sec,0  h sec



sen(E  sen(E 2 + 6, 6,25)



+



trop N hum,0 hum,0 hhum



 



sen(E  sen(E 2 + 2, 2,25)







.



 2.1. Observables GPS



44



•  Modelo Hopﬁeld Modiﬁcado La función empírica (2.11) se puede reescribir en función de los módulos de los vectores de posición en lugar de las alturas, (ﬁgura 2.3).



z(r) z



hsec



h



rsec



0



r superficie terrestre



R



o Figura 2.3: Disposición geométrica de la atmósfera para el modelo troposférico Hopﬁeld Modiﬁcado



Considerando R  el radio terrestre, entonces las longitudes correspondiente pondientess del modelo vienen vienen dadas dadas por rsec  = R  =  R +  + hsec ,



r  = R  =  R +  + h.



Entonces la refractividad se expresa por trop N sec (r )



trop = N sec,0 sec,0







rsec rsec



−r −R







4



.



Teniendo en cuenta el ángulo de incidencia z  en cada estrato de la capa, la corrección troposférica debida a la parte seca, es ahora ∆ρtrop sec (z )



6



−



= 10



 



r =rsec



r =R



trop N sec (r)



1 dr. cos z (r)



 



(2.13)



De acuerdo con la ley de Snell, el ángulo de incidencia z  de cada estrato es variable y dependerá del ángulo de refracción de la capa
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precedente. Llamando z0  a la distancia cenital observada, último ángulo de incidencia, se tiene R sen z0 . r



sen z (r ) =



Luego cos z (r) =



1 r



  −   √  r2



R2 sen2 z0 .



Sustituyendo en la expresión (2.13), se obtiene ∆ρtrop sec (z )



trop 10−6 N sec,0 sec,0 = (rsec R)4



−



r =rsec



r (rsec r )4 dr. r2 R2 sen2 z0



r =R



−



−



Asumiendo el mismo modelo para la parte húmeda, la expresión correspondiente es ∆ρtrop hum (z )



=



 



trop 10−6 N hum,0 hum,0



(rhum



r =rhum



− R)4



r=R



4 √ rr2(r−humR2−senr)2 z



dr.



0



Según las diferentes formas de resolución de estas integrales se obtendrán modelos diferentes. Una de las soluciones más utilizadas es la propuesta por Goad y Goodman en 1974. En ella, considerando  E  = 90 − z , se obtiene el ángulo de elevación  E  =



  9



∆ρtrop (E ) i



6



−



= 10



trop N i,0 i,0



k=1



αk,i k r , k i



 i  = sec  sec,, hum y donde  i = ri  =



 



(R + hi )2



− (R cos E )2 − R sen E,



α1,i  = 1, α2,i  = 4ai , α3,i  = + 4b 4bi , α4,i  = 4ai (ai2 + 3b 3bi ), 4 2 2 2 α5,i  = a  =  a i + 12a 12ai bi  + 6b 6 bi , α6,i  = 4ai bi (ai + 3b 3bi ), 2 2 3 α7,i  = b  =  b i (6a (6ai + 4b 4bi ), α8,i  = 4ai bi , α9,i  = b  =  b i4 .



siendo ai  =  −



sen E  bi  = hi



6ai2



−



cos2 E  . 2hi R
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•  Modelo Saastamoinen



El retardo retardo troposférico troposférico deﬁnido deﬁnido por Saatamoine Saatamoinenn responde responde a la expresión ∆ρtrop



 



0,002277 =  p + cos z



− 



1255 + 0, 0,05 e T 



tan2 z ,



donde z  denota la distancia cenital observada, p  la presión atmosférica en milibares, T  la temperatura en o K  y e  la presión relativa del vapor de agua en milibares. A pesar de las diﬁcultades para modelizar el efecto troposférico, las me jores soluciones se obtienen combinando combinando datos meteorológicos medidos tanto en la superﬁcie terrestre como a diferentes alturas con radiosondas y datos radiométricos del vapor de agua. 2. Corrección Corrección Ionosférica Ionosférica La ionosfera es la parte de la atmósfera, desde 50 Kms. hasta 1000 Kms., caracterizada por un contenido electrónico e iónico suﬁciente para producir dispersiones en una señal electromagnética. Esta característica dispersiva de la ionosfera afecta de modo diferente a la partes portadora y modulada de la señal GPS, produciendo un retardo en la fase de la portadora y un adelanto en los códigos que modulan la señal,  v gr < v ph . El efecto ionosférico disminuye a medida que aumenta la frecuencia de la señal y dependerá de factores como la variación del día y la noche, del lugar de observación, de la actividad solar, de la existencia de tormentas magnéticas y de la dirección de la señal, aumentando o disminuyendo el EC ), existentes en dicha capa  [72], [82], contenido total de electrones, (T EC ) [102]. El efecto ionosférico es proporcional al contenido total de electrones, TEC, si bien es cierto que la dependencia espacio-temporal de este parámetro hace que sea muy complicado determinar con exactitud su valor [107]. Como se ha indicado anteriormente, el hecho de que la ionosfera sea un medio dispersivo, produce variaciones dependientes de la frecuencia de emisión en las velocidades de grupo y de fase de la señal modulada y consecuentemente en el índice de refracción tanto de grupo como de fase. Para el índice de refracción de la fase, se considera la expansión en serie siguiente  [111] nf s  = 1 +



c2 c3 c4 + + + ..., f 2 f 3 f 4
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donde los coeﬁcientes c2 , c3 ,...  no dependen de la frecuencia de emisión pero sí del número de electrones por  m 3 , es decir, de la densidad electrónica De , existente a lo largo de la trayectoria de la señal. Considerando una aproximación hasta el segundo orden nf s  = 1 +



y diferenciando se tiene dnf s  =



c2 f 2



 df. − 2f c32 df.



Sustituyendo en la expresión (2.9) se obtiene nf s  = 1 +



c2 f 2



 − f 2f c32 = 1 − f c22 .



40,,3De ,  por lo que ﬁnalUna estimación para el coeﬁciente c2 es c2 = −40 mente nf s  = 1



40,,3De , − 40 f 2



ngr = 1 +



 40,  40 ,3De . f 2



Realizando un proceso análogo al realizado para la corrección troposférica se obtiene ∆ρion fs =



−



40 40,,3 f 2



 



∆ρion gr



De ds,



40 40,,3 = 2 f 



 



De ds,



donde  ds  indica que la integración se realiza según la trayectoria geométrica satélite-receptor. Deﬁniendo el contenido total de electrones a lo largo de la trayectoria de la señal por T EC  =



obtenemos ∆ρion fs =



40,,3 − 40   TEC, f 2



 



De ds



∆ρion gr =



40 40,,3   TEC. f 2



Teniendo en cuenta el ángulo de incidencia z de la señal sobre la capa ionosférica, ﬁgura 2.4, las expresiones anteriores se transforman en 



40,,3   TEC,  −cos1 z 40 f 2



∆ρion fs =







∆ρion gr =



1 40 40,,3 T EC    (2.14)  cos z f 2
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Figura 2.4: Disposición geométrica de la atmósfera para el modelo ionosférico



La relación entre la distancia cenital de la señal al incidir en la capa ionosférica z y la distancia cenital observada z es 



sen z  =



R sen z, R + hm



siendo R   el radio medio de la Tierra y hm   la distancia media de la capa ionosférica correspondiente, valor que varía entre 300 y 400 Kms., aproximadamente. Considerando que dion  =



1 40 40,,3   TEC, cos z  f 2



entonces las medidas de distancia mediante la pseudodistancia, grupo, y la fase de la portadora, fase, vendrán dadas respectivamente por ρ p  = ρ  =  ρ medida + dion ,



ρφ  = ρ  =  ρ medida



− dion.



Hay dos formas de tratar el parámetro TEC, a partir de los coeﬁcientes emitidos en el mensaje de navegación que intervienen en el modelo de Klobuchar o mediante combinaciones de las frecuencias L1 y L2, como veremos posteriormente  [64]. La modelización presenta el inconveniente de que si bien los coeﬁcientes son proporcionados directamente por los satélites, también existe una
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dependencia de la hora del día, de la estación anual, de la actividad solar y del lugar de observación, así la corrección proporcionada por el modelo sólo reduce un 50 %  el efecto ionosférico. El modelo de Klobuchar, [64], viene dado por ion



∆T 



=  A1  + A2 cos











2π (t A3 ) , A4



−



donde  A 1  = 5  ns  es un coeﬁciente coeﬁciente que represen representa ta la compensació compensaciónn de la variación día-noche y m + α ϕm 2 + α ϕm 3 , A2  = α  =  α1  + α2 ϕIP  3 IP  4 IP  A3  = 14h , m + β  ϕm 2 + β  ϕm 3 , A4  = β   =  β 1  + β 2 ϕIP  3 IP  4 IP 



Los coeﬁcientes αi , β i , i  = 1,..., 4  son emitidos en el mensaje de navegación del satélite. satélite. El parámetro parámetro t  es el tiempo local del punto ionosférico, IP , donde se produce la refracción de la señal, pudiendo ser calculado mediante t  =



λIP  + tT U , 15



siendo λIP   la longitud geomagnética, positiva hacia el Este, del punto ionosférico en grados y tT U  el tiempo universal del instante de la observación. m Finalmente, ϕ IP  , es la distancia esférica entre el polo geomagnético  ϕ P  = o o 78 3, λP    = 291 y el punto ionosférico. Este valor puede ser calculado mediante la expresión m sen ϕIP   = sen ϕIP  sen ϕP  + cos ϕIP  cos ϕP  cos(λ  cos(λIP 



 − λP ).



Otros efectos Dado que el sistema de referencia terrestre localizado en el centro de Tierra se considera ﬁjo mientras mientras que cada satélite materializa materializa un sistema sistema de referencia acelerado, ha de tenerse en cuenta las teorías de la relatividad especial y general, si bien los efectos producidos son muy pequeños. Efectos relativistas inﬂuyen en la órbita de cada satélite, la propagación de la señal y en los osciladore osciladoress de los satélites satélites y de los receptores receptores  [63], [72] . Las perturbaciones relativistas existentes en las órbitas de los satélites están producidas por el campo gravitatorio terrestre. Una fórmula aproximada para
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este efecto viene dada por 2



dρ¨ =



2



 −3µ a(1c2− e ) ρρ5 ,



donde dρ¨ es la aceleración producida en el satélite por el campo gravitatorio terrestre, ρ  es el vector geocéntrico del satélite, µ  es la constante gravitatoria terrestre,  a  y  e  el semieje mayor y excentricidad de la elipse orbital del satélite y  c  la velocidad de la luz. El campo gravitatorio también produce una pequeña curvatura en la dirección de la señal que afecta a la distancia recorrida por la misma. La corrección en distancia debida a este efecto viene dada por 2µ  ρ j + ρi  + ρ ji ∆ρ  = 2 ln , c ρ j + ρi ρ ji



−



donde ρ j y  ρ i  son las distancias geocéntricas del satélite  j  y de la estación  i  y ρ ji  la distancia satélite-estación. La diferencia existente entre el valor del campo gravitatorio en la estación y en el satélite, relatividad general, conjuntamente con el movimiento del satélite, relatividad especial, produce una variación en la frecuencia emitida por el satélite que viene dada por rel



∆f 



=



f 0



− f 0 = 1



f 0







v 2 c



2



∆U  , c2



+



donde f 0  es la frecuencia fundamental,  f 0 es la frecuencia afectada por la relatividad y emitida por el satélite, v y c  las velocidades media del satélite y de  ∆ U  la la luz en el vacío, respectivamente y  ∆U    la diferencia de potencial gravitatorio terrestre en la superﬁcie de la Tierra y en la posición orbital del satélite. El primer sumando corresponde a la relatividad especial y el segundo a la relatividad general. Considerando un modelo esférico tanto para la Tierra como para las órbitas de los satélites se puede realizar la siguiente aproximación 



rel



∆f 



 



1 v = 2 c



2



µ 1 + 2 c R + h



 −







1  = 4,464 R



× 10



10



−



,



siendo  R  el radio terrestre y  R +  R  + h  el radio orbital. Por tanto, el incremento que se produce en la frecuencia fundamental es df  = 4, 4 ,464 10−10



3



−



× f 0  = 4,55 10



H z.
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Para compensar este efecto los satélites emiten la señal a partir de una frecuencia fundamental corregida por relatividad cuyo valor es f 0  = 10 10,,22999999545 MHz. 22999999545 MHz.



La hipótesis efectuada anteriormente de órbitas circulares se corrige mediante ∆f cir =



2 µae sen E, c



√ 



donde E  es  es la anomalía excéntrica, calculable a partir de los elementos orbitales emitidos en el mensaje de navegación del satélite. Los receptores situados en la superﬁcie terrestre están sometidos a la rotación terretre que está referida al sistema geocéntrico considerado. El efecto producido no suele indicarse explícitamente puesto que generalmente ya viene corregido en el propio software del receptor. Otro efecto importante a ser tenido en cuenta es el producido por las reﬂexiones que afectan a la señal por cuerpos reﬂectantes próximos al receptor. Este efecto se maniﬁesta en un aumento de la trayectoria de la señal y consecuentemente un retardo en el tiempo de recepción de dicha señal. Así, la señal GPS puede llegar al receptor directa o indirectamente. Aparte de utilizar antenas que disminuyan o eviten estas reﬂexiones, este efecto se considera error aleatorio de los diferentes modelos de tratamiento de datos observacionales. Finalmente, sucede con cierta frecuencia, que el centro de fase de la antena del receptor no coincide con el centro indicado por el fabricante, por ello es necesario efectuar calibraciones de dichas antenas a ﬁn de obtener el sesgo introducido por dicha diferencia  [110].



2.2. 2.2.



Combi Combina naci cion ones es de la fase fase de la porta portado dora ra



Si bien los modelos anteriormente explicados de pseudodistancia y fase de la portadora son suﬁcientes para posicionamientos absolutos que no requieren altas precisiones, navegación, topografía, etc., no es así en Geodesia, donde las grandes precisiones que se necesitan hacen necesario recurrir al posicionamiento relativo entre las estaciones que conforman una red geodésica, para a partir del establecimiento de estaciones ﬁjas dotar a todas las estaciones de la red de coordenadas absolutas. El posicionamiento relativo consiste en la determinación del azimut, de la distancia relativa y de la diferencia en altura, o también los incrementos en las
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coordenadas cartesianas geocéntricas, entre las estaciones que conforman la red geodésica. El Sistema de Posicionamiento Global permite resolver este problema mediante la observación simultánea desde varias estaciones de la señal emitida por los satélites del sistema,  [100], [74], [60], [111], [127] . Este método proporciona grandes precisiones puesto que como veremos a continuación, elimina o reduce muchos de los efectos que limitan el sistema GPS. Se basa en la construcción de diferencias entre las medidas realizadas en diferentes estaciones o de diferentes satélites en un mismo instante o en instantes sucesivos. Recordemos que el modelo simpliﬁcado para la fase observada por el receptor  i  del satélite  k  en el instante  t  viene dado por φki (t  (t) =







1 k ρi (t  (t) + f k dtk (t) λ







− dT i(t)



1 + N ik +  [d  [ dtrop (t) λ



− dion(t)] ,



donde φ  es la fase total, número entero de ciclos más la parte fraccional de ciclo medida en el instante de adquisición de la señal, ρ  es la distancia geométrica satélite-receptor,  dt(  dt (t)  y  dT (  dT (t)  las desviaciones de los osciladores del satélite y del receptor, con respecto al tiempo GPS en el instante  t ,  N  es la ambigüedad en el instante de recepción de la señal y  d ion y  d trop  son los efectos ionosférico y troposférico, respectivamente. 2.2.1. 2.2.1.



Simple Simpless diferenci diferencias as entre entre receptor receptores es con un mismo mismo satélite y en un mismo instante



Las simples diferencias entre receptores se establecen a partir de la diferencia de fase obtenida mediante la observación simultánea de un mismo satélite k desde dos estaciones  i  y  j . Las ecuaciones de observación para cada estación vienen dadas por φki (t  (t)



=



1 k  (t) + λ ρi (t



f k



φ jk (t) = λ1 ρ jk (t) + f k



de donde φ jk (t)



−



φki (t  (t)
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1 λ
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− dT i(t) dtk (t) − dT  j (t)



ρ jk (t)







+ N  jk +



1 λ







+ N  jk



 



k dtrop,i (t)



 



k dion,i (t)



− , k k dtrop,j (t) − dion,j (t) ,



− N ik − f k [dT  j (t) − dT i(t)] k k k k (t) − dion,i (t) + λ1 dtrop,j (t) − dtrop,i (t) . − λ1 dion,j −



ρki (t  (t)



+



1 λ



+ N ik



 







(2.15)
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t Satelite k 



Estacion i



Estacion j



Figura 2.5: Simples diferencias



Considerando las siguientes notaciones k =  N k N i,j  j



− N ik , k (t) = φ k (t) − φk (t φi,j  j i (t), k k k dion,i,j = d ion,j (t) − dion,i (t),



dT i,j i,j (t) =  dT  j (t) k =  ρ k (t) ρi,j  j



− dT i(t),



− ρki (t  (t), k k k dtrop,i,j =  d trop,j (t) − dtrop,i (t),



y sustituyendo en la ecuación (2.15), se obtiene el modelo para las simples diferencias de fase k φi,j (t) =



1 k k ρi,j  + N i,j λ



1 k k  + dtrop,i,j .  − f k dT i,ji,j (t) − λ1 dion,i,j λ



Este modelo está afectado por la ambigüedad en el instante inicial en ambos receptores, por el efecto ionosférico y troposférico y las desviaciones de los osciladores de los receptores  i  y  j . Sin embargo elimina el error en el oscilador del satélite con respecto al tiempo GPS y para estaciones próximas también ocurrirá ocurrirá lo mismo con las correcciones correcciones ionosférica ionosférica y troposférica troposférica.. Un caso análogo es la construcción de las simples diferencias de observaciones realizadas simultáneamente de dos satélites k y l  diferentes desde una misma estación i. El proceso de obtención de este modelo es análogo al realizado anteriormente anteriormente obteniéndose φk,l i (t) =



1 k,l ρi + N ik,l + f k dtk (t) + f l dtl (t) λ



1 k,l k,l − λ1 dion,i  + dtrop,i λ
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La ventaja de este modelo es la eliminación del término correspondiente al error del oscilador del receptor. 2.2.2. 2.2.2.



Dobles Dobles diferencia diferenciass entre entre estacion estaciones es y satélit satélites es en un un mismo instante



Este modelo se establece mediante diferencias de simples diferencias obtenidas a partir de observaciones de dos satélites k y l  desde dos estaciones i y j en el mismo instante t, (ﬁgura 2.6). Para cada satélite observado desde ambas



t



t Satelite k 



Estacion i



Satelite l



Estacion j



Figura 2.6: Dobles diferencias estación-satélite



estaciones las simples diferencias vienen dadas por k (t) = 1 ρk (t) + N k φi,j i,j λ i,j



k k (t) + λ1 dtrop,i,j (t),  − f k dT i,ji,j (t) − λ1 dion,i,j 1 l l (t) = 1 ρl (t) + N l  − f l dT  (t) − 1 dl φi,j i,j i,j i,j λ i,j λ ion,i,j (t) + λ dtrop,i,j (t).



Las dobles diferencias se obtienen restando las simples diferencias deﬁnidas anteriormente, con la hipótesis de que la frecuencia de emisión de ambos satélites es igual  f k = f l , así l (t) φi,j



− φi,jk (t)



  − =



1 λ



1 λ



l (t) ρi,j







− ρi,jl (t) + N i,jl  − N i,jk l k l k dion,i,j (t) − dion,i,j (t) + λ1 dtrop,i,j (t) − dtrop,i,j (t)



 







.
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De forma análoga al caso anterior consideramos la siguiente notación



∗k,li,j = ∗i,jl  − ∗i,jk = ∗ jl  − ∗ jk − ∗li + ∗ki , donde  ∗  reemplaza a φ, ρ, N , dion y dtrop  y por tanto, la ecuación de este modelo es φk,l i,j (t) =



1 k,l k,l ρi,j (t) + N i,j λ



1 k,l k,l  − λ1 dion,i,j (t) + dtrop,i,j (t). λ



Mediant Mediantee el uso de este modelo se eliminan eliminan las desviacion desviaciones es de los osciladores osciladores de los receptores con respecto a la escala de tiempo GPS debido a las hipótesis de observaciones simultáneas e iguales frecuencias de emisión en cada satélite, aunque sigue presentando el error debido a la ambigüedad inicial en ambas estaciones y las correcciones ionosféricas y troposféricas. 2.2.3. 2.2.3.



Triples diferenci diferencias as entre entre estaciones, estaciones, satélit satélites es e instantes instantes diferentes



Este modelo se basa en la diferencia de dobles diferencias establecidas entre dos estaciones y dos satélites y entre una época y la siguiente, (ﬁgura 2.7). t1



t1 t2



t2



Satelite l



Satelite k



Estacion i



Estacion j



Figura 2.7: Triples diferencias estación-satélite-tiempo
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Así, las dobles diferencias en los instantes  t 1 y  t 2  vienen dadas por k,l 1 k,l φk,l i,j (t1 ) = λ ρi,j (t1 ) + N i,j k,l 1 k,l φk,l i,j (t2 ) = λ ρi,j (t2 ) + N i,j



k,l k,l (t1 ) + λ1 dtrop,i,j (t1 ),  − λ1 dion,i,j k,l k,l (t2 ) + λ1 dtrop,i,j (t2 ).  − λ1 dion,i,j



Por tanto, la diferencia de estas dobles diferencias será φk,l i,j (t2 )



− φk,li,j (t1) = +



 



1 k,l ρ (t2 ) λ i,j



 



− ρk,li,j (t1) − λ1



1 k,l d (t2 ) λ trop,i,j



k,l dion,i,j (t2 )







k,l (t1 ) − dtrop,i,j



k,l (t1 ) − dion,i,j







.



Asumiendo la siguiente notación  (t2 ) − ∗ jl (t1 ) ∗(t12) = ∗(t2) − ∗(t1) = ∗ jl (t2) − ∗ jk (t2) − ∗li(t2) + ∗ki (t + + ∗ jk (t1 ) + ∗li (t1 ) − ∗ki (t  (t1 ),



donde  ∗  reemplaza a φ, ρ, dion y dtrop, se tiene la expresión ﬁnal para este modelo φk,l i,j (t12 ) =



1 k,l ρ (t12 ) λ i,j



1 k,l k,l (t12 ) + dtrop,i,j (t12 ). − λ1 dion,i,j λ



Como podemos observar en la expresión de este modelo, una de sus grandes ventajas es que se eliminan las ambigüedades iniciales. Además, las triples diferencias no están afectadas por cualquier cualquier interrupción que se produzca en la recepción de la señal y la consiguiente pérdida de ciclos. 2.2.4. 2.2.4.



Propagació Propagación n del error en en las combinaci combinaciones ones de de fase. Matrices varianza-covarianza



Los modelos de las simples, dobles y triples diferencias se basan en observaciones puras de la fase de la portadora. El error observacional existente en las medidas realizadas se propagará al modelo establecido y se indicará en la correspondiente matriz de varianza-covarianza,  [100], [74], [60], [111] . Suponemos que, aunque exista una correlación física entre las observaciones realizadas pues proceden de un mismo satélite, la única correlación posible es la derivada del propio modelo matemático. Suponemos, también, que los errores aleatorios presentes en las medidas de fase se distribuyen según una normal de media 0  y varianza σ 2 y que todas las observaciones realizadas tienen igual peso P  = I  y son independientes y por tanto incorreladas. En esta situación
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la matriz varianza-covarianza de las observaciones es una matriz diagonal que podemos expresar expresar por  [18] Σφ  = σ  =  σ 2 I .



Veamos a continuación cómo afecta la deﬁnición de los diferentes modelos a la propagación de la varianza. Se consideran  R  estaciones,  S  satélites y  T   épocas.



Simples diferencias Supongamos que las observaciones realizadas vienen dadas por



Φ=



 



φ11 (t1 )   .. ... φS  1 (t1 ) 1 S  φ2 (t1 )   .. ... φ2 (t1 )



.. .



.. .



φ11 (t2 )   .. ... φS  ... 1 (t2 )   .. 1 S  φ2 (t2 )   .. ... φ2 (t2 )   .. ...



.. .



.. .



.. .



φ11 (tT )   .. ... φS  1 (tT ) 1 S  φ2 (tT )   .. ... φ2 (tT )



.. .



1 (t )   .. S (t ) φ1 (t )   .. S (t )   .. 1 (t )   .. S (t ) φR ... φR ... φR ... φR ... φR 1 1 2 T  T  R 2



 



,



donde φrs (ti )   denota la observación pura de la fase desde la estación r, del satélite  s  en el instante  t i . Esta matriz tiene R  ﬁlas y  S  × T  columnas. El vector observacional correspondiente al instante ti  vendrá dado por















          



1 S  1 S  Φ(t Φ(ti ) = φ11 (ti ),...,φS  1 (ti ), φ2 (ti ),...,φ2 (ti ),...,φR (ti ),...,φR (ti ) .



Considerando la estación  1  como estación de referencia, las simples diferencias para el instante de observación  t i  vendrán dadas por 1 2 S  DS (ti ) = φ12 (ti ), φ12 (ti ),...,φ12 (ti ),...,φ11R (ti ), φ21R (ti ),...,φS  1R (ti ) .



Luego
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φS  2 (ti )



.. .
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Simpliﬁcadamente, podemos escribir DS (ti ) = C  Φ(t Φ(ti ).



Para cada instante ti existirá una relación análoga, por tanto, la matriz varianzacovarianza de las simples diferencias será ΣDS  =  C  ΣΦ  C T  = C σ 2 I C T  =  σ 2 C C T .



Puesto que  C C T  = 2  I ,  se obtiene ﬁnalmente ΣDS  = 2 σ 2 I ,



demostrándose, por otra parte, que las simples diferencias son incorreladas.



Dobles diferencias Con las consideraciones del caso anterior pero además considerando el satélite 1  de referencia, las dobles diferencias, deﬁnidas a partir de las simples diferen (t1 ,...,tT ): cias, admiten la siguiente expresión matricial para un instante  t i ∈ (t



DD((ti ) = DD



    



φ12 12 (ti ) .. . 1S φ12 (ti ) φ12 13 (ti ) .. . 1S φ13 (ti ) .. . φ12 1R (ti ) .. . S φ11R (ti )
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que simpliﬁcadamente se puede escribir como DD((ti ) = C ( DD  C (ti )DS (ti )



 (t1 ,...,tT ). ∀ti ∈ (t



Luego, la matriz varianza-covarianza para las dobles diferencias será ΣDD =  C Σ  C ΣDS C T  = 2σ 2 CC T ,



y por tanto ΣDD = 2σ 2
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observándose que las dobles diferencias están correlacionadas. La matriz de peso correspondiente al instante  t i  vendrá dada por



 



P ( P (ti ) = ΣDD DD((ti )
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1 1 2σ 2 nDD  + 1
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... nDD



 



siendo  n DD  el número de dobles diferencias establecidas para el instante  t i . La matriz de pesos para el total de dobles diferencias existentes en  t 1 , t2 ,...,tT  vendrá dada por P ( P (t) =



 



P ( P (t1 ) P ( P (t2 )



...



 



,



donde cada elemento de la diagonal es una matriz de la forma anterior no necesariamente de la misma dimensión.



Triples diferencias Puesto que las simples diferencias son incorreladas resulta más fácil obtener la matriz varianza-covarianza de las triples diferencias si deﬁnimos éstas a partir de dichas diferencias y no mediante las dobles diferencias. Así l φkl ij (ta(a+1) ) = φ ij (ta+1 )



− φijk (ta+1) − φijl (ta) + φijk (ta).



Debido al gran número de combinaciones que se presentan en este caso, consideraremos las triples diferencias de las estaciones 1 y 2  y tomando como referencia el satélite  1 . Por tanto,
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Luego 1l 1l m DT 12 = C 12  DS   D S 12 ,



l  = 2, . ...., S, S,



m = 1,...,S.



Si consideramos todas las posibles triples diferencias que se puedan establecer, aumentando el número de ﬁlas de las matrices correspondientes, se veriﬁcará que DT  =  C DS.



Consiguientemente, la matriz varianza-covarianza para las triples diferencias vendrá dada por ΣDT  =  C Σ  C ΣDS C T  = 2σ 2 CC T .



Para la particularización anterior se tendrá que



   −   − 



4



...



2



−2



...



−1



... 0 ... 0



2



...



4



−1



...



−2



... 0 ... 0



−1



4



...



2



... 0 ... 0



−2



2



...



4



... 0 ... 0



.. . .. .



2 ...



CC T  =



.. .



1 ...



.. .



.. . .. . .. . .. .



.. . .. . .. . .. .



.. . .. . .. . .. .



.. . .. . .. . .. .



.. . .. . .. . .. .



0



...



0



0



...



0



... 4 ... 2



0



...



0



0



...



0



... 2 ... 4



.. .



.. .



.. .



.. .



.. .



.. .



     



,



expresando la correlación existente en las triples diferencias debida por un lado a la observaciones simultáneas de satélites y por otro a que las diferencias se establecen entre tiempos consecutivos. La matriz de peso correspondiente se deﬁniría, de manera análoga al caso anterior, como la inversa de esta matriz (CC T ).



2.3. 2.3.



Combi Combina naci cion ones es de las las frecu frecuen enci cias as L1 y L2



Los observables GPS se obtienen, como se ha visto en la sección anterior, de la señales emitidas por los satélites, bien de la fase de portadora, bien de los codigos que la modulan. Debido a que la portadora L1 está modulada por los códigos P y C/A y la L2 solamente por el código P, en un instante determinado y en receptores capacitados para ello, tendremos los siguientes observables:
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fases de ambas portadoras, φL1 , φL2   y las pseudodistancias correspondientes ρL1,C/A , ρL1,P  y ρL2,P . A continuación se verá cómo podemos formar combinaciones de estos observables a ﬁn de eliminar o reducir el efecto ionosférico, la ambigüedad o la pérdida de ciclos,  [100], [74], [60], [111] . La mencionada posibilidad de adquisición de ambas frecuencias permite que en un instante se disponga de dos ecuaciones de observación correspondientes a la fase de cada a una de las portadoras y los consiguientes modelos de dobles diferencias y triples. Estas ecuaciones pueden combinarse de diferentes modos dando lugar a ecuaciones de observación relativas a las nuevas frecuencias deﬁnidas a partir de estas combinaciones lineales. En general, una combinación lineal de las fases observadas de ambas frecuencias es φ  = n  =  n 1 φ1  + n2 φ2 ,  L 1 donde  n 1 y  n 2  son valores arbitrarios y  φ 1 y  φ 2  son las fases respectivas de  L1 y  L2  L 2.



Puesto que φi = f i t; la frecuencia y la longitud de onda de la combinación lineal establecida vendrán dadas por f  = n 1 f 1  + n2 f 2 ,



λ =



c . f 



Asimismo, la ambigüedad inicial y el efecto ionosférico de la combinación lineal serán N  = n 1 N L1  + n2 N L2 ,



ion ∆ρion =  n1 ∆ρion L1 + n2 ∆ρL2 .



Entre los inﬁnitos valores de  n 1  y  n 2  se elegirán aquellos que garanticen ciertas características en la combinación lineal establecida, por ejemplo, haciendo que la ambigüedad combinada combinada sea un entero, para lo cual  n 1 y  n2 han de ser enteros, que proporcione una longitud de onda razonable para ﬁjar la ambigüedad, que disminuya el retardo ionosférico o que se sigan manteniendo en el proceso las medidas que presenten un ruido bajo. En cualquiera de estas combinaciones lineales habrá de tenerse en cuenta la ley de transmision de errores, así, si suponemos que las señales L1 y L2 tienen el mismo ruido, el error de la fase de la señal combinada será σφ(n1 ,n2 )  =



 



n21  + n22  σ φ .



Las combinaciones lineales más utilizadas en GPS son: banda ancha, banda estrecha e ionosfera libre.
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1. La combinación banda ancha se establece para  n 1  = 1 y  n 2  = −1, permitiendo que la ambigüedad de la combinación conserve su carácter entero.  0,86 86 m.  m., con lo que La longitud de onda correspondiente toma un valor de  0, resulta más fácil la detección de errores sistemáticos en las medidas banda ancha consideradas. Presenta el inconveniente de aumentar el ruido de la medida. Una alternativa es tomar el valor n2 = −2  que dismuniye ligeramente el ruido producido por la combinación banda ancha. 2. La combinación banda estrecha proporciona el menor nivel de ruido de todas las posibles combinaciones lineales entre L1 y L2. Sin embargo, presenta diﬁcultades a la hora de resolver la ambigüedad. Los coeﬁcientes  =  n 2  = 1  y la longitud de onda 0.107 metros. toman los valores n1  = n 3. La combinación ionosfera libre para el retardo temporal ionosférico se establece asignando a los coeﬁcientes de la combinación lineal los valores f L2 1 n1  = 2 , f L1  + f L2 2



n2  =



f L1 f L2 . f L21  + f L2 2



Esta combinación elimina el retardo temporal en primer orden, pero introduce un ruido en la medida tres veces mayor que el inherente a la señal L1, por lo que en distancias cortas es preferible utilizar datos de esta frecuencia desestimando la combinación lineal ionosfera libre. Asimismo, para la distancia geométrica la combinación lineal ionosfera libre toma los valores n1 = 1, 1,



n2  =



− f f LL21 .



En este caso a la señal resultante se le denomina L3. 2.3.1. 2.3.1.



Aplica Aplicació ción n al efecto efecto ionos ionosféri férico co



Veamos a continuación de forma más detallada cómo se obtiene la combinación lineal ionosfera libre para la distancia geométrica. Para ello se considerará que se dispone de receptores de las dos frecuencias  f L1  y  f L2  y distinguiremos entre la utilización de los códigos o de la fase de la portadora. Consideremos el modelo para la pseudodistancia, ecuación (2.1.1), con el efecto ionosférico



− dT ) dT ) + ∆ρ ∆ρion (f L1 ),  pL2  = ρ  =  ρ + c(dt − dT ) dT ) + ∆ρ ∆ρion (f L2 ).  pL1  = ρ  =  ρ + c(dt



(2.16)
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En este caso el término correctivo para el efecto ionosférico corresponde al efecto de grupo. Para encontrar una combinación lineal que elimine el efecto ionosférico, consideramos  



 pL1,L2  =  a1 pL1  + a2 pL2 , ,L2  = a



(2.17)



en donde sustituyendo las expresiones (2.16), se obtiene que el término correspondiente al efecto ionosférico que debemos anular es a1 ∆ρion (f L1 ) + a2 ∆ρion(f L2 ) = 0.



Esta ecuación tiene dos incógnitas, por tanto, asignamos un valor arbitrario a una de ellas, por ejemplo a1  = 1. Luego a2  =



−



∆ρion (f L1 ) . ∆ρion (f L2 )



Utilizando la expresión de la corrección ionosférica, ecuación (2.14), se obtiene f L2 2 a2  = 2 . f L1



Por tanto sustituyendo el valor de los coeﬁcientes  a 1  y  a 2  en (2.17), obtenemos una combinación lineal que elimina el efecto ionosférico para la pseudodistancia, denominada denominada ionosfera ionosfera libre, y viene dada por  pL1,L2  =  p L1 ,L2  = p



−



 f L2 2  pL2 . f L2 1



De modo similar se obtiene una combinación lineal para las fases de la portadora que elimine el efecto ionosférico, ionosfera libre, utilizando las dos frecuencias emitidas. El modelo para la fase de la portadora, ecuación (2.7), según cada frecuencia y considerando únicamente el efecto ionosférico es



− dT ) dT ) + λL1 N L1 − ∆ρion (f L1 ), λL2 φL2  = ρ  =  ρ + c(dt − dT ) dT ) + λL2 N L2 − ∆ρion (f L2 ), λL1 φL1  = ρ  =  ρ + c(dt



o las expresiones equivalentes φL1  = φL2  =



1 λL1 ρ + f L1 (dt 1 λL2 ρ + f L2 (dt



− dT ) dT ) + N L1 − λ1 dT ) + N L2 − λ1 − dT )



L1



∆ρion (f L1 ),



L2



∆ρion (f L2 ).
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 =  a 1 φL1  + a2 φL2 ,  de donde Elegimos la combinación lineal  φ L1,L2 ,L2  = a φL1,L2 ,L2  = ρ



−







a1 λL1



+



a2 λL2







a1 ion (f  ) L1 λL1 ∆ρ



+ (dt (dt



− dT )( dT )(a a1 f L1  + a2 f L2 ) + a1 N L1  + a2 N L2



− λa



∆ρion (f L2 ).



2 L2



Para que esta combinación lineal esté libre del efecto ionosférico ha de veriﬁcarse que a1 a2 ∆ρion (f L1 ) + ∆ρion (f L2 ) = 0. λL1 λL2



Procediendo análogamente al caso de la pseudodistancia, se obtienen los valores a1  = 1



a2 =



−



λL2 ∆ρion (f L1 ) . λL1 ∆ρion (f L2 )



Aplicando la corrección ionosférica para la fase, expresión (2.14), y la relación c = λf   =  λf , se tiene a1  = 1



a2  =



− f f LL21 ,



y consecuentemente la combinación de la fase libre del efecto ionosférico, ionosfera libre, es φL1,L2 ,L2 =  φ L1 2.3.2. 2.3.2.



− f f LL21 φL2.



Detecc Detección ión y resolu resolució ción n de la pérdida pérdida de ciclos ciclos



Durante una misma sesión de observación puede suceder que, en un instante determinado y por causas diversas, se interrumpa la adquisición de la señal. Al readquirir nuevamente la señal mientras que la parte fraccional de la medida de la fase es la misma que la anterior a la interrupción, el número entero de ciclos se reinicializa produciéndose una discontinuidad de salto, denominada pérdida de ciclos, en el registro continuo de la fase de la portadora. Puesto que los modelos mo delos anteriormente anteriormente desarrollados se basan en la construcción de diferencias entre los datos de la señal recibida simultáneamente simultáneamente en diferentes estaciones, será necesario detectar y resolver esta pérdida de ciclos a ﬁn de obtener la continuidad en el registro de los datos de fase de todas las estaciones. Además, si estas pérdidas de ciclo no se resuelven antes del procesado de los datos una nueva ambigüedad inicial aparecerá como incógnita cada vez que se haya producido la interrupción de la señal.
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Existen diferentes técnicas para detectar y solucionar la pérdida de ciclos. Consideraremos inicialmente una estación dotada de un receptor de dos frecuencias y un satelite determinado. El observable fase de la portadora vendrá dado para cada frecuencia mediante la expresión λL1 φL1 (t) = ρ(  ρ(t) + λL1 N L1  + c(dt



dT )(tt) − Af (t) + ..., − dT )(



λL2 φL2 (t) = ρ(  ρ(t) + λL2 N L2 + c(dt



− dT )( dT )(tt) − Af (t) + ...,



2 L1



2 L2



 A (t)  sustituye a la corrección ionosférica. donde el término  A(



Restando ambas expresiones y aproximando en primer orden, se obtiene λL1 φL1 (t)



 A (t)  A(  A (t) + 2 ; − λL2φL2(t) = λL1N L1 − λL2N L2 −  A( 2 f  f  L1



L2



dividiendo por  λ L1 , tenemos φL1 (t)



−



λL2 φL2 (t) = N L1 λL1



−



λL2 N L2 λL1



 c  = λ  λ f  y Puesto que  c =   y consecuentemente φL1 (t)



−



f L1 φL2 (t) = N L1 f L2



−



λL2 λL1



 f L1 N L2 f L2



−



=



−



A(t) λL1



f L1 f L2 ,







1 f L2 1



−



1 f L2 2







.



por lo que



A(t) λL1 f L2 1



−  1



 f L2 1 f L2 2



.



 



(2.18)



En esta expresión han desaparecido la distancia geométrica y el error del oscilador del modelo de fase considerado. Este nuevo modelo se denomina ionosféricoresidual y se observa que el único término de la derecha dependiente del tiempo es la corrección ionosférica. Por tanto, cualquier variación temporal no ionosférica se deberá a una pérdida de la señal, manifestándose por saltos inesperados, pérdida de ciclo, en el modelo ionosférico-residual. Una pérdida de ciclos vendrá dada en el modelo ionosférico-residual, ecuación (2.18), por la siguiente ecuación diofántica ∆N  = ∆N L1



− f f LL12 ∆N L2,



 



(2.19)



 ∆N L1  y  ∆N   ∆N L2  son las incógnitas a determinar y representan los cambios donde ∆N  en la ambigüedad inicial debidos a dicha pérdida de ciclos. El valor ∆N  se obtiene de la diferencia de dos residuales ionosféricos consecutivos ∆N (∆ N (∆tt) = φ L1 (t + ∆t ∆t)



−



f L1 φL2 (t + ∆t ∆t) f L2



−



φL1 (t)



−







f L1 φL2 (t) . f L2
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Para obtener una solución única de la ecuación (2.19) se necesita partir de  ∆ N L1  y  ∆N   ∆N L2 . Estos valores se calculan valores aproximados de las incógnitas  ∆N  utilizando combinaciones de las distancias obtenidas a partir de la fase de la portadora y de los códigos. Así,



− dT ) dT ) − ∆ion (t) + ∆ trop , R(t) = ρ(  ρ(t) + c(dt − dT ) dT ) + ∆ ion (t) + ∆ trop ,



λφ( λφ(t) = ρ(  ρ (t) + λN  +  + c(dt



y restando ambas expresiones, λφ( λφ(t)



− R(t) = λN  −  − 2∆ion(t),



que permite determinar, previa modelización del efecto ionosférico, la nueva ambigüedad. Esta combinación también suele utilizarse de forma aislada para discernir discernir en qué frecuencia frecuencia se ha producido la pérdida pérdida de ciclos. Otro método clásico para detectar una pérdida de ciclos en posicionamientos relativos es analizar los residuales obtenidos en el procesado mediante las triples diferencias, o dobles cuando los intervalos de tiempo entre dos medidas consecutivas consecutivas sean grandes, detectando discontinuidades discontinuidades que serán identiﬁcadas como pérdida de ciclos. Una vez que el instante en que se producen estas discontinuidades ha sido determinado se determina que satélite es el responsable de dichas pérdidas de ciclos observando los residuales de las triples diferencias de las correspondientes parejas de satélites que intervienen. 2.3.3. 2.3.3.



Resolu Resolució ción n de la ambig ambigüed üedad ad inicia iniciall



La resolución de la ambigüedad cuando disponemos de receptores de dos frecuencias puede efectuarse mediante la combinación banda ancha de éstas. Así φBA  = φ  =  φ L1



− φL2,



347,,82 82 M  M H z , la longitud de onda donde la frecuencia de esta señal es f BA BA  = 347 86,,2  cm  y las fases correspondientes en las frecuencias L1 y L2 vienen λBA = 86 dadas por φL1  =



1 λL1 ρ + f L1 (dt



dT ) + N L1 − λ1 − dT ) ρ + f L2 (dt − dT ) dT ) + N L2 − λ1



L1



∆ion (f L1 ),



φL2  =



1 λL2



L2



∆ion (f L2 ),
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considerando λ =   y sustituyendo los términos de corrección ionosférica por  λ  = c  c f  y f ) = f A2  se tiene los correspondientes  ∆ ion (f ) φL1  =



f L1 c ρ + f L1 (dt



− dT ) dT ) + N L1 − cf A



,



φL2  =



f L2 c ρ + f L2 (dt



− dT ) dT ) + N L2 − cf A



.



L1



L2



(2.20)



Entonces la combinación banda ancha vendrá dada por f BA BA φBA  = ρ + f BA BA (dt c



dT ) + N BA − dT ) BA −



A c







1 f L1



−



1 f L2







,



 



(2.21)



donde φBA  = φ  =  φ L1



− φL2,



f BA  =  f L1 BA  = f 



− f L2,



N BA  =  N L1 BA  = N 



− N L2.



Para calcular la ambigüedad inicial de la fase de la portadora L1  dividimos la primera ecuación de (2.20) por f L1 , la ecuación (2.21) por f BA BA . Restando ambas expresiones se obtiene 1 φL1 f L1



−



1 N L1 φBA  = f L2 f L1



−



 N BA BA f BA BA



−







A A + 2 cf L1 cf BA BA



1 f L1



−



1 f L2







,



de donde reagrupando términos la ambiguedad  N L1  vendrá dada por N L1  = φL1 = φL1



 f  − (φBA − N BA BA ) f 



L1 BA BA



− (φBA −



+



A cf L1



− cf A



BA BA



−  1



 f L1 A f L1 + f L2 N BA + . BA ) f BA c f L1 f L2 BA



f L1 f L2



(2.22)



En esta expresión han desaparecido la distancia geométrica ρ  y los errores de los osciladores  dt − dT  y el término A f L1  + f L2 , c f L1 f L2



representa la inﬂuencia ionosférica, que en posicionamientos relativos de estaciones próximas se anula. En líneas geodésicas grandes o bajo condiciones ionosféricas irregulares este término puede introducir grandes dispersiones en los resultados. Asimismo, en la expresión (2.22) aparece la ambigüedad de la combinación banda ancha N BA BA . El cálculo de este valor es más fácil que las ambigüedades de las frecuencias L1 y L2. Para ello se considera una combinación de las fases de ambas portadoras y de las pseudodistancias. Así, los correspondientes modelos vienen dados por
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ρ f L1 c ρ f L2 c ρ f L1  + c ρ f L2  + c



− f κL1 + N L1 + f L1(dt − dT ) dT ), − f κL2 + N L2 + f L2(dt − dT ) dT ), κ + f L1 (dt − dT ) dT ), f L1 κ + f L2 (dt − dT ) dT ), f L2



RL1 = RL2 =



(2.23)



donde  κ  = Ac , estando dichas expresiones expresadas en ciclos de la portadora correspondiente. La incógnitas del sistema de ecuaciones para cada instante dT ),  κ ,  N L1  y  N L2 . Para determinar la ambigüedad  N BA son ρc  + (dt − dT ) BA  a partir del sistema anterior, deﬁnimos φL1



 2 κ + N L1 , − RL1 = −  2κ f L1



φL2



 2 κ + N L2 . − RL2  = − 2κ f L2



donde la distancia geométrica y los errores del reloj desaparecen. De aquí



φBA



− RL1 + RL2  =



φL1



= 2κ



− RL1 − φL2 + RL22κ







1 f L2



−



1 f L1











+ N BA BA 2κ



1 f L2



−



1 f L1







+ N L1



f L2 f L1 + N BA BA . f L1 f L2



− N L2



−



(2.24)



El término ionosférico  κ  se calcula dividiendo las ecuaciones de los códigos del sistema sistema (2.23) por las fecuencias fecuencias  f L1 y  f L2 , respectivamente RL1 ρ κ = + 2 + (dt (dt f L1 c f L1



RL2 ρ κ = + 2 + (dt (dt f L2 c f L2



dT ), − dT )



dT ). − dT )



De donde RL1 f L1



⇔



−



RL2 =  κ f L2







1 f L2 1



−



1 f L2 2







f L2 RL1 f L1 RL2 f L22 f L21 f L2 f L1 f L2  + f L1 = κ 2 2 =  κ f L1 f L2 f L1 f L2 f L1 f L2 f L1 f L2



−



−



−
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⇔ f L2Rf LL11 +− f f LL12RL2 = −κ f Lf 2L1−f Lf 2L1 . Sustituyendo en la ecuación (2.24) se tiene φBA



− RL1 + RL2  = −2 f L2Rf LL11 +− f f LL12RL2 + N BA BA ,



de donde N BA BA = φBA  +



1 [( RL1  + RL2 )(f  )(f L1  + f L2 ) + 2f  2f L2 RL1 f L1  + f L2



−



−



−2f L1RL2] = φBA  + = φBA



1 [ RL1 f L1  + RL2 f L2  + f L2 RL1 f L1  + f L2



−



− f L1RL2]



−  f f LL11 +− f f LL22 (RL1 + RL2).



Esta expresión permite calcular la ambigüedad inicial de la combinación banda ancha para cada instante y cada estación independientemente de la longitud de la línea observada y del efecto ionosférico. Y por tanto sustituyendo dicho valor en la ecuación (2.22) se obtendría el valor buscado de la ambigüedad inicial N L1  para la frecuencia L1. La determinación de la ambigüedad inicial N L2  se realiza mediante un proceso análogo al anterior. Como se mencionó anteriormente la expresión (2.22) puede introducir errores cuando se aplica a líneas geodésicas largas. En este caso, y una vez calculado el valor  N BA BA  según el proceso anterior, para determinar la ambigüedad inicial N L1  consideramos las ecuaciones de fase para ambas frecuencias φL1  =



ρ f L1 c



dT ), − f κL1 + N L1 + f L1(dt − dT )



φL2  =



ρ f L2 c



− f κL2 + N L2 + f L2(dt − dT ) dT ),



multiplicando la primera ecuación por f L1 , la segunda por f L2  y restando se obtiene f L2 φL2



− f L1φL1  =







ρ + (dt (dt c



dT ) − dT )







(f L2 2



− f L21) + f L2N L2 − f L1N L1,
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introduciendo la ambigüedad N BA BA  y la frecuencia f BA BA  se llega ﬁnalmente la expresión f L1 N L1  = φL1 f BA BA



−



f L2 (φL2  + N BA BA ) f BA BA



−



ρ + (dt (dt c







dT ) − dT )



(f L1  + f L2 ),



que se denomina  ecuación ionosfera-libre  para  para el cálculo de la ambigüedad  N L1 . De igual modo se obtendría obtendría una expresión expresión análoga para la ambigüedad ambigüedad  N L2 .
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Ajuste de Observaciones GPS Cuando se realiza un proceso experimental para estudiar un determinado fenómeno físico, aceptamos, aunque sea implícitamente, tres fases principales: la observación del fenómeno, el establecimiento de modelos matemáticos que traten de explicar dicho fenómeno y la adopción crítica de resultados. La observación de un fenómeno físico consiste en medir, directa o indirectamente, las magnitudes que rigen dicho fenómeno físico. Proporciona un conjunto de medidas, datos numéricos, de una o varias magnitudes denominadas observables. Los modelos matemáticos son idealizaciones del fenómeno físico observado, deﬁniendo relaciones funcionales entre los observables y las incógnitas o parámetros a determinar. Los observables pertenecientes al modelo son las magnitudes suceptibles de ser medidas y no las medidas realizadas de dichas magnitudes. La frontera que delimita los conceptos parámetro y observable es, ciertamente difusa. Así, habrá experimentos en donde las magnitudes medidas serán las propias incógnitas del fenómeno, enfrentándonos a un problema de determinación de magnitudes mediante observaciones directas; y en otros casos, la diferencia entre parámetros y observables es clara, sobre todo si las magnitudes a determinar se obtienen indirectamente de las magnitudes observadas. Por otra parte, un modelo matemático está conformado por el modelo determinista minista o funcional funcional y el modelo estocástico estocástico o estadístic estadístico. o. El modelo funcional o determinista establece las relaciones que han de veriﬁcar los parámetros y los observables que participan en el fenómeno físico. Estas relaciones pueden estar dadas en forma implícita o explícita, no teniendo por 73
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qué estar ausentes de ciertas constantes propias del fenómeno. Asímismo, las funciones funciones pueden pueden estar deﬁnidas deﬁnidas de modo lineal o no lineal. Sean  F  el un conjunto de funciones,  X  el conjunto de parámetros, y  L  el con junto de observables. observables. Los parámetros  X , en general, no se pueden medir salvo en el caso mencionado anteriormente de medidas directas de las magnitudes incógnitas. Los observables L, tendrán asignados valores numéricos obtenidos a partir de las medidas realizadas. Los conjuntos  F ,  X  y  L  constituyen tres espacios matemáticos, denominados, espacio funcional  F , espacio paramétrico o solución  X , y espacio observacional L, respectivamente. Cada uno de estos espacios está formado por todos los elementos posibles que se puedan presentar en cada una de las clases. Las magnitudes medidas en observaciones de un determinado fenómeno físico, presentan una componente aleatoria debida a los errores cometidos ineludiblemente en tales mediciones. Por ello, dichas magnitudes son tratadas como variables aleatorias. El modelo estocástico establece las características estocásticas de las variables aleatorias inmiscuidas en el modelo funcional. Este hecho implica que los valores de los parámetros o incógnitas determinados a través del modelo funcional también poseerán este carácter aleatorio. El modelo estocástico se especiﬁca mediante la esperanza matemática y las matrices varianza-covarianza de las variables que intervengan, expresando en cierto modo la calidad tanto de las observaciones realizadas como de los resultados obtenidos. La fase ﬁnal de todo proceso empírico consiste en la adopción de resultados que permitan asignar valores numéricos a los parámetros o incógnitas del modelo matemático establecido. Para ello, habrán de tenerse en cuenta las características inherentes al proceso observacional realizado.



3.1. 3.1.



Lineal Linealiza izació ción n de modelo modeloss matem matemáti áticos cos GPS



En las secciones precedentes de este capítulo, se han descrito los observables básicos GPS, pseudodistancia y fase de la portadora, y observables basados en combinaciones de la fase de las portadoras L1 y L2, simples, dobles y triples diferencias, así como, los modelos matemáticos inmiscuidos en el proceso de tratamiento de estos observables GPS  [74], [60], [100] . La aplicación de uno u otro modelo dependerá del propósito perseguido en el trabajo a realizar, así, posicionamientos absolutos en tiempo real se realizarán
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mediante modelos deducidos directamente de los observables básicos y posicionamientos relativos de alta precisión, base del posicionamiento geodésico, se obtendrán utilizando los modelos matemáticos de las dobles y triples diferencias contruidas a partir de las observaciones de la fase de las portadoras L1 y L2. En el problema del posicionamiento que afrontamos nos encontramos con modelos matemáticos no lineales e inconsistentes; esto es, en el proceso se dispone de mayor número de ecuaciones que de incógnitas proporcionando inﬁnitas soluciones aproximadas de los parámetros o incógnitas. Dado que los modelos no son lineales, será necesario realizar una linealización de dichos modelos mediante un desarrollo en serie de Taylor de la función que les deﬁne. 3.1.1. 3.1.1.



Pseudod Pseudodist istanc ancia ia



Como vimos con anterioridad este modelo matemático para cada instante t  y para cada satélite  i  observado viene dado por: i



 p (t) =



 



i (t) (xS 



i (t) − y )2 + (z i (t) − z )2 + c dT, (yS  (zS  − xE )2 + (y E  E 



donde los parámetros o incógnitas de este modelo son las coordenadas cartesianas absolutas de la estación, (xE , yE , zE ), y el error dT  del oscilador del receptor con respecto al tiempo GPS. Además, en esta expresión considerábamos parte del error aleatorio del proceso a la parte aleatoria, no sistemática, de errores intrínsecos al sistema GPS como pueden ser la corrección atmosférica, efemérides del satélite y otros. Así, el modelo para cada satélite satélite y cada instante instante puede sintetizarse sintetizarse por  p =  p  =



   − (xS 



xE )2 + (y (yS 



(zS  − zE )2 + c dT   − yE )2 + (z



(3.1)



= F (( F ((x xE , yE , zE ), dT ) dT ) = F (  F (E,dT ) = ρ + p1



siendo  ρ ,  p 1 , partes no lineal y parte lineal del modelo. Debido al carácter no lineal de la distancia topocéntrica, ecuación (2.1), para resolver el modelo obtenido para la pseudodistancia, (3.1), será necesario efectuar una linealización de dicho modelo teniendo en cuenta que el error del oscilador del receptor, dT , no dependerá del satélite observado. Para ello bastará con linealizar la parte no lineal correspondiente. Para cada satélite y para cada instante, la parte no lineal del modelo viene dada por
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xE )2 + (y (yS 



(zS  − zE )2 ,  − yE )2 + (z



 = (xE , yE , zE ) son los valores teóricos de las cantidades observadas donde ρ y E  = observadas y de los parámetros, respectivamente.



Inicialmente podemos suponer que ρ0 es el valor experimental del observable correspondiente a la parte no lineal. Entonces: ρ = ρ  =  ρ 0 + 1 ,



siendo  1  el error verdadero relativo a la parte no lineal del parámetro cometido en cada observación. Aplicando el desarrollo en serie de Taylor para un valor inicial aproximado E 0  = (x0 , y0 , z0 )  de las coordenadas geocéntricas de la estación, veriﬁcando ∆ x, xE  =  x 0  + ∆x,



∆ y, yE  =  y0  + ∆y,



∆ z, zE  =  z0  + ∆z,



se tiene que ρ = ρ(E 0 ) + +











∂ρ ∂x E E  E 0



∂ρ ∂y E E  E 0



(xE 



 − x0)



 − y0) + ∂z∂ρ



(yE 



E







E  E 0



(3.2) (zE 



 − z0) + ...,



Derivando parcialmente la función  ρ  respecto de  x E ,  y E  y  z E , obtenemos ∂ρ ∂x E 







=



x0



(x0 ,y0 ,z0 )



 =  ρ((E 0 ) = donde ρ0  = ρ



    − − xS  ,



ρ0



∂ρ ∂y E 



=



ρ0



(x0 ,y0 ,z0 )



Por tanto, la expresión (3.2) queda  x 0



− yS  ,



∂ρ ∂z E 







= (x0 ,y0 ,z0 )



z0



− zS ,



ρ0



(zS  − z0 )2 .  − y0)2 + (z



x0 )2 + (y (yS 



(xS 



ρ0 + 1  = ρ  =  ρ0  +



y0



− xS  ∆x +  y 0 − yS  ∆y + z0 − zS  ∆z + ...,



ρ0



ρ0



ρ0



de donde 1  = A  =  A 1 X 1  + ρ0



− ρ0 ,



(∆x, ∆y, ∆z )  la matriz de diseño y el vector de parámetros siendo  A 1  y  X 1  = (∆x, de la parte no lineal del modelo, respectivamente.



El modelo linealizado ﬁnal queda 1  + 2  = A  =  A1 X 1  + ρ0



− ρ0 + c dT.
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Consecuentemente V  = A X  +  + W,



donde V  es el residual del observable,  A, la matriz de diseño del modelo global, X  = (∆x, (∆x, ∆y, ∆z,dT ), el vector de parámetros y  W  el valor obtenido a partir de la diferencia entre la función  ρ  evaluada en el punto de aproximación,  ρ 0 y el valor observado de dicha función  ρ 0 . El valor observado no seria exactamente el correspondien correspondiente te a la parte no lineal sino que también también está inmiscuido inmiscuido en él, el relativo a la parte lineal. Para resolver el problema geodésico de determinación de coordenadas tridimensionales geocéntricas se realizarán observaciones simultáneas de al menos cuatro satélites. Observando un único satélite en instantes sucesivos y asumiendo conocidas, aún aproximadamente, las coordenadas de la estación se obtendría el error del reloj del receptor. Para el posicionamiento bidimensional, solución del problema de navegación marítima, solo se necesitan observaciones simultáneas de tres satélites, puesto que únicamente interesa determinar la latitud y la longitud geodésicas y lógicamente  dT . Suponiendo que se realizan observaciones de n ≥ 4  satélites GPS simultáneamente, el modelo matricial vendría dado por V n×1



 



v1 v2



.. .



vn



 



= An×4  X 4×1  + W n×1



=



  



1 x0 −xS 1 ρ0



1 y0 −yS 1 ρ0



1 z0 −zS 1 ρ0



c



2 x0 −xS 2 ρ0



2 y0 −yS 2 ρ0



2 z0 −zS 2 ρ0



c



.. .



.. .



n x0 −xS n ρ0



n y0 −yS n ρ0



n z0 −zS n ρ0



c



.. .



.. .



    



∆x ∆y ∆z dT 



 



+



 



ρ10 ρ20 ρn0



− ρ01 − ρ02 .. .



 − ρn0



 



,



i , y i , z i )  ρ i  ρ 0  ( xS  siendo  (x S  S  , 0  y i  las coordenadas geocéntricas y las distancias topocéntricas calculada y observada, respectivamente, del i-ésimo satélite.
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Fase de la la Port Portado adora ra



El modelo matemático simpliﬁcado para cada instante  t  y cada par satélite( k)receptor(i) de la fase total de la portadora viene dado,  [139], por Φ = ρ + cdT  + λN.



Esta expresión es directamente comparable con la ecuación de observación obtenida para la pseudodistancia. Así, ρ  es la distancia entre el satélite y el receptor, dT  es el error del oscilador del receptor y  N  es la ambigüedad inicial. Por tanto, las incógnitas en este modelo son las tres coordenadas cartesianas de la estación, el error del oscilador del receptor y el término debido a la ambigüedad inicial. Al igual que sucedía en el modelo de pseudodistancia el término que introduce la no linealidad del sistema es la distancia entre el satélite y el receptor  ρ . Por ello para linealizar el sistema bastará considerar el mismo desarrollo efectuado en el modelo anterior para la distancia  ρ  obteniéndose  = A  =  A 1 X 1  + ρ0



− ρ0 + λN  + cdT,



donde A1  es la matriz de diseño, X 1 = (∆x, (∆x, ∆y, ∆z )  las correcciones a las coordenadas aproximadas utilizadas para el desarrollo de Taylor de la función distancia satélite-receptor y ρ0 y ρ0 dicha función evaluada en el punto de aproximación y el valor observado, respectivamente. Podemos asumir el modelo generalizado V  = A X  +  + W,



donde, al igual que el modelo anterior, V  es el residual del observable, A, la (∆x, ∆y, ∆z,N,dT ), el vector de matriz de diseño del modelo global, X  = (∆x, parámetros y W  el valor obtenido a partir de la diferencia entre la función ρ evaluada en el punto de aproximación,  ρ 0  y el valor observado de dicha función ρ0 . El valor observado no sería exactamente el correspondiente a la parte no lineal sino que también está inmiscuido en él, el relativo a la parte lineal. Si realizamos observaciones simultáneas de  n ≥ 5  satélites, el modelo matricial
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correspondiente para cada instante vendrá dado por V n×1



 



v1 v2



.. .



vn



 



= An×(n+4)  X (n+4)×1  + W n×1



=



  



1 x0 −xS 1 ρ0



1 y0 −yS 1 ρ0



1 z0 −zS 1 ρ0



λ 0 ... 0 c



2 x0 −xS 2 ρ0



2 y0 −yS 2 ρ0



2 z0 −zS 2 ρ0



0   λ . .. 0 c



.. .



.. .



.. . . .. . . .



n x0 −xS n ρ0



n y0 −yS n ρ0



n z0 −zS n ρ0



0



0   ... λ c



.. .



.. .



.. .



      



∆x ∆y ∆z N 1 N 2



.. .



N n dT 



   



+



 



ρ10 ρ20



− ρ01 − ρ02 .. .



ρn0



 − ρn0



i , y i , z i ),  N i ,  ρ i y ρ0 , las coordenadas geocéntricas, la ambigüedad siendo, (xS  0 i S  S  inicial y las distancias topocéntricas calculada y observada, respectivamente, del i-ésimo satélite.



Obviamente, las observaciones de n  satélites en un mismo instante t  no resuelven el modelo pues cada satélite observado introduce una incógnita en el sistema, esto es, aparecen n  ambigüedades. Puesto que mientras no se pierda la señal, dichas ambigüedades permanecen constantes, para resolver este problema se realizan las observaciones en épocas sucesivas, lo cual a su vez conlleva introducir para cada instante de observación el error del oscilador del receptor como incógnita diferente. En el caso de  n  ≥ 5  bastaría con considerar tres épocas sucesivas, pues tendríamos un sistema superabundante con n + 6 incógnitas y 3n  ecuaciones.  =  A3n (n+6)  X (n+6) 1  + W 3n 1 , siendo El modelo sería V 3n 1  = A ×



V 3n×1  =



      



v1 (t1 ) v2 (t1 ) .. . vn (t1 ) v1 (t2 ) v2 (t2 ) .. . vn (t2 ) v1 (t3 ) v2 (t3 ) .. . vn (t3 )



      



×



,



X (n+6)×1  =



×



×



    



∆x ∆y ∆y N 1 N 2 .. . N n dT ( dT (t1 ) dT ( dT (t2 ) dT ( dT (t3 )



    



,



W 3n×1  =



       



(ρ10 − ρ01 )(t )(t1 ) (ρ20 − ρ02 )(t )(t1 ) .. . 0 (ρn )(t1 ) 0 − ρn )(t



(ρ10 − ρ01 )(t )(t2 ) (ρ20 − ρ02 )(t )(t2 ) .. . 0 (ρn )(t2 ) 0 − ρn )(t



(ρ10 − ρ01 )(t )(t3 ) (ρ20 − ρ02 )(t )(t3 ) .. . 0 (ρn )(t3 ) 0 − ρn )(t



       



,
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dT (ti )  es el error del oscilador del receptor en cada instante  t i . donde dT (



La matriz de diseño viene dada por



A3n×(n+6)  =



3.1.3. 3.1.3.



             



1 x0 − xS (t1 ) 1 ρ0



y0 − yS1 (t1 ) ρ10



z 0 − z S1 (t1 ) ρ10



2 x0 − xS (t1 ) 2 ρ0 .. .



y0 − yS2 (t1 ) ρ20 .. .



z 0 − z S2 (t1 ) ρ20 .. .
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y0 − ySn (t1 ) ρn 0



z 0 − z Sn (t1 ) ρn 0
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1 x0 − xS (t2 ) 1 ρ0



y0 − yS1 (t2 ) ρ10



z 0 − z S1 (t2 ) ρ10
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y0 − yS2 (t2 ) ρ20 .. .
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x0 −xn S (t3 ) ρn 0



y0 − ySn (t3 ) ρn 0



z 0 − z Sn (t3 ) ρn 0



             



.



Dobles Dobles difere diferenci ncias as



El modelo matemático de las dobles diferencias entre las estaciones  i  y  j  y los satélites  l  y  k  en un mismo instante  t  responde a la expresión φk,l i,j (t) =



1 k,l k,l ρi,j (t) + N i,j λ



1 k,l k,l (t) + dtrop,i,j (t),  − λ1 dion,i,j λ



donde se ha eliminado las desviaciones de los osciladores de los receptores con respecto a la escala de tiempo GPS debido a las hipótesis de observaciones simultáneas e iguales frecuencias de emisión en cada satélite, si bien sigue
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presentando el error debido a la ambigüedad inicial en ambas estaciones y las correcciones ionosféricas y troposféricas. El modelo observacional simpliﬁcado es k,l k,l Φk,l i,j (t) = ρ i,j (t) + λN i,j ,



donde las correcciones ionosférica y troposférica modelizadas quedan reﬂejadas implícitamente en el valor observado  Φ . Por otra parte, recordando que las dobles diferencias se construyen a partir de las simples diferencias, se tiene l Φk,l i,j (t) = Φi,j (t)



= ρ jl (t)



− Φi,jk (t) = ρi,jl (t) − ρi,jk (t) + λN i,jk,l



k,l  (t) + λN i,j − ρ jk (t) − ρli(t) + ρki (t



Por tanto, para linealizar el modelo habrá que linealizar cada uno de los sumandos que componen la parte no lineal del modelo l ρk,l i,j (t) = ρ j (t)



 (t). − ρ jk (t) − ρli(t) + ρki (t



Procediendo de forma análoga al caso de la pseudodistancia tenemos que para cada instante  t 0



l (ρk,l i,j ) + 1 = (ρ j )0  +



 x j0 xl  y j0 yl  z j0 zl  j 0  j 0  j 0 ∆x j  + ∆y j  + ∆z j l l l (ρ j )0 (ρ j )0 (ρ j )0



−



−



−



y j0 z j0  j 0 − xk  j 0 − yk  j 0 − zk ∆ x ∆ y ∆z j −(ρ jk )0 −  x j0  −  −  j  j (ρk ) (ρk ) (ρk )  j 0



 j 0



 j 0



−(ρli)0 −  x i(0ρ−l ) xl ∆xi −  y i(0ρ−l ) yl ∆yi − zi(0ρ−l ) zl ∆zi i 0



+(ρ +(ρki )0  +



Denotando



i 0



i 0



 x i0 xk  y i0 yk  z i0 zk ∆xi  + ∆yi  + ∆zi . k k (ρi )0 (ρi )0 (ρki )0



l (ρk,l i,j )0  = (ρ j )0



y agrupando términos se obtiene



−



−



( ρki )0 , − (ρ jk )0 − (ρli)0 + (ρ



−
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− (ρk,li,j )0



x j0 xl  j 0 + (ρ jl )0 +
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  −− −   − − − −   − − − −



− − x j0  j 0 − xk (ρk )



z j0 zl  j 0 (ρ jl )0



 j 0



zk − − z j0  j 0 (ρk )



yi0 yk (ρki )0



y j0 yl  j 0 (ρ jl )0



∆x j  +



∆z j  +



xi0 xk (ρki )0



∆yi +



zi0 zk (ρki )0



 j 0



− −  y i0 yl (ρl ) i 0



 y j0 yk  j 0 (ρ jk )0



 x i0 xl (ρli )0



 z i0 zl (ρli )0



∆y j



∆xi



∆zi



que matricialmente será 1  = A  =  A 1  X 1  + (ρ ( ρk,l i,j )0



− (ρk,li,j )0



(∆x j , ∆y j , ∆z j , ∆xi , ∆yi , ∆zi )  el vector siendo  A 1  la matriz de diseño y  X 1  = (∆x de parámetros de la parte no lineal.



El modelo linealizado global sería 1  + 2  = A  =  A1  X 1  + (ρ ( ρk,l i,j )0



− (ρk,li,j )0 + λN i,jk,l ,



y la expresión matricial correspondiente V  = A X  +  + W,



donde, al igual que en los modelos anteriores,  V  es el residual del observable,  A k,l ( ∆x j , ∆y j , ∆z j , ∆xi , ∆yi , ∆zi , N i,j  ) la matriz de diseño del modelo global, X  = (∆ el vector de parámetros y  W  el valor obtenido a partir de la diferencia entre la  ( ρk,l función ρk,l i,j  evaluada en el punto de aproximación  (ρ i,j )0  y el valor observado 0



de dicha función (ρk,l i,j ) . Si realizamos observaciones simultáneas de  n ≥  5  satélites de los cuales uno, el más apropiado, es considerado ﬁjo, podemos construir  n − 1 dobles diferencias para un mismo instante de observación y en este caso tendríamos para dos estaciones n + 5 incógnitas, los seis incrementos de las coordenadas absolutas y n − 1  dobles ambigüedades iniciales, una por cada diferencia doble construida. En este caso V (n−1)×1 = A (n−1)×(n+5) X (n+5)×1  + W (n−1)×1 ,
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siendo



V (n−1)×1  =



 



v1 v2 .. . vn−1



 



,



X (n+5)×1  =



     



∆xj ∆yj ∆z j ∆xi ∆yi ∆z i 12 N i,j 13 N i,j .. . 1n N i,j



y la matriz de diseño viene dada por



A(n−1)×(n+5)  =



siendo



  



     



,



W (n−1)×1  =



  



0



12 12 (ρi,j )0 − (ρi,j )



0



13 13 (ρi,j )0 − (ρi,j ) .. .



0



1n 1n (ρi,j )0 − (ρi,j )



12 αXj



α12 Yj



α12 Zj



α12 Xi



α12 Yi



α12 Zi



λ



0



...



0



13 αXj .. .



α13 Yj .. .



α13 Zj .. .



α13 Xi .. .



α13 Yi .. .



α13 Zi .. .



0   λ .. .. . .



... . . .. ..



0



1n αXj



αY1nj



1n αZj



1n αXi



αY1ni



1n αZi



0



0   ...



λ



k α1(X,Y,Z  ) j =



(x,y,z) x,y,z) j0 (x,y,z) x,y,z)k  j 0 k (ρ j )0



 ( x,y,z)) j0 x,y,z)1  j 0 − (x,y,z) , −  (x,y,z 1 (ρ )



k α(1X,Y,Z  )i  =



(x,y,z) x,y,z)i0 (x,y,z) x,y,z )1 1 (ρi )0



 ( x,y,z))i0 − (x,y,z) x,y,z)k −  (x,y,z . k (ρ  )



−



−



  



  



,



,



 j 0



i 0



Este sistema tiene más incógnitas que ecuaciones; por tanto, para resolver dicho modelo con n  ≥ 5  satélites observados en cada época consideraremos observaciones realizadas durante tres épocas consecutivas. Así, tendremos que V 3(n  =  A3(n 3(n−1)×1  = A 3(n−1)×(n+5)  X (n+5)×1  + W 3(n 3(n−1)×1 .



Cuando se conoce el valor verdadero verdadero de las coordenadas de una de las estaciones de tal forma que ∆x  = ∆y  = ∆z  = 0,



entonces bastará realizar observaciones simultáneas de cuatro satélites durante dos instantes consecutivos para obtener una solución del problema.
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El posicionamiento relativo entre las estaciones vendrá determinado por la composición de los radio vectores geocéntricos calculados simultáneamente para cada una de las estaciones observadas. 3.1.4. 3.1.4.



Triples riples diferen diferencia ciass



El modelo para las triples triples diferenci diferencias as entre entre las estaciones estaciones  i  y j , los satélites k y  l  en los instantes  t 1 y  t 2  viene dado por φk,l i,j (t12 ) =



1 k,l ρ (t12 ) λ i,j



1 k,l k,l (t12 ) + dtrop,i,j (t12 ). − λ1 dion,i,j λ



Si consideramos modelizados los efectos ionosféricos y troposféricos, estos valores numéricos podrán ser considerados parte del valor observado y entonces el modelo admite la siguiente forma simpliﬁcada k,l Φk,l i,j (t12 ) =  ρ i,j (t12 ).



Desarrollando en función de las dobles diferencias y simples obtenemos l Φkl ij (t12 ) = Φij (t2 )



− Φijk (t2) − Φijl (t1) + Φijk (t1) = Φ jl (t2 ) − Φ jk (t2 ) − Φli (t2 ) + Φki (t  (t2 ) − Φ jl (t1 ) +Φ jk (t1 ) + Φli (t1 ) − Φki (t  (t1 ) =  ρ jl (t2 ) − ρ jk (t2 ) − ρli (t2 ) + ρki (t  (t2 ) − ρ jl (t1 ) + ρ jk (t1 ) + ρli (t1 ) − ρki (t  (t1 ) =  ρ k,l i,j (t12 )



Para linealizar este modelo procederemos de forma análoga a los anteriores, si bien habrá que tener en cuenta que carece de componente lineal. 0 (ρk,l i,j (t12 )) +   =



= (ρ jl (t2 ))0  +



 x j0 xl (t2 ) y j0 yl (t2 )  z j0 zl (t2 )  j 0  j 0  j 0 ∆ x  + ∆ y  + ∆z j  j  j (ρ jl (t2 ))0 (ρ jl (t2 ))0 (ρ jl (t2 ))0



−



−



−



 y j0 z j0  j 0 − xk (t2 )  j 0 − yk (t2 )  j 0 − zk (t2 ) −(ρ jk (t2))0 − x j0  −  − ∆ x ∆ y ∆z j  j  j (ρk (t )) (ρk (t )) (ρk (t ))  j



2



0



 j



2



0



 j



2



0
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−(ρli(t2))0 − xi(0ρ−l (tx))l (t2) ∆xi −  y i(0ρ−l (tyl))(t2) ∆yi −  z i(0ρ−l (tzl))(t2) ∆zi i



+(ρ +(ρki (t  (t2 ))0 +



2



0



2



i



0



2



i



0



xi0 xk (t2 ) yi0 yk (t2 )  z i0 zk (t2 ) ∆ x  + ∆ y  + ∆zi i i (ρki (t  (t2 ))0 (ρki (t  (t2 ))0 (ρki (t  (t2 ))0



−



−



−



 y j0 z j0  j 0 − xl (t1 )  j 0 − yl (t1 )  j 0 − zl (t1 ) ∆x j − ∆y j − ∆z j −(ρ jl (t1))0 −  x j0 l l (ρ (t )) (ρ (t )) (ρl (t ))  j



1



0



1



 j



0



1



 j



0



+(ρ +(ρ jk (t1 ))0 +



x j0 xk (t1 )  y j0 yk (t1 ) z j0 zk (t1 )  j 0  j 0  j 0 ∆x j  + ∆y j  + ∆z j k k k (ρ j (t1 ))0 (ρ j (t1 ))0 (ρ j (t1 ))0



+(ρ +(ρli (t1 ))0  +



xi0 xl (t1 )  y i0 yl (t1 )  z i0 zl (t1 ) ∆xi  + ∆yi  + ∆zi l l (ρi (t1 ))0 (ρi (t1 ))0 (ρli (t1 ))0



−



−



−



−



−



−



xi0 − xk (t1 ) yi0 − yk (t1 )  z i0 − zk (t1 )  (t1 ))0 − ∆ x ∆ y ∆zi −(ρki (t − − i i (ρk (t  (t )) (ρk (t  (t )) (ρk (t  (t )) i



1



0



i



1



0



1



i



0



Denotando l (ρk,l i,j (t12 ))0  = (ρ j (t2 ))0



− (ρ jk (t2))O − (ρli(t2))0 + (ρ ( ρki (t  (t2 ))0 ( ρ jk (t1 ))0  + (ρ ( ρli (t1 ))0 − (ρki (t  (t1 ))0 , − (ρ jl (t1))0 + (ρ



y agrupando términos nos queda  = (ρk,l i,j (t12 ))0



   −



− (ρk,li,j (t12))0



+



−



+



y j0 yl (t2 )  j 0 l (ρ j (t2 ))0



y j0 y j0  j 0 − yk (t2 )  j 0 − yl (t1 )  j 0 − yk (t1 ) + −  y j0 − k l (ρ (t )) (ρ (t )) (ρk (t ))



∆y j



z j0 zl (t2 )  j 0 l (ρ j (t2 ))0



z j0 z j0  j 0 − zk (t2 )  j 0 − zl (t1 )  j 0 − zk (t1 ) + −  z j0 − k l (ρ (t )) (ρ (t )) (ρk (t ))



∆z j



xi0 xl (t2 ) (ρli (t2 ))0



xk (t2 ) xi0 − xl (t1 )  x i0 − xk (t1 ) −  x i(0ρ−k (t − (ρl (t )) + (ρk (t  (t ))  (t ))



+



−



−



−



−



 x j0 xk (t2 )  j 0 (ρ jk (t2 ))0



   



x j0 xl (t2 )  j 0 (ρ jl (t2 ))0



−



 j



 j



i



2



2



2



0



0



0



−



 x j0 xl (t1 )  x j0 xk (t1 )  j 0  j 0 + (ρ jl (t1 ))0 (ρ jk (t1 ))0



−



 j



 j



i



−



1



1



1



0



0



0



 j



1



1



 j



i



1



0



0



0



∆x j



∆xi
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−



 y i0 yl (t1 ) yi0 yk (t1 ) + (ρli (t1 ))0 (ρki (t  (t1 ))0



∆yi



zi0 zl (t2 ) (ρli (t2 ))0



zk (t2 )  z i0 − zl (t1 ) zi0 − zk (t1 ) −  z i(0ρ−k (t − (ρl (t )) + (ρk (t  (t ))  (t ))



∆zi



−



−



 y i0 yk (t2 ) (ρki (t  (t2 ))0



 



yi0 yl (t2 ) (ρli (t2 ))0



− i



2



−



−



0



i



−



1



0



i



1



cuya expresión matricial es  =  A X  +  + (ρk,l   = A i,j (t12 ))0



0



− (ρk,li,j (t12))0,



o también V  = A X  +  + W,



donde  V  es el residual del observable,  A , la matriz de diseño del modelo,  X  = (∆x (∆x j , ∆y j , ∆z j , ∆xi , ∆yi , ∆zi )  el vector de parámetros y W  el valor obtenido a partir de la diferencia entre la función ρk,l i,j (t12 )  evaluada en el punto de k,l O aproximación, (ρk,l i,j (t12 ))O  y el valor observado de dicha función (ρi,j (t12 )) . Si observamos  n  satélites en dos épocas consecutivas tendremos V (n−1)×1 = A (n−1)×6 X 6×1  + W (n−1)×1 ;



con lo cual bastará realizar observaciones simultáneas de  n ≥  8  para resolver el problema. Sin embargo, la posibilidad de observar al menos  8  satélites es poco probable, por lo que realizando observaciones simultáneas de n ≥ 5  satélites serán necesarias observaciones durante tres épocas consecutivas. Considerando de referencia la primera época, se obtendría un sistema con  2n  2 n − 2  ecuaciones, n − 1  por cada par de instantes diferentes, y  6  incógnitas, esto es V (2n  =  A(2n (2n−2)×1  = A (2n−2)×6  X 6×1  + W (2n (2n−2)×1 .



3.2. 3.2.



Ajus Ajuste te por por míni mínimo moss cuad cuadra rado doss



Los modelos matemáticos GPS anteriormente estudiados están basados en observaciones indirectas proporcionando sistemas explícitos, no lineales e inconsistentes por lo que dichos sistemas, denominados ecuaciones de observación, no tienen solución exacta. La forma general de estos modelos es L  = F   =  F ((X )



Para la elección de la mejor solución, el teorema de Gauss-Markov Gauss-Markov establece que la solución mínimos cuadrados del sistema lineal asociado es la mejor solución insesgada del vector de parámetros. Dicha solución X m  veriﬁcará



L − F (  ∈ X }. F (X m )  = m´ın{L − F ( F (X ) ∀X  ∈
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Este método de estimación paramétrica para la resolución de sistemas de ecuaciones de observación se denomina  Ajuste por Mínimos Cuadrados . Dada la identidad funcional de los diferentes modelos, a continuación se indica el modo general de resolución,  [112], [115], [116], [119], [135], [80], [57] . A partir de los procesos de linealización anteriormente desarrollados se V  = A X  +  + W,



donde X  = (X N L − X 0N L , X L ), siendo X NL y X L los valores verdaderos de las incógnitas de la parte no lineal y lineal del modelo, respectivamente y X 0N L el valor valor conocido conocido a priori y utilizado utilizado para la linealización linealización de la parte parte no O lineal mediante desarrollo en serie de Taylor; el vector W  = L0 − L , siendo L0 = F 1 (X 0NL ) y LO los valores calculados y observados de los observables y F 1  la componente no lineal de la relación funcional F ; V  es el vector de los residuales de la observación y, ﬁnalmente, A  la matriz de diseño del modelo. Suponiendo que dicho sistema tiene n  ecuaciones, u  incógnitas y que el rango de la matriz A  es  r , las dimensiones respectivas serán dim V  =  n



× 1,



dim A = n  =  n



× u,



dim X  =  u



× 1,



dim W  = n



× 1.



En general, las observaciones no están incorreladas, por lo que la matriz varianzacovarianza de los observables vendrá dada por



Σ=



 



σ12 σ12   . . . σ1n σ22 . . . σ2n



...



.. .



σn2



 



 =



 



σ12 ρ12 σ1 σ2   . . . ρ1n σ1 σn σ22 . . . ρ2n σ2 σn



...



.. .



σn2



 



,



donde Σ  es una matriz simétrica tal que cuando las observaciones están incorreladas será diagonal y sus elementos cumplen σi2 = var  v ar((lio ),



σij = cov(  cov (lio , l jo ),



ρij =



σij σi σ j



∀i ∈ LO



La existencia de la matriz varianza-covarianza, supone asumir el peso de cada observación y por tanto la correspondiente matriz de pesos, veriﬁcándose Σ = σ 02 ,



Q = σ  =  σ 02 P −1 ,



P  =  σ 02 Σ−1



donde P  es la matriz de pesos, Q  es la matriz cofactor y σ02  es la varianza a priori de peso unidad o factor de referencia a priori. La varianza a priori de peso unidad es un factor de escala arbitrario que multiplica la inversa de la
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matriz covarianza para obtener la matriz de pesos. Una de las capacidades del ajuste por mínimos cuadrados es la obtención de un valor estimado de este factor denominado varianza a posteriori de peso unidad denotándose por σ 02 . En general, la varianza a priori de peso unidad se hace igual a uno, signiﬁcando que una observación cuya varianza sea igual a  σ 02  tendrá un peso unidad  [85].







La solución mínimos cuadrados se obtiene de minimizar  V  T  P V . Para ello realizamos el desarrollo siguiente V T P V  = (AX  +  + W ) W )T P ( P (AX  +  + W ) W ) = X T AT P AX  +  + X T AT P W  + W T P AX  +  + W T P W ; W ;



puesto que  X T AT P W  = W T P AX , entonces V T P V  = X T AT P AX  +  + 2W  2 W T P AX  +  + W T P W.



Derivamos parcialmente con respecto a la variable X  obteniendo   obteniendo 1 ∂ (V T P V ) V ) = A T P AX  +  + AT P W. 2 ∂X 



Por la condición de mínimo AT P AX  +  + AT P W  = 0



N X  +  + U  = 0. 0.



⇔



Este último modelo se denomina Sistema de Ecuaciones Normales, donde  N  = AT P A  y  U  = A T P W . Resolviendo este sistema se obtiene la solución estimada de los parámetros



 



X  X  =



−N  1U  = −(AT P A) −



1



−



AT P W.



Hay que hacer constar que el valor ajustado de los parámetros es independiente del valor elegido para la varianza a priori de peso unidad. Para realizar un análisis estadístico a posteriori de la solución adoptada por el ajuste es indispensable conocer cono cer la matriz varianza-covarianza varianza-covarianza para esta solución aproximada, no exacta, de los parámetros, que obviamente veriﬁca que



 



 −(AT Σ



1



−



X  X  =



siendo G = −(AT Σ 1 A) 1 AT Σ observaciones observaciones realizadas. −



−



A)−1 AT Σ−1 W  = G W,



1



−



 



(3.3)



y Σ   la matriz varianza-covarianza de las
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Aplicando la ley de propagación de la varianza-covarianza tenemos ΣX  =  GΣ  GΣGT  =   



{−(AT Σ



1 A)−1 AT Σ−1 )



−



}Σ{−(Σ



1 A(AT Σ−1 A)−1



−



}



= (AT Σ−1 A)−1 AT Σ−1 AT Σ−1 A(AT Σ−1 A)−1 = (AT Σ−1 A)−1 .



En función de la matriz de pesos  P  =  σ 02 Σ 1 , nos queda ﬁnalmente −



ΣX  = (AT Σ−1 A)−1 = σ 02 (AT P A)−1 .   



Cuando no conozcamos la varianza a priori de peso unidad habrá que realizar una estimación de dicho parámetro, esto es, la varianza a posteriori de peso unidad. A este efecto, partimos de la media de  V  T  P V 



                           ⇔      −   − −  −  E  V T P V   = σ  =  σ 02 E  V T Σ−1 V ) V ) ,



X  + + W ) W ) =  V  T Σ 1 AX  X  + + V T Σ 1 W. donde V T Σ 1 V  = V  T Σ 1 (AX  −



−



−



−



X : Evaluemos el término V  T  Σ 1 AX  −



 



+ W ) + W T Σ−1 AX  V T Σ−1 AX  X  = (AX  X  + W )T Σ−1 AX  X  = X  X T AT Σ−1 AX  X  + X  = (X  X T AT Σ−1 A + W T Σ−1 A)X .



Puesto que las ecuaciones normales para el valor estimado del parámetro X  son AT P AX  X  + + AT P W  = 0



AT Σ−1 AX  X  + + AT Σ−1 W  = 0, 0,



X  = 0,  y consecuentemente entonces V T Σ 1 AX  −



V T Σ−1 V  =  V  T Σ−1 W  = (AX  X  + + W ) W )T Σ−1 W  = X  X T AT Σ−1 W  + W T Σ−1 W. X  obtenida Sustituyendo la expresión de X   obtenida en (3.3), se obtiene V T Σ−1 V  =



(AT Σ−1 A)−1 AT Σ−1 W 



T 



AT Σ−1 W  + W T Σ−1 W 



=



W T Σ−1 A (AT Σ−1 A)−1



T 



AT Σ−1 W  + W T Σ−1 W 



=



W T Σ−1 A(AT Σ−1 A)−1 AT Σ−1 W  + W T Σ−1 W 



= W T  Σ−1



Σ−1 A(AT Σ−1 A)−1 AT Σ−1 W 
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Puesto que la traza de un escalar es el mismo escalar y además la traza de una matriz cuadrada es un operador lineal, tal que el valor esperado del operador traza aplicado a una matriz es igual a la traza del valor esperado aplicado a dicha matriz, entonces







        −    −    −    −   



E  V T Σ−1 V   = E   =  E  T r(V T Σ−1 V ) V )  = T  =  T r E (V T Σ−1 V ) V )



Por tanto,







E  V T Σ−1 V 



= E  T r W T  Σ−1



Σ−1 A(AT Σ−1 A)−1 AT Σ−1 W 



= E  T r (Σ−1



Σ−1 A(AT Σ−1 A)−1 AT Σ−1 )W W T 



= T r E  Σ−1



Σ−1 A(AT Σ−1 A)−1 AT Σ−1 W W T 



Σ−1



= Tr



Σ−1 A(AT Σ−1 A)−1 AT Σ−1 E  W W T 



.



(3.4)



Por el 2o postulado de la teoría de errores, el valor esperado de los errores residuales de las observaciones es nulo, luego E [ E [V ] V ] = E [  E  [AX  +  + W ] W ] = 0



⇒



E [ E [W ] W ] = E [  E  [ AX ] =



−



       −        −  −  −   −



 −AX.



+  E [[W ] W ] E  W T  = Σ + AX +  AXX  X T AT ,  sustituyendo en la Como E  W W T  = Σ + E  expresión (3.4) E  V T Σ−1 V   = T  =  T r



Σ−1



Σ−1 A(AT Σ−1 A)−1 AT Σ−1



Σ + AXX T AT 



=  T r Σ−1 Σ T r Σ−1 A(AT Σ−1 A)−1 AT Σ−1 Σ + T r Σ−1 AXX T AT  T r Σ−1 A(AT Σ−1 A)−1 AT Σ−1 AXX T AT   = T  =  T r (I n×n )



+T r Σ−1 AXX T AT 



Finalmente,



 E [  E [V T P V ] V ]



T r Σ−1 AXX T AT   = n  =  n



= σ 02 E [V T Σ−1 V ] V ] σ02



= σ 02 (n











T r (I u×u )



u.



(3.5)



− u), de donde



E [V T P V ] V ] = . n u



−



A la vista de esta expresión y como nos interesa un estimador insesgado para σ02 , consideramos σ ˆ02



V T P V  = , n u



−
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E [V T P V ] V ] (n u)σ02 = = =  σ 02 . Si la matriz A  fuese deﬁciente de n u n u  rango(A) = r < u < n,  entonces la expresión (3.5) hubiese sido rango, esto es,  rango( igual a  n r  y por tanto V T P V  σ ˆ02 = , n r pues este sería el estimador estimador insesgado insesgado en este caso, siendo n r  el número de  E [ˆσ02 ] pues  E [ˆ



− −



−



−



−



grados de libertad del sistema. Lv = F (  F (X v ) 0 L X v X 0 L0  = F   =  F ((X 0 ) W  =  L0 − L0 Σ σ02 P  =  σ 02 Σ−1 Q = σ  =  σ 02 P −1 V  =  A X  X  + + W  X  X  = X  X v − X 0 N X  X  + + U  = 0 N  =  AT P A U  =  AT P W X  X  = −N −1 U  = −(AT P A)−1 AT P W T  V  P V  = W T P W  + X  X T U  T  σ ˆ02 = V n−PuV 



       



T 







σ ˆ02 = V n−PrV  ΣX =  σ02 (AT P A)−1 Lv = A X  X  ΣLv =  σ 02 AN −1 AT   



      



−



Valores teóricos de los observables observables Medidas realizadas Parámetros o incógnitas del modelo Valores iniciales aproximados de las incógnitas Evaluación Evaluación del modelo en el punto de aproximación Valores calculados menos observados Matriz varianza-cov varianza-covarianza arianza de las observaciones observaciones Varianza arianza a priori priori de peso unidad unidad Matriz de pesos Matriz cofactor Ecuaciones de observación observación Valores estimados de los parámetros Ecuaciones normales



n×1 n×1 u×1 u×1 n×1 n×1 n×n n×n n×n u×1 u×u u×1



Solución del modelo u×1 Forma cuadrática cuadrática del ajuste mínimos cuadrados cuadrados Varianza a posteriori de peso unidad cuando A  es de rango completo Idem cuando A cuando A  es deﬁciente de rango Matriz varianza-covarianza de los parámetros ajustados Valores ajustados de las cantidades cantidades observadas observadas Matriz varianza-covarianza de las observaciones ajustadas



u×1 n×1 n×1



Tabla 3.1: Resumen de fórmulas para el ajuste por mínimos cuadrados



Así pues, si sólo conocemos los pesos p esos relativos, entonces utilizando la varianza a posteriori de peso p eso unidad estima anteriormente, se tiene que la matriz varianzacovarianza de los parámetros estimados será



 



ΣX v = σ ˆ02 (AT P A)−1 .   
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La matriz varianza-covarianza de las observaciones ajustadas se obtiene mediante el proceso siguente:



 



 



 



Lv =  L o + V  =  L o + AX  X  + + W  =  L o + AX  X  + + L0



 



X  + + L0 , − Lo = AX 



luego ΣLv = AΣX AT  = σ02 [A(AT P A) 1 ]AT  = σ02AN  1 AT ,  o usando la varianza a posteriori, caso de no conocerla a priori   



  



 



−



−



ΣLv = σ ˆ02 AN −1 AT .



3.2.1. 3.2.1.



  



Proceso Procesoss iterat iterativ ivos os



En los modelos matemáticos no lineales planteados anteriormente, hemos partido de valores aproximados de los parámetros. Los desarrollos en serie de Taylor se han efectuado sobre un entorno de los valores iniciales considerados, [18], [21], [135] . Un proceso iterativo se basa en la repetición del desarrollo del método pero tomando como valores iniciales los obtenidos en la repetición anterior. El proceso se continúa hasta conseguir la convergencia establecida de antemano, si esto es posible. A continuación se indican los procesos iterativos en cada uno de los modelos matemáticos considerados anteriormente, asumiendo que la iteración converge cuando V )i − (V T P V ) V )i 1 |  < , |(V T P V ) −



siendo   un número real positivo próximo a cero. El proceso iterativo en los modelos de ecuaciones de observación anteriores es como sigue: Primera iteración 



Lv = F (  F (X v ), X 0 , ∂F  =  A0 , ∂X v (X v =X 0 ) W 0  = F   =  F ((X 0 ) Lo ,



  



X  X0   =



−



−(AT 0 P A0)







X  X0 v =  X 0  + X  X0  ,



1 AT P W  0, 0



−







V 0  = A  =  A 0 X  X0   + W 0 ,







Lv0  = L  =  L o + V 0 .
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Segunda iteración 







X 1  = X  X 0v , ∂F  =  A1 , ∂X v (X v =X 1 )  =  F ((X 1 ) Lo , W 1  = F 



  



X  X1   =



−



−(AT 1 P A1)







X  X1 v =  X 1  + X  X1  ,



1 AT P W  , 1 1



−







V 1  = A  =  A 1 X  X1   + W 1 ,







Lv1  = L  =  L o + V 1 .



El proceso se continúa hasta que se logran unos límites previamente establecidos, por ejemplo



 



Xi   converge a cero a medida que i  aumenta. 1. X 



2. La diferencia V i − V i 1  es próxima a cero. −



3. V iT P V i  se estabiliza.











 F (X iv ) . 4. Lvi = L o + V i  es igual que Lvi =  F (



3.3. 3.3.



Soluci Solucione oness secuen secuencia ciales les



Supongamos que las observaciones las hemos realizado en dos grupos,  L o1  y  L o2 , tales que en el primer grupo tenemos n1  observaciones y en el segundo n2 . Se supone también que los parámetros son los mismos en ambos casos, (vector  X  con dimensión u),  [18], [135] . Consideremos el modelo de ajuste por ecuaciones de observación en el caso más general, esto es, estudiemos el modelo no lineal. Los modelos de ajuste por ecuaciones de observación de ambos grupos serán Lv1  = F   =  F 1 (X v ),



Lv2 =  F 2 (X v ).



Para realizar el ajuste simultáneo de ambos grupos, las correspondientes matrices combinadas son A =



V  =



        A1 A2



,



V 1 V 2



, P  =



L0  =



L01 L02



P 1 0 0 P 2



,



    −



Lo =



, W  =  L 0



Lo1 Lo2



Lo =



,



W 1 W 2



,
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siendo  X 0  un vector cuyos elementos son valores aproximados de  X  considera =  F ((X 0 )  y P  la matriz de pesos conjunta suponiendo que las dos a priori,  L 0  = F  observaciones de ambos grupos son incorreladas. Realizando operaciones entre matrices se obtienen los siguientes resultados



 



X  X  =



−(AT 1 P 1A1 + AT 2 P 2A2)



1 (AT P  W   + 1 1 1



−











V 1  = A  =  A1 X  X  + + W 1 ,



AT  2 P 2 W 2 ),



V 2  = A  =  A 2 X  X  + + W 2 ,







T  V T P V  =  W 1T P 1 W 1  + W 2T P 2 W 2  + X  X T (AT  1 P 1 W 1  + A2 P 2 W 2 ),



σ02 =



V T P V  , n1  + n2 u



−



T  −1 ΣX v = σ 02 (AT  1 P 1 A1  + A2 P 2 A2 ) ,   



3.3.1. 3.3.1.



ΣLv =   



  A1 A2



T  ]. ΣX v [AT  1 A2 ].   



Adición Adición secuenc secuencial ial de nuev nuevas as observ observacion aciones es



Supongamos ahora el caso en que ya tenemos realizado el ajuste del primer grupo de observaciones y queremos añadir el segundo grupo de forma no simultánea,  [18], [135] . Así, pues, utilizando las observaciones  L o1  se tiene Lv1 =  F 1 (X v ),



 



 −(AT 1 P 1A1)



X  X ∗ =



1 AT P  W   = 1 1 1



−



−N 1 1AT 1 P 1W 1, −



ΣX v = σ 02 N 1−1 ,   



∗







(V T P V ) V )∗ =  W 1T P 1 W 1  + X  X ∗T AT  1 P 1 W 1 .







X  , ΣX v y  (V   ( V T P V ) V ) y queremos calcular el efecto de En deﬁnitiva, tenemos X  o L2 , que están relacionadas con los parámetros X v por  L v2 = F 2 (X v ). ∗



  



∗



∗



Para ello consideramos el siguiente resultado de operaciones entre las cajas de una matriz N . Sea N  =







N 11 11 N 12 12 N 21 N  21 22 22







,
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entonces se veriﬁca −1 −1 (N 11 = N 11 11  + N 12 12 N 22 22 N 21 21 )



− N 111N 1212(N 221 + N 2121N 111N 1212 ) −



−



−



1



−



−1 N 21 21 N 11 .



 =  A T  Además la matriz  N 1  = A 1 P A1 , por lo que podemos escribir T  −1 −1 (AT  = (N 1  + AT  1 P 1 A1  + A2 P 2 A2 ) 2 P 2 A2 )



= N 1−1



− N 1 1AT 2 (P   (P 2 1 + A2 N 1 1 AT  2 ) −







−



−



1 A N −1 . 2 1



−



X  del Y por tanto la expresión de X    del desarrollo en simultáneo quedaría



 



X  X  = +



 (P 2 1 + A2 N 1 1 AT  −N 1 1AT 1 P 1W 1 + N 1 1AT 2 (P  2 ) 1 AT  2 P 2 W 2 ) − N 1 A2 P 2 W 2 . −



−



−



−



1 A N −1 (AT P  W  2 1 1 1 1



−



−



El primer término es igual a X  y los dos últimos pueden considerarse como ∆X  en   en la expresión ∗



  



X  X  = X  X ∗ + ∆X, ∆X,



de donde



−1 T  T  −1 ∆X  = N 1−1 AT   (P 2−1 + A2 N 1−1 AT  2 (P  2 ) A2 N 1 (A1 P 1 W 1  + A2 P 2 W 2 )



−



−1 ∗ N 1−1 A2 P 2 W 2  = N   =  N 1−1 AT   (P 2−1 + A2 N 1−1 AT  2 (P  2 ) A2 X  −1 T  −1 +N 1−1 AT   (P 2−1 + A2 N 1−1 AT  2 (P  2 ) A2 N 1 A2 P 2 W 2



− N 1 1AT 2 P 2W 2. −



Utilizando la anterior expresión del cálculo matricial y −1 −1 −1 −1 −1 (N 11  =  N 11 N 12 11  + N 12 12 N 22 22 N 21 21 ) N 12 12 N 22 22  = N  12 (N 22 + N 21 21 N 11 N 12 12 ) ,



los dos últimos sumandos se pueden expresar por −1 T  −1 N 1−1 AT   (P 2−1 + A2 N 1−1 AT  2 (P  2 ) A2 N 1 A2 P 2 W 2



−[N 1 1 − N 1 1AT 2 (P   (P 2 1 + A2 N 1 1 AT  2 ) 1 = −N 1 1 AT   (P 2 1 + A2 N 1 1 AT  2 (P  2 ) W 2 . =



−



−



−



−



−



−



−



1A



−



− N 1 1AT 2 P 2W 2 = −



1



−



2 N 1



]AT  2 P 2 W 2



−



Por tanto



   − X  X  = X  X ∗







−1 −1 N 1−1 AT   (A2 N 1−1 AT  X ∗ + W 2 ), 2 (A 2 + P 2 ) (A2 X 
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y obtenemos ﬁnalmente un valor estimado para el vector de parámetros mediante



 







X  X v =  X 0  + X .



De las expresiones anteriores se deduce fácilmente ΣX v = ΣX v   



  



1  (A2 N 1 1 AT   − σ02N 1 1AT 2 (A 2 + P 2 ) −



−



−



1 A N −1 , 2 1



−



∗







T  V T P V  = (V T P V ) V )∗ + X  X T AT  ∆ X T AT  2 P 2 W 2  + ∆X  1 P 1 W 1  + W 2 P 2 W 2 .



Si admitimos que ambos grupos de observación tienen la misma varianza a priori de peso unidad, claramente se utiliza el mismo  σ 02 para calcular la matriz varianza-covarianza del ajuste secuencial realizado. Ahora bien, si calculamos el valor estimado σ02 de la varianza a posteriori mediante la última expresión de V T P V , entonces habrá que recalcular ΣX v  con este valor estimado, utilizando, sin embargo, el mismo valor de X 0  usado en el proceso secuencial.







3.3.2. 3.3.2.







  



Eliminaci Eliminación ón secuenc secuencial ial de observ observacion aciones es



Habitualmente surge la necesidad de eliminar una observación o un grupo de ellas de un modelo ya ajustado, debido, por ejemplo, a que tienen presentan errores sistemáticos. Consideremos que las observaciones a eliminar están incorreladas y que estamos en un modelo de ajuste por ecuaciones de observación no lineal. Entonces, el modelo ya ajustado responderá a las ecuaciones y resultados indicados en el apartado anterior, si bien en este caso  W 1v son los valores verdaderos de las observaciones totales y W 2v  el vector de observaciones que queremos eliminar,  [18], [135] . Ahora, tenemos que el valor estimado para los parámetros en el ajuste del total de observaciones es



 



X  X  =



siendo



−(AT P A)



T  AT P A  = A  =  A T  1 P 1 A1 + A2 P 2 A2 ,



1



−



AT P W,



T  AT P W  =  AT  1 P 1 W 1  + A2 P 2 W 2 .



de donde AT   =  A T P A 1 P 1 A1  = A



− AT 2 P 2A2,



AT   =  A T P W  1 P 1 W 1  = A



 −  − AT 2 P 2W 2.



Como el valor estimado para los parámetros debido sólo al primer grupo es



 



X  X 1∗ =



−(AT 1 P 1A1)



1



−



AT  1 P 1 W 1 ,
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se tiene que



 



X  X 1∗ =



−(AT P A − AT 2 P 2A2)



1



−



(AT P W 



 −  − AT 2 P 2W 2).



Denotando N  =  A T P A  y desarrollando,



 



 −(N  −  − AT 2 P 2A2)



X  X1 ∗ =



Luego,



   − −     X  X1 ∗ = X  X 



o también



1



−



AT P W  + (N  (N 



 −  − AT 2 P 2W 2)



N −1 AT   (A2 N −1 A2 2 (A



X  X1 ∗ = X  X  + + N −1 AT   (P 2−1 2 (P 



− P 2 1) −



1



−



− A2N  1AT 2 ) −



1



−



 



(A2 X  X  + + W 2 ),



1



−



AT  2 P 2 W 2 .



(A2 X  X  + + W 2 ).



La matriz varianza-covarianza de los parámetros después de eliminar las observaciones Lo2  queda ΣX v = σ 02 N −1 + N −1 AT   (P 2−1 2 (P    



1



3.3.3. 3.3.3.



− A2N  1AT 2 )A  )A2 N  1 −



−







.



Parámetro Parámetross compensados compensados y estableci establecimien miento to de condiciocondiciones entre parámetros



En los apartados anteriores hemos actuado exclusivamente sobre los observables, pero de igual modo podemos introducir información adicional acerca de los parámetros inmiscuidos en el modelo de ajuste considerado. Por ello podemos utilizar los desarrollos anteriores considerando esta información sobre los parámetros parámetros como nuevos nuevos grupos a considerar considerar en el modelo,  [18], [135] . Estos grupos pueden estar compuesto por observaciones referidas directamente a los parámetros, por resultados de ajustes anteriores o por especiﬁcaciones encaminadas a evitar problemas tales como singularidades en la matriz normal. Consideremos el modelo no lineal de ecuaciones de observación. El problema puede decirse que trata de compensar, tomar pesos, los valores aproximados de los parámetros considerados a priori. Nuestro modelo matemático es







Lv1 = F 1 (X v ) LX  =  X v



P  =







P 1 0



0 P X







,



A1  =



∂F 1 , ∂X v



A2  =



∂L X  . ∂X v



Usualmente W 1 = F 1 (X 0 ) − Lo1 y W 2 = X 0 − Lo2 , siendo Lo2  el vector cuyos elementos son los parámetros iniciales compensados. Si estos valores son iguales a  X 0  entonces  W 2  = 0.
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Utilizando la expresión obtenida para cuando añadíamos un grupo de observaciones, pero teniendo en cuenta las particularidades del caso actual tenemos los siguientes resultados



 



X  X 



=



−(AT 1 P 1A1 + AT 2 P X X A2)



1 (A P  W   + 1 1 1



−



AT  X W 2 ), 2 P X 



T P  V  V T P V  = V 1T P 1 V 1  + V X  X  X  X  X 







T  = W 1T P 1 W 1  + W 2T P X  X T (AT  X W 2  + X  X W 2 ), 1 P 1 W 1  + A2 P X  T  −1 = σ02 (AT  X A2 ) . 1 P 1 A1  + A2 P X 



ΣX v   



La matriz  A 2  tendrá tantas ﬁlas como parámetros observados y tantas columnas como parámetros. Cada ﬁla tiene sólo un elemento distinto de cero y su valor es +1. El +1  aparece en la columna correspondiente al parámetro que ha sido observado para la compensación. Las dimensiones de  A T  X A2  han de 2 P X  T  ser las mismas que las de A1 P 1 A1 . T  En el caso que P X  X  sea una matriz diagonal usaremos la notación A2 P X  X A2 =



P X .



La matriz P X  tiene las mismas dimensiones que AT  1 P 1 A1  y tantos elementos no cero en la diagonal como parámetros compensados se tengan. Bajo estas circunstancias la expresión T  AT   =  A T  X A2  = A 1 P 1 A1  + A2 P X  1 P 1 A1  + P X 



proporcionará los pesos a añadir directamente en los correspondientes elementos de la diagonal de la matriz  N  de las ecuaciones normales. Según lo anterior podemos escribir los resultados para el nuevo ajuste mediante



 



X  X  =



−(AT 1 P 1A1 + P X )



1 A P  W  , 1 1 1



−







T P  V  =  W T P  W   + X  V T P V  = V 1T P 1 V 1  + V X  X T AT  X  X  X  X  1 1 1 1 P 1 W 1 ,



−1 ΣX v =  σ 02 (AT  1 P 1 A1  + P X ) .   



3.3. 3.3.4. 4.



Adici dición ón de un nuevo uevo conjun conjunto to de obse observ rvac acio ione ness y de parámetros adicionales



En algunos casos queremos utilizar resultados antiguos, pero añadiendo un nuevo conjunto de observaciones e introduciendo un conjunto adicional de
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parámetros,[18], [135]. El modelo matemático ahora es



 



Lv1 = F 1 (X 1v ) Lv2 = F 2 (X 1v , X 2v )



con las siguientes particularidades P  =







A1  =



−1 σ02 ΣL 0 o



1



−1 σ02 ΣL o



0



2



∂F 1 , ∂X 1v



A21  =



L01  = F   =  F 1 (X 10 ),



 =



∂F 2 , ∂X 2v







P 1 0 0



P 2



A22  =



L02  = F   =  F 2 (X 10 , X 20 ),



∂F 2 ∂X 2v W 1  = L  =  L 01



− Lo1,



W 2  = L  =  L 02



− Lo2.



Las expresiones que hay que utilizar en esta situación son las siguientes







V 1  = A1 X  X 1  + W 1 ,



    − ·      −     −



T  −1 X  X 1∗ = (AT  1 P 1 A1 ) A1 P 1 W 1  =



X  X 2  =



 



V 2  = A  =  A 21 X  X1   + A22 X  X2   + W 2 ,



−N 1 1U 1, −



T  (A N −1 AT   + P −1 )−1 A ]−1 AT  (A N −1 AT   + P −1 )−1 [A22 21 1 22 21 1 21 22 21 2 2



(A21 X  X 1∗ + W 2 ),



X  X 1  = X  X 1∗



  



T  [(A T   + P −1 )−1 (A X  N 1−1 A21 [(A21 N 1−1 A21 X 1∗ + W 2 )], )], 22 X 2  + A21 X  2







T  T  P  W  V T P V  = X  X 1∗ AT  X1 T  A T  X1 T  A 21 2 2 1 P 1 W 1  + W 1 P 1 W 1 + X  1 P 1 W 1  + X  T  P  W   + W T P  W  , + X  X 2T  A 22 2 2 2 2 2



σ02



3.4. 3.4.



=



V T P V  . n+s u



Constr Constreñi eñimie mien ntos mini minimal males es e inter internos nos



Otra solución, no siempre posible, cuando la matriz de diseño del modelo de ecuaciones de observación es deﬁciente de rango consiste en implementar ligaduras o relaciones entre los parámetros a ﬁn de determinar la solución del problema bajo ciertas condiciones que veriﬁcan dichos parámetros, [18].
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El modelo vendrá dado ahora por







Lv =  F 1 (X v ) F 2 (X v ) = 0



Tenemos, además −1 P  =  σ o2 ΣL o,



L0  = F   =  F 1 (X 0 ),



∂F 1 =  A, ∂X V 



∂F 2 =  C, ∂X V 



W  =  L 0







− Lo,



T  =  F 2 (X 0 )







X  X v = X 0  + X .



Si denotamos  N  =  A T P A  y  U  =  A T P W , entonces la solución del sistema sin añadir las nuevas ecuaciones de condición será



 



 −N  1U.



X  X ∗ =



−



La solución que se obtiene considerando las ligaduras entre los parámetros es



   − X  X  = X  X ∗







N −1 C T (CN −1 C T )−1 (C X  X  + + T ) T ),



donde claramente el segundo sumando representa la inﬂuencia de las condiciones introducidas. Las matrices varianza-covarianza de los parámetros, de las observaciones y de los residuales son respectivamente ΣX v =  σ 02 N −1



− σ02N  1C T (CN  1C T ) 1CN  1, ΣL = σ 02 [AN  1 AT  − AN  1 C T (CN  1 C T ) 1 C N  1 AT ], ΣV  =  σ 02 [P  1 − AN  1 AT  + AN  1 C T (CN  1 C T ) 1 CN  1 AT ]. −



−



−



−



  



−



v



−



−



−



−



−



−



−



−



−



−



En caso que la varianza a priori de peso unidad sea desconocida, el estimador insesgado es σ02



 



V T P V  = , n u+s



−



siendo n, u y s  el número de observaciones, parámetros y nuevas condiciones añadidas sobre los parámetros secuencialmente; y







V T P V  = (V  ( V T P V ) V )∗ + ∆V  ∆V T P V  = [W T P W  + X  X ∗T U ] U ]











+[(C  +[(C X  X ∗ + T ) T )T [C (AT P AC T ]−1 (C X  X ∗ + T )] T )]..
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Si s  es igual a u − rang(  rang (A), entonces la solución se denomina solución de ligadura o constreñimiento mínimo. Evidentemente, dependiendo de los constreñimientos elegidos existirán diferentes sistemas de ligadura mínima posibles dentro del mismo ajuste. El único requisito es que el rango de la matriz  C  sea igual a su número de ﬁlas y que éstas sean linealmente independientes de las de la matriz de diseño  A , de tal forma que cualesquiera otras condiciones entre los parámetros con matriz de diseño cumpliendo dicho requisito proporcionará igualmente otra solución de ligadura mínima. Pues bien, por ser  A  deﬁciente de rango existe una matriz  E  con dimensión es u − rang( rang (A) × u  que veriﬁca (AT P A)E  =  = 0



⇔



AE T  = 0



siendo entonces las ﬁlas de las matrices A y E  linealmente independientes, y por tanto, tanto, también cumplirá, cumplirá, al igual que C , que EX  = 0.



Consideremos esta matriz en el proceso anterior de mínimas ligaduras. La solución que se obtiene es



 



X  X  =



−(AT P A + E T E )



1 AT P W,



−



ΣX  =  σ 02 [(A [(AT P A + E T E )−1 E T (EE T EE T )−1 E ].   



Esta solución se denomina solución de ligadura o constreñimiento interno. Tiene la propiedad de, además de minimizar V  T  P V , minimiza la suma de los   = m´ın. cuadrados de los parámetros, es decir,  X T X  =



 Capítulo 4



El Método Geodésico con GPS La Tierra, como cuerpo en el espacio, está sometida a un conjunto de fuerzas debidas a la autogravitación, a la rotación terrestre y a la atracción de otros cuerpos del Sistema Solar, cuya resultante determina su forma y sus dimensiones. El potencial generado por esta fuerza, denominado potencial gravíﬁco, es una función escalar que permite establecer sucesivas superﬁcies equipotenciales. De ellas, la superﬁcie equipotencial coincidente con el nivel medio de los mares en reposo, denominada geoide, se considera una primera aproximación a la forma y dimensiones de la Tierra. Este modelo físico presenta, además de la lógica lógica inaccesibi inaccesibilidad lidad por debajo de la superﬁcie superﬁcie topográﬁca topográﬁca terrestre, terrestre, irreguirregularidades laridades que hacen que sea imposible imposible obtener obtener una expresión expresión matemática matemática que le deﬁna  [89], [7]. Para solventar este problema se establece el elipsoide de revolución como el modelo matemático que más se aproxima a la superﬁcie de la Tierra, si bien es cierto, que esta superﬁcie plantea el problema, al igual que el geoide en zonas no costeras, de su inaccesibilidad para la realización de observaciones geodésicas,  [122]. Puesto que dichas observaciones se realizan en la superﬁcie topográﬁca terrestre será necesario establecer ciertos parámetros que nos relacionen estas tres superﬁcies de referencia en determinados puntos de la superﬁcie de la Tierra. Así, la desviación de la vertical,  θ , o ángulo que forman la normal al elipsoide y la tangente a la línea de fuerza en el punto de la superﬁcie topográﬁca terrestre considerado, y la ondulación del geoide, N, o altura del geoide sobre el elipsoide según la normal a dicho punto, expresarán en este punto las relaciones 103
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existentes entre ellas  [9], [118] . Un Sistema Geodésico o Datum es un conjunto de parámetros que sirven de base para determinar la posición precisa, mediante coordenadas geodésicas, latitud, φ, longitud, λ  y altura ortométrica, H, de puntos situados en la superﬁcie terrestre. En esta deﬁnición se consideran tanto estaciones sobre la superﬁcie topográﬁca terrestre como en la superﬁcie topográﬁca marina. Al considerar la diferente naturaleza de la latitud y longitud, coordenadas angulares y altitud, distancia, surge la necesidad de establecer dentro de un mismo sistema geodésico un Datum Horizontal y un Datum Vertical para referencia de medidas angulares y verticales, respectivamente (ﬁgura 4.1).



 Normal al elipsoide elipsoide y tangente a la línea de  fuerza



P (φ, λ )



Datum Vertical Geoide Superficie topográfica marina



.



h=H



.



Datum  Horizontal



Superficie topográfica terrestre



Elipsoide de Referencia



Figura 4.1: Sistema Geodésico. Datum Horizontal y Datum Vertical



Un datum geodésico horizontal para una determinada zona está compuesto por las coordenadas horizontales, latitud y longitud, de una estación (origen del datum), determinadas astronómicamente; del acimut entre éste y una estación de control, o las coordenadas astronómicas de esta segunda estación; los parámetros de un elipsoide, semiejes o semieje mayor y aplanamiento, ajustándose lo mejor posible al geoide en dicha zona. Para conseguir este ajuste u orientación del elipsoide al geoide se considera que en el origen del datum ambos son tangentes, esto es, tanto la ondulación del geoide como la desviación de la vertical son nulas. Este método, sin embargo, produce grandes discrepancias entre las coordenadas obtenidas con respecto a otros datums, pues en deﬁnitiva, este proceso establece elipsoides locales cuya consecuencia inmediata es un desplazamiento del origen y del eje de rotación de este elipsoide con respecto al centro y al eje
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de rotación terrestre, respectivamente. El control de estos errores o discrepancias se efectúa mediante estaciones Laplace, convenientemente distribuidas y dotadas de coordenadas astronómicas, desviaciones de la vertical y ondulaciones del geoide. Este control sólo podrá realizarse en zonas pequeñas, pues si se efectúa un cambio de elipsoide, evidentemente, tanto las desviaciones de la vertical como las ondulaciones del geoide observadas en las estaciones Laplace cambiarán. N N



 Datum  Europeo  Datum  Norteamericano  Norteamericano



Elipsoide ajustado a Norteamerica



Elipsoide ajustado a Europa



Geoide



Figura 4.2: Ejemplos de Elipsoides de Referencia



El datum geodésico vertical es un punto situado en la costa donde se establece el nivel medio del mar, geoide. Este punto, denominado cota 0, es el origen de altitudes. Al igual que en el caso del datum horizontal, existen discrepancias entre diferentes datums verticales, pues el nivel medio del mar dependerá de variaciones de corto período (mareas diurnas y semidiurnas, oleajes y tsunamis) y de largos períodos (variaciones de la presión atmosférica y condiciones de viento, cambios en la conﬁguración batimétrica) y las componentes de mareas de carácter semianual y anual y las debidas a los movimientos del perigeo y del nodo lunar de período 18.6 años; por lo que serán necesarias series temporales de al menos 18.6 años para una determinación óptima de la cota cero, desapareciendo las variaciones de cortos períodos. No obstante, siguen existiendo variaciones debidas a otros efectos, como es la deformación tectónica, por lo que serán necesarias medidas de la gravedad para correciones en altura, cambios de sistemas de referencia y derivas instrumentales. La altitud ortométrica de un punto es la distancia desde el geoide hasta el punto considerado de la superﬁcie topográﬁca terrestre medida a lo largo de
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la línea de fuerza. Para su determinación no bastará con realizar medidas de nivelación entre el geoide y el punto, pues el no paralelismo existente entre las superﬁcies equipotenciales induce el problema de que, mediante nivelaciones geométricas, la diferencia de altura entre dos puntos y por tanto entre las superﬁcies equipotenciales a las cuales pertenecen sea distinta según el camino efectuado en la nivelación. Debido a esto, para obtener la altitud ortométrica será necesario realizar, además de las mencionadas nivelaciones geométricas, medidas del valor de la gravedad en los puntos intermedios de camino seguido. En primera aproximación la altura ortométrica en un punto situado sobre la superﬁcie topográﬁca terrestre es la suma de la ondulación del geoide y la altura elipsódica. Una vez establecido un Sistema Geodésico, existen varios métodos Tangente a la línea de fuerza



θ  Normal al elipsoide



P Geoide Elipsoide de referencia



H



h



Superficie topográfica terrestre



N



Superficie topográfica marina



Figura 4.3: Superﬁcie topográﬁca terrestre, Geoide y Elipsoide de referencia



para dotar de coordenadas absolutas a estaciones adyacentes: triangulación, trilateraci trilateración ón y por caminos. caminos. La triangulación consiste en construir cadenas de triángulos de los cuales se observan los tres ángulos. Para orientar y escalar la cadena de triángulos se necesita la determinación del acimut de uno de sus lados y de la distancia de otro lado, base geodésica, pudiendo ser el mismo. A partir de estas medidas y de las coordenadas de uno de sus vértices se obtienen las de todos los demás. Se suele disponer al ﬁnal de la cadena de otra base geodésica a ﬁn de controlar los errores propagados a lo largo de dicha cadena. La trilateración varía del método anterior en que en este caso se miden todos los lados de cada triángulo, necesitándose, además, las coordenadas de dos
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puntos o bien las coordenadas de uno de ellos y el acimut de otro. El método por caminos consiste en enlazar una serie de puntos en zig-zag, de tal forma que cada punto esté conectado con el anterior y posterior. En este método se observan los ángulos entre las direcciones que llegan y salen de cada punto y las distancias existentes entre puntos consecutivos, además, del acimut de la primera y última dirección. Este método admite multitud de diseños dependiendo de las características de la zona. Una red geodésica consiste en un conjunto de estaciones dotadas de coordenadas absolutas cuya precisión depende del organismo encargado en cada zona de establecerlas. Según la precisión establecida, las redes geodésicas se clasiﬁcan jerárquicamente en primer orden, segundo orden y órdenes inferiores, de tal forma que las coordenadas de los vértices de segundo orden se obtienen a partir de las coordenadas de los de primer orden, y así sucesivamente. Un valor habitual en cuanto a precisiones es que en las redes de primer orden, las correspondientes tanto a las alturas elipsódicas u ortométricas deben ser menores que un metro y las coordenadas horizontales tienen precisiones relativas entre estaciones adyacentes de  10 5 y 10 6 [138]. −



−



Con la aparición de la Geodesia Espacial, la deﬁnición de un Sistema Geodésico cambia radicalmente. Un Datum Espacial está formado por las coordenadas absolutas de algunas estaciones, que conforman un conjunto de vértices denominado poliedro; un elipsoide de referencia y un modelo geopotencial formado por los valores numéricos de los coeﬁcientes del desarrollo en armónicos esféricos de la ecuación de Laplace; y varias constantes como pueden ser los valores de las velocidades de la luz y de la rotación terrestre, constante de gravitación terrestre y masa terrestre. El origen de este datum puede coincidir con el centro de masas de la Tierra, denominándose datum absoluto, o no; en cuyo caso vendrá dado el desplazamiento del centro del elipsoide con relación al centro de masas terrestre. Asimismo, las efemérides precisas de los satélites que pertenecen a dicho sistema espacial están también referidas a este datum espacial. En este datum las coordenadas horizontales son las mismas que en el caso clásico, clásico, pero la altura, altura, ahora, está referida referida al elipsoide, elipsoide, altura elipsódica, elipsódica, h, en lugar de la altura ortométrica. También suelen sustituirse por las coordenadas cartesianas geocéntricas, (X,Y,Z),  [90]. Esta deﬁnición de Sistema Geodésico expresa una concepción global del datum que tiene la ventaja de ser único para cualquier zona de la Tierra. Ciertamente, será necesario relacionar este sistema de referencia a los datum locales anteriormente establecidos mediante el conocimiento experimental o modelado de



 108



 Datum Vertical  Local



 A



.



Geoide



 Datum Vertical  Local .



 Datum Horizontal  Local



 B  Datum Horizontal  Local



Elipsoide ajustado a zona B
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Elipsoide de Referencia Global



Figura 4.4: Geoide, Datums Locales y Elipsoide Global



las ondulaciones del geoide y las desviaciones de la vertical en las estaciones principales de cada red geodésica. Las redes geodésicas referidas a un datum espacial se clasiﬁcan de forma similar que en Geodesia Clásica. Al nivel A pertenecen sistemas de referencia a escala continental formados por estaciones dotadas de precisiones centimétricas y cuyos puntos de control o ﬁduciales están situados en estaciones de la Red Internacional del Servicio de Rotación Terrestre o de la Red Internacional del Servicio de Geodinámica Terrestre deﬁnidas por la técnica VLBI. El nivel B está formado por las redes geodésicas nacionales de primer orden y al nivel C pertenece cualquier otra de rango inferior. La puesta en órbita y operatividad de los satélites del Sistema de Posicionamiento Global supone un avance sustancial en el desarrollo experimental de la Geodesia y ciencias aﬁnes en relación a otros sistemas espaciales anteriores en cuanto a productividad, costos y precisiones alcanzadas. El Sistema GPS permite establecer un sistema de referencia, elipsoide de referencia WGS841 , mediante observaciones de los satélites NAVSTAR, a usuarios situados en cualquier lugar de la Tierra y en cualquier instante. Basado en el principio interferométrico de observaciones simultáneas de los satélites de la constelación NAVSTAR, permite obtener posicionamientos relativos entre estaciones con precisiones del orden de 1 ppm y, por tanto, con características geodésicas en 1



Este sistema de referencia se estudia con detalle en el Apéndice A. En inglés,   World  Geodetic System 1984. 1984.
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escala. Estos posicionamientos relativos están carentes de orientación y si bien son de aplicación directa a estudios geodinámicos, están carentes de signiﬁcado geodésico  [70], [54], [4] . Para obtener posiciones absolutas, consecuentemente geodésicas, se establece un primer nivel que conforma la red mundial GPS mediante estaciones geodésicas situadas junto a las estaciones VLBI, que referenciadas a este sistema permiten establecer un poliedro global de posiciones absolutas geodésicas. A partir de este primer nivel se determinan redes de niveles inferiores donde las coordenadas absolutas de sus estaciones se obtienen respecto del nivel inmediatamente superior. Básicamente, este proceso consiste en realizar un posicionamiento relativo de las estaciones con respecto a las pertenecientes a la red superior y dotadas de coordenadas coordenadas absolutas, absolutas, que mediant mediantee un ajuste poster p osterior ior proporcionar proporcionaráá coordenadas absolutas, cartesianas o geodésicas, de las estaciones de la nueva red. Ciertamente, la adopción del elipsoide de referencia WGS-84 conlleva la uniﬁcación de los sistemas de referencia locales establecidos en diferentes zonas de la Tierra. Por otra parte, el proceso geodésico se invierte, determinándose las coordenadas coordenadas elipsódicas elipsódicas de las estaciones estaciones y posteriormen posteriormente te se obtienen obtienen los valores, desviación de la vertical y ondulación del geoide, que permiten obtener las coordenadas astronómicas y altitudes ortométricas respectivas.



4.1. 4.1.



Procedim Procedimien iento to expe experime riment ntal al



El establecimiento de una red geodésica se basa en una primera fase, de carácter empírico, cuyo resultado es un conjunto de observaciones de ángulos y/o distancias que posteriormente, mediante el tratamiento oportuno de estos datos proporcionan las coordenadas absolutas de los vértices geodésicos pertenecientes a la red  [46]. La bondad de los datos obtenidos en esta fase experimental afectará directamente a los resultados obtenidos y depende de aspectos tales como el diseño de la red, la planiﬁcación de las observaciones a realizar, la instrumentación utilizada y la calidad de dichas observaciones  [16]. El diseño de una red geodésica viene determinado por diversos factores, pudiéndose destacar la técnica geodésica elegida, el método de obtención de coordenadas a utilizar, las características de la instrumentación disponible y las condiciones propias de la zona.
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La utilización del sistema espacial GPS impone menos restricciones en el diseño de la red que triangulaciones o trilateraciones clásicas, donde los triángulos han de ser preferentemente equiláteros, para evitar una propagación de errores no uniforme a las coordenadas de la red. La planiﬁcación de una campaña de observación de satélites GPS consiste en establecer los intervalos horarios de seguimiento en función de la determinación de las conﬁguraciones geométricas óptimas de los satélites, de la elección de los satelites adecuados para asegurar visibilidad simultánea de los mismos en todas las estaciones y de las condiciones topográﬁcas de éstas, calculándose, además, el número de sesiones de observación necesarias respecto al número de estaciones y receptores disponibles,  [16]. El número de sesiones y la duración de las mismas depende de la precisión en la determinacion de las ambigüedades de fase que se necesite en el levantamiento geodésico a realizar. A partir de la experiencia, se ha acordado internacionalmente que para distancias cortas, menores que 10 kms., realizando seguimientos de al menos seis satélites con receptores de dos frecuencias y código P bastarían algunas sesiones de 15 minutos de duración; para distancias largas en las mismas condiciones, bastarían sesiones de algunas horas de duración y para redes continentales habría que realizar observaciones durante algunos días con sesiones de 24 horas. El método de cálculo de las efemérides de los satélites parte de los valores √  de los elementos orbitales, (M 0 , e, a, Ω0 , i0 , ω), las variaciones temporales, (∆n, (∆n, Ω˙ , i˙ ), las amplitudes del seno y coseno de la expansión armónica del argumento de la latitud, del radio y de la inclinación y la época de referencia de las efemérides y antigüedad de los datos, toa y  AODE 2 , respectivamente, transmitidos en el mensaje de navegación (ﬁgura 4.5) [3]. Además, los valores de la constante de gravitación universal y velocidad de rotación terrestre utilizados son los correspondientes al Sistema Geodésico WGS84, µ  = 3,986005



× 1014 m3/s2,



V T  T  = 7,292115167



× 10



5



−



rad/s.



Las coordenadas cartesianas geocéntricas del satélites se obtienen mediante el siguiente proceso: 1. Cálculo del movimiento medio (radianes/segundo) n0  = 2



En inglés,Age inglés,Age of Date Ephemeris 



 



µ =  n =  n  = n  n0  + ∆n ∆n A3



⇒
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Figura 4.5: Elementos Orbitales



2. Cálculo del intervalo temporal ∆t, entre el instante de predicción t  y la época de referencia de las efemérides  t oa ∆t  = t  =  t



− toa



3. Cálculo de la anomalía media M  =  M 0  + n∆t



4. Cálculo de la anomalía excéntrica a partir de la resolución de la ecuación de Kepler M  = E 



− e sen E 



Para resolver esta ecuación suelen utilizarse dos métodos, mediante la expansión en serie elíptica



−



E  =  M  +  + + + +
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o mediante el proceso iterativo E 0  = M   =  M  E i  = M   =  M  + e sen E i−1



i  = 1,...



5. Cálculo de la anomalía verdadera  ν  y del argumento de la latitud  u



√ 1 − e2 sen E  tan ν  =  − e , cos E  −



u = ν   =  ν  +  + ω



6. Cálculo Cálculo de las correcciones correcciones de segundo segundo orden de la función perturbadora perturbadora en el argumento de la latitud, distancia radial e inclinación de la órbita δu = C us  sen 2u + C uc  cos 2u, us sen uc cos δr



= C rc  cos 2u + C rs  sen 2u, rc cos rs sen



δi



= C ic  cos 2u + C is  sen 2u. ic cos is sen



7. Cálculo del argumento de la latitud, radio orbital e inclinación de la órbita corregidos uC  = u + δu, rC  = A(1 iC 



− e cos E ) + δr,



= i0  + δi + ˙i∆t.



8. Cálculo Cálculo de la posición, coordenadas coordenadas cartesiana cartesianas, s, del satélite en su órbita órbita x  = r  =  r C  cos uC ,



y  = r  =  r C  sen uC 



9. Cálculo de la corrección de la ascensión recta del nodo ascendente  ˙ Ω = Ω0  + ( Ω



− V T T )∆t )∆t − V T  T toa



10. Cálculo Cálculo de las coordenadas coordenadas cartesianas cartesianas geocéntrica geocéntricass del satélite X  = x cosΩ Y 



senΩ, − y cos i senΩ,



= x sen sen Ω + y cos i cosΩ, cosΩ,



Z  = y sen i.



En este sistema, la dirección del eje X coincide con el punto Aries, el eje Z con el eje de rotación terrestre convencional y el eje Y está situado en el ecuador celeste formando un sistema dextrógiro ortogonal con los ejes X y Z.
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11. Cálculo Cálculo de las coordenadas coordenadas ecuatoriale ecuatorialess absolutas absolutas del satélite satélite X  = r cos δ cos δ cos α, Y 



= r cos δ sen δ sen α,



Z  = r sen δ.



Por tanto, tan α  =



Y  , X 



sen δ  =  =



√ X 2 +Z Y 2 + Z 2 .



Para determinar qué satélites se encuentran por encima del horizonte de un determinado lugar, estas coordenadas se transformarán en coordenadas horizontales topocéntricas. Considerando que el lugar de observación tiene unas coordenadas astronómicas (φ, Λ)  y que, en aproximación esférica, el radio terrestre es R, el proceso continúa como sigue: 12. Cálculo Cálculo de las coordenadas coordenadas horizontales horizontales del satélite Para obtener las coordenadas horizontales del satélite se necesita el ángulo horario, H, del satélite. Este, está relacionado con la ascensión recta mediante la ecuación fundamental de la Astronomía de Posición θ  = H   =  H  +  + α



donde θ  es la hora sidérea en el instante de tiempo GPS considerado. Obviamente, para obtener la hora sidérea en el lugar de observación y dado que el tiempo GPS es tiempo universal coordinado menos un número entero de segundos, 8 segundos el 1 de julio de 1992, realizando el habitual cambio de hora y mediante la longitud del lugar  Λ  se obtiene dicha hora sidérea. Con el valor obtenido del ángulo horario y las fórmulas de Bessel se obtienen obtienen el acimut acimut y la altura altura geocéntrica geocéntricass del satélite tan A =



−



cos δ sen δ sen H  , cos φ sen δ  +  + sen φ cos δ cos δ cos H 



sen h   = sen φ sen δ  +  + cos φ cos δ cos δ cos H.



13. Cálculo de las coordenadas horizontales topocéntricas del satélite Supongamos, ahora, que  d  es la distancia geocéntrica del satélite y  d la distancia topocéntrica. Entonces, las coordenadas cartesianas geocéntri ( X G , Y G , Z G )  y las cartesianas topocéntricas  (X   ( X T  cas  (X  T , Y T  T , Z T  T )  satisfacen 



X G  = d  =  d cos A cos h,



   X T  T  =  d cos A cos h ,



Y G  = d  =  d sen A cos h,



   Y T  T  =  d sen A cos h ,



Z G  = d  =  d sen h,



  Z T  T  =  d sen h .
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Puesto que  X T  T  =  X G , Y T  T  =  Y G , Z T  T  =  Z G − R., entonces A = A,



sen h =



d sen h d



− R.



Para evitar datos muy afectados por la refracción atmosférica se suele considerar un ángulo mínimo de elevación entre 10 o y 15o , deﬁniendo en deﬁnitiva un horizonte artiﬁcial; así como, un número mínimo de satélites en cada posicionamiento que variará según el tiempo de observación establecido y la distancia entre las estaciones de la red. Asimismo, se eligen preferentemente, dependiendo de la logística disponible y de la frecuencia de los receptores empleados, horas nocturnas para las observaciones, pues durante la noche la actividad ionosférica presenta una mayor estabilidad que durante las horas diurnas. Analizando los resultados de la predicción y teniendo en cuenta estas condiciones se elegirá la estrategia a seguir en la observación de la red geodésica, indicándose los intervalos horarios de seguimiento, los satélites seleccionados, el horizonte artiﬁcial establecido y número mínimo de satélites simultáneos. 4.1.1. 4.1.1.



Instru Instrumen mentac tación ión



En la instrumentación utilizada en el seguimiento de satélites GPS se puede distinguir entre equipos receptores y equipos auxiliares. El equipo receptor, elemento principal de la observación se encarga de la adquisición de la señal procedente de los satélites y almacenamiento de los datos observados. Está formado por una antena con preampliﬁcador, logicial de tratamiento de la señal, dispositivo de almacenamiento de datos y cables calibrados de baja pérdida. Los equipos auxiliares permiten el funcionamiento del equipo receptor y y conexiones para el trasvase de datos. Para evaluar el modelo troposférico en toda observación es necesario disponer de presión atmosférica, temperatura y humedad relativa, por lo que dentro de los equipos auxiliares también se encuadran las estaciones meteorológicas utilizadas.



4.2. 4.2.



Obse Observ rvac ació ión n GPS GPS



Una observación GPS consiste en la puesta en estación de la instrumentación indicada, realizar el seguimiento de satélites determinado en la planiﬁcación, almacenar en la memoria sólida del receptor y trasvasar los datos obtenidos para posterior análisis análisis y procesado procesado de los mismos.
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En cada sesión de observación se genera un ﬁchero en la memoria sólida del receptor que mediante un proceso de trasvase, vía RS232-C, a un ordenador (tipo PC), se descompone en cuatro ﬁcheros: de mensaje (*.MES), de datos (*.DAT), (*.DAT), de parámetros ionosféricos (*.ION) y de efemérides (*.EPH)  [15],  [17]. El ﬁchero de mensaje contiene información general acerca de la sesión observada, indicando: indicando: coordenadas coordenadas iniciales iniciales introducid introducidas as en el receptor receptor y su grado de precisión, intervalos horarios de seguimiento, satélites seguidos en cada canal del receptor y medidas realizadas en las frecuencias L1 y L2, altura del horizonte ﬁcticio, intervalo y número mínimo de satélites para cada posicionamiento en tiempo real, posiciones media y con mejor PDOP obtenidas. El ﬁchero de datos contiene, principalmente, los observables GPS, la posición calculada a partir de estos observables por el software interno del receptor e información acerca de la conﬁguración y estado del receptor. En esta información podemos distinguir dos tipos de medida: básicas y de control. Dentro de las medidas básicas se incluyen, entre otras, la compensación del reloj del receptor, pseudodistancia observada, cuenta integrada Doppler, medida Doppler total e instante en que se realiza la medida de la fase. De igual modo, el número identiﬁcativo del satélite seguido, el indicador de la relación señal/ruido, polaridad de la señal, PDOP e indicador del estado del satélite forman parte de las medidas de control. El ﬁchero de efemérides contiene el último grupo de las efémerides y datos del almanaque registrados en el ﬁchero de observación almacenado en el receptor. Ambos grupos diﬁeren, únicamente en su precisión y se utilizan para calcular las posiciones orbital y geocéntrica de cada satélite. El ﬁchero de parámetros ionosféricos contiene los valores de los coeﬁcientes del modelo ionosférico y parámetros relativos al tiempo GPS de la observación. Para modelar el efecto troposférico se necesitan los datos de temperatura, presión atmosférica y humedad relativa.



4.3. 4.3.



Posic Posicion ionamie amient nto o relati relativo vo



Mediante la observación simultánea de satélites GPS y efectuando un tratamiento sobre los datos observados (ver capítulo 2), se calcula el posicionamiento relativo entre las estaciones de la red geodésica establecida, obteniéndose las  ( dx,dy,dz,dh)), de las líneas observadas con sus correscomponentes relativas  (dx,dy,dz,dh pondientes desviaciones típicas. Estos valores serán nuestros datos experimentales, tales, en el subsiguie subsiguiente nte proceso de ajuste.
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La precisión obtenida en el procesado de los datos GPS es inversamente proporcional a la distancia existente entre las estaciones observadas. Dependiendo de esta distancia se emplearán los métodos de las dobles diferencias o triples. Generalmente, se establecen las triples diferencias para estaciones distantes entre sí más de 100 Km., líneas largas, las dobles diferencias sin la aplicación de la ambigüedad existente en el contado inicial de ciclos de la señal para distancias entre 20 y 100 Km., líneas medias y las dobles diferencias con la aplicación de dicha ambigüedad para distancias menores de 20 Km., líneas cortas, aunque estos valores, en la práctica dependerán en gran medida de las observaciones realizadas, pudiendo oscilar entre valores ligeramente diferentes. 4.3. 4.3.1. 1.



Proce Procesa sado do de de los los dato datoss



Los modelos matemáticos para el procesado de datos GPS están basados, como se indicó en los capítulos 2 y 3, tanto en las pseudodistancias como en las diferencias de fase, en observaciones indirectas que proporcionan sistemas explícitos, no lineales e inconsistentes, sistemas de ecuaciones de observación, por lo que la mejor de sus soluciones es la solución por mínimos cuadrados. Puesto que en la sección 3.2, se explica detalladamente la resolución de este tipo de sistemas, nos remitiremos a las particularidades propias del proceso a efectuar. En la matriz de diseño del sistema linealizado de cualquiera de los modelos de tratamiento de datos mencionado intervienen las coordenadas de los satélites GPS, por tanto, la precisión de las efemérides que se utilicen inﬂuirá directamente en la calidad de los resultados obtenidos. En aplicaciones geodésicas será necesario contar con posiciones de satélites de alta precisión, efemérides precisas, despreciando las efemérides emitidas por los satélites en su mensaje de navegación. Organismos tales como el DMA 3 o el IGS acometen la tarea, mediante una red de estaciones de seguimiento permanente, de elaborar efemérides precisas de satélites GPS con ﬁnes cientíﬁcos. Estas coordenadas tienen precisiones entre 3 y 10 metros, que garantizan calidades en los posicionamientos relativos de aproximadamente 0.5 ppm. Las efemérides precisas GPS, en formato SP3, tabla 4.1, están referidas al Sistema Geodésico WGS-84. El formato SP3 proporciona las coordenadas cartesianas geocéntricas en kilómetros de los satélites GPS, la variación de las mismas en decímetros por segundo, las correcciones de los osciladores de los satélites, el tipo de órbita ajustada, las precisiones de las mismas y otros datos como pueden ser el organismo que las determina, la época de corrección del 3
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Tabla 4.1: Efemérides Precisas. Formato SP3



movimiento del Polo, número de semana GPS, etc. La inﬂuencia de la atmósfera en la propagación de la señal, efectos ionosférico y troposférico, puede ser modelada o, solo en el caso del efecto ionosférico, eliminado. Para disminuir los efectos troposférico e ionosférico, se aplican los modelos de Hodﬁeld Modiﬁcado y Klobuchar, respectivamente, tabla 4.2. Para la aplicación del modelo de corrección troposférica, necesario en cualquier orden de distancia, se tomarán los correspondientes datos meteorológicos de presión atmosférica, humedad relativa y temperatura que intervienen en el modelo. Los receptores dotados de las dos frecuencias, L1 y L2, posibilitan la eliminación del efecto ionosférico utilizando la combinación ionosfera libre (sección 3, capítulo
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2), aunque en cortas distancias, esta combinación introduce en el procesado de los datos un elevado ruido que imposibilita su utilización. La disminución o eliminación de estos efectos tiene gran importancia en el procesado de líneas largas, pues tanto las condiciones meteorológicas como las ionosféricas pueden ser muy diferentes en unas u otras estaciones. El procesado de los datos GPS, como tal, consiste en la siguiente secuencia: pseudodistancia, triples diferencias, dobles diferencias obteniendo, además, los valores enteros de las ambigüedades iniciales y dobles diferencias aplicando las ambigüedades calculadas en el paso anterior, tabla 4.3. La no linealidad del sistema supone partir de unas coordenadas aproximadas de las estaciones. El procesado en pseudodistancia es necesario para sincronizar los datos obtenidos en cada una de las estaciones, marcas de tiempo. Esta sincronización no se reﬁere al error del oscilador del receptor pues éste variará durante toda la observación. En este proceso previo no se utilizan la fase de la portadora dado que en ellas interviene la ambigüedad inicial, aspecto que no ocurre en la pseudodistancia. Las triples diferencias receptor-satélite-tiempo se obtienen observando varios satélites en épocas sucesivas desde dos o más receptores. Se deﬁnen como el cambio en la doble diferencia receptor-satélite entre una época y la siguiente. Elimina los errores inducidos por los relojes de los satélites y de los receptores. En la medida de la fase de la señal de la portadora, desaparece la ambigüedad existente en el contado inicial de ciclos. Esta insensibilidad respecto de la ambigüedad, de la pérdida de ciclos y de los errores de los osciladores de los receptores y de los satélites hace que en este modelo, solo las correcciones de las coordenadas geocéntricas cartesianas de las estaciones observadas serán las incógnitas a resolver. Las coordenadas así calculadas son consideradas los valores iniciales del siguiente proceso iterativo, las dobles diferencias. Estas se obtienen mediante observaciones de varios satélites en una misma época desde dos o más receptores, restando las correspondientes simples diferencias. Ahora, las incógnitas son las correcciones de los valores iniciales, y las ambigüedades para cada par satélite-receptor. Las soluciones de este modelo inducen un nuevo procesado donde ahora ya se aplican las ambigüedades enteras obtenidas en el proceso anterior, calculándose la solución ﬁnal para las coordenadas cartesianas de las estaciones. Este procedimiento de aplicar primero las triples diferencias y luego las dobles independiza los resultados de los errores de los osciladores de los receptores, que en un proceso por simples diferencias habría que tener en
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Modelo troposférico Hodﬁeld Modiﬁcado



∆ρ(z ) = 10−6



 



i=sec,hum



N i,trop 0



Observaciones
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(ri − R)4



 



r=R
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∆ρtrop (E ) = 10−6 N i,trop 0 i







k=1



r(ri − r)4



√  2 r



− R2 sen2 z0



αk,i k r k i



(Solución (Solución Goad y Goodman) Goodman)
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z...ángulo de incidencia N...índice de refractividad  − 273,16) m hsec  = 40136 + 148 ,72(T  − hhum  11000 K m rsec  =  R + hsec r  =  R + h
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Modelo ionosférico Klobuchar



 



(R + hi )2 − (R cos E )2 − R sen E 



Observaciones
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Tabla 4.2: Resumen de modelos troposférico e ionosférico
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Modelo-Expresión Simpliﬁcada



Incógnitas



Comentarios   Las coordenada coordenadass cartecartesianas del satélite se obtienen mediant mediante e las efemériefemérides emitidas/precisas. emitidas/precisas.  •  El error del oscilador del satélite y los efectos ionosféricos y troposfér troposféricos icos se modelizan a partir del mensa je de navegación. navegación. •



PSEUDODISTANCIA (Satélite (k), Receptor (i), Instante (t))



 pik =  ρ ik + c ( dtk



X E , Y E , Z E dT i
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FASE DE LA PORTADORA (Satélite (k), Receptor (i), Instante (t))
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SIMPLES DIFERENCIAS DIFERENCIAS (Satélite (k), Receptores (i,j), Instante (t))



k Φi,j



k =  ρ i,j  +



k N i,j



 − λdT i,j i,j −



k dion,i,j  +



∆X j , ∆Y j , ∆Z j k dtrop,i,j



DOBLES DIFERENCIAS DIFERENCIAS (Satélites (k,l), Receptores (i,j), Instante (t))



k,l Φi,j



k,l =  ρ i,j  +



k,l λN i,j



−



k,l dion,i,j  +



dT i , N ik



k,l dtrop,i,j



dT i , dT j , N ik , N jk



∆X i , ∆Y i , ∆Z i ∆X j , ∆Y j , ∆Z j N ik , N jk , N il , N jl



•   Análogos Análogos al caso anterior.



Elimina el error error del os•   Elimina cilador cilador del satélite satélite.. • En estacion estaciones es próxima próximas, s, los efectos efectos ionosféri ionosféricos cos y troposféricos se anulan, mientras que en líneas largas, el efecto efecto troposfér troposférico ico se modeliza deliza y el ionosf ionosféri érico co se elimina elimina utilizan utilizando do las frecuencias L1 y L2 en el modelo de "ionosfer "ionosfera a libre". libre". En caso de no disponer de la frecuenc frecuencia ia L2, el efecto efecto ionosférico también se mok k deliza. ∗i,j =  ∗ j − ∗ik dT i,j i,j =  dT j − dT i •   Elimin Elimina a el error error de los osciladores de los receptores. •  Respecto a los efectos ionosféri ionosféricos cos y tropostroposféricos, comentarios idéntik,l cos al caso anterior.  ∗ i,j =
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TRIPLES DIFERENCIAS DIFERENCIAS (Satélites (k,l), Receptores (i,j), Instantes ( ts ,ts+1 ))
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•   No está afectada afectada por la ambigüedad, interferencias interferencias y pérdidas de ciclos.  •  Respecto a los efectos ionosféricos y troposféricos, idénticos ticos comenta comentarios rios al caso anterior. ∗(ts(s+1) ) = =  ∗ (ts+1 )  − ∗(ts ) =  ∗ jl (ts+1 )  − ∗jk (ts+1 ) l k − ∗  (t  ( ts+1 ) i  ( ts+1 ) +  ∗ i  (t l k − ∗  (t j  ( ts ) +  ∗ j (ts ) +  ∗ il  (t  ( ts )  − ∗ik (t  ( ts )



Tabla 4.3: Resumen de modelos para tratamiento de datos GPS
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cuenta. Puesto que las correcciones a las coordenadas geocéntricas cartesianas iniciales son las incógnitas principales de estos procesos pudiera parecer que no estamos efectuando posicionamientos relativos. Esto no es así, dado que dichas correcciones proceden de la linealización del vector relativo entre las estaciones, lo que en deﬁnitiva procede de las diferencias de pseudodistancias entre los satélites y las estaciones inherentes a la construcción de las simples diferencias, origen de las dobles y triples. En la realización de este proceso pueden utilizarse diversas aplicaciones informáticas. En lo que sigue nos referiremos al software GPS-Survey de Trimble. Éste proporciona las soluciones y sus calidades de los procesos de triples y dobles diferencias para conjuntos de medidas simultáneas de la fase de la portadora. Construido modularmente, permite un control sobre los resultados obtenidos en cada paso del procedimiento. Las posibilidades en cuanto a elección de diferentes modelos troposféricos, de frecuencias y combinaciones de ellas para eliminar el efecto ionosférico y de satélites e intervalos de tiempo e introducción de efemérides precisas, coordenadas iniciales y altura de la antena, hacen que sea un programa idóneo para propósitos geodésicos. También posee la facultad de transformar los datos a formato RINEX, utilizado cuando las observaciones se realizan con distintos tipos de receptores. Dadas las diferentes distancias entre las estaciones, que producirían correlaciones dispares, el modus operandi que se elige, consiste en un procesado manual de observaciones simultáneas desde dos estaciones, con combinación ionosfera libre para largas distancias, introducción de datos meteorológicos, de efemérides precisas y eliminando los satélites cuyos códigos y errores del oscilador estén excesivamente degradados; así como, los intervalos de tiempo donde se produzcan excesivas pérdidas de datos o interferencias en la señal. Las perdidas de ciclos admisibles, se detectan mediante las simples diferencias de la fase de la portadora, resolviéndose mediante una reconstrucción gráﬁca o analítica de la señal. Los resultados del proceso manual para cada sesión de observación están incluidos en un ﬁchero, cuya extensión identiﬁca el modo de procesado elegido, *.TRP, *.FLT y *.OPT, para triples y dobles diferencias sin/con aplicación de las ambigüedades, respectivamente. En caso de que el método de dobles diferencias, considerando las ambigüedades no produzca una solución admisible, en el ﬁchero *.OPT, aparecerá la solución procedente de las dobles diferencias sin aplicar dichas ambigüedades,  [128]. Estructuralmente, estos ﬁcheros podemos dividirlos en una cabecera y cuatro



 4.3. Posicionamiento relativo



122



OBSERVACIONES SIMULTANEAS Datos Estación A



Datos Estación B



Fijar fecha y hora de procesado, altura de la antena, intervalo de datos, añadir datos



PROCESADO POR PSEUDODISTANCIA Sincronizar inicios de observaciones observaciones Detectar Satélites Degradados Coordenadas Coordenadas Iniciales SI



¿ELIMINAR SATELITES? NO ¿ CAMBIAR COORDENADAS INICIALES?



Mejor PDOP



SI



Fijas



NO



FIJAR PARAMETROS DE PROCESO Angulo de elevación, 2D/3D, tolerancia ¿EFEMERIDES EMITIDAS?



NO



IGS/DMA



SI Hodfield Modificado Sastamoinen



Datos  Meteorológicos



¿CAMBIAR MODELO TROPOSFERICO Y DATOS METEOROLOGICOS POR DEFECTO?



SI NO



ELEGIR FRECUENCIAS



L1



Ionosfera Libre



L2



Recuperar Satélites Eliminados en la Pseudodistancia



PROCESADO DIFERENCIAS TRIPLES



FIN



SI



Fichero *.TRP Posicionamiento Relativo



¿LINEA LARGA? NO



DETERMINACION DE LAS LAS PERDIDAS DE CICLOS Y RECONSTRUCCION DE LA SEÑAL



PROCESADO DIFERENCIAS DOBLES (FASE A)



FIN



Fichero *.FLT



SI



¿LINEA MEDIA?



Posicionamiento Relativo



NO Ambigüedades en el contado inicial de ciclos



PROCESADO DIFERENCIAS DOBLES (FASE B) LINEA CORTA



FIN



Fichero *.OPT Posicionamiento Relativo



Figura 4.6: Procesado de datos GPS. Organigrama
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bloques principales: TRIMVEC-PLUS, el sistema • La cabecera muestra la versión del software TRIMVEC-PLUS, de referencia elegido, la fecha, horas de inicio y ﬁn del seguimiento, día del año y hora semanal en segundos contada a partir de las 0 horas del domingo (UTC).



•  El bloque I da información de los satélites GPS, proporcionando una



representación aproximada del seguimiento realizado que sirve para ver qué satélites se han seguido en cada estación y si ha habido o no interrupciones de la señal de dichos satélites. Indica el nombre del ﬁchero de efemérides y características del mismo, como pueden ser el número de edición, el estado de cada satélite, la semana GPS4 y la hora semanal en que las efemérides fueron actualizadas. Aparece un indicador estadístico, URA, de la contribución de las inexactitudes del reloj y de las efemérides predichas sobre la distancia obtenida con un satélite especiﬁcado. Este parámetro es importante en el procesado por pseudodistancia, donde aquellos satélites con URA elevado, mayor que 10 metros, se eliminan para, posteriormente, ser recuperados para los procesados basados en la fase de la portadora. Finalmente, se indican los parámetros de corrección para referenciar el centro de fase de las antenas de los satélites con respecto al sistema de tiempo GPS en el momento de la transmisión.



•  El bloque II proporciona información de los receptores utilizados y de



los datos registrados en cada estación. Opcionalmente, puede incluir el ﬁchero de mensaje, *.MES, de cada estación. Contiene un resumen con datos de las estaciones, tales como, coordenadas iniciales del ajuste, respecto del elipsoide WGS-84 y origen de estas, solución solución en pseudodist pseudodistancia ancia,, mejor posición procedente procedente de los códigos o coordenadas ﬁjas; nombre del ﬁchero de datos, altura de la antena y los valores meteorológicos por defecto o experimentales.



entre • En el bloque III aparecen los resultados del posicionamiento relativo entre las estaciones procesadas. Comienza con las desviaciones típicas y la matriz de correlación de las componentes del vector relativo calculado. A continuación, se indican los



4



El sistema de tiempo GPS empezó el domingo 5 de enero de 1980 y la escala semanal en segundos empieza a contar a medianoche UTC de cada domingo
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valores de la distancia directa y su desviación típica, el acimut normal de la primera estación a la segunda, al ángulo vertical del vector relativo y las proyecciones, este, norte y altura, del mismo respecto a un sistema topocéntrico horizontal con origen en la primera estación. También se dan los incrementos en latitud, longitud y altura elipsódica entre las estaciones.
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Figura 4.7: Diferencias de Alturas. Posicionamiento Relativo



•  Por último, el bloque IV proporciona parámetros estadísticos que indi-



carán la bondad y calidad de la solución obtenida. La matriz de correlacion expresa cómo el cambio en una de las componentes cartesianas afectará a las demás. Aunque, a priori, las componentes (X,Y,Z) son incorreladas, los métodos basados en las simples diferencias introducen alguna correlación. Si aparecen correlaciones del orden de 0.99, habrá que revisar con sumo cuidado las observaciones de la sesión procesada. Siguiendo a esta matriz aparecen las componentes cartesianas ﬁnales del vector relativo y sus correspondientes desviaciones típicas, los valores calculados de las ambigüedades y los parámetros Ratio y RDOP. El parámetro Ratio expresa la razón entre la solución ﬁnal adoptada y la siguiente mejor solución calculada. El RDOP indica la consistencia del posicionamiento relativo efectuado, es similar al PDOP pero tiene en cuenta el total de datos observados y está normalizado a 60 segundos. Mientras que el Ratio es adimensional, el RDOP viene dado en metros por ciclo.
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A estos parámetros le sigue un resumen del procesado efectuado donde aparecen intervalo de tiempo en segundos de procesado de los datos, número de medidas utilizadas en la solución y número de estas eliminadas, horizonte ﬁcticio establecido, modelo troposférico utilizado y el error cuadrático medio, RMS, en ciclos de la señal L1, λ = 19 cm, del ajuste realizado. Una estimación del error relativo en metros se obtiene multiplicando el error RMS del ajuste por el valor del parámetro RDOP. Finalmente, se dan las posiciones con mejor PDOP obtenida por pseudodistancia y la calibración de cada canal del receptor que se utilizará para elegir o eliminar canales determinados. Distancia (Km) 0–10 10–20 20–30 30–40 40–60 60–100 >100



Ratio 3.0 2.8 2.6 2.4 2.2 2.2 2.2



RMS (ciclos) L(Km) 0.02+(0.004*L) 0.02–0.06 0.03+(0.003*L) 0.06–0.09 0.04+(0.0025*L) 0.09–0.115 0.04+(0.0025*L) ⇔   0.115–0.14 0.08+(0.0015*L) 0.14–0.17 0.17 0.17 0.20 0.20



Tabla 4.4: Criterios de aceptación o rechazo de resultados



En la tabla anterior se indica el criterio aproximado de aceptación o rechazo del resultado obtenido en el procesado de una sesión de observación. Este criterio se basa en el parámetro Ratio, por mínimo, y el error cuadrático medio, por máximo, del ajuste realizado. Estas condiciones se obtienen salvo aquellos casos en que la señal está muy afectada por interferencias, actividad ionosférica o reﬂexiones. En medias y largas distancias para analizar la bondad de la solución obtenida suele recurrirse también, a un ajuste de la red geodésica y al consiguiente valor para el cierre de la misma.



4.4. 4.4.



Cálcu Cálculo lo y ajust ajuste e de coorde coordena nada dass



El cálculo y ajuste de una red geodésica consiste en dotar a las estaciones obserϕ,λ,h), referidas al elipsoide de referencia vadas de coordenadas geodésicas, (ϕ,λ,h) WGS-84 y sus precisiones, o las correspondientes coordenadas cartesianas geo ( X,Y,Z ). céntricas (X,Y,Z 
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Ambos sistemas están relacionados mediante X  = (N  + h)cos ϕ cos λ Y  = (N  + h)cos ϕ sen λ b2 Z  = ( 2 N  +  + h)sen ϕ a



  



siendo  N  el radio de curvatura este-oeste y cuya expresión es N  =



 



a2



a2 cos2 ϕ + b2 sen2 ϕ



.



La transformación de geodésicas en cartesianas en inmediata, mientras que el cambio contrario presenta el inconveniente de que por ser N  una función dependiente de la latitud, es necesario efectuar un proceso iterativo sobre las coordenadas cartesianas de partida. Además de esta causa, la instrumentación geodésica clásica y los métodos habituales de triangulación y la propia inercia humana hacen que el cálculo y ajuste de la red se efectúe en coordenadas geodésicas y a partir de éstas obtener las coordenadas cartesianas geocéntricas utilizadas, por ejemplo, en la determinación de orbitas precisas de satélites. Así, pues, el proceso de ajuste de una red geodésica conlleva la reducción al elipsoide de los valores procedentes del posicionamiento relativo, el establecimiento de estaciones de control y el cálculo ﬁnal de las coordenadas geodésicas absolutas. El posicionamiento relativo proporciona las diferencias, (dX,dY,dZ ), de las coordenadas geocéntricas cartesianas entre las estaciones, las coordenadas tox,y,z), considepocéntricas horizontales, acimut y elevación, y cartesianas, (x,y,z) rando una de las estaciones como origen del correspondiente sistema horizontal topocéntrico, las diferencias en alturas elipsódicas,  dh, y las precisiones de estos valores. Hay que hacer constar que en este sistema topocéntrico el horizonte es elipsódico y no astronómico y que, además, se tienen unas coordenadas absolutas, (X,Y,Z ), iniciales aproximadas. Este último aspecto expresa la necesidad de introducir en el procesado relativo de los datos GPS coordenadas iniciales lo más precisas posible. Por las razones expuestas anteriormente y dado que las coordenadas geodésicas están referidas al elipsoide, para el cálculo de éstas, partiremos de las coordenadas topocéntricas horizontales, de la distancia directa entre las estaciones,
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Figura 4.8: Sistemas geocéntrico y topocéntrico (geodésicos y cartesianos)



de las diferencias elipsódicas y de las coordenadas geodésicas aproximadas iniciales. 4.4.1. 4.4.1.



Reducc Reduccion iones es al elipso elipsoide ide



El ajuste de coordenadas elipsódicas necesita calcular, en primer lugar, las componentes geodésicas de la línea observada, acimut normal, distancia elipsódica y diferencias de altitudes elipsódicas; es decir, el posicionamiento relativo elipsódico entre las estaciones observadas,  [129]. En las observaciones geodésicas espaciales, y a diferencia de observaciones clásicas donde la normal al horizonte astronómico no coincide con la normal al elipsoide, sección 1 de este capítulo, tanto el acimut normal como las diferencias de altitudes elipsódicas ya vienen dadas en los datos procedentes del posicionamiento relativo, por lo que tendremos que reducir al elipsoide, únicamente, la distancia espacial observada entre las estaciones. Para reducir la distancia espacial  d  existente entre las estaciones  P  y  Q , cuyas alturas elipsódicas son h1 y h2  respectivamente, a distancia elipsódica, consideramos los puntos P 0 y Q0 , obtenidos por la proyección normal sobre el elipsoide WGS-84 de  P  y  Q . Aproximando el arco elipsódico  P 0 Q0  por un arco
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circular cuyo radio,  R , es el radio elipsódico medio de curvatura a lo largo del arco elipsódico P 0 Q0 , y aplicando la ley de los cosenos al triángulo OP Q se obtiene: Q d P  h1



h2



s0



P 0



Q0



d0 R



R y



O



Figura 4.9: Reducción de distancias al elipsoide



d2 = (R + h1 )2 + (R (R + h2 )2



− 2(R 2(R + h1 )(R )(R + h2 )cos ψ.



Considerando  cos ψ  = 1 − 2sen2 ψ2 ,  entonces 2



d = (h2



2



− h1 )



  



+ 4R 4R 1 +



Considerando que d0  = 2R sen



h1 R



 ψ , 2



1+



h2 R



sen2



 ψ . 2



s0  = Rψ  =  Rψ,,



 =  h 2 − h1 , se tiene que y denotando ∆h = h 2



2



     −  



d = ∆h ∆h + 1 +



de donde d0  =



 h 1 R



d2



1+



1+



 h 2 R



d20 ,



∆h2



h1 R



1+



h2 R



Finalmen Finalmente, te, la expresión expresión para la distancia elipsódica elipsódica viene dada por s0 = 2R 2 R sen−1



d0 2R
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Este proceso proporciona, además del acimut normal, de la distancia elipsódica y de los incrementos de alturas elipsódicas, el porcentaje de datos eliminados en cada sesión de observación que junto al parámetro ratio, sección anterior, indica la precisión y la ﬁabilidad de los resultados procedentes del procesado de los datos observacionales. Analizando este porcentaje de rechazo de observaciones de cada sesión y el parámetro ratio con el criterio establecido anteriormente se determinan las observaciones que están afectadas de errores groseros, aquellos que superan el límite de tolerancia, tolerancia, y que habrán de ser eliminadas. eliminadas. La matriz varianza-covarianza de los observables se establece a partir de las desviaciones típicas de los datos observados. Hemos de tener en cuenta que las medidas GPS reducidas al elipsoide no son independientes, correspondiendo una varianza a cada una y una covarianza para cada par. No se puede olvidar que tanto el acimut, como la distancia o las diferencias de alturas elipsódicas proceden proceden de los mencionados mencionados procesos de diferenci diferencias as triple y dobles dobles que como se vió en el capítulo 3 están correlacionadas. Los pesos de observaciones correlacionadas se calculan de igual modo que en el caso de observaciones independientes; esto es, mediante la inversa de la matriz varianza-covarianza de los parámetros, manteniéndose obviamente el mismo número número de elemento elementoss en una y otra matriz. En este punto se realiza un primer ajuste directo por ecuaciones de observación sobre el total de datos reducidos al elipsoide. Analizando las diferencias obtenidas en los vectores redundantes para cada una de las líneas observadas por un lado y por otro, comparando dichos resultados con las precisiones garantizadas por la instrumentación utilizada 5 se determinan las observaciones afectadas de errores sistemáticos, que habrán de ser eliminadas. Los resultados de este proceso son datos relativos elipsódicos afectados solamente de errores aleatorios, inherentes a todo proceso observacional. 4.4.2. 4.4.2. 5



Coordena Coordenadas das ajustadas ajustadas



Los equipos TRIMBLE 4000SSE garantizan, con un número suﬁciente de datos registrados en seguimiento de al menos cuatro satélites y con las efemérides emitidas las siguientes precisiones en el posicionamiento relativo entre las estaciones observadas: En dist distan anci cia: a: 1 cm cm + 2 ppm ppm * L En acim acimu ut: 1"+ 1"+ 5/L 5/L En altura: 2 cm + 2 ppm *L donde L es la distancia entre la estaciones en Km. Estas precisiones, como ya se ha comentado mejoran uno o dos órdenes considerando efemérides precisas, combinación ionosfera libre,etc.
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Una vez los datos han sido liberados de errores groseros y sistemáticos mediante el proceso anterior, se realiza un ajuste por mínimos-cuadrados sobre los residuales en dos fases: ajuste por constreñimientos minimales y ajuste por constreñimientos totales  [18]. El ajuste por constreñimientos minimales se utiliza para detectar la precisión interna y consistencia de las observaciones realizadas. En este ajuste no se necesitan ﬁjar las coordenadas de las estaciones de control, de tal suerte que los resultado resultadoss obtenidos obtenidos representarán representarán una red geodésica geodésica escalada escalada pero no orienorientada. Este ajuste se realiza mediante un proceso iterativo hasta lograr una convergencia aceptable de los resultados. Al ﬁnal de cada proceso iterativo será necesario analizar el factor de referencia a priori o desviación típica de peso unidad y los resultados de los test de hipótesis χ2 y τ  de Pope, para ﬁnalizar el proceso o eliminar observaciones de ajuste siguiente. El factor de referencia a priori o desviación típica de peso unidad es la raíz cuadrada de los residuales divididos por el número de grados de libertad de la red6 . El valor de este factor debe ser próximo a 1 para que los errores predichos para las observaciones en cada paso de la iteración sean estimados con precisión. El test de hipótesis χ2 proporciona proporciona una adherenci adherenciaa del a juste juste realizado. realizado. Consiste en decidir si a un nivel de signiﬁcación preﬁjado, 95 %, los residuales obtenidos en cada iteración responden a la distribución teórica normal N(0,1), permitiendo detectar aquellas observaciones que degradan el ajuste. El criterio τ  de Pope se utiliza cuando es rechazado el ajuste por no veriﬁcar las condiciones del factor de referencia a priori, lo cual signiﬁca que todavía existen existen pequeños pequeños errores errores groseros groseros enmascarad enmascarados os como aleatorios. aleatorios. Este test de hipótesis actúa observación por observación y no globalmente, caso del factor de referencia. El algoritmo diseñado por Pope calcula un valor crítico τ   para la distribución  t -Student, basado en el número de observaciones, en los grados de libertad y a un nivel de signiﬁcación, 95 %, preﬁjado. A cada observación se la asigna un valor empírico dividiendo el residual calculado para dicha observación por su desviación típica. Si este valor empírico excede el valor τ , la observación será candidata a ser eliminada del ajuste 7 . 6



El número de grados de libertad de una red geodésica es igual al número de observaciones menos el número de parámetros a ajustar. Cuando añadimos condiciones internas al ajuste, cada una de ellas habrá de añadirse al número de observaciones. 7 En inglés, outliers  inglés,  outliers .
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Si procede eliminar varias observaciones, solo se eliminará una y se repetirá el proceso, pues pudiera suceder que las demás estuvieran afectadas por la ya eliminada. El resultado ﬁnal del ajuste por constreñimientos minimales son los acimutes, las distancias y las diferencias de alturas elipsódicas, también denominados términos covariantes y sus precisiones para cada sesión de observación. Las precisiones de estos términos covariantes serán las que determinen los pesos de cada una de las observaciones. El ajuste por constreñimientos totales introduce las coordenadas ﬁjas para una o varias de las estaciones, orientando de esta forma la red geodésica observada y establece una estrategia de pesos calculados en la fase anterior. En esta fase se calculan las coordenadas absolutas de la red, los errores estimados de éstas, y otros resultados resultados como pueden pueden ser las coordenadas coordenadas planas y las ondulaciones ondulaciones modeladas del geoide. El modo de procedimiento de esta fase es idéntico al realizado en la fase anterior, únicamente reseñar que el incumplimiento de alguno de los test o criterios anteriores pudieran deberse a inexactitudes en las coordenadas ﬁjadas o a sus precisiones. El ajuste por constreñimientos totales de las coordenadas geodésicas de las estaciones de una red sobre el elipsoide conociendo las coordenadas de algunas estaciones, estaciones de control, la distancia y acimut elipsódico entre las estaciones se denomina problema geodésico directo 8 . Puesto que el acimut normal de una estación a otra no es igual al acimut recíproco, también será necesario efectuar el cálculo de éste. Para su resolución se aplica el método de Legendre, que basado en desarrollos en serie de Taylor está especialmente diseñado para la resolución del problema directo. Dependiendo del número de términos de este desarrollo se aplicará a distancias de mayor o menor longitud. Sean pues dos estaciones P  = (ϕ, λ) y Q = (ϕ , λ ), tales que la distancia  =  s  y y  A P Q  = A  =  A, respectivamente. Se elipsódica y acimut entre ellas son  s P Q  = s trata de determinar las coordenadas geodésicas de Q  y el acimut AQP  = A . Para ello, podemos considerar los desarrollos en serie de Taylor 















f  =  f  + 8



    s Pn Q n!



dn f  , dsn



El problema geodésico inverso consiste en calcular las distancias elipsódicas y acimutes normales recíprocos, a partir de las coordenadas geodésicas de las estaciones.
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donde f  denota cualquiera de las variables (ϕ,λ,A ). Recordando que los radios de curvatura principales del elipsoide, según el meridiano y el paralelo, respectivamente, respectivamente, son 



ρm  =



b2  , a



ρn  =



(1



−



a , e2 sen2 ϕ)3/2



y que para una línea cualquiera sobre el elipsoide de acimut normal A se veriﬁcan las expresiones siguientes: ρm dϕ = dϕ = ds  ds cos A ρn cos ϕdλ = ϕdλ = ds  ds sen A ρn dA = dA = tan ϕ sen Ads



Entonces



dϕ ds dλ ds dA ds



= = =



− e2 sen2 ϕ)3/2 cos A b2 (1 − e2 sen2 ϕ)3/2 sen A a(1



(1



−



b2 cos ϕ e2 sen2 ϕ)3/2 tan ϕ sen A b2



  



En estas expresiones los segundos mienbros dependen únicamente de las variables  ϕ  y  A , por lo que las derivadas sucesivas se obtendrán mediante fórmulas iterativas de la forma dn f  ∂  = n ds ∂ϕ



 



dn−1 f   dϕ ∂  + n −1 ds ds ∂A



 



dn−1 f   dA  , dsn−1 ds



que conducen conducen a los desarrollos desarrollos en serie ϕ







−ϕ λ−λ A−A



2 2 3 2 2 2 4 = β 10 10 µ + β 20 20 µ + β 02 02 ν  + β 30 30 µ + β 12 12 µν  + β 22 22 µ ν  + β 04 04 ν  + ... 2 3 3 3 = γ 01  + γ 11  + γ 21  + γ 13 01 ν  + 11 µν  + 21 ν  µ + γ 03 03 ν  + γ 31 31 µ ν  + 13 µν  + ...











= α01 ν  +  + α11 µν  +  + α21 ν 2 µ + α03 ν 3 + α31 µ3 ν  +  + α13 µν 3 + ...



donde



 −



1 µ  = s cos A 1 a



e2 sen2 ϕ,



 −



1 ν  = s sen A 1 a



e2 sen2 ϕ,
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y los coeﬁcientes de dichas expresiones por 2 β 10 10  = 1 +  ,



β 30 30 =



22 − 6τ 2 2 ), − 12 2(1 − τ 2 + 2



β 20 20  =



− 32 τ 2(1 + 2),



β 02 02  =



− 12 τ (1 τ (1 + 2 ),



β 12 12  =



3τ 2 + 2 22 − 6τ 2 2 − 9τ 2 4 ), − 16 (1 + 3τ 



β 22 22  =



− 121 τ (4 τ (4 + 6τ  6τ 2 − 92 − 3τ 2 2 ),



1 τ (1 τ (1 + 3τ  3τ 2 + 2 2 2 24



β 04 04  =



γ 01 01 cos ϕ  = 1,



γ 21 21 cos ϕ  =



1 (1 + 3τ  3τ 2 + 2 ), 3



γ 11  =  τ,, 11 cos ϕ  = τ



γ 31 31 cos ϕ  =



1 τ (2 τ (2 + 3τ  3τ 2 + 2 ), 3



γ 03 03 cos ϕ  =



−τ 2,



α01  = τ  =  τ,,



α21  =



γ 13 13 cos ϕ  =



1 (1 + 2τ  2τ 2 + 2 ), 2



α03  =



τ (1 + 2τ  2τ 2 + 2 ), − 16 τ (1



en donde  τ  =  τ  = tan ϕ,



− 13 τ (1 τ (1 + 3τ  3τ 2 + 2 ),



1 τ (5 τ (5 + 6τ  6τ 2 + 2 6



α11  =



 =  b   = b



α31  =



  − a2



− 6τ 22),



− 44),



1 (5 + 24τ  24τ 2 + 24τ  24τ 4 ), 24



α13  =



20τ 2 + 24τ  24τ 4 ), − 241 (1 + 20τ 



b2 cos ϕ.



Las coordenadas así calculadas se denominan coordenadas ajustadas de la red. Las alturas elipsódicas procedenden del propio ajuste ﬁnal por constreñimientos totales independientemente de la latitud y longitud geodésica. Los ajustes anteriores están sometidos por los criterios expuestos a la eliminación o adición de observaciones con lo que las soluciones obtenidas se rigen por los correspondientes ajustes indicados con anterioridad.
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Elip Elipse sess de de erro error r



La precisión de los parámetros ajustados, latitud y longitud, se expresan mediante elipses de error. Para deﬁnir esta ﬁgura hemos de tener en cuenta que en el proceso anterior partimos del acimut y de la distancia elipsódica, por lo que sus desviaciones típicas y covarianzas se propagarán a las coordenadas absolutas calculadas. El error en las posiciones de la estaciones está directamente relacionado con una elipse de error, de tal forma que el error posicional es la desviación desviación típica de la estación estación en una cierta dirección, dirección,  [27]. Sin pérdida de generalidad, supongamos que tenemos  n  observaciones y  u  parámetros a estimar. Recordamos que la matriz varianza-covarianza de las observaciones viene dada por



Σ=



 



σ12 σ12   . . . σ1n σ22 . . . σ 2n



...



.. .



σn2



 



y si consideramos la varianza a priori de peso unidad,  σ 02 , o factor de referencia a priori, se tiene que Σ = σ 02 Q  = σ  =  σ 02 P −1



⇒ P  = σ02Σ



1



−



.



donde Q  y P  son las matrices cofactor y de pesos, respectivamente. También vimos, en la sección 4 del capitulo 3, que la solución mínimos-cuadrados, V T P V  = min , venía dada por la resolución de las ecuaciones normales







N X  X  + + U  = 0







X  = −N  1 U, ⇒ X  −



donde  N  =  AT P A  y A la matriz de diseño del sistema y P la matriz de pesos de las observaciones. Además, la matriz varianza-covarianza de los parámetros ajustados ajustados es ΣX  =  σ 02 N −1 =  σ 02 Q;   



es decir, la matriz varianza-covarianza viene dada por N  1 o por la matriz cofactor y en el caso que la desviación típica a priori sea distinto de la unidad por σ0 N  1 o σ02 Q. −



−



En el caso que nos ocupa tenemos dos parámetros parámetros ajust a justados, ados, acimut acimut y distandistancia, por tanto,  N  será una matriz cuadrada de orden 2, de tal forma que N −1 =







σx2 σxy σxy σy2
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Si consideramos un sistema de referencia cuyo origen, O, es la posición verdadera de la estación P , y los ejes x  e y  están dirigidos hacia el este y norte, respectivamente, respectivamente, entonces σ x  y  σ y  son los errores en las direcciones norte y sur y σxy  la covarianza entre el acimut y la distancia elipsódica. Este término se representa mediante una rotación de los ejes  x  e  y  cuyo argumento es  ψ . Para calcular los elementos de la elipse de error, semiejes mayor y menor y ángulo de rotación, calcularemos en primer lugar, la desviación típica  σ M  de la posición  O M  que forma un ángulo  ψ  con el eje x. del punto P  según la dirección  OM  En el sistema sistema de coordenadas coordenadas de centro  O , eje  x = OM  y eje  y =  ON , 



x =  x cos ψ + y sen ψ y =



−x sen ψ + y cos ψ











Luego9 2 =  σ 2 =  σ 2 cos2 ψ + σ 2 sen2 ψ + 2σ σM  2 σxy sen ψ cos ψ x y x 



2 σN 



= σ y2



=  σ x2 sen2 ψ + σy2 cos2 ψ



− 2σxy sen ψ cos ψ







 



(4.1)



2 Para calcular el ángulo  ψ  expresamos σM   del siguiente modo 2 σM  = σx2 cos2 ψ + σy2 sen2 ψ + 2σ 2 σxy sen ψ cos ψ



= = =



1 2 2 (σx  +



σy2 ) + ( 12



sen 2ψσxy  − sen2 ψ)σx2 + ( 12 − cos2 ψ)σy2 + sen 1 cos2ψ cos2ψ 1+cos 2ψ 1 1 2 2 )σx2  + ( 12 −   1+cos )σy2 + sen sen 2ψσxy 2 (σx  + σy ) + ( 2 − 2 2 1 1 2 2 2 2 )cos2ψ + sen sen 2ψσxy 2 (σx  + σy ) + 2 (σx − σy )cos2ψ −



Derivando con respecto a  ψ  e igualando a cero se obtiene que tan2ψ tan2ψ  =



2σxy . σy2



σx2



−



2 . SustiSe habría obtenido el mismo ángulo efectuando el desarrollo para σN  tuyendo el valor calculado en las expresiones anteriores se obtienen los valores para los semiejes mayor y menor de la elipse de error, que pueden expresarse por



=



1 2



2 = σY 



1 2



2 σX 



9



 



σx2  +



  − 



σy2 +



σx2  + σy2



Si g=F(x,y,...) entonces σ entonces  σ g2 =  σ x2



(σy2



4(σxy  − + 4(σ (σy2 − σx2 )2 + 4(σ 4(σxy )2



  ∂F  2 ∂x



+ σy2



∂F  ∂y



 



  



1/2 )2



σx2 )2



2



2 + ... + 2σ 2σxy



1/2



  ∂F  ∂F  ∂y ∂x



+ ...
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La elipse de error representa el área en el cual la probabilidad de ocurrencia de error bidimensional es constante, generalmente generalmente  95 %. Los valores de los semiejes se dan en unidades de longitud sobre un plano horizontal, tangente al elipsoide, en el punto considerado. Aparte de la elipse de error, es posible calcular la desviación típica de la posición del punto  P  en cualquier dirección. Consideremos una dirección cualquiera que forme un ángulo  θ  con el semieje mayor. De forma análoga a (4.1), se tiene 2 2 σθ2 = σ X   cos 2 θ + σY  sen2 θ.



La desviación típica del punto P  en esta dirección se representa mediante la intersección de la tangente tangente a la elipse de error con la dirección materializada por el ángulo θ. El lugar geométrico de estos puntos es una podaria, y representa la variación de la posición del punto  P  en cualquier dirección que se considere, ﬁgura (4.10). y//Norte Tangente a la elipse de error



N



M s



Curva Podaria



s



q N



M



y O



x//Este



Elipse de error



Figura 4.10: Elipse de error y curva podaria
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La bondad los resultados del ajuste viene determinada por elipses de error con excentricidad mínima, ángulo covariante mínimo y que la curva podaria sea lo más próxima a la elipse de error.



 Apéndice A



Sistema Geodésico Global 1984 Un Sistema Geodésico Global establece un marco de referencia básico para asignar coordenadas geodésicas a estaciones situadas sobre la Tierra, una ﬁgura geométrica de referencia, un modelo gravitacional y proporciona las expresiones para relacionar posiciones referidas a un sistema local a un sistema de coordenadas geocéntrico dotado del mismo movimiento de rotación que la Tierra (Earth Centered-Earth Fixed, ECEF), [138]. El Sistema de Referencia Global (World Geodetic System 1984, WGS-84) se deﬁne utilizando datos procedentes de seguimientos de satélites TRANSIT y Láser, medidas gravimétricas realizadas sobre la superﬁcie de la Tierra y ondulaciones del geoide obtenidas mediantes satélites altimétricos para regiones oceánicas situadas en latitudes entre 70o N  y 70o S , aproximadamente, [78], [133]. Este conjunto de datos aseguran un marco de referencia más preciso que los existentes anteriormente, WGS-66 y WGS-72.



A.1. A.1.



Sistem Sistema a de de Coordena Coordenadas das WGS-8 WGS-84 4



El sistema de coordenadas WGS-84 es un Sistema Terrestre Convencional, CTS, obtenido modiﬁcando el sistema de referencia NSWC 9Z-2 (Navy Navigation Satellite System Doppler Reference Frame) en origen, escala y coincidiendo su meridiano de referencia con el meridiano cero deﬁnido por el Bureau International de l’Heure, BIH, ﬁgura A.1. Se deﬁne el Sistema de Coordenadas WGS-84 por:



•  Origen ... centro de masas de la Tierra. 139
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 Polo Terrestre Convencional BIH   Eje Z WGS-84  y NSWC 9Z-2



Elipsoide WGS-84



 Meridiano Origen de longitudes BIH 



. .



Origen NSWC 9Z-2



Origen WGS-84



0"814  Eje X WGS-84



 Eje Y  NSWC 9Z-2



4,5 m



 Eje Y  WGS-84



 Eje X   NSWC 9Z-2



Figura A.1: Sistema de Coordenadas y Elipsoide de Referencia WGS-84



•  Eje Z ... paralelo a la dirección del Polo Terrestre Convencional, deﬁnido como el polo astronomico medio 1900-1905 corregido de nutación.



meridiano cero deﬁnido por el BIH y del ecuador, • Eje X ... intersección del meridiano plano perpendicular al CTP que pasa por el origen.



•  Eje Y ... situado en el ecuador CTP completa un sistema directo ortogonal con el eje X.



El origen y los ejes del Sistema de Coordenadas WGS-84 también son el centro geométrico y ejes X, Y y Z del elipsoide de referencia WGS-84. El Sistema de Coordenadas WGS-84 es un marco de referencia deﬁnido para una Tierra stándar rotando con velocidad constante alrededor de un polo astronómico medio. Sin embargo, y puesto que el universo está en movimiento, la Tierra no es stándar y los sucesos ocurren en un instante determinado, será necesario relacionar matemáticamente el Sistema Terrestre Convencional WGS-84 con un Sistema Terrestre Instantáneo, ITS, y con un Sistema Convencional Inercial, CIS, [45], [61]. Por tanto, las modiﬁcaciones a efectuar en el Sistema NSWC 9Z-2 para obtener el Sistema WGS-84 son:



•  Traslación del origen:  ∆Z   ∆ Z  =



4,5 metros
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Dado que se utilizan datos de seguimientos Láser, más precisos que los de satélites Doppler, es consecuente deﬁnir el plano ecuatorial del nuevo sistema WGS-84 como el plano ecuatorial establecido para el sistema de referencia Láser. Puesto que el plano ecuatorial del sistema Doppler NSWC 9Z-2 está desplazado, aún siendo paralelo, 4.5 metros respecto de dicho plano Láser, el plano ecuatorial del sistema WGS-84 se obtendrá mediante una traslación de -4.5 metros a lo largo del eje Z del sistema NSWC 9Z-2. Así Z W GS −84 = Z N S W C  9Z  4 ,5  metros  9 Z −2  + 4,



•  Rotación en longitud:  ∆λ  ∆ λ  =  0”814  0”814 W   W 



El eje X del sistema Doppler NSWC 9Z-2 está situado a una longitud λ   = 0”814 0”814 E   E  del meridiano cero deﬁnido por el BIH. El eje X del sistema WGS-84 deﬁnido por el meridiano cero BIH se establece efectuando una rotación hacia el oeste de  0”0814 alrededor del eje Z del sistema de coordenadas NSWC 9Z-2. Luego λW GS −84 E  = λN S W C  9Z    + 0”0814  9 Z −2  E  +



 ∆ S  = −0,6 × 10 •  Cambio de escala:  ∆S 



6



−



Puesto que el sistema WGS-84 debe relacionarse matemáticamente con un Sistema Convencional Inercial, CIS, y con un Sistema Terrestre Instantáneo, ITS, determinado mediante observaciones VLBI, y dado que las distancias obtenidas a partir de las coordenadas Doppler son mayores que las producidas por la técnica VLBI, será necesario efectuar un cambio de escala en las distancias obtenidas mediante seguimiento de satélites Doppler. Consecuentemente S W GS −84 = S N S W C  9Z   9 Z −2



(0,6 × 10 − (0,



6



−



)



Los sistemas de coordenadas CIS, ITS y CTS se relacionan relacionan mediante mediante CT S  = [A][B ][B ][C  ][C ][D ][D]   CIS,



donde las matrices de rotación para el movimiento del polo, [A], tiempo sidéreo, [B], nutación astronómica, [C], y precesión, [D], proporcionan la relación entre el Sistema CIS, deﬁnido por el Sistema FK5 referenciado a la época J2000.0 y el Sistema de Coordenadas WGS-84 deﬁnido como Sistema CTS. Indicar que el producto de las matrices [D], [C] y [B] establecen la relación entre el sistema
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CIS y el Sistema ITS. La matriz [A] proporciona la relación entre el Polo Celeste de Efemérides, CEP, que aproximadamente coincide con el polo instantáneo, y el Polo Terrestre Convencional o polo medio. En consecuencia, mediante esta transformación se consigue conectar matemáticamente el Sistema de Coordenadas WGS-84, ECEF, con un Sistema CIS o también denominado Sistema de Coordenadas Inercial Geocéntrico, ECI, [111].



A.2. A.2.



Elipso Elipsoide ide de Refere Referenci ncia a WGSWGS-84 84



Parámetro



Valor Adoptado



Precisión (1σ)



Semieje Mayor Coeﬁciente zonal armónico de segundo grado grado normalizado del potencial gravitatorio Velocidad angular de la Tierra Constante Gravitacional (Masa de la Tierra y masa de la Atmósfera) Constante Gravitacional (Solo masa de la Tierra) Velocidad angular de la Tierra (Sistema de Referencia Precesional)



a = 6378137 m 6378137 m



±2  m



C 2,0  = −484, 484,16685 × 10−6



±1,30 × 10−9



ω  = 7292115 × 10−11 rad s−1



±0,1500 × 10−11 rad s−1



GM  =   = 3986005 × 108 m3 s−2



±0,6 × 108 m3 s−2



GM  = 3986001, 3986001,5 × 108 m3 s−2



±0,6 × 108 m3 s−2



ω∗ = (7292115, (7292115,8553 × 10−11 −1 +4, +4,3 × 10−15 T U  U )  rad s



±0,1500 × 10−11 rad s−1



T U    ... Siglos Julianos desde la época J2000.0



Tabla A.1: Elipsoide de Referencia WGS-84. Parámetros Asociados



Para determinar el Elipsoide de Referencia WGS-84 y sus parámetros asociados el Defense Mapping Agency, DMA, y el Comité de desarrollo del WGS-84, adoptan una ﬁgura y unos parámetros aproximados a los deﬁnidos por la Unión Internacional de Geodesia y Geofísica para el Sistema Geodésico 1980, GRS 80, [92], [45], [61]. Los parámetros elegidos para deﬁnir el elipsoide WGS-84
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son el semieje mayor  a , la constante de gravitación terrestre  GM , el coeﬁciente zonal normalizado de segundo grado C 2,0 , y la velocidad angular de rotación terrestre  ω . Estos parámetros son idénticos a los del GRS 80, salvo que el coeﬁciente de forma, el armónico zonal J 2 , presenta una ligera diferencia. La tabla A.1 expresa los valores adoptados de estos parámetros, así como valores de algunos de estos parámetros utilizados para casos especiales. Otras constantes geométricas y físicas del modelo se indican en las tablas A.2 y A.3, respectivamente.



Constante Aplanamiento Primera Excentricidad Excentricidad Lineal Razón entre los Ejes Radio de una Esfera de igual Area



Valor f  = 1/ 1 /298, 298,257223563



Constante Semieje Menor Segunda e = 0,0818191908426   Excentricidad Radio Polar E  =   = 521854, 521854,0084 m 0084 m de Curvatura Curvatura Radio b/a = b/a = 0,996647189335   Medio Radio de una R2  = 6371007, 6371007,1809 m 1809 m Esfera de igual Volumen



Valor b = 6356752, 6356752,3142 m 3142 m e = 0, 0 ,0820944379496 c = 6399593, 6399593,6258 m 6258 m R1  = 6371008, 6371008,7714 m 7714 m R3  = 6371000, 6371000,7900 m 7900 m



Tabla A.2: Elipsoide de Referencia WGS-84. Constantes Geométricas



Constante Potencial Gravitatorio Normal Gravedad Normal en el Polo Gravedad Normal en el Ecuador Gravedad Normal Media Constante para la Fórmula de la Gravedad Normal Masa de la Tierra (incluida la Atmósfera) Velocidad de la luz Aplanamiento Dinámico Gravitación Gravitación Universal Momentos Principales de Inercia



Valor U 0  = 62636860, 62636860,8497 m 8497 m 2 s−2 γ p  = 9,8321863685 m 8321863685 m s−2 γ e  = 9,7803267714 m 7803267714 m s−2 γ  =  = 9,7976446561 m 7976446561 m s−2 K  = 0, 0 ,00193185138639 M  = 5, 5 ,9733328 × 1024 kg c = 299792458 m 299792458 m s−1 H  = 1/ 1 /305, 305,4413 G = 6,673 × 10−11 m3 s−2 kg −1 A  = 8,0091029 × 1037 kg m2 B  = 8,0092559 × 1037 kg m2 C  =  = 8,0354872 × 1037 kg m2



Tabla A.3: Elipsoide de Referencia WGS-84. Constantes Físicas
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Grave Gravedad dad Normal Normal Elip Elipsódic sódica a WGSWGS-84 84



El Elipsoide de Referencia WGS-84 es un elipsoide geocéntrico de revolución tal que todos sus puntos tienen igual potencial normal, superﬁcie equipotencial. Este potencial normal es una función teórica cuya fuerza de gravedad asociada, γ  =  grad U , denominada gravedad normal o elipsódica, está unívocamente determinada y es independiente de la distribución de densidad dentro del elipsoide, [55], [45], [61], [133]. En cualquier punto del elipsoide la gravedad normal viene dada por la fórmula de Somigliana γ  =



 



aγ e cos2 ϕ + bγ  p sen2 ϕ , a2 cos2 ϕ + b2 sen2 ϕ



donde a  y b  son los semiejes mayor y menor del elipsoide, γ e y γ  p , los valores de la gravedad normal en el ecuador y en el polo y ϕ  la latitud geodésica. Otras expresiones, analíticas y numéricas, para la gravedad normal son respectivamente: γ  = γ   =  γ e



1 + K  sen  sen2 ϕ



 − 1



e2 sen2 ϕ



γ  =  = 978032, 978032,67714



,



1 + 0, 0 ,0019318 00193185138639 5138639sen sen2 ϕ



 − 1



0,0066943 00669437999013 7999013sen sen2 ϕ



miligales. 1



El valor de la constante  K  para este modelo se indica en la tabla A.3.



A.4. A.4.



Modelo Modelo Gravit Gravitator atorio io Terr Terrest estre re WGSWGS-84 84



El Modelo Gravitatorio Terrestre WGS-84 está formado por los coeﬁcientes de la expansión en armónicos esféricos del potencial gravitatorio terrestre, tabla A.4, truncada hasta el grado y orden 180, [55], [122], [111]. Se utiliza el desarro =  m  = 180, para el cálculo de las ondulaciones del geoide, de llo completo, n  = m las desviaciones de la vertical y anomalías medias de la gravedad  1 o × 1o . Para el cálculo de órbitas y predicciones de satélites, basta con aplicar hasta el grado y orden 41. A modo de ejemplo, algunos de estos coeﬁcientes, normalizados, se indican en la tabla A.5.
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GM  V  = 1+ r Parám Parámet etro ro V GM



nmax



n



n=2 m=0



a r



n
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P n,m(sen φ) (C  ( C n,m n,m cos mλ + S n,m n,m sen mλ



Deﬁni Deﬁnició ción n Potenci Potencial al Gravitat Gravitatorio orio Terrestre errestre Constant Constantee Gravita Gravitaciona cionall



r



Radio Vecto Vectorr desde desde el Centro Centro de Masas Masas Terre Terrestre stre



a



Semieje Semieje Mayor Mayor del Elipsoide Elipsoide WGS-84 WGS-84



φ



Latitud Geocéntrica Geocéntrica



λ



Longitud Geocéntrica=Longitud Geocéntrica=Longitud Geodésica



P n,m (sen φ)



Función Asociada de Legendre Legendre Normalizada Normalizada =







(n−m)!(2n )!(2 n+1)k +1)k (n+m)!







2



P n,m n,m(sen φ)



siendo k siendo  k  = 1 para m = m = 0  y  k  = 2 para m = 0 y  P n,m n,m (sen φ), las funciones asociadas de Legendre C n,m n,m ,S n,m n,m



Coeﬁcientes Coeﬁcientes Normalizados del Modelo Gravitatorio Gravitatorio WGS-84 WGS-84



  C n,m n,m S n,m n,m



 =



(n+m)! (n−m)!(2n )!(2 n+1)k +1)k



  1/2



C n,m n,m S n,m n,m



0 siendo k siendo  k  = 1 para m = m = 0  y  k  = 2 para m =



y  C n,m n,m , S n,m n,m  los coeﬁcientes convencionales



Tabla A.4: Modelo Gravitatorio Terrestre WGS-84. Formulación



A.5. A.5.



Relaci Relacione oness con con otros otros Sist Sistema emass Geodés Geodésico icoss



Uno de los objetivos principales para establecer un sistema geodésico global consiste en proporcionar un medio mediante el cual diferentes sistemas geodésicos locales sean referidos a un único sistema de referencia deﬁnido, además, para todas las regiones de la Tierra. De igual modo, será necesario estable-
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cer las relaciones entre el Sistema Geodésico WGS-84 y el precedente Sistema Global WGS-72. La precisión de las coordenadas WGS-84 obtenidas mediante la tranformación de coordenadas procedentes de sistemas locales o del sistema WGS-72 está entre 2 y 3 metros, [45], [61]. Grado y Orden



C n,m n,m



20 22 30 31 32 33 40 41 42 43 44 50



−0,48416685E  48416685E  − 03 +0,24395796E  24395796E  − 05 +0,95706390E  95706390E  − 06 +0,20318729E  20318729E  − 05 +0,90666113E  90666113E  − 06 +0,71770352E  71770352E  − 06 +0,53699587E  53699587E  − 06 −0,53548044E  53548044E  − 06 +0,34797519E  34797519E  − 06 +0,99172321E  99172321E  − 06 −0,18686124E  18686124E  − 06 +0,71092048E  71092048E  − 07



S n,m n,m



139795589E  − 05 −0,139795589E  +0,25085759E  25085759E  − 06 −0,62102428E  62102428E  − 06 +0,14152388E  14152388E  − 05 −0,47420394E  47420394E  − 06 +0,65579158E  65579158E  − 06 19912491E  − 06 −0,19912491E  +0,30953118E  30953118E  − 06



Tabla A.5: Modelo Gravitatorio Terrestre WGS-84. Coeﬁcientes Normalizados



A.5.1. A.5.1.



Transfo ransforma rmació ción n de Coorden Coordenadas adas del Sistema Sistema WGS-72 WGS-72 al WGS-84



Para transformar coordenadas geodésicas elipsódicas WGS-72 a coordenadas WGS-84 habrá de tenerse en cuenta que los Sistemas Geodésicos WGS-72 y WGS-84 diﬁeren en el origen, en el meridiano de referencia y en la forma y tamaño, cambio de escala, del elipsoide de referencia, tabla A.6. Parámet Parámetro ro WGS-72 WGS-72



Parámet Parámetro ro WGS-84 WGS-84



a  = 6378135 m 6378135 m f  = 1/ 1 /298, 298,26



a = 6378137 m 6378137 m f  = 1/ 1 /298, 298,257223563



Tabla A.6: Parámetros Geométricos WGS-72 y WGS-84
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Las coordenadas obtenidas mediante este procedimiento tienen unas precisiones del orden de 2 a 3 metros. Estas diferencias producirán variaciones en las tres coordenadas geodésicas, teniéndose:



  ϕ λ h



= W GS −84



  ϕ λ h



+ W GS −72



  ∆ϕ ∆λ ∆h



 ∆ λ  y  ∆h  ∆ h  vienen dadas por las siguientes expresiones: Las correcciones ∆ϕ,  ∆λ ∆ϕ =



4,5cos ϕ  ∆f   ∆ f  sen2ϕ   sen2ϕ + , a sen1 sen1



∆λ = 0,554 554,, ∆h(mt) mt) = 4, 4 ,5sen ϕ + a∆f  sen  sen 2 ϕ



∆r. − ∆a + ∆r.



donde los parámetros que aparecen en estas expresiones toman los valores ∆f  = 0,3121057



A.5.2. A.5.2.



× 10



7,



−



a = 6378135, 6378135,



∆a = 2,0  m,



∆r  = 1,4  m.



Transfo ransforma rmació ción n de Coorden Coordenada adass referid referidas as a Sistem Sistemas as Locales al Sistema Geodésico WGS-84



Para homegeneizar diferentes Sistemas Locales habrá que transformar las coordenadas a ellos referidas a un Sistema Geodésico Global, [44]. Al igual que en el caso anterior esta transformación responde en coordenadas geodésicas a



 



ϕ λ h



 



=



W GS −84
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o bien en coordenadas cartesianas geocéntricas,
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= W GS −84
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X  Y  Z 



 −  − X 0  −  − Y 0  −  − Z 0



 ∆S  y  (ε,ψ,ω)) representan los cambios en escala y orientación del sistema donde ∆S   y (ε,ψ,ω local, respectivamente, respectivamente,  (X   (X 0 , Y 0 , Z 0 )  las coordenadas del punto fundamental del
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(∆X, ∆Y, ∆Z )  las coordenadas del origen del elipsoide local sistema local, y (∆X, respecto del centro del elipsoide global.



En ambos casos se suelen utilizar las Fórmulas Clásicas y Reducidas de Molodensky densky y las Ecuaciones Ecuaciones de Regresión Regresión Multiple, Multiple, [77], [27], [55], [45], [61]. Las expresiones de Molodesky son: 1. Fórmulas Clásicas de Molodensky ∆ϕ” = [ ∆X  sen  sen ϕ cos λ



−



∆Z  cos  cos ϕ − ∆Y  sen ϕ sen λ + ∆Z 



∆a (RN e2 sen ϕ cos ϕ) a a b +∆f  +∆ f  RM  + RN  sen ϕ cos ϕ [(R [(RM  + h)sen1”]−1 b a



+















∆λ” = [ ∆X  sen  sen λ + ∆Y  ∆Y  cos λ] [(R [(RN  + h)cos ϕ sen sen 1”] 1”]−1



−



∆h  = ∆X  cos  cos ϕ cos λ + ∆Y  ∆Y  cos ϕ sen λ + ∆Z  ∆Z  sen  sen ϕ  b ∆f  RN  sen 2 ϕ −∆a RaN  + ∆f  a



2. Fórmulas Fórmulas Reducidas Reducidas de Molodesky ∆ϕ” = [ ∆X  sen  sen ϕ cos λ



−



− ∆Y  sen ϕ sen λ + ∆Z  ∆Z  cos  cos ϕ



+(a +(a∆f  +  + f ∆ f ∆a)sen2ϕ )sen2ϕ] [RM  sen 1”] 1”]−1



∆λ” = [ ∆X  sen  sen λ + ∆Y  ∆Y  cos λ] [RN  cos  cos ϕ sen 1”]−1 ∆h = ∆X  cos  cos ϕ cos λ + ∆Y  ∆Y  cos ϕ sen λ + ∆Z  ∆Z  sen  sen ϕ +(a +(a∆f  +  + f ∆ f ∆a)sen2 ϕ∆a



−



Los parámetros, coordenadas, semieje mayor, aplanamiento,etc., que aparecen en estas expresiones son relativos al elipsoide local. Todas las cantidades  ∆• se forman restando del valor del parámetro del elipsoide WGS-84 el corresponiente corresp oniente del elipsoide local; por ejemplo, los parametros de transformación del elipsoide Internacional, asociado al Datum Europeo 1979, al elipsoide WGS-84 toman los valores ∆a  =



 −251 m, ∆X  = −86 86 m,  m,



 ×  × 104 = −0,14192702 ∆Y  = −98 98 m,  m, ∆Z  = −119 119 m  m ∆f 
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Los radios de curvatura  R N  y  R M , según el primer vertical y en el meridiano, respectivamente, del elipsoide local vienen dados por RN  =



 − 1



a e2 sen2 ϕ



,



a(1 e2 ) RM  = . (1 e2 sen2 ϕ)3/2



−



−



En la tabla A.7 se muestran algunos Datums Locales, los elipsoides asociados y los parámetros geométricos que los deﬁnen. Sistema Geodésico Lo cal (Datum)



Elipsoide Aso ciado



Aust Austrralia alian n 1984 1984 Cap e Canaveral Europ ean 1979 Indian Lib eria 1964 North American 1983 Sout South h Amer Americ ican an 1969 1969 Tokyo



Aust Austrralia alian n Nat Nation ional Clarke 1866 International Everest Clarke 1880 GRS 80 Sout South h Amer Americ ican an 1969 1969 Bessel 1841



Semieje Mayor



Aplanamiento



63781 378160 60 6378206.4 6378388 6377276.345 6378249.145 6378137 6378 637816 160 0 6377397.155



1/298 /298.2 .25 5 1/294.9786982 1/297 1/300.8017 1/ 1/293.465 1/298.257222101 1/29 1/298. 8.25 25 1/298.1528128



Tabla A.7: Sistemas Locales y Elipsoide Asociados



El método de transformación basado en Ecuaciones de Regresión Multiple proporciona más precisión que las fórmulas de Molodensky en la estación principal del datum y además además al introducir introducir estaciones estaciones del contorno contorno del datum local, las expresiones obtenidas no degradan las precisiones a medida que no alejamos del punto fundamental. La expresión general de la Ecuación de Regresión Múltiple para la latitud es ∆ϕ = A  =  A 0  + A1 U  +  + A2 V  + A3 U 2 + A4 U V  + A5 V 2 + ... + A5 5U 9 V 9 ,



donde  A 0  es una constante,  A 1 , A2 ,... son coeﬁcientes determinados en el proceso de regresión múltiples,  U  y  V  son las latitud y longitud normalizadas del punto considerado, cuya expresión es U  =  k(  k (ϕ



− ϕm),



V  =  k(  k (λ



− λm),



siendo k  valor que contienen el factor de escala y la conversión de grados a radianes y  ϕ m  y  λ m  los valores medios, en grados, de las latitudes y longitudes del área del datum local.
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Para la longitud y la altura elipsódica se obtienen unos desarrollos análogos. En caso particular de Europa occidental, perteneciente al Datum Europeo 1979, estas ecuaciones vienen dadas por ∆ϕ” =



−2,65261 + 2,2,06392 06392U  U  +  + 0,77921 77921V  V  + 0, 0,26743 26743U  U 2 + 0, 0,76407 76407U  U 3 −0,95430  − 0,22899 95430U  U 2 V  + 0, 0,17197 17197U  U 4 + 1, 1,04974 04974U  U 4 V  − 22899U  U 5 V 2 05401V  V  8 − 0,78909 78909U  U 9 − 0,10572 10572U  U 2 V 7 + 0, 0,05283 05283U U V  9 −0,05401 +0,,02445 +0 02445U  U 3 V 9



∆λ” =



∆h =



50572U  U  +  + 1,94075 94075V  V  − 37600U  U 2 − 0,30068 30068V  V  2 −4,13447 − 1,50572  − 1,37600 −2,31939 31939U  U 3 − 1,70401 70401U  U 4 − 5,48711 48711U U V  3 + 7, 7,41956 41956U  U 5 −1,61351 61351U  U 2 V 3 + 5, 5,92923 92923U U V  4 − 1,97974 97974V  V  5 + 1, 1,57701 57701U  U 6 −6,52522 52522U  U 3 V 3 + 16, 16,85976 85976U  U 2 V 4 − 1,79701 79701U U V  5 − 3,08344 08344U  U 7 −14 14,,32516 32516U  U 6 V  + 4, 4,49096 49096U  U 4 V 4 + 9, 9,98750 98750U  U 8 V  + 7, 7,80215 80215U  U 7 V 2 26917U  U 2 V 7 + 0, 0,16438 16438V  V  9 − 17 17,,45428 45428U  U 4 V 6 − 8,25844 25844U  U 9 V 2 −2,26917 +5,,28734 +5 28734U  U 8 V 3 + 8, 8,87141 87141U  U 5 V 7 − 3,48015 48015U  U 9 V 4 + 0, 0,71041 71041U  U 4 V 9 36 36,,393 − 28 28,,239 239U  U  − 16,,575 575V  V  + 12, 12,889 889U  U 2 + 9, 9,678 678U U V  + 2, 2,497 497V  V  2  − 16 +6,,850 +6 850U  U 3 − 5,219 219U  U 4 − 2,765 765U U V 4 + 7, 7,029 029U  U 2 V 5 − 5,205 205U  U 6 V 2 −0,938 938U U V 9



donde las latitudes y longitudes normalizadas son U  = 0,05235988(ϕ 05235988(ϕ



− 52), 52),



V  = 0,05235988(λ 05235988(λ



− 10). 10).



 Apéndice B



Constitución Física de la Atmósfera La atmósfera atmósfera terrestre terrestre se deﬁne deﬁne como la envoltura envoltura aeriforme aeriforme que circunda la Tierra hasta cotas de altitud 60000 Km. en el plano ecuatorial y 30000 Km. a lo largo del eje polar, en las que dejan de manifestarse de forma sensible las acciones gravitatorias y electromagnéticas terrestres sobre partículas gaseosas. Se puede clasiﬁcar la atmósfera según las variaciones de temperatura existentes o según las diferentes composiciones químicas. Respecto al primer criterio se tienen las siguientes capas:



• La   Troposfera , zona que se extiende desde la superﬁcie terrestre hasta



15 Km. de altitud media, donde la temperatura disminuye con la altura alcanzand alcanzandoo en su límite, límite, tropopausa, tropopausa, una temperatura de -63 oC.



• La Estratosfera , zona donde la temperatura aumenta con la altura, extendiéndose desde 15 Km. hasta 50 Km. de altitud media. Su límite superior se denomina estratopausa, donde alcanza 0 o C.



• La   Mesosfera   se extiende desde la estratopausa hasta los 80 Km. de



altitud media. En esta zona la temperatura vuelve a decrecer con la altura, alcanzando un mínimo de -83 o C en su límite superior denominado mesopausa.



 se extiende desde la mesopausa hasta los límites de la atmós• La Exosfera  se



fera; distinguiéndose, una zona donde se produce un crecimiento lineal de la temperatura con respecto a la altura, la termosfera, situada hasta los 151
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500 Km. de altitud, y en cuyo límite, denominado termopausa, se alcanza una temperatura de 1773 o C. A partir de la termopausa la temperatura se mantiene constante. Las alturas y temperaturas indicadas para cada capa son aproximadas pues dependerán de las condiciones climáticas existentes en cada lugar y en cada época anual. Las variaciones de temperatura que producen esta conﬁguración de la atmósfera se explican sobre la base de los complejos cambios energéticos causados por la radiación solar, los gases atmosféricos y la superﬁcie terrestre. Así, la disminución de la temperatura con la altura en la troposfera se explica por un calentamiento debido a la radiación terrestre, más preponderante que la radiación solar, que a medida que nos alejamos de la superﬁcie terrestre dicho calentamiento disminuye. El aumento de temperatura que se produce en la estratosfera se debe al ozono que se forma en dicha capa debido a la absorción de la radiación radiación solar por p or el oxígeno oxígeno existente. existente. Respecto a su composición química, la atmósfera se divide en dos capas:



• La  Omosfera , zona que se extiende desde la superﬁcie terrestre hasta la mesopausa, en donde no varía sensiblemente la composición de los constituyentes constituyentes principales.



 en donde sobre el oxígeno y el ozono moleculares prevalecen • La Eterosfera  en el oxígeno y el ozono atómicos cada vez más ionizados, hasta que en los límites de la atmósfera se tiene un tenue plasma constituido esencialmente por electrones y protones libres, con las características de la corona solar externa. En la eterosfera, particularmente sensible a los fenómenos de ionización, se situa la Ionosfera.



  es una región de la alta atmósfera en la cual la ionización es • La Ionosfera  es tal que se producen reﬂexiones en las emisiones electromagnéticas realizadas zadas tanto tanto desde desde la superﬁcie superﬁcie terrestre terrestre como desde fuera de la Tierra. Tierra. Está subdividida en zonas cuya densidad de ionización aumenta con la altura.



La región D, zona que se extiende entre los 60 Km. y 90 Km. de altura, en donde existe una alta densidad de moléculas neutras y baja densidad electrónica. Presenta un gran poder de absorción sobre las radiaciones de baja frecuencia. La región E, caracterizada por el predominio de iones pesados, sobre todo O2+ y N O+ , sobre iones ligeros, se extiende entre los 90 Km.
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y 150 Km. En esta capa se situa una capa denominada capa E esporádica (Es), formada por nubes electrónicas a una mayor altura que la capa E. La región F se extiende a alturas superiores a los 150 Km. y en ella prevalecen los iones ligeros,  O + y  H + , sobre los pesados. Dentro de esta región se distinguen dos estratos, las capas  F 1 y  F 2 . Cualquier capa ionosférica, caracterizada por su densidad electrónica, lleva asociada dos frecuencias de penetración,  f z y  f x  que determinan la reﬂexión o refracción de una señal de frecuencia f . Asi, dicha capa se dirá transparente, cuando f > f x, semitransparente, si f z   < f < fx y opaca si  f < f z . La formación y posición de las capas ionosféricas está producida por interacciones atmosféricas debidas a la radiación solar y al campo magnético terrestre. La radiación solar afecta principalmente a las capas  D , E  y  y  F 1 , mientras que el campo magnético terrestre inﬂuye en la posición de la capa  F 2 . Tanto la situación como la densidad de las capas ionosféricas están sometidas a variaciones dependientes de la hora del día, de la situación geográﬁca, de la estación climática, de los ciclos de actividad solar y de la intensidad de las tormentas ionosféricas y magnéticas. La variación diurna se debe a que durante el día se presentan tres capas principales de ionización, E , F 1 y F 2 , mientras que por la noche la ionosfera solo está constituida por la capa F . Este hecho de debe a que la región  D  se debilita, la región  E  desaparece casi completamente y las capas  F 1 y F 2  se convierten en una sola capa F . La variación diurna en altura de las capas E  y F 1  es aproximadamente la misma para todos los puntos de igual latitud y la máxima densidad de ionización se produce cerca del mediodía, siendo función de la distancia cenital del Sol en ese instante. La capa  F 2  tiene un comportamiento prácticamente impredecible. La densidad de ionización alcanza un máximo, generalmente, después del mediodía y decrece gradualmente a lo largo de la noche. Esta capa, al contrario que las capas  E  y  F 1 , presenta diferente densidad de ionización en puntos de igual latitud pero diferente longitud, pues en cada caso depende entre otros factores, de la posición respecto al ecuador geomagnético que forma un ángulo de, aproximadamente  11 o con respecto al ecuador terrestre. Las variaciones estacionales de las capas E  y  y F 1 están ligadas a la posición del Sol, y por tanto, su densidad de ionización será máxima en verano



 y mínima en invierno. Sin embargo, para la capa F 2 , se ha demostrado experimentalmente que su densidad de ionización es mayor en invierno que en verano. La actividad solar se maniﬁesta por erupciones cromosféricas, en las cuales se emiten radiaciones electromagnéticas, protones e  y partículas α. Estas emisiones producen cambios bruscos en las correspondientes conﬁguraciones de las capas, puesto que provocan un aumento en la densidad electrónica de dichas capas.



 Apéndice C



Glosario de Términos Acimut  Dirección horizontal expresada como la distancia angular entre una dirección ﬁja, en Geodesia el norte, y la dirección del objeto. Almanaque   Datos transmitidos por un satélite GPS que incluye información orbital de todos los satélites, correcciones de sus respectivos osciladores y parámetros parámetros del modelo atmosféric atmosférico. o. Estos datos se utilizan utilizan para adquirir adquirir de forma rápida dichos satélites. La información orbital es un subconjunto de las efemérides emitidas pero con menor precisión. Distancia desde un punto situado situado sobre la superﬁcie superﬁcie teAltura Elipsódica Distancia rrestre hasta el elipsoide de referencia a lo largo de la normal a dicho elipsoide. Altura Ortométrica  Distancia desde un punto situado sobre la superﬁcie terrestre hasta el geoide a lo largo de la línea de fuerza. de ciclos desconocido de la fase de la portadora Ambigüedad Número entero de reconstruida, transcurridos desde que la señal partió del satélite hasta que fue adquirida por el receptor. ariable de regularizac regularización ión en el problema de los dos Anomalía Excéntrica Variable cuerpos. La anomalía excentrica se relaciona con la anomalía media mediante la ecuación de Keppler. Anomalía Verdadera  Distancia angular, medida en el plano orbital desde el centro de la Tierra, que ocupa uno de sus focos, desde el perigeo hasta la posición actual del satélite.



Argumento de la latitud  Suma de la anomalía verdadera y el argumento del perigeo.
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Argumento del perigeo  Ángulo o arco desde el nodo ascendente hasta el perigeo de la órbita del satélite, medido sobre la órbita. Ascensión Recta del Nodo Ascendente  Distancia angular medida desde el equinoccio vernal, positiva hacia el este, a lo largo del ecuador celeste hasta el nodo ascendente. Banda de Frecuencia  Conjunto de frecuencias erradicadas en una región particular del espectro electromagnético. radiofrecuencia ncia que va de 390 MHz a 1550 MHz. Banda L La banda de radiofrecue Cambio aparente aparente de la frecuencia frecuencia de la señal recibida deCambio Doppler Cambio bido al cambio de la distancia entre el receptor y el satélite. Código C/A Código utilizado para adquisición rápida de la señal GPS. Modulado sobre la frecuencia L1, es emitido con una frecuencia de 1.023 MHz repitiéndose cada milisegundo. preciso. Modulado sobre las frecuencias frecuencias L1 y L2, se emite Código P Código preciso. con una frecuencia de 10.23 MHz, repitiéndose al cabo de 267 días. Único para cada satélite satélite proporciona proporciona la ﬁrma del mismo. mismo. Técnica mediante mediante la cual el código recibido, recibido, geComparación de Códigos Técnica nerado por el oscilador del satélite, se compara con el código generado por el receptor y posteriormente es cambiado a intervalo temporal. Compensación del Reloj  Diferencia constante entre la lectura de tiempo de dos relojes. durante los años 1900-1905. CIO Posición media del eje de rotación terrestre durante En inglés,  Conventional International Origin.



Datum Geodésico  Modelo matemático diseñado como el mejor ajuste para una parte o todo el geoide. Se deﬁne mediante un elipsoide y las relaciones entre él y un punto de la superﬁcie topográﬁca terrestre considerado origen del datum. Estas relaciones pueden deﬁnirse por la latitud, longitud, altura elipsódica, desviación de la vertical y el acimut entre este punto y otro cualquiera. Desviación de la Vertical  Ángulo formado por la vertical del lugar y la normal al elipsoide de referencia. de la geometría de los satélites a la Desviación de la Posición Contribución de incertidumbre de la posición calculada. En inglés,  Dilution of Precision (DOP). Se expresa mediante la raíz cuadrada de la traza de la matriz de diseño para el modelo por pseudodistancia. Este factor DOP suele denominarse de diversas formas según los parámetros a los que se reﬁera. Así, GDOP, es la desviación
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geométrica que afecta a las tres coordenadas espaciales y al tiempo; PDOP, la precisión de la posición; HDOP, la precisión en la posición horizontal; VDOP, la precisión de la altura y TDOP, la precisión del tiempo del receptor.



Día Sidéreo   Intervalo de tiempo transcurrido entre dos pasos consecutivos del punto aries por el meridiano del lugar. Día Solar  Intervalo de tiempo transcurrido entre dos pasos consecutivos del Sol por el meridiano del lugar. Distancia Directa  Vector tridimensional existente entre dos estaciones. Earth-Fixed. Sistema de coordenadas carteECEF Siglas de Earth-Centered Earth-Fixed. sianas donde la dirección del eje X es la intersección del meridiano de Greenwich con el ecuador, el eje Z coincide con el eje de rotación terrestre y el eje Y forma un sistema ortogonal con los anteriores en sentido directo.



Eclíptica  Plano que contiene a la órbita Sol-Tierra. Ecuador Celeste  Círculo máximo que resulta de la proyección del ecuador terrestre sobre la esfera celeste. Sus polos son el Polo Norte y Sur Celestes. Efemérides  Listado de posiciones o localizaciones en función del tiempo de objetos celestes. En Geodesia Espacial, pueden ser . emitidas"por los propios satélites o pueden se calculadas a posteriori ganando precisión en este segundo caso. Elementos Orbitales Describen una órbita y la posición sobre ella del cuerpo celeste que la recorre. Los elementos orbitales son: el semieje mayor, la excentricidad, el argumento del perigeo, la ascensión recta del nodo ascendente, la inclinació inclinaciónn y la anomalía anomalía verdadera. verdadera. representación terrestre formada por la revoElipsoide Terrestre Figura de representación lución de una elipse alrededor de su eje menor. Queda deﬁnido por el semieje mayor y el aplanamiento. Intervalo de medida o frecuencia de almacenamiento de datos con que Época Intervalo están hechas las observaciones. Intersección entre el ecuador ecuador celeste y la eclíptica cuando Equinoccio Vernal Intersección la declinación del Sol pasa de negativa a positiva. entre la distancia distancia focal de una elipse y su semieje semieje maExcentricidad Razón entre yor.



Fase Comparada  La fase de la señal que resulta de la comparación de la señal generada por el satélite y afectada de efecto Doppler con la frecuencia nominal constante generada por el receptor.
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Fase de la Portadora Reconstruida  Diferencia entre la fase de entrada afectada por el efecto Doppler y la fase de la frecuencia nominal constante generada por el receptor. Frecuencia Comparada   Mezcla entre las dos frecuencias obtenidas de la señal GPS. Las frecuencias comparadas son iguales a la suma o a la diferencia de las frecuencias originales. Frecuencia Fundamental  La frecuencia fundamental utilizada en GPS es 10.23 MHz. Las frecuencias portadoras L1 y L2 son múltiplos enteros de esta frecuencia fundamental. fundamental. Frecuencia Portadora  La frecuencia fundamental pura, no modulada, que sale de un radiotransmisor. estudio global de la Tierra, considerando Geodesia Ciencia que se ocupa del estudio aspectos tales como, su forma, dimensiones y campo de gravedad externo. Geodesia Espacial  Estudia la Tierra mediante satélites artiﬁciales y otras técnicas aﬁnes. Superﬁcie equipotencial equipotencial coincidente coincidente con el nivel medio de los mares Geoide Superﬁcie en reposo. Esta superﬁcie es siempre perpendicular a la fuerza de la gravedad. Geocentro  Centro de masas de la Tierra. ángulo, usualmente Horizonte Ficticio Plano establecido a un determinado ángulo, o 15 , por encima del horizonte, de tal forma que el seguimiento de los satélites se efectúa a partir de esta elevación con el objeto de disminuir la refracción atmosférica. HOW   Palabra contenida en el mensaje GPS que proporciona información sobre el tiempo de sincronización entre el código C/A y el código P. En inglés, Handower Handower word.



Identiﬁcación del Satélite  Número asignado a cada satélite de una constelación a ﬁn de individualizarlo. Los satélites de la constelación NAVSTAR pueden identiﬁcarse por el número NASA, relacionado con la fecha de lanzamiento y el número PRN asociado a la señal de cada satélite. Ángulo entre el plano orbital de un cuerpo celeste celeste y el plano del Inclinación Ángulo ecuador.



Línea geodésica Vector tridimensional entre cada par de estaciones, en donde se han realizado observaciones simultáneas GPS que han sido procesadas por técnicas diferenciales. El resultado GPS de mayor precisión.
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Círculo máximo que pasa por los polos celestes. celestes. Meridiano Celeste Círculo



Meridiano del Lugar  Círculo máximo que pasa por los polos celestes, por el cénit y el nadir del lugar. fase entre 0o y 180o , representado representado Modulación Binaria de Fase Cambio de fase por -1 y +1, de la fase de la portadora. Modulación Binaria de Código  Modulación del pulso utilizando una secuencia de -1 y +1. Movimi Movimient ento o del Polo Polo  Movimiento del eje instantáneo de rotación de la Tierra con respecto a la Tierra como cuerpo sólido. Es un movimiento irregular, más o menos circular con una amplitud de aproximadamente 15 metros y un período principal de 430 días. Posicionamiento Global. NAVSTAR Constelación de satélites del Sistema de Posicionamiento Siglas de NAVigation Satellite Time And Ranging. Punto intersecció intersecciónn entre la órbita órbita del satélite y el plano Nodo Ascendente Punto ecuatorial donde la declinación pasa de negativa a positiva. Altura del geoide sobre sobre el elipsoide a lo largo de la Ondulación del Geoide Altura normal elipsódica. Pérdida de Ciclos  Discontinuidad de la señal recibida debida a una interrupción rrupción temporal de la misma. misma.



Perigeo  Punto de la órbita geocéntrica donde la distancia entre el cuerpo y la Tierra es mínima. Período Orbital  Tiempo empleado por un satélite en completar una revolución orbital alrededor de la Tierra. Posicionamiento Posicionamiento Absoluto Procedimiento para dotar de coordenadas absolutas geocéntricas o elipsódicas a determinadas estaciones. Puede ser en tiempo real o a posteriori. Posicionamiento Relativo  Procedimiento para determinar las diferencias existentes entre las posiciones de dos o más estaciones. El posicionamiento relativo es la técnica GPS que garantiza precisiones geodésicas. Primer Vertical  Círculo vertical perpendicular al meridiano celeste. Ruido pseudoale pseudoaleatorio atorio formado formado por una secuencia secuencia de ceros y unos que PRN Ruido aparece distribuida de forma aleatoria, pero que puede ser exactamente reproducida. Cada satélite NAVSTAR tiene sus propios y únicos códigos pseudoaleatarios C/A y P.
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Procesado interferométrico GPS  A partir de las medidas GPS se obtienen diferencias de fase entre receptores (simples diferencias), satélites (dobles diferencias) y épocas (triples diferencias). Las simples diferencias se establecen entre las medidas de fase entre dos receptores y un mismo satélite simultáneamente. Las dobles diferencias se obtienen restando las simples diferencias de un satélite con respecto a las de otro, elegido como referencia. Las triples diferencias son las diferencias entre las dobles diferencias entre varias épocas. Pseudodistancia   Medida del tiempo de propagación aparente de la señal desde el satélite hasta que es recibida en la antena, expresado en distancia. La pseudodistancia diﬁere de la distancia real en que está afectada por los errores de los osciladores de los satélites y los receptores, principalmente. El tiempo aparente de propagación se determina mediante la correlación del código recibido del satélite y el generado por el receptor. Receptor GPS  Conjunto de intrumentación capacitada para adquirir la señal GPS y almacenamiento de los observables medidos. experimenta una señal al propaRetardo Ionosférico Retardo temporal que experimenta garse por la ionosfera, que es un medio dispersivo, no homogéneo ni espacial ni temporalmen temporalmente. te. El retardo retardo de fase depende del contenid contenidoo electrónic electrónicoo y afecta afecta a las señales portadoras. El retado de grupo tiene la misma magnitud que el de fase pero de signo contrario. Afecta a los código que modulan la señal. Retardo temporal producido producido por la troposfera troposfera sobre Retardo Troposférico Retardo la señal electromagnética. Depende de las condiciones atmosféricas existentes en el entrono de la estación de recepción. Satélite Geodésico Vehículo espacial lanzado por el hombre con propósitos geodésicos. Destacan los satélites Balísticos, Transit, Láser, GPS y Altimétricos. componen el Sistema Sistema de PosiSegmentos GPS Cada una de las partes que componen cionamiento Global. Éstos son: espacial, de control y de usuario.



SV  Vehículo espacial o satélite artiﬁcial. degradaciónn de la señal señal que consiste en Técnica Anti-Spooﬁng Método de degradació una encriptación del código P. consiste en degradar degradar deliberadamente la estabilidad Técnica SA Método que consiste de los osciladores atómicos a bordo de los satélites, introduciendo errores en la señal emitida y consecuentemente en los códigos que transporta. Tiempo Universal  Tiempo solar medio en el meridiano de Greenwich.



 medida de la distancia entre cada satélite satélite y el receptor URA Contribución a la medida de los errores errores debidos debidos a sus osciladores osciladores y a las efemérides efemérides emitidas. emitidas. determinado punto Vertical del Lugar Línea perpendicular al geoide por un determinado de la superﬁcie topográﬁca terrestre. También se deﬁne como la dirección de la gravedad por dicho punto. posicionamientos relaVLBI Técnica geodésica espacial de determinación de posicionamientos tivos entre estaciones distantes situadas sobre la superﬁcie terrestre mediante observaciones de quásares. Siglas de interferometría de muy larga base. En inglés,  Very Long Baseline Interferometry. World Geodetic System 1972. Elipsoide de referencia utiWGS-72 Siglas de World lizado con anterioridad al sistema GPS. Su semieje mayor es 6378.135 Kms. y un aplanamiento de 1/298.26. World Geodetic System 1984. Elipsoide de referencia utiWGS-84 Siglas de World lizado por el sistema GPS desde enero de 1987 (ver apéndice A).
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