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3.1



T e o r i p e l u a n g d a n d i s t r i b u s i p e l u a n g



Pend Penda ahul huluan



Teori peluang adalah bagian integral dari ilmu statistik, dan merupakan salah satu bagian terpenting terpenting dalam dalam teori statistik inferensial. inferensial. Seperti telah dikemukakan dadalam bab 1, statistik inferensial berkaitan dengan metode pendugaan pendugaan dan penarikan kesimpulan terhadap karakteristik suatu populasi berdasarkan informasi yang diperoleh dari dari sampel. Dalam proses pendugaan pendugaan atau atau penarikan kesimpulan tersebut terkandung suatu unsur ‘ketidak-pastian’, karena pada kenyataannya proses tersebut jarang sekali didukung oleh informasi informasi atau input yang sempurna. sempurna. Secara statistik derajat/tingkat ketidak-pastian tersebut dikuantifikasikan dengan menggunakan teori peluang. peluang. Sebagai ilustrasi, perhatikan perhatikan contoh berikut ini. Seorang calon kepala desa menyatakan bahwa dirinya akan mengalahkan pesaingnya dalam pemungutan suara yang akan dilaksanakan dalam beberapa bulan mendatang. Karena merasa ragu ragu dengan pernyataan tersebut, tersebut, seorang wartawan lokal mewawancarai 20 orang calon pemilih di desa tersebut. Ke 20 orang tersebut dapat dianggap sebagai suatu sampel acak dari seluruh calon pemilih di desa tersebut. Jika ternyata tak seorangpun seorangpun dari ke 20 responden responden menyatakan akan akan memilih calon kepala desa tersebut, apakah kesimpulan anda? Jika pernyataan kepala desa tersebut benar, maka sedikitnya 50% calon pemilih akan memilih dia, dan hal ini seharusnya seharusnya tercerminkan tercerminkan dalam dalam sampelnya. Akan tetapi, karena dari sampel tersebut menunjukkan bahwa tak satupun calon pemilih akan memilih dia, dapat kita simpulkan bahwa pernyataan calon kepala desa tersebut adalah tidak benar, dan kemungkinan besar dia akan kalah dalam pemungutan suara m endatang. Jika seandainya 9 calon pemilih menyatakan akan memilih kepala desa tersebut dan sisanya (11 orang) menyatakan akan memilih calon lain (dalam hal ini kita anggap hanya hanya ada dua calon kepala desa). desa). Dapatkah kita simpulkan bahwa perpernyataan kepala desa tersebut tersebut tidak benar? Bagaimana jika hasil sampel tersebut menunjukkan perbandingan perbandingan 6 lawan 14, atau 3 lawan 17? Pada batas batas angka angka perbandingan berapakah kita dapat menyatakan bahwa pernyataan calon kepala desa tersebut tersebut adalah tidak benar? benar? Untuk menjawab pertanyaan-pertanyaan pertanyaan-pertanyaan tersebut kita harus mengetahui bagaimana menentukan nilai peluang dari hasil sampel. Dengan mengetahui mengetahui nilai peluang tersebut tersebut kita dapat memutuskan untuk untuk setu ju atau tidak dengan dengan pernyataan kepala kepala desa tersebut. tersebut. 47



 3.2



Percobaan acak



Definisi  Suatu percobaan adalah suatu proses atau kegiatan yang menghasilkan satu kejadian (outcome (outcome)) dari berbagai berbagai kejadian kejadian yang mungkin mungkin dihasilkan. Jika terjadinya kejadian tersebut tidak dapat diduga dengan pasti maka percobaan tersebut tersebut disebut disebut sebagai percobaan acak ( random experiment ). ). Ruang sampel (sample ( sample space) space) adalah kumpulan dari semua kejadian yang mungkin timbul aki bat dilakukannya suatu percobaan. Berikut ini adalah beberapa contoh percobaan acak dan kejadian-kejadian yang mungkin dihasilkannya:



Tabel 3.1



Contoh pe percobaan aca acak dan kejadian-kejadian yang mungk ungkin dihasilk ilkan



Percobaan acak



Kejadian yang mungkin dihasilkan



Melemp lempar ar uang loga logam m Rp 500,-



Gamb Gamba ar buru urung garu garuda da,, angka ngka 500 500 (sisi muka, sisi belakang)



Melempar dadu



Angka 1, 2, 3, 4, 5, 6



Mengamati harga komputer



Naik, turun, tidak berubah



Menghitung jumlah buah cabe per  tanaman



0, 1, 2, ...



Mengamati gaji per bulan dosen senior sebuah perguruan tinggi



Sembarang bilangan yang lebih besar dari Rp 1.500.000



Mengamati pertumbuhan bunga tanaman



Tumbuh jadi buah, tidak jadi buah



Salah satu ciri yang menonjol dari suatu percobaan acak adalah bahwa kejadian yang dihasilkan tidak dapat ditentukan dengan pasti sebelum percobaan tersebut dilaksanakan. Artinya, jika percobaan percobaan tersebut tersebut diulang, diulang, walaupun dalam kondisi yang sama, maka kejadian yang timbul dapat berbeda sama sekali dengan hasil percobaan sebelumnya.



3.3



Permutasi da dan kombinasi



Nilai peluang suatu kejadian, sering kali dapat ditentukan hanya dengan menghitung jumlah kejadian yang terdapat dalam ruang sampel dari suatu percobaan, tanpa harus mendaftarkan seluruh unsur/kejadian dalam ruang sampel tersebut.
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 Dalam bagian ini akan kita bahas prinsip-prinsip dasar dalam menghitung jumlah unsur/kejadian yang mungkin timbul akibat dilaksanakannya suatu percobaan.  Aturan 3.1 Jika timbulnya suatu kejadian A dapat terjadi melalui n kemungkinan, dan kejadian B dapat terjadi melalui m kemungkinan, maka: i.



kejad kejadia ian n A atau atau B dap dapat at terja terjadi di mela melalu luii n + m kemungkinan, asalkan kedua kejadian tersebut tidak dapat terjadi secara bersama-sama



ii. ii.



kejad kejadia ian n A dan dan B dapa dapatt terja terjadi di mela melalu luii n × m kemungkinan



Contoh 3.1 i.



Misalka Misalkan n A adala adalah h teram terambil bilnya nya satu satu kartu kartu spa spade de (♠) dari satu set kartu remi dan B adalah terambilnya satu kartu diamond ( ♦). Kedua kejadian tersebut masing-masing dapat terjadi melalui 13 kemungkinan, karena dalam satu set kartu remi terdapat terdapat 13 kartu spade spade dan 13 13 kartu diamond. Maka terpilihnya satu kartu spade atau satu kartu diamond dapat terjadi melalui 13 + 13 = 26 k emungkinan.



ii.



Jika dari dari satu set set kartu remi tersebut tersebut diambi diambill dua kartu kartu sedemikian sedemikian rupa sesehingga salah satunya adalah kartu spade dan kartu yang lainnya adalah diamond, maka dalam hal ini akan terdapat 13 × 13 = 169 kemungkinan, karena setiap kartu spade dapat berpasangan dengan salah satu dari ke 13 kartu diamond.



 Aturan 3.1 tersebut dapat diperluas dan berlaku untuk lebih dari dua kejadian. Sehingga, jika kejadian A, B dan C masing-masing dapat terjadi melalui m, n dan  p kemungkinan, maka kejadian A atau B atau C dapat terjadi melalui m + n + p kemungkinan, dan kejadian A dan B dan C dapat terjadi melalui m × n ×  p kemungkinan. Penggunaan aturan 3.1.ii sering kali bermanfaat ketika kita diminta untuk menentukan jumlah susunan/urutan susunan/urutan dari suatu set objek tertentu. tertentu. Sebagai ilustrasi perhatikan contoh 3.2 berikut ini. Contoh 3.2 Misalnya kita bermaksud untuk menentukan jumlah susunan dari huruf-huruf  a, b dan c . Pada posisi posisi pertama untuk untuk setiap susunan kita mempunyai tiga pilihan, yaitu huruf a, huruf  a, b atau c . Jika posisi pertama sudah terisi, terisi, maka untuk posisi kedua
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 kita hanya mempunyai dua pilihan, pilihan, yaitu dua huruf huruf yang belum digunakan. digunakan. Dan untuk posisi terakhir, terakhir, kita hanya mempunyai satu pilihan. Dengan demikian, demikian, susunan ketiga huruf huruf tersebut dapat terjadi melalui 3 × 2 × 1 = 6 kemungkinan. Ke enam susunan tersebut, atau biasa juga disebut permutasi, adalah sebagai berikut: abc, acb, bac, bca, cab, cba



Dalam contoh di atas kita dapat dengan mudah mendaftarkan semua susunan (permutasi) yang mungkin terjadi karena hanya terdapat 6 permutasi. Secara umum, jumlah permutasi dari n unsur yang berbeda adalah n × (n (n – 1) × (n (n – 2) × ... × 3 × 2 × 1 Hasil kali dari bilangan-bilangan di atas biasa dinotasikan dengan n! (dibaca n faktorial). Sehingga 2! = 2 × 1 = 2, 3! = 3 × 2 × 1 = 6, dan dan seterusnya. Dapat ditunjukkan bahwa n! (n − 1)! = .......................................................................................[3.1] ....................................................................................... [3.1] n Catatan: berdasarkan definisi, 1! = 1 dan 0! =1  Aturan 3.2 Jumlah permutasi dari n unsur yang berbeda adalah n! 



Dengan aturan 3.2, dapat dengan mudah kita tentukan bahwa jumlah permutasi dari 4 huruf  a, b, c  dan d  adalah 4! = 24. Jika dari ke 4 huruf tersebut, tersebut, misalnya kita hanya mengambil 2 huruf saja, maka dalam hal ini kita hanya mempunyai dua posisi yang dapat dapat ditempati oleh oleh ke 4 huruf tersebut. tersebut. Pada posisi pertama pertama kita mempunyai 4 pilihan dan pada posisi kedua kita hanya mempunyai 3 pilihan. Dengan demikian demikian akan terdapat terdapat 4 × 3 = 12 permutasi. Ke 12 permutasi tersebut adalah ab, ac, ad, ba, bc, bd, ca, cb, cd, da, db, dc  Secara umum, hal ini dirumuskan dalam aturan 3.3 berikut ini:  Aturan 3.3 Jika dari n unsur unsur yang berbeda diambil r  unsur (r (r ≤ n), maka jumlah permutasinya dinotasikan dengan nP r r  (dibaca jumlah permutasi tingkat r  dari n unsur), dimana



50



 n P r 



=



n! (n − r )! r )!



..................................................................................[3.2] .................................................................................. [3.2]



Sampai sejauh ini perhatian kita terfokus pada n unsur yang berbeda satu sama lainnya. Ada kalanya kita perlu menentukan menentukan jumlah permutasi dari n unsur yang tidak semuanya berbeda. Sebagai ilustrasi, ilustrasi, misalnya huruf-huruf  a dan b dalam contoh 3.2 kita ganti kedua-duanya dengan huruf  x  huruf  x . Maka ke 6 permutasi dalam contoh 3.2 tersebut berubah menjadi  xxc, xcx, xxc, xcx, cxx, cx x  Perhatikan bahwa dari ke 6 permutasi tersebut hanya 3 permutasi saja yang berbeda, yaitu xxc, yaitu  xxc, xcx dan xcx dan cxx . Dengan demikian, demikian, jumlah permutasi dari 3 huruf  dimana 2 huruf diantaranya adalah sama, hanya terdapat sebanyak 3!/2! = 3 permutasi yang yang berbeda. berbeda. Misalnya kita mempunyai 4 huruf yang berbeda satu sama lainnya, lainnya, yaitu a, b, c  dan d , maka dari ke 4 huruf tersebut akan terdapat sebanyak 4!= 24 permutasi yang yang berbeda. berbeda. Jika huruf  a dan b kita ganti dengan x  dengan  x , dan huruf  c  dan d  kita ganti dengan y , maka dari keempat huruf tersebut hanya akan kita peroleh permutasi sebagai berikut: xxyy, berikut:  xxyy, xyxy, xyyx, yyxx, yyxx , yxyx dan yxyx dan yxxy .  Artinya kita hanya mempunyai 4!/(2! 2!) = 6 permutasi saja. Secara umum, hal ini dirumuskan dalam aturan 3.4 berikut ini.  Aturan 3.4 Jika suatu set objek yang terdiri atas n unsur dapat dikelompokkan menjadi k  kelompok yang berbeda, dimana kelompok ke 1 terdiri atas n1 unsur yang sama, kelompok ke 2 terdiri atas n2 unsur yang sama, demikian seterusnya, sehingga kelompok ke k  terdiri atas nk  unsur yang sama, maka dari ke n n! unsur tersebut akan dapat disusun sebanyak permutasi yang n1! n2 !Ln k  ! berbeda.



Contoh 3.3 Satu set lampu hias hias mempunyai 9 buah buah soket untuk bola bola lampu. Jika kita mempunyai 3 bola lampu berwarna merah, 4 bola lampu berwarna kuning dan 2 bola lampu berwarna biru, tentukan jumlah susunan susunan yang dapat kita buat untuk menempatkan ke 9 buah bola lampu ke dalam soketnya. Peny Penye elesaian Jumlah permutasi yang mungkin dapat kita susun dari ke 9 buah bola lampu tersebut adalah
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 9! 3!4!2!



= 1260



Jadi ke 9 buah bola lampu tersebut dapat ditempatkan ke dalam soketnya melalui 1260 cara.



Dalam menyusun unsur-unsur tersebut, ada kalanya kita hanya tertarik pada jumlah susunan yang berbeda tanpa menghiraukan urutan dalam setiap susunan. Susunan atau permutasi yang demikian disebut kombinasi. Misalnya jika dari 4 huruf  a, b, c  dan d  diambil dua huruf, maka kombinasi yang mungkin tersusun adalah ab, ac, ad, bc, bd, cd  Perhatikan bahwa dalam kombinasi, urutan dalam setiap susunan tidak dibedakan, misalnya ab tidak dibedakan dengan ba, ba, sedangkan dalam permutasi kedua susunan tersebut tersebut dibedakan satu sama lainnya. Sehingga dapat dikatakan bahwa bahwa ab dan ba adalah dua permutasi yang berbeda dari kombinasi huruf yang sama.  Aturan 3.5 Jika dari n unsur yang berbeda diambil r  unsur, maka jumlah kombinasinya dinotasikan dengan nC r r  (dibaca jumlah kombinasi tingkat r  dari n unsur), dimana n C r 



=



n! r ! r !⋅(n − r  )!



...............................................................................[3.3] ............................................................................... [3.3]



Contoh 3.4 Dari 4 orang anggota partai politik A dan 3 orang anggota partai politik B di DPR akan dibentuk suatu kepanitiaan kepanitiaan yang terdiri terdiri atas 3 orang. orang. Tentukan jumlah susunan kepanitiaan yang mungkin dibentuk jika 2 orang anggota partai A dan satu orang anggota partai B harus m enjadi anggota panitia tersebut. Peny Penye elesaian Jumlah susunan yang mungkin dibentuk dengan cara memilih 2 orang dari 4 orang anggota partai A adalah 4 C 2



=



4! 2!⋅2!



=6
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 Jumlah susunan yang mungkin dibentuk dengan cara memilih 1 orang dari 3 orang anggota partai B adalah 3 C 1



=



3! 1!⋅2!



=3



Dengan aturan 3.2.ii, maka jumlah susunan kepanitian yang mungkin dibentuk yang terdiri atas 2 orang anggota partai A dan satu orang anggota partai B adalah 6 × 3 = 18 kemungkinan.



3.4



Interpretasi tentang peluang



Telah cukup banyak usaha yang dilakukan oleh para ahli statistik untuk mendefinisikan peluang peluang suatu kejadian secara tepat. Tiga macam pendekatan dalam menginterpretasikan peluang akan kita bahas dalam bagian ini, yaitu pendekatan peluang secara klasik, pendekatan dengan konsep frekuensi relatif dan pendekatan subjektif. Pada pendekatan klasik, peluang suatu kejadian diinterpretasikan berdasarkan atas asumsi simetris dari dari sifat percobaan. percobaan. Misalnya pada pada percobaan pelemparan sebuah mata uang yang seimbang, hanya ada dua kejadian yang mungkin dihasilkan, yaitu timbulnya timbulnya sisi muka atau atau sisi belakang. belakang. Dengan asumsi simetris kita mengang m enganggap gap bahwa kedua permukaan tersebut mempunyai peluang yang sama untuk terjadi. terjadi. Oleh karena itu, peluang timbulnya sisi muka sama dengan peluang timbulnya sisi belakang yaitu sama sama dengan ½ (1 dari dari 2 kejadian). Secara umum, jika suatu percobaan dapat menghasilkan n kejadian, maka dengan pendekatan klasik, peluang terjadinya salah satu kejadian tersebut adalah 1/ n. Peluang terjadinya terjadinya suatu kejadian A dituliskan dengan dengan notasi P(A). P(A). Misalnya, pada percobaan pelemparan pelemparan mata uang, peluang dihasilkannya sisi muka adalah: P(sisi muka) = ½ Penggunaan Penggunaan pendekatan klasik dalam menentukan nilai peluang sangat tergantung pada asumsi bahwa semua kejadian yang mungkin dihasilkan mempunyai peluang yang sama. sama. Jika asumsi tersebut tidak dapat dipenuhi, dipenuhi, maka nilai peluang yang dihasilkan dengan pendekatan klasik akan salah. Interpretasi peluang dengan menggunakan pendekatan konsep frekuensi relatif  merupakan suatu pendekatan pendekatan empiris. Misalkan suatu percobaan diulang sebasebanyak n kali. Jika dari percoba percobaan-p an-perco ercobaan baan tersebut tersebut timbul timbul kejadian kejadian tertentu tertentu,, misalnya kejadian A, sebanyak f  kali, maka jika n cukup besar, nilai proporsi f /n dapat digunakan sebagai suatu pendekatan bagi nilai peluang terjadinya kejadian  A (dalam bab 2, telah kita bahas bahwa nilai f /n adalah frekuensi relatif dari
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 kejadian A). Dengan pendekatan pendekatan konsep frekuensi frekuensi relatif, nilai peluang bagi bagi suatu kejadian didefinisikan sebagai frekuensi relatif dari kejadian tersebut pada pengamatan atau pengulangan suatu percobaan dalam jumlah yang besar. Pada keadaan tertentu, kedua pendekatan di atas mungkin tidak dapat digunakan untuk menentukan menentukan nilai peluang peluang suatu kejadian kejadian karena berbagai berbagai alasan. alasan. Dalam hal ini nilai peluang suatu kejadian dapat ditentukan secara subjektif berdasarkan penilaian masing-masing masing-masing orang. Misalnya, suatu perusahaan perusahaan merencanakan untuk memproduksi suatu produk baru yang belum pernah diuji-coba sama sekali. Eksekutif perusahaan mungkin ak an bertanya “Berapa peluang bahwa perusahaan akan menghas menghasilkan ilkan keuntu keuntungan ngan dari dari pembuatan pembuatan produ produk k tersebut?” tersebut?” Bagaimana Bagaimana kita menentukan nilai nilai peluangnya? Dalam hal ini terdapat dua kemungkinan, yaitu perusahaan akan mendapat keuntungan atau perusahaan akan menderita kerugian, tetapi sangat tidak beralasan kalau kita katakan bahwa peluang masingmasing kejadian kejadian adalah adalah setengah. setengah. Selain itu, pendekatan frekuensi relatif relatif juga tidak dapat digunakan karena percobaannya tidak dapat diulang. Contoh lain, misalkan seorang dokter menyatakan bahwa peluang seorang pasiennya untuk bertahan bertahan hidup hidup lebih dari dari satu tahun adalah adalah 40%. Pernyataan peluang tersebut semata-mata penilaian subjektif dari dokter tersebut dan tidak dapat diuji secara objektif. Contoh 3.5 Dalam percobaan pelemparan sebuah dadu yang seimbang akan terdapat enam kejadian yang mungkin dihasilkan, yaitu timbulnya sisi dadu bermata 1, 2, 3, 4, 5, atau 6. Berapakah peluang peluang timbulnya sisi dadu bermata genap? genap? Peny Penye elesaian: Nilai peluang dari kejadian ini dapat dengan mudah dihitung jika kita gunakan asumsi simetris, dan hal ini i ni cukup beralasan karena dadu tersebut seimbang. Kejadian timbulnya sisi dadu bermata genap terjadi jika pada percobaan tersebut dihasilkan sisi 2, 4 atau 6. Karena secara secara keseluruhan hanya ada enam enam kejadian yang mungkin timbul, maka dengan asumsi simetris masing-masing kejadian akan mempunyai nilai peluang peluang 1/6. Oleh karena itu, peluang terjadinya terjadinya sisi dadu bermata genap adalah: P(sisi dadu bermata genap) = 3/6 = 0,5



Peluang kejadian di atas dapat juga ditentukan dengan menggunakan pendekatan pendekatan frekuensi frekuensi relatif. relatif. Misalkan Misalkan kedua kedua mata uang uang tersebut tersebut dilemparka dilemparkan n 2000 2000 kali. kali. Misalkan hasil percobaan tersebut adalah seperti terc antum dalam tabel 3.2.
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 Berdasarkan tabel tersebut, maka peluang timbulnya sisi dadu bermata genap adalah: P(sisi dadu bermata genap)



Tabel 3.2.



362 + 316 + 340 2000



= 0,509



Distribusi frekuensi dari percobaan pelemparan sebuah dadu sebanyak 2000 kali Kejadian



3.5



=



Frekuensi



Frekuensi re r elatif  



Sisi 1 Sisi 2



322 362



0,161 0,181



Sisi 3



300



0,150



Sisi 4



316



0,158



Sisi 5



360



0,180



Sisi 6



340



0,170



Total



2000



Bebe eberapa rapa atura turan n da dasar  sar  peluang



Sebelum membahas aturan-aturan dasar dari teori peluang ada beberapa istilah penting yang sering digunakan yang perlu kita ketahui lebih dulu, diantaranya adalah:



 A’



 A



A



(a) A dan komplemennya



Gamb Gambar ar 3.1 3.1



B



(b) A dan B saling asing



A



B



(c) A dan B tidak saling asing



Diag Diagra ram m Ven Venn n tent tenta ang hubungan antara dua ke ja  jadian
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 1.



Dua Dua kejad kejadian ian A dan dan B diseb disebut ut kejadia kejadian n beb bebas as atau atau independen (inde pendent ) jika terjadinya kejadian A tidak mempengaruhi terjadi atau tidaknya kejadian B, dan sebaliknya.



2.



Komplemen dari suatu kejadian A adalah semua kejadian lain yang mungkin timbul selain kejadian A. Komplemen kejadian A ditulis dengan notasi A’ (gambar 3.1.a).



3.



Dua Dua kej kejad adia ian n A dan dan B dise disebu butt sali saling ng asing asing ( mutually exlusive) exlusive) jika kedua kejadian tersebut tidak mungkin terjadi secara bersama-sama, artinya jika kejadian A terjadi, maka kejadian B tidak mungkin terjadi, dan sebaliknya (gambar 3.1.b).



4.



P(A atau atau B) B) adalah adalah peluang peluang terjadiny terjadinya a salah salah satu satu kejadian kejadian,, baik baik A maupun maupun B, B, yaitu P (A (A atau B) = P ( A  A ∪ B)



5.



P(A dan B) adalah adalah peluang peluang terjadinya terjadinya kejadian kejadian A dan B secara secara bersamabersamasama, yaitu P (A (A dan B) = P ( A  A ∩ B ) .



 Aturan 3.6 Nilai peluang suatu kejadian, misalnya kejadian A, selalu terletak antara nol dan satu: 0 ≤ P(A)



≤1



....................................................................................[3.4] .................................................................................... [3.4]



Nilai peluang suatu kejadian dapat dipandang sebagai frekuensi relatif kejadian tersebut dari percobaan percobaan yang diulang dalam dalam jumlah yang besar. Telah kita ketahui bahwa frekuensi relatif adalah suatu nilai yang terletak terletak antara nol nol dan satu. Oleh karena itu, nilai peluang suatu kejadian akan terletak antara nol dan satu; dan tak satupun kejadian yang mempunyai nilai peluang negatif atau lebih besar dari 1. Peluang suatu kejadian akan bernilai nol jika kejadian tersebut mustahil ter   ja  jadi, dan peluang suatu keajian akan bernilai satu jika kejadian tersebut pasti ter   ja  jadi.



 Aturan 3.7 Jika A’ adalah komplemen dari kejadian A, maka P(A’) = 1 – P(A) .............................................................................. ..............................................................................[3.5] [3.5]
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 Contoh 3.6 Jika dua buah mata uang yang seimbang dilemparkan, maka akan terdapat empat kejadian yang mungkin terjadi, yaitu: MM: kedua mata uang menunjukkan sisi muka MB: mata uang uang perta pertama ma menunju menunjukkan kkan sisi muka dan mata uang uang kedua kedua menunjukkan sisi belakang BM: mata uang uang perta pertama ma menunju menunjukkan kkan sisi belakan belakang g dan dan mata uang kedua menunjukkan sisi muka BB: kedua kedua mata mata uan uang g menu menunju njukkan kkan sisi belaka belakang ng Peluang bahwa kedua mata uang menunjukkan sisi muka (terjadinya MM), adalah



P ({MM}) ({MM}) = 0,25 Komplemen dari MM adalah kejadian dimana kedua mata uang tersebut tidak menunjukkan sisi sisi muka. Hal ini terjadi jika MB atau atau BM atau BB yang timbul, dan ini mempunyai peluang 0,75 atau sama dengan 1 – 0,25. Sehingga P ({MM}’) ({MM}’) = 1 – P ({MM}) ({MM}) = 1 – 0,25 = 0,75 Perhatikan bahwa P ({MM}’) ({MM}’) = P ({MB, ({MB, BM, BB})



 Aturan 3.8 Jika A dan B adalah dua kejadian yang saling asing, maka peluang terjadinya kejadian A atau kejadian B adalah P(A atau B) = P(A) + P(B) .............................................................. [3.6]



 Aturan 3.9 Jika A dan B adalah dua kejadian yang tidak saling asing, maka peluang terjadinya kejadian A atau k ejadian B adalah P(A atau B) = P(A) + P(B) – P(A dan B) ........................................ [3.7]



 Aturan 3.8 dan 3.9 di atas atas akan lebih jelas dan lebih mudah mudah dipahami jika menggunakan bantuan diagram Venn (lihat gambar 3.1.b dan 3.1.c). 57



 Contoh 3.7 Catatan pembukuan sebuah koperasi simpan pinjam menunjukkan bahwa dari keseluruhan anggotanya yang berjumlah 100 orang, t erdapat 30 orang yang belum membayar iuran bulanan, 60 orang yang mempunyai pinjaman kepada koperasi dan 20 orang yang belum membayar iuran bulan dan juga mempunyai pinjaman. Jika dari daftar anggota koperasi tersebut dipilih satu orang anggotanya secara acak, tentukan peluang bahwa orang tersebut belum membayar iuran bulanan atau mempunyai pinjaman kepada koperasi. Peny Penye elesaian: Kejadian bahwa orang tersebut belum membayar iuran bulanan (dinotasikan dengan A) dan bahwa orang tersebut mempunyai pinjaman kepada koperasi (dinotasikan dengan B) adalah dua kejadian yang tidak saling asing. Oleh karena itu, P(A P(A ata atau u B) B)



= P(A P(A)) + P(B) P(B) – P(A P(A dan dan B) B)



 A B 0,1



= 0,3 + 0,6 – 0,2 = 0,7



0,2



0,4



Dengan Dengan bantuan bantuan diagram diagram Venn dapat dapat dengan dengan mudah dilihat bahwa dari keseluruhan anggota 0,3 kopera koperasi, si, sebany sebanyak ak 10% 10% anggo anggotan tanya ya hanya hanya mempunyai tunggakan iuran bulanan, 40% anggotanya hanya mempunyai pinjaman, 20% mempunyai tunggakan iuran bulanan dan juga mempunyai pinjaman, dan 30% tidak mempunyai tunggakan iuran bulan dan tidak mem mempunyai punyai pinjaman.



Contoh 3.8 Sebuah perusahaan minuman memiliki sebuah mesin untuk m engisi botol-botol minuman secara secara otomatis. Mesin tersebut tersebut disetel untuk untuk mengisi botol-botol tersebut dengan 330 ml minuman produk produk perusahaan perusahaan tersebut. Untuk menguji tingkat ketelitian mesin tersebut, diambil secara acak 1000 botol, hasil pengamatannya adalah sebagai berikut: Kejadian



I s i (m l)



Jumlah botol



Peluang



 A B



< 330 330



45 905



0,045 0,905



C



> 330



50



0,050



Total



1000
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 Berapakah peluang bahwa isi suatu botol akan kurang atau terlalu penuh? Peny Penye elesaian: Ketiga kejadian di atas merupakan kejadian yang saling asing, karena ketiganya tidak dapat terjadi secara bersama-sama, misalnya kalau A terjadi maka B dan C tidak akan terjadi, demikian juga jika B terjadi, maka A dan C tidak akan terjadi. Oleh karena itu, aturan 3.8 dapat digunakan untuk menentukan P(A atau C), yait yaitu: u: P(A P(A ata atau u C) C)



= P(A P(A)) + P(C) P(C)



= 0,045 + 0,05 = 0,095 Peluang bahwa sebuah botol akan kurang penuh atau terlalu penuh adalah 0,095.



3.6



syar at Peluang ber sya



Dalam menentukan nilai peluang suatu kejadian kadang-kadang kita dapat memanfaatkan informasi partial dari kejadian lain yang mungkin berkaitan dengan kejadian yang kita amati. Misalnya, dalam pengambilan pengambilan sebuah kartu dari satu set kartu remi, j ika diketahui bahwa kartu yang terambil berwarna hitam, berapakah peluang peluang terambilny terambilnya a kartu kartu As? As? Contoh Contoh lain, misalnya, misalnya, jika orang orang yang terpilih terpilih dalam contoh 3.7 diketahui adalah orang yang belum m embayar iuran bulanan, berapakah peluangnya bahwa dia juga mempunyai pinjaman k epada koperasi? Ketika kita menentukan peluang terjadinya suatu kejadian A pada suatu keadaan dimana kejadian B telah terjadi, maka peluang yang demikian disebut peluang bersyarat (conditional ( conditional probability ), ), dan dan dinyatakan dengan notasi P(A|B). P(A|B). Dalam menentukan P(A|B), kita membatasi ruang lingkup perhatian kita hanya pada bagian bagian perco percobaan baan yang menghasil menghasilkan kan kejadian kejadian B. B. Dengan Dengan demikian, demikian, peluang bersyarat P(A|B) pada dasarnya mengukur bagian/pecahan dari kejadian B yang  juga menghasilkan kejadian kejadian A.



 Aturan 3.10 Peluang terjadinya kejadian A dengan syarat bahwa kejadian B telah terjadi dihitung dengan rumus: P(A | B)



=



P(A dan B) P(B)



, asalkan P(B) ≠ 0 ...................................... [3.8]
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 Dalam contoh tentang pengambilan sebuah kartu remi di atas, kita diminta untuk menentukan P (As|kartu (As|kartu hitam). Dalam hal ini, informasi yang diketahui adalah terpilihnya kartu kartu warna hitam. Dalam satu set kartu remi, remi, kita tahu terdapat 26 kartu warna hitam (13 kartu ♠ dan 13 kartu ♣), yang dua diantaranya adalah kartu  As. Oleh karena itu, peluang terpilihnya kartu As jika diketahui bahwa kartu yang terpilih tersebut berwarna hitam adalah P( As  As | kartu hitam)



= =



 jumlah kartu kartu As  As berwarna hitam jumlah kartu berwarna hitam 2 26



Nilai peluang tersebut, dapat juga dihitung dengan menggunakan aturan 3.10 sebagai berikut: Misalkan kejadian A adalah terpilihnya kartu As, dan kejadian B adalah terpilihnya kartu berwana berwana hitam. Maka P(A dan B) = P(As berwarna hitam) = P(B) = P(kartu berwarna hitam) = P(A | B) =



P(A dan B) P(B)



=



2 52 26 52



=



26 52 2



2 52



, dan



, maka



26



Contoh 3.9



Tab Tabel 3.3



Tabel frekuensi murid yang mendaftar ke suatu SMU Status Diterima Ditolak Laki-laki 168 290 Perempuan 72 159



Total 458 231



Total



689



240



449



Seorang orang tua murid yang anak laki-lakinya tidak diterima di suatu SMU memprotes kebijakan sekolah dan menyatakan bahwa sekolah tersebut t elah melakukan melakukan diskriminasi yang merugikan merugikan murid laki-laki. laki-laki. Untuk mendukung mendukung argumennya, dia menunjukkan data penerimaan murid di sekolah tersebut (tabel 3.3). Dia menyatakan bahwa dari 689 pelamar ke sekolah tersebut, tersebut, sebanyak 290 60



 orang (42,1%) (42,1%) calon murid laki-laki tidak diterima. diterima. Sebaliknya, hanya 159 orang orang (23,1%) calon murid perempuan perempuan yang tidak diterima di sekolah sekolah tersebut. Betulkah tuduhan orang tua murid tersebut bahwa sekolah tersebut telah melakukan diskriminasi dalam penerimaan murid baru? Penyelesaian:



Di dalam tabel 3.3 jumlah murid yang mendaftar ke SMU tersebut dikelompokkan ke dalam dua variabel, yaitu jenis kelamin dan status penerimaannya. Tabel yang demikian disebut juga tabel frekuensi gabungan ( joint frequency table) table). Dari tabel tersebut tersebut kita dapat dapat membentuk membentuk tabel tabel frekuensi frekuensi relatif gabunga gabungan n untuk untuk menyatakan nilai peluangnya peluangnya (tabel 3.4). 3.4). Oleh karena karena itu, tabelnyapun tabelnyapun disebut tabel peluang gabungan ( joint ( joint probability table). table ). Hal ini dilakukan dengan cara membagi nilai frekuensi dalam tiap sel d engan frekuensi total (dalam hal ini = 689).



Tabel Tabel 3.4



Tabel Tabel peluang peluang gabungan gabungan dari data data dalam dalam tabel tabel 3.3 3.3 Status Diterima Ditolak 0,244 0,421 0,104 0,231 0,348 0,652



Laki-laki Perempuan Peluang marginal



Peluang marjinal 0,665 0,335



Dari tabel 3.4 terlihat bahwa walaupun peluang laki-laki untuk ditolak menjadi murid SMU tersebut lebih besar dari murid perempuan, peluang laki-laki untuk diterima ternyata juga lebih besar besar dari murid perempuan. perempuan. Oleh karena itu, untuk membuktikan tuduhan bahwa SMU tersebut telah melakukan diskriminasi, kita perlu membandingkan tingkat penolakan murid laki-laki dan tingkat penolakan murid perempu perempuan. an. Hal ini dapat dapat dilakukan dilakukan dengan dengan menen menentukan tukan nilai peluan peluang g bersyarat. Untuk menilai apakah sekolah tersebut telah melakukan diskriminasi terhadap calon murid laki-laki, kita perlu membandingkan nilai P (pendaftar (pendaftar ditolak karena dia laki-la laki-laki) ki) denga dengan n P (pendafta (pendaftarr ditolak ditolak karena karena dia dia perempua perempuan). n). Secara Secara matematis, ke k edua peluang tersebut dapat dituliskan sebag sebagai ai P(dito P(ditolak| lak|laki laki-la -laki) ki) dan P(dito P(ditolak lak|pe |perem rempu puan an). ). Dari tabel 3.3 kita peroleh bahwa P(ditolak | laki - laki)



=



P(ditolak dan laki - laki) P(laki - laki)



=



0,421



0,665



= 0,633



dan
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 P(ditolak | perempuan)



=



P(ditolak dan perempuan) P( perempuan)



=



0,231 0,335



= 0,688



Kedua nilai peluang tersebut menunjukkan bahwa 63,3% murid laki-laki dan 68,8% murid perempuan tidak diterima SMU tersebut. Oleh karena itu, tingkat penolakan penolakan untuk murid perempuan sebenarnya agak lebih tinggi daripada tingkat penolakan untuk murid laki-laki. Namun demikian, demikian, kedua peluang peluang tersebut tersebut nilainya tidaklah terlalu berbeda jauh, oleh karena itu dapat kita katakan tuduhan bahwa sekolah tersebut telah melakukan diskrim inasi antara penerimaan murid perempuan dan laki-laki adalah tidak benar.



Perhatikan bahwa dalam contoh di atas, nilai peluang bersyarat tidak sama dengan nilai peluang peluang marjinalnya, marjinalnya, dengan dengan kata lain P(A | B) ≠ P(A). Hal ini memenunjukkan bahwa peluang terjadinya A tergantung pada terjadi atau tidaknya B. Dengan demikian, kedua kejadian tersebut – kejadian A dan B – tidak saling bebas atau tidak independen. independen. Namun demikian, ada kalanya bahwa bahwa P(A | B) = P(A), P(A), artinya, terjadi atau tidaknya B tidak mempengaruhi mempengaruhi terjadi atau tidaknya A. Dalam keadaan yang demikan, kejadian A dan B disebut sebagai dua kejadian yang saling bebas atau kejadian kejadian yang independen. independen. Contohnya, dalam pengambilan pengambilan kartu remi di atas, kita tahu bahwa dalam satu set kartu terdapat 4 kartu As. Sehingga Sehingga P(As) = 4/52 = 2/26. 2/26. Nilai peluang peluang ini ini sama dengan dengan nilai nilai peluang peluang bersya bersyara ratt P(As|ka P(As|kartu rtu hitam) hitam).. Denga Dengan n demikian demikian,, terpilih terpilihnya nya kartu kartu As tidak tergantung pada terpilih atau tidaknya kartu berwarna hitam, maka terpilihnya kartu As dan terpilihnya kartu hitam adalah dua kejadian yang independen.  Aturan 3.10 dapat dimanipulasi untuk untuk mendapatkan rumus untuk menentukan menentukan nilai P(A dan B), yaitu peluang bahwa kejadian A dan B terjadi secara bersamasama.



 Aturan 3.11 Peluang terjadinya kejadian A dan B secara bersama-sama ditentukan dengan rumus: P(A dan B) = P(A)



×



P(B|A) ............................................................ [3.9]



P(A dan B) = P(B)



×



P(A|B) .......................................................... [3.10]



dan



Jika A dan B adalah dua kejadian yang independen, maka P(B|A) = P(B), sehingga P(A dan B) = P(A)



×



P(B) ............................................................. [3.11]
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 Contoh 3.10 Seorang penjual kelapa muda baru saja mendapat kiriman 20 buah kelapa yang 5 diantaranya sudah terlalu tua. tua. Jika seseorang mengambil 2 buah buah kelapa secara acak, tentukanlah peluang bahwa a. kelapa yang yang diambilnya kedua-duanya adalah kelapa tua b. kelapa yang yang terambil kedua-duanya adalah kelapa kelapa muda c. kelapa yang yang terambil salah satunya adalah kelapa kelapa tua Peny Penye elesaian: Misalkan T1 adalah kejadian dimana dimana kelapa yang pertama kali terambil adalah kelapa tua M1 adalah kejadian dimana kelapa yang pertama kali terambil adalah kelapa muda T2 adalah kejadian dimana kelapa yang terambil pada pengambilan kedua adalah kelapa tua M2 adalah kejadian dimana kelapa yang terambil pada pengambilan kedua adalah kelapa muda a.



Keadaan pada pertanyaan (a) melibatkan kejadian T1 dan dan kejadian T2. Dengan asumsi simetris, maka P(T1) = 5/20 dan P(T2|T1) = 4/19, karena setelah pada pengambilan pertama terambil kelapa tua, yang tersisa adalah 19 buah kelapa yang 4 buah diantaranya adalah kelapa tua. Oleh karena itu, dengan menggunakan aturan 3.6 diperoleh P (T1 (T1 dan T2)



= b.



(T1) × = P (T1) 5



4



20 19



20 380



= 0,053



Keadaan pada pada pertanyaan (b) (b) melibatkan kejadian M1 M1 dan kejadian M2. Dengan asumsi simetris, maka P(M1) = 15/20 dan P(M2|M1) = 14/19, karena setelah pada pengambilan pertama terambil kelapa muda, yang tersisa adalah 19 buah kelapa yang 14 buah diantaranya diantaranya adalah kelapa kelapa muda. Oleh karena itu P (M1dan (M1dan M2) = P (M1) (M1)



= c.



=



×



P (T2 (T2 | T1)



15



×



14 ×



20 19



(M2 P (M2



=



210



380



| M1)



= 0,553



Terdapat Terdapat dua dua kemungkina kemungkinan n kejadian kejadian berkait berkaitan an dengan dengan pertany pertanyaan aan c, yaitu yaitu jika i. {kelapa tua terambil pada pada pengambilan pertama dan kelapa muda terambil pada pengambilan kedua} atau
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 ii. {kelapa muda terambil pada pada pengambilan pertama pertama dan kelapa tua terambil pada pengambilan kedua}. Dengan kata lain, kita diminta menentukan P [(T1 dan M2) atau (M1dan T2)] P (T1dan (T1dan M2) = P (T1) (T1) × 5



=



15 ×



20 19



P (M1dan (M1dan T2)



=



(M`) × = P (M`)



=



15



75



5 ×



20 19



(M2 P (M2 75 380



| T1)



= 0,197



P (T2 (T2 | M1)



=



= 0,197



380



Perhatikan bahwa kejadian (T1 dan M2) dan (M1 dan T2) adalah saling asing, maka dengan menggunakan aturan 3.3 kita peroleh P [(T1 dan M2) atau (M2 dan T1)]



(T1 dan M2) + P (M2 (M2 dan T1) = P (T1 = 0,197 + 0,197 = 0,394



4/19



T2



P (T1 (T1 dan T2)=P  T2)=P (T1) (T1) P(T2|T1)=



20



5/20 15/19



= 0,053



×



4



T1



15/20



5



M2



P (T1 (T1 dan M2)=P  M2)=P (T1) (T1) P(M2|T1)=



T2 5



P (M1 (M1 dan T2)=P  T2)=P (M1) (M1) P(T2|M1)=



19



5



20 19 15 ×



20



5/19



15



×



= 0,197



= 0,197



19



M1 14/19



M2



P (M1 (M1 dan M2)=P  M2)=P (M1) (M1) P(M2|M1)=



15 20



×



14



19



= 0,553



Gambar 3.2 Diagram pohon bagi persoalan dalam contoh 3.10



Penentuan nilai-nilai peluang suatu kejadian adakalanya menjadi lebih mudah dengan menggunakan bantuan diagram pohon. Setiap cabang dalam suatu diagram pohon menunjukkan kejadian yang mungkin terjadi disertai dengan nilai–nilai peluangnya. Sebagai ilustrasi, persoalan persoalan dalam contoh contoh 3.10 disajikan dalam benbentuk diagram pohon dalam gambar 3.2.
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 3.7



Variabel acak



Dalam percobaan acak kita umumnya hanya tertarik pada aspek tertentu dari hasil pecobaan tersebut. tersebut. Salah satu aspek penting yang mendapat perhatian khusus khusus dalam berbagai aplikasi statistik adalah variabel acak (random (random variables). variables). Suatu variabel acak terdiri atas nilai-nilai numerik yang diperoleh diperoleh dari pengamatan pengamatan ter-hadap suatu proses/percobaan yang nilai-nilainya bervariasi dari satu kasus ke kasus yang lainnya secara acak. Sebagai ilustrasi, kita lihat kembali percobaan pelemparam dua mata uang dalam contoh 3.6. Ruang sampel dari percobaan ini adalah S = {MM, MB, BM, BB}. Dalam percobaan ini, misalnya kita hanya tertarik untuk mengamati jumlah sisi muka yang timbul, kita sebut saja  X . Nilai-nilai  X  akan bervariasi secara acak dari satu pelemparan ke pelemparan lainnya, maka  X  merupak merupakan an suat suatu u variab variabel el acak acak.. Pada Pada kenyat kenyataan aannya nya X   X  merupakan merupakan suatu fungsi yang memetakan memetakan hasil percobaan percobaan tersebut ke dalam nilai-nilai numerik, dalam hal ini nilai-nilai X  nilai-nilai X  yang mungkin terjadi adalah 0, 1, dan 2 (lihat gambar  3.3).



S



X



=



{MM,



0



MB,



BM,



1



BB}



2



Gambar 3.3 Variabel acak X: pemetaan dari setiap unsur S terhadap X



Secara formal variabel acak didefinisikan sebagai berikut:



Definisi: Variabel acak (random (random variable) variable ) adalah suatu fungsi yang memetakan setiap kejadian dalam suatu ruang sampel dari suatu percobaan acak ke dalam nilai-nilai numerik. Variabel acak dibedakan atas variabel acak diskrit dan variabel acak kontinyu berdasarkan pada nilai-nilai variabel acak tersebut. Suatu variabel acak  X disebut  X  disebut variabel acak diskrit (discrete ( discrete random variable) variable ) jika nilai-nilai  X  hanya terdiri atas bilangan bulat positif. Variabel acak diskrit biasanya biasanya diperoleh diperoleh dari hasil membilang, sehingga selalu ada celah diantara diantara nilai-nilainya. Beberapa contoh variabel variabel 65



 acak diskrit diantaranya adalah jumlah sisi muka yang timbul pada pelemparan dua mata uang, jumlah anakan produktif per rumpun tanaman padi, jumlah SKS yang diambil seorang mahasiswa pada semester tertentu, dan jumlah hasil produksi yang afkir dalam suatu proses produksi. Notasi P ( X   X  =  x ) atau  p(x) digunakan untuk menyatakan nilai peluang bagi  X  =  x . Misalnya dalam kasus pelemparan dua mata uang yang seimbang dengan mudah dapat kita tentukan bahwa P ( X =  X = 2) = P ({MM}) ({MM}) = 0,25 dan P ( X =  X = 1) = P ({MB,BM}) ({MB,BM}) = 0,5 Berbeda dengan dengan variabel acak diskrit, maka nilai-nilai suatu variabel acak kontinyu dapat mengambil sembarang nilai dalam s istem bilangan nyata, sehingga dapat dikatakan tidak terdapat terdapat celah antara nilai-nilainya. Variabel acak kontinyu biasanya diperoleh dari hasil pengukuran seperti waktu, panjang atau j enis pengukuran lainnya. Misalnya, jika  X  adalah indeks prestasi kumulatif seorang sarjana pertanian, maka nilai variabel acak X  acak  X adalah adalah suatu bilangan x  bilangan  x dimana dimana 2,0 ≤ x ≤ 4,0.



3.8



Distribusi peluang bagi variabel acak diskr it



Distribusi peluang ( probability distribution) distribution) bagi  X  merupakan suatu daftar yang memuat nilai peluang bagi semua nilai variabel acak  X  yang mungkin terjadi. Distribusi peluang bagi variabel acak diskrit dapat disajikan dalam bentuk tabel, grafik atau rumus yang mengaitkan nilai peluang dengan setiap nilai variabel acaknya. Sebagai ilustrasi, kita lihat k embali percobaan dua keping mata uang yang seimbang. Andaikan X  Andaikan  X adalah adalah jumlah sisi muka yang tim bul dari setiap percobaan, maka  x  hanya hanya akan mungkin mungkin bernilai bernilai 0, 0, 1 atau 2 (lihat (lihat gambar gambar 3.3). 3.3). Dengan Dengan asumsi simetris, maka setiap k ejadian dalam ruang sample S akan m empunyai peluang = 0,25 (lihat tabel 3.5).



Tabel Tabel 3.5



Hubungan Hubungan antara nilai x dengan dengan unsur unsur dari ruang ruang sampe sampell S Kejadian (unsur S)
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 Seperti telah kita lihat sebelumnya (gambar 3.3), percobaan tersebut hanya mungkin menghasilkan tiga nilai  x , yaitu 0, 1 dan 2, masing-masing dengan peluang sebagai berikut: P ( X =  X = 0) = p = p(0) (0) = 0,25;



P ( X =  X = 1) = p = p(1) (1) = 0,5;



P ( X =  X = 2) = p = p(2) (2) = 0,25



Oleh karena itu, distribusi peluang bagi  X , dapat dirumuskan sebagai berikut:  jika x = 0 atau 2  0,25  jika x   jika x = 1   0,50  jika x 



 p(  p( x )  x ) =



Distribusi peluang bagi variabel acak  X  dapat juga disajikan dalam bentuk tabel (tabel 3.6) 3.6) atau dalam bentuk bentuk grafik grafik (gambar 3.4). Metode penyajian yang digunakan, baik dalam bentuk rumus, tabel atau grafik, semata-mata tergantung pada selera peneliti peneliti yang bersangkutan. bersangkutan. Satu hal yang perlu diingat adalah adalah bahwa cara penyajian tersebut diharapkan akan memudahkan pembaca untuk memahaminya. Tabel 3.6 Distribusi peluang bagi X  x 
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Gambar 3.4 Distribusi peluang bagi X



 Aturan 3.12 Misalkan X adalah suatu variabel acak disk rit yang dapat bernilai  x 1, x 2, ..., x  ..., x n, maka 1.



Peluang untuk setiap nilai x  nilai x i i  terletak antara nol dan satu:



0 ≤ p(  p( x   x i ) ≤ 1 untuk i = i = 1, 2, ..., n ..................................................... [3.12] 2.



Jumlah peluang untuk semua nilai x  nilai  x i i  sama dengan satu: n



 p( x  ) = 1 ................................................................................... ...................................................................................[3.13] [3.13] ∑=  p( i 



i  1
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 Dengan terdefinisinya distribusi peluang suatu variabel acak  X , maka kita dapat menentukan peluang bagi berbagai nilai  X . Misalnya, peluang bahwa nilai  X  terletak antara a dan b, dinotasikan dengan P(a P( a ≤  X  ≤ b), diperoleh dengan cara menjumlahkan nilai-nilai peluang  p(x) untuk semua x  semua  x yang yang terletak antara a dan b. Untuk contoh di atas, P(0 ≤ X ≤ 1) = p = p(0) (0) + p + p(1) (1) = 0,25 + 0,50 = 0,75



3.9



Nilai harapan da dan var ians



Distribusi peluang bagi suatu variabel acak  X pada  X  pada dasarnya merupakan distribusi dari suatu populasi. populasi. Oleh karena itu, kita dapat menentukan menentukan rata-rata rata-rata dan varians varians dari variable acak  X untuk  X  untuk menjelaskan menjelaskan karakteristik dari distribusi tersebut. Nilai rata-rata dari sebuah variabel acak  X  biasa juga disebut sebagai nilai har apan (expected value) value) bagi X  bagi  X , dan dituliskan dengan notasi dengan E(X) atau µ. Definisi: Misalkan X  Misalkan X adalah adalah suatu variabel acak diskrit yang dapat bernilai  x 1, x 2, ..., x  ..., x n, dengan peluang masing-masing adalah  p(x 1 ),  ),  p(x 2 ),  ), ...,  p(x n ),  ), maka nilai harapan bagi X  bagi  X dihitung dihitung dengan rumus berikut: n



E ( X )  X )



= µ = ∑  x i  ⋅ p(  p( x i  ) ............................................................... [3.14] i =1



Definisi tersebut menunjukkan bahwa Nilai harapan dari suatu variabel acak  X  adalah rata-rata tertimbang dari semua nilai  X  yang mungkin, dimana pembobotnya adalah nilai peluang bagi setiap nilai  X  tersebut. Dengan menggunakan rumus 3.14 di atas, maka nilai harapan bagi  X  dalam tabel 3.5 adalah E ( X )  X ) = 0 ⋅ 0,25



+ 1 ⋅ 0,50 + 2 ⋅ 0,25 = 1,0



 Aturan 3.13 Beberapa aturan tentang nilai har apan Misalkan X  Misalkan  X  dan Y  masing-masing adalah variabel acak, dan c  adalah suatu konstanta, maka: 1.



E(c) = c 



2.



E (cX ) cX ) = c ⋅ E ( X )  X )



3.



E ( X  + Y ) Y ) = E ( X )  X ) + E (Y ) Y )



4.



E ( X  − Y ) Y )



 X ) − E (Y ) Y ) = E ( X )
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 5.



Jika X  Jika  X dan dan Y keduanya Y  keduanya adalah variabel acak yang independen, maka E ( XY )  XY ) = E ( X )  X ) ⋅ E (Y ) Y )



Untuk dapat menjelaskan penyebaran dari distribusi tersebut secara lebih baik kita memerlukan suatu ukuran penyebaran bagi variabel acak  X . Dalam bab 2, telah kita bahas berbagai ukuran penyebaran, yang salah satu diantaranya adalah varians yang dihitung dengan rumus berikut:



σ



2



 x  ( x  =∑



2



i 



−µ)



n



= ∑ ( x i  − µ )2 ⋅ 1 .............................................. [3.15] n



Varians bagi variabel acak X didefinisikan dengan cara yang sama, hanya nilai 1/ n diganti dengan  p(x  ).  )i i  . Oleh Oleh karen karena a itu, itu, varia varians ns dari dari suatu suatu vari variabe abell acak acak X merupakan rata-rata tertimbang dari kuadrat simpangan nilai-nilai X terhadap rataratanya. Definisi: Misalkan X adalah suatu variabel acak diskrit yang dapat bernilai x  bernilai  x 1, x 2, ..., x  ..., x n, dengan peluang masing-masing adalah  p(x 1 ),  ),  p(x 2 ),  ), ...,  p(x n ),  ), maka varians bagi X dihitung dengan rumus berikut: n



σ 2 = ∑ ( x   x i  − µ ) ⋅ p(  p( x i ) ................................................................. [3.16] i =1



Sedangkan simpangan baku (standard ( standard deviation), deviation ), σ, adalah akar dari varians Dengan menggunakan menggunakan rumus varians di atas, maka varians bagi  X dalam  X dalam tabel 3.5 adalah Var ( Var ( X )  X )



= σ 2 = (0 − 1)2 ⋅ 0,25 + (1 − 1)2 ⋅ 0,50 + (2 − 1)2 ⋅ 0,25 = 0,50



 Aturan 3.14 Beberapa aturan tentang var ians Misalkan X  Misalkan  X  dan Y  masing-masing adalah variabel acak, dan c  adalah suatu konstanta, maka: 1.



Var(c) = 0 2



2. Var ( Var (cX ) cX ) = c 



Var ( X )  X ) ⋅ Var (



3. Var ( Var ( X  + c ) c ) = Var ( Var ( X )  X ) 4.



Jika X  Jika X dan dan Y keduanya Y keduanya adalah variabel acak yang independen, maka Var ( Var ( X  + Y ) Y )



Var ( X )  X ) + Var ( Var (Y ) Y ) = Var (
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 dan Var ( Var ( X  − Y ) Y )



Var ( X )  X ) + Var ( Var (Y ) Y ) = Var (



Contoh 3.11 Misalkan Y adalah Y adalah variabel acak diskrit dengan distribusi peluang sebagai berikut: Y 
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a.



tentukan nilai harapan dan varians bagi Y 



b.



tentukan nilai harapan dan varians bagi X  bagi  X = = 3Y  3Y  –  – 2



Peny Penye elesaian: a.



Salah satu cara yang mudah mudah untuk untuk menentukan nilai harapan harapan dan varians varians dari dari suatu variabel acak adalah dengan menggunakan bantuan tabel seperti tabel 3.7 Tabel 3.7 Tabel perhitungan bagi nilai harapan dan varians Y 2 



(y - µ ) .p(y)



-1 0



1 0



0,4 0



0,6



1



1



0,2



0,4



2



4



0,4



p(y)



y.p(y)



1 2



0,4 0,3



0,4 0,6



3



0,2



4



0,1



Total



2 



(y - µ )



y



y-µ



2,0 = µ



1,0 =



σ2



Dari tabel tersebut kita peroleh bahwa E (Y ) Y ) = µ



n



=∑



y i  ⋅ p(  p( y i  ) = 2,0 (jumlah dari kolom ke 3 tabel tersebut)



i =1 n



2 Var (Y ) = σ = ∑ (y i  − µ ⋅ p(  p( y i  ) 2 )



= 1,0 1,0 (jumlah (jumlah dari kolom terakhir terakhir tabel tersebut) tersebut)



i =1



b.  X =  X = 3Y  3Y  –  – 2 E(X) = E( 3Y  –  – 2 ) = 3E(Y) 3E(Y) –2  –2 = 3(2) – 2 = 4
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 2



Var(X) = Var( 3Y  –  – 2 ) = 3 . Var(Y) = 9



3.10 Distribusi Binomial Di era reformasi ini jajak pendapat nampaknya sudah merupakan hal yang biasa dalam kehidupan kehidupan kita. Berbagai media massa, baik media cetak cetak maupun media elektronik, telah sering sering melakukan jajak pendapat pendapat untuk berbagai berbagai persoalan. persoalan. Bahkan beberapa persoalan penting yang dihadapi oleh badan legislatif, baik MPR, DPR maupun DPRD, sering kali harus diputuskan melalui pemungutan suara (voting ). ). Jajak pendapat dan voting  merupakan contoh dari suatu peristiwa pengambilan sampel yang biasa disebut percobaan binomial. Dalam jajak pendapat atau voting setiap voting setiap partisipan biasanya hanya mempunyai dua pilihan, misalnya A atau B (walaupun biasanya ada juga partisipan yang memilih untuk abstain, yang demikian demikian ini biasany biasanya a suaranya suaranya tidak tidak diperhitung diperhitungkan). kan). Salah Salah satu karakteristik karakteristik penting dari percobaan binomial adalah bahwa percobaan tersebut hanya mungkin menghasilkan ada dua kejadian. Secara konvensional kedua pilihan (kejadian) tersebut biasa biasa dikategorikan sebagai gagal atau berhasil, atau biasa juga juga di notasikan dengan 0 atau 1.



Definisi: Suatu percobaan binomial mempunyai ciri-ciri sebagai berikut: a.



Percobaan binomial terdiri atas n ulangan yang identik



b.



Dalam setiap ulangan hanya mungkin dihasilkan dua dua kejadian, yaitu yaitu berhasil atau gagal



c.



Peluang Peluang untuk untuk berhasil berhasil dalam dalam setiap setiap ulang ulangan an adalah adalah  p,  p, dan nilai  p bersifat konstan



d.



Setiap ulangan ulangan bersifat bersifat bebas dari ulangan ulangan lainnya, artinya hasil dari dari suatu ulangan tidak mempengaruhi hasil ulangan lainnya.



Contoh lain dari percobaan binomial adalah pelemparan mata uang yang seimbang sebanyak 15 15 kali. Dalam setiap pelemparan pelemparan hanya ada ada dua kemungkinan, yaitu timbulnya sisi muka (berhasil) (berhasil) dan dan timbulnya sisi belakang belakang (gagal). (gagal). Dengan asumsi simetris, maka peluang timbulnya sisi muka pada setiap pelemparan adalah  p = 0,5. Variabel acak acak yang dihasilkan dari dari suatu percobaan percobaan binomial binomial disebut sebagai variabel acak binomial. Pada kasus di atas, variabel acak yang menjadi perhatian kita misalnya adalah jumlah sisi muka yang timbul pada ke-15 lemparan tersebut.
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 Oleh karena itu, variabel acak binomial adalah variabel acak diskrit yang hanya dapat bernilai 0, 1, 2, ..., n. Disitribusi peluang dari variabel binomial, disebut sebagai distribusi peluang binomial, yang merupakan distribusi peluang bagi terjadinya nilai 1 ( berhasil) sebanyak x  sebanyak  x kali kali dari n ulangan. Contoh 3.12 Pemerintah Indonesia baru-baru ini melakukan kebijakan untuk mengurangi subsidi pemerintah pemerintah bagi bahan bahan bakar minyak. Sebuah survey dilaksanakan dengan mewawancara 100 orang penduduk secara acak untuk mengetahui proporsi penduduk Indonesia Indonesia yang setuju dengan dengan kebijakan tersebut. tersebut. Dapatkah survey tersebut digolongkan sebagai suatu percobaan binomial? Peny Penye elesaian: Untuk menjawab pertanyaan tersebut, kita periksa apakah semua ciri percobaan binomial dipenuhi atau tidak oleh survey tersebut: a. Apakah Apakah sur survey vey ters tersebu ebutt terdir terdirii atas atas n ulangan yang identik? Ya, dalam survey tersebut terdapat n = 100, semuanya bisa dikatakan identik b. Apakah Apakah dalam dalam setiap ulanga ulangan n hanya mungkin mungkin dihasil dihasilkan kan dua dua kejadian? kejadian? Ya, setiap orang yang diwawancara hanya boleh menjawab setuju atau tidak setuju terhadap kebijakan tersebut c.



Apakah Apakah peluang peluang seseora seseorang ng untuk untuk setuju setuju bersifat bersifat konstan konstan dalam dalam setiap setiap ulangan? Ya, dengan asumsi bahwa total penduduk Indonesia jauh lebih besar dari jumlah sampel yang diambil, maka peluang, dalam hal ini proporsi penduduk yang setuju, dapat dikatakan k onstan



d. Apakah Apakah setiap setiap ulangan ulangan bebas bebas satu satu sama lainnya? lainnya? Ya, Ya, pendapat pendapat seseo seseorang rang pada suatu wawancara tidak mempengaruhi pendapat pendapat orang lainnya dalam wawancara berikutnya. Karena semua ciri percobaan percobaan binomial terpenuhi, maka survey tersebut dapat digolongkan sebagai suatu percobaan binomial.



Jika dalam survey tersebut populasi penduduk yang diwawancarai terbatas  jumlahnya, misalnya hanya untuk s atu wilayah rukun tetangga saja, maka peluang seseorang untuk setuju pada setiap kali wawancara tidak lagi konstan. Misalnya  jika dalam wilayah rukun tetangga tersebut terdapat 150 orang penduduk yang 25 orang diantaranya diantaranya setuju terhadap terhadap kebijakan tersebut. tersebut. Maka peluang untuk mendapatkan jawaban setuju pada wawancara wawancara pertama pertama adalah adalah 25/150. 25/150. Jika orang pertama menjawab tidak setuju, m aka peluang untuk mendapatkan jawaban setuju pada wawancara wawancara kedua adalah adalah 25/149 25/149 demikian seterusnya. seterusnya. Misalkan setelah setelah mewawancara 80 orang penduduk diperoleh jawaban setuju sebanyak 10 orang
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 dan jawaban tidak setuju sebanyak 70 orang, maka peluang untuk mendapatkan  jawaban setuju pada wawancara ke-81 adalah 15/70. Keadaan ini menunjukkan bahwa peluang untuk berhasil bervariasi bervariasi atau tidak konstan. Maka dalam kasus ini survey tersebut bukan merupakan m erupakan suatu percobaan binomial. Pada kenyataannya, jarang sekali terjadi keadaan yang secara sempurna memenuhi kriteria percobaan binomial, akan tetapi pelanggaran terhadap kriteria-kriteria tersebut umumnya sangatlah kecil sehingga percobaan binomial masih dapat digunakan sebagai suatu pendekatan yang cukup baik.



 Aturan 3.15 Distribusi peluang binomial ditentukan oleh rumus berikut: P ( X  = x )  x ) =



n



 x 



n C  x  p (1 − p)  p )



untuk x = = 0, 1, 2, ..., n .................. [3.17] − x  , untuk x 



dimana n = jumlah ulangan  p = peluang untuk berhasil pada setiap ulangan n! n C   x  =  x !⋅(n − x )!  x )!



Contoh 3.13 Sebuah perusahaan obat mempromosikan bahwa salah satu jenis produksinya sangat efektif efektif untuk pengobatan pengobatan suatu suatu jenis penyakit penyakit tertentu. Namun demikian, demikian, perusahaan tersebut mengakui bahwa sekitar 10% pasien yang menggunakan obat tersebut tersebut dapat dapat terkena akibat sampingan sampingan yang yang tidak diinginkan. Misalkan seorang dokter telah memberikan obat tersebut untuk 4 orang pasien yang menderita penyakit tersebut. tersebut. Berapakah peluang bahwa ke-4 orang orang pasien tersebut tersebut akan terkena akibat sampingan s ampingan karena penggunan penggunan obat tersebut? Peny Penye elesaian: Contoh ini memenuhi kriteria-kriteria yang disyaratkan untuk percobaan binomial, dengan n = 4 dan p dan  p = 0,1. Oleh karena itu, peluang bahwa bahwa ke-4 tersebut terkena terkena akibat sampingan dari obat tersebut dapat dihitung dengan menggunakan rumus untuk distribusi peluang binomial dengan  x =  x = 4, yaitu: P ( X  = 4) P ( X  =



=



4! (0,1)4 (1 − 0,1) 4−4 4!⋅(4 − 4)!



4! (0,1)4 (0,9) 0 4!⋅0!



= (0,1) 4 = 0,0001
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 Jadi, peluang bahwa ke-4 orang pasien tersebut semuanya akan terkena akibat sampingan obat tersebut adalah 0,001.



Dalam percobaan binomial, setiap pasangan (n, ( n, p) mendefinisikan suatu distribusi peluang binomial secara secara khusus. Artinya, untuk n yang sama tetapi nilai peluang  p-nya  p-nya berbeda, akan menghasilkan distribusi peluang yang berbeda pula. Keadaan ini diilustrasikan dalam gambar 3.5.
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Saji Sajian an graf grafis is dari dari tiga tiga distribusi peluang binomial



Gamb Gambar ar 3.5 3.5



 Aturan 3.16 Jika X adalah suatu variabel acak binomial, mak a E(X) = µ = np ............................................................................... ...............................................................................[3.18] [3.18] dan 2



Var(X) = σ = np( 1 – p) – p) ................................................................. [3.19]



Contoh 3.14 Catatan sebuah toko swalayan menunjukkan bahwa 20% orang yang berbelanja di toko tersebut menggunakan menggunakan kartu kredit untuk membayar belanjaannya. Misalkan pada suatu pagi terdapat 10 orang yang berbelanja di toko tersebut. a.



Tentukan peluang peluang bahwa bahwa 3 orang diantaranya diantaranya membayar dengan kartu kredit
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 b.



Tentukan peluang bahwa paling paling sedikit 2 orang orang diantaranya diantaranya membayar  dengan kartu kredit



c.



Tentukan Tentukan pelua peluang ng bahwa bahwa paling paling sedikit sedikit 4 orang orang tetapi tetapi tidak tidak lebih dari dari 6 orang yang membayar dengan kartu kredit



d.



Tentukan nilai harapan harapan dan varians varians dari jumlah orang yang berbelanja berbelanja dengan kartu kredit



Peny Penye elesaian: Misalkan X  Misalkan  X adalah adalah jumlah orang yang berbelanja di toko tersebut yang membayar  belan belanjaa jaanny nnya a deng dengan an kartu kartu kredi kredit. t. Dalam Dalam kasus kasus ini kita dihadap dihadapkan kan pada pada percobaan binomial dengan n = 10 dengan p dengan  p = 0,2. a.



Peluang bahwa bahwa tiga orang orang dari ke-10 ke-10 orang tersebut membayar dengan kartu kredit adalah: P ( X  = 3)



b.



=



10!



3



3!⋅(10 − 3)!



10 − 3



0,2 (1 − 0,2)



= 0,201



Peluang bahwa paling paling sedikit 2 orang diantaranya membayar dengan dengan kartu kredit dapat lebih mudah dihitung dengan menggunakan sifat distribusi peluang yaitu bahwa P(X = P(X = 0 ) + P(X = P(X = 1 ) + P(X = P(X = 2 ) + ...+ P(X = P(X = 10 ) = 1, oleh karena itu, P ( X  ≥ 2) = P ( X  = 2) + P ( X  = 3)



+ L + P ( X  = 10) = 1 − [P ( X  = 0) + P ( X  = 1)] = 1 − (0,107 + 0,269) = 0,624



c.



Peluang Peluang bahwa bahwa paling paling sedikit sedikit 4 orang orang tetapi tetapi tidak lebih lebih dari dari 6 orang orang yang membayar dengan kartu kredit adalah P (4 (4 ≤  X  ≤ 6)



d.



= P ( X  = 4) + P ( X  = 5) + P ( X  = 6) = 0,088 + 0,027 + 0,005 = 0,120



E(X) = n ×  p = 2  Var(X) = n ×  p × ( 1 – p – p)) =1,6



Dalam MINITAB, nilai-nilai peluang dari berbagai distribusi peluang dapat dihitung dengan perintah PDF yang kemudian diikuti anak perintah (sub-command) bagi distribusi peluang yang bersangkutan. PDF



for values values in E... E...E E [put [put resu results lts in E... E...E] E]



Perintah tersebut dapat juga diaktifkan dengan memilih menu
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 Calc



Probability Distribution



Binomial...



Perintah tersebut akan mengaktif jendela Binomial Distribution seperti terlihat dalam gambar 3.6



Gambar 3.6 Jendela Binomial Distr ibution



Sebagai ilustrasi, untuk menjawab pertanyaan (a) dalam contoh di atas, klik tombol Probability, kemudian dalam kotak Number of trials isikan nilai n, yaitu 10, lalu dalam kotak Probability of success isikan nilai p nilai  p,, yaitu 0.2, lalu klik tombol Input constant dan isikan 3 ke dalam dalam kotak di sampingnya. Output dari perintah-perintah tersebut adalah sebagai berikut:



MTB > PDF 3; SUBC> Binomial 10 .2. Probability Density Function Binomial with n = 10 and p = 0.200000 x 3.00



P( X = x) 0.2013
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 3.11 Distribusi Hiper geometr ik Dalam distribusi Binomial kita menggunakan asumsi bahwa sampel yang kita peroleh berasal dari suatu populasi yang sangat besar, sehingga peluang ‘berhasil’ dapat dianggap konstant dari satu percobaan ke percobaan lainnya (misalnya pada contoh 3.12). 3.12). Oleh karena itu, jika populasinya populasinya tidak terlalu terlalu besar, maka peluang ‘berhasil’ tidak lagi konstan dan sehingga percobaan tersebut tidak lagi memenuhi syarat percobaan percobaan Binomial Binomial (misalnya pada contoh contoh 3.10). Ketika populasinya terbatas dan sampel yang diambil tidak dikembalikan lagi sebelum pengambilan berikutnya, maka peluang ‘berhasil’ dalam suatu pengambilan (percobaan) tergantung tergantung pada hasil percobaan percobaan sebelumnya. Keadaan ini terjadi karena setelah dilakukan pengambilan sampel maka ukuran populasinya berkurang dan peluang peluang ‘berhasil’ ‘berhasil’ mengalami mengalami perubaha perubahan. n. Model Model yang tepat tepat untuk kasus yang yang demikian adalah distribusi Hipergeometrik, yang dirumuskan sebagai berikut:  Aturan 3.17 Misalkan suatu populasi yang terhingga terdiri atas N  buah objek yang  A buah diantaranya termasuk kategori ‘jelek’. Jika dari populasi tersebut diambil sampel sebanyak n objek, maka peluang terambilnya x  terambilnya  x buah buah kategori ‘jelek’ ‘jelek’ mengiku mengikuti ti kaidah kaidah Distrib Distribusi usi Hiperg Hipergeo eomet metrik, rik, yang yang pelua peluangn ngnya ya ditentukan dengan rumus berikut: P ( X   X  = x )



 A C   x 



⋅ (N − A)  A ) C ( n − x  )



=



N C n



,



untuk x =  x = 0, 1, 2, ..., n ............. [3.20]



Contoh 3.15 Sebagai ilustrasi, mari kita hitung kembali nilai-nilai peluang dalam contoh 3.10. Dalam persoalan tersebut diketahui bahwa N = 20,  A = 5 dan n = 2 a.



Peluang terambilnya 2 kelapa tua adalah P ( X   X  = 2)



=



5 C 2



5! P ( X   X  = 2)



b.



⋅ (20 −5) C (2 −2) 20 C 2



15! 2!3! 0!15! 10 × 1 = = 0,0526 20! 20! 190 2!18! 18! ×



=



Peluang terambilnya 2 kelapa muda setara dengan dengan peluang peluang tidak terambilnya terambilnya kelapa tua, yaitu
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 5 C 0



P ( X   X  = 0)



⋅ (20 −5) C (2 −0)



=



20



C 2



5! P ( X   X  = 0)



c.



15! 0!5! 2!13! 20! 20! 2!18! 18! ×



=



1× 105 190



=



= 0,5526



Peluang Peluang terambil terambilnya nya 1 kelapa kelapa muda setara setara denga dengan n peluang peluang terambi terambilnya lnya 1 kelapa tua, yaitu 5 C 1



P ( X   X  = 1)



⋅



(20 −5)



C (2 −1)



20 C 2



= =



5! 15! × 1!4! 1!14! 20! 20!



5 × 15 190



=



= 0,3947



2!18! 18!



 Aturan 3.18 Nilai harapan dan varians bagi variabel acak Hipergeometrik adalah sebagai berikut:



µ



=



nA N 



................................................................. .......................................................................................... ......................... [3.21]



dan



σ2 =



N − n N − 1



 A  A ⋅ n ⋅   1 −    .............................................................. [3.22] N   



N  



3.12 Distribusi Poisson Distribusi Poisson juga merupakan salah satu distribusi peluang bagi variabel acak diskrit yang penting dan sering ditemukan dalam praktek. Selain itu, distribusi Poisson juga dapat digunakan sebagai pendekatan bagi distribusi Binomial. Contoh berikut ini adalah beberapa penomena dimana distribusi Poisson dapat digunakan:
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 Jumlah telepon per jam yang diterima operator telepon di suatu rumah sakit Jumlah kendaraan yang memasuki jalan tol per hari Jumlah demonstrasi massa di depan gedung MPR/DPR per tahun Jumlah hasil produksi yang afkir per hari dalam suatu proses produksi Dalam setiap kasus di atas, jumlah ‘keberhasilan’ atau ‘kegagalan’ merupakan merupakan variabel acak diskrit yang mengikuti kaidah kaidah distribusi Poisson. Poisson. Suatu percobaan percobaan Poisson terjadi jika kita dapat mengamati suatu kejadian diskrit dalam suatu interval yang kontinyu (dapat berupa waktu, luas, panjang, dan sebagainya), dimana interval tersebut dapat diperpendek diperpendek sedemikan rupa sehingga: rata-rata terjadinya ‘keberhasilan’ dalam interval tersebut merupakan suatu nilai yang stabil peluang terjadinya lebih dari satu kali ‘keberhasilan’ dalam interval tersebut adalah nol terjadi atau tidaknya suatu ‘keberhasilan’ dalam suatu interval tidak tergantung pada terjadi atau tidaknya ‘k eberhasilan’ dalam interval lainnya. Sebagai contoh, jumlah telepon per jam yang diterima oleh operator telepon di s uatu rumah sakit merupakan variabel acak diskrit yang terjadi dalam interval waktu satu jam yang kontinyu. Misalkan dalam waktu satu jam tersebut tersebut rata-rata rata-rata jumlah telepon yang diterima diterima oleh operator operator telepon tersebut adalah adalah 90 kali. Jika interval waktu satu jam tersebut diperpendek ke dalam hitungan detik (1 jam = 3600 detik), maka rata-rata jumlah telepon yang masuk dalam satu detik adalah 90/3600 = 0,025 dalam interval waktu satu detik tersebut hampir tidak mungkin terjadi lebih dari satu telepon yang masuk ada atau tidaknya telepon yang masuk dalam interval waktu satu detik tertentu tidak tergantung pada ada atau tidaknya telepon yang masuk pada periode satu detik yang lainnya



 Aturan 3.19 Distribusi peluang Poisson ditentukan dengan rumus berikut:  x 



P ( X   X  = x ) µ e



=



−µ



,



 x =  x = 0, 1, 2, ...



......................................... [3.23]



 x !



dimana m adalah suatu bilangan non-negatif yang merupakan rata-rata (nilai harapan) dari distribusi Poisson; e adalah bilangan natural ( e = 2,718281...). 79



 Contoh 3.16 Diketahui bahwa jumlah kesalahan cetak ( X  ( X ) dalam satu halaman suatu surat kabar mengikuti distribusi distribusi poisson dengan rata-rata 2,2 per per halaman. Gambarkan distribusi peluang bagi variabel acak  X tersebut  X tersebut dalam bentuk grafis. Peny Penye elesaian 0



P ( X   X  = 0) 2,2



=



e



−2,2



=e



−2,2



1



≈ 0,1108



; 0!



2,2 e



≈ 0,2438



−2,2



P ( X  = 1)



= 1!



Peluang untuk nilai-nilai X  nilai-nilai  X yang yang lain dapat dihitung dengan dengan cara yang sama. Hasil perhitungan selengkapnya disajikan dalam tabel tabel 3.7 dan distribusi distribusi peluangnya peluangnya disajikan secara grafis dalam gambar 3.7. sson Tabel 3.8 Distribusi Poisson untuk µ = 2,2



 x  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ≥10



p(x) 0,1108 0,2438 0,2681 0,1966 0,1082 0,0476 0,0174 0,0055 0,0015 0,0004 0,0000



 p(x   ) 0.25 0.20 0.15 0.10 0.05 0.00
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Gambar 3.7 Distribusi Poisson untuk µ = 2,2



3.13 Distribusi peluang bagi variabel acak kontinyu Ketika Ketika membah membahas as varia variabel bel acak acak diskri diskrit, t, pada pada umumny umumnya a kita selalu selalu dapat dapat mendaftarkan semua nilai bagi variabel diskrit dan menentukan peluang bagi setiap nilai tersebut. tersebut. Hal ini tidak lagi dapat dapat kita lakukan ketika kita berhadapan berhadapan dengan variabel acak kontinyu, karena seperti kita ketahui suatu variabel acak kontinyu dapat mengambil sembarang nilai dalam suatu interval tertentu dalam sistem bilangan nyata. Dengan demikian, demikian, jumlah nilai yang mungkin diambil oleh suatu variabel acak kontinyu dapat tak terhingga banyaknya dan tidak mungkin kita 80



 daftarkan secara rinci satu per satu. satu. Selain itu, itu, kita juga tidak mungkin dapat menentukan peluang peluang bagi setiap nilai variabel acak yang tetap memenuhi persyaratan sebagai suatu distribusi peluang, yaitu bahwa jumlah semua peluang tersebut tersebut harus harus sama sama denga dengan n satu. satu. Oleh karen karena a itu kita kita perlu perlu mengguna menggunakan kan pendekatan lain dalam menentukan dan menginterpretasikan distribusi peluang bagi variabel acak kontinyu. Dalam bagian 3.4 telah kita singgung bahwa peluang dapat diinterpretasikan melalui pendekatan pendekatan konsep konsep frekuensi relatif. Dengan pendekatan pendekatan ini, nilai peluang suatu kejadian merupakan frekuensi relatif dari kejadian tersebut dalam suatu percobaan dengan jumlah ulangan ulangan yang besar. Sebagai ilustrasi ilustrasi perhatikan contoh berikut ini. Contoh 3.17 Dari 100 orang sampel yang diambil secara acak, setiap orang diminta untuk mengerjakan suatu tugas tertentu. tertentu. Hasil pengamatan terhadap waktu yang mereka gunakan untuk untuk menyelesaikan tugas tugas tersebut disajikan dalam tabel 3.9. Gambar  3.8 menyajikan histogram frekuensi bagi data dalam tabel 3.9



Tabel 3.9



Data hipotetis bagi variabel acak kontinyu



W aktu (detik) frekuensi Frekuensi rel relati f  14 sampai 18 2 0,02 18 s am pai 22 11 0,11 22 s am pai 26 20 0, 20 26 s am pai 30 42 0 42 0,17 30 s am pai 34 17 34 sampai 38 5 0,05 38 sampai 42 3 0,03 Total
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Gambar 3.8 Distribusi frekuensi r elatif  bagi data dalam tabel 3.9



Misalkan percobaan tersebut tersebut diulang kembali, k ali ini jumlah sampel yang digunakan digunakan adalah adalah 5000 5000 orang. orang. Lalu kita kita buat histogr histogram am frekuens frekuensii relatifnya relatifnya dengan jumlah interval kelas yang besar tetapi lebar kelasnya kita buat kecil. Maka histogram tersebut akan terdiri atas kotak persegi panjang yang ramping dalam jumlah yang banyak. banyak. Dengan semakin banyaknya sampel yang yang diambil dan lebar interval kelas yang kecil maka histogram frekuensi relatif yang dihasilkan 81



 akan semakin mendekati bentuk sebuah kurva yang kontinyu, seperti dapat dilihat dalam gambar 3.9.
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Gambar 3.9
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Histogram frekuensi relatif yang makin mendekati bentuk sebuah kurva kontinyu



Sesuai dengan pendekatan konsep frekuensi relatif, maka peluang bagi variabel acak kontinyu ditentukan oleh luas daerah di bawah kurva yang disebut sebagai fungsi kepekatan peluang ( probability density function). function).



 Aturan 3.20 Semua fungsi kepekatan peluang f(x) harus memenuhi dua persyaratan berikut: 1.



Kurvanya tidak pernah pernah terletak di di bawah bawah sumbu mendatar, artinya f(x) ≥ 0 untuk semua nilai x  nilai x ..................................................... ..................................................... [3.24]



2.



Total luas daerah di bawah kurva harus harus sama dengan satu, atau atau  x )dx  = 1 ............................................................................... ...............................................................................[3.25] [3.25] ∫ f (f ( x )



Perlu diingat bahwa f(x) bukanlah suatu nilai peluang, artinya f(x) ≠ P(X  =  x).  x). Karena luas di bawah kurva untuk satu titik tertentu adalah nol, maka setiap nilai tunggal suatu variabel acak kontinyu mempunyai peluang sama dengan nol.  Artinya, jika X adalah suatu variabel acak kontinyu, maka P(X  =  x) = 0, untuk semua nilai x  nilai x . Oleh karena itu, bagi bagi setiap variabel acak kontinyu berlaku berlaku bahwa:
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 P (a ≤  X  ≤ b) = P (a <  X  < b ) ......................................................... [3.26] Nilai peluang tersebut dinyatakan sebagai luas di bawah kurva f(x) dalam interval a 


f(x)



a



Gambar Gambar 3.10 3.10



b



 x 



P(a < X < b) bagi bagi variabel variabel acak acak kontinyu dinyatakan sebagai luas dareah di bawah kurva f (x)



3.14 Distribusi Nor mal Distribusi norrmal merupakan salah satu distribusi peluang yang penting dan sering digunakan. digunakan. Kurva Normal mempunyai bentuk seperti seperti genta yang yang simetris (lihat (lihat gambar gambar 3.11). 3.11). Banyak Banyak variabel variabel kontinyu kontinyu dalam kehidupan kehidupan sehari-ha sehari-hari, ri, termasuk diantaranya beberapa statistik yang akan dibahas pada bab-bab selanjutnya selanjutnya,, mempunyai mempunyai distribusi distribusi frekuensi yang dapat dapat didekati didekati dengan dengan menggunakan kurva normal. Misalnya pengukuran pengukuran berat dan tinggi tinggi badan dari sekelompok orang, nilai ujian mahasiswa, total penjualan tahunan dari suatu perusahaan, perusahaan, dan ukuran/tingkat ukuran/tingkat kesalahan dari suatu percobaan. percobaan. Dalam contohcontoh tersebut nilai pengamatan umumnya mengelompok secara sim etris di sekitar ukuran pemusatannya dan menghasilkan kurva distribusi berbentuk seperti genta. Selain itu, distribusi normal dapat juga memberikan pendekatan yang cukup baik bagi distribusi-distribusi lain, termasuk distribusi bagi variabel acak diskrit seperti distribusi distribusi binomial. binomial. Hal yang yang terpentin terpenting g dari dari distribusi distribusi normal normal adalah adalah bahwa bahwa distribusi ini merupakan landasan bagi inferensial statistik.
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 f(x)



 x  µ



Gambar 3.11 Kurva nor mal



Suatu variabel acak yang berdistribusi normal disebut sebagai variabel acak normal (normal ( normal random variable) variable ) dan mempunyai fungsi kepekatan peluang yang disebut sebagai fungsi kepekatan normal ( normal density function) function ). Sebuah variabel acak normal dapat mengambil sembarang nilai dalam sistem bilangan nyata, mulai dari - ∝ sampai +∝. Suatu fungsi kepekatan normal dapat didefinisikan secara lengkap oleh nilai 2 harapan (µ) dan variansnya ( σ ). Oleh Oleh karen karena a itu, itu, terda terdapa patt berba berbaga gaii fungsi fungsi kepekatan normal yang berbeda antara satu dan lainnya jika nilai harapannya atau variansnya berbeda. berbeda. Gambar 3.12.a 3.12.a menunjukkan tiga fungsi kepekatan normal yang mempunyai varians yang sama tetapi nilai harapannya berbeda, sedangkan gambar 3.12.b menunjukkan tiga fungsi kepekatan normal yang mempunyai nilai harapan yang sama tetapi variansnya berbeda.
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Gambar 3.12 Beberapa jenis kurva Nor mal
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 Perhatikan bahwa ketiga kurva normal dalam gambar 3.12.a mempunyai bentuk yang sama tetapi tetapi terpusat pada posisi posisi yang berbeda. Sebaliknya, pada pada gambar  3.12.b ketiga kurva tersebut mempunyai pusat distribusi yang sama, tetapi bentuk distribusinya berbeda. Makin besar variansnya variansnya makin rendah bentuk kurvanya dan makin lebar distribusinya. distribusinya. Hal ini disebabkan disebabkan karena karena luas di di bawah kurva fungsi kepekatan peluang harus sama dengan satu. Misalkan  X  adalah sebuah variabel acak normal dengan nilai harapan µ dan 2 varians σ x  , maka nilai-nilai peluang bagi  X ditentukan  X ditentukan dengan luas di bawah kurva normal tersebut. tersebut. Secara konvensional, penentuan nilai-nilai peluang peluang  X  tersebut biasa dilakukan dengan menggunakan bantuan tabel bagi variabel normal baku (standard normal random variabel ), variabel ), yaitu suatu variabel acak yang berditribusi 2 normal dengan µ = 0 dan σ = 1. Tabel tersebut disajikan dalam dalam Tabel Lampiran Lampiran 2. Untuk dapat menggunakan tabel tersebut, variabel normal  X  harus ditransformasi agar mempunyai nilai harapan sama dengan 0 dan varians sama dengan dengan 1. Hal ini dapat dilakukan dengan transformasi berikut:  x 



Z  =



 X  − µ  x 



σ  x 



..................................................................................[3.27] .................................................................................. [3.27]



Tabel Lampiran 2 menyajikan nilai-nilai peluang (luas daerah di bawah kurva normal baku) bagi Z > Z  > z , yaitu P (Z > Z  > z ) untuk 0 ≤ z  ≤ 3,29. Kolom pertama tabel tersebut mencantumkan nilai-nilai z  dalam satu desimal, sedangkan desimal keduanya diletakkan sepanjang baris pertama dari dari tabel tersebut. Sebagai ilustrasi, untuk menentukan P(Z > P(Z  > 1,85), pertama-tama cari nilai z = z  = 1,8 dalam kolom yang pertama (kolom paling paling kiri) dari tabel tabel lampiran 2 tersebut. tersebut. Kemudian, cari pertemuan baris tersebut tersebut dengan kolom yang pada pada baris pertamanya benilai benilai 0,05. Pertemuan baris dan dan kolom tersebut menunjukkan menunjukkan angka 0,0322. 0,0322. Maka P(Z > P(Z > 1,85) = 0,0322.



Contoh 3.18 Misalkan  X  adalah sebuah variabel acak normal dengan µ = 60 dan Tentukan nilai-nilai peluang berikut: a.



P(X  > 65)



b.



P(X  < 65)



c.



P(X < P(X < -65)



d.



P( -65 -65 


e.



P( 65 65 


σ2



= 10.
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 Peny Penye elesaian: a. Untuk X  Untuk X = = 65, dengan menggunakan transformasi Z , kita peroleh: Z  =



65 − 60 10



= 0,5



f(z)



maka dengan menggunakan Tabel lampiran 2, kita peroleh P(X > P(X > 65) = P(Z > P(Z > 0,5) = 0,3085 b.



Karena luas di bawah kurva fungsi kepekatan peluang sama dengan satu, maka



z 



0,5



P(Z < P(Z < z ) = 1 – P(Z > P(Z > z ). ). Oleh karena itu. P(X < P(X < 65) = P(Z < P(Z < 0,5) = 1 – P(Z > P(Z > 0,5) = 1 – 0,3085 = 0,6915 c.



Karena Karena kurva kepekat kepekatan an normal normal simetris simetris terhad terhadap ap nilai nilai harapannya harapannya,, maka kurva normal baku simetris terhadap titik 0. Oleh karena itu P(Z < P(Z < -z  -z ) = P(Z > P(Z > z ). ).



f(z)



Dengan menggunakan sifat ini, P(X < P(X < -65) = P(Z < P(Z < -0,5) = P(Z > P(Z > 0,5) = 0,3085 d.



P( -65 -65 


-0,5



0,5



z 



= 1 – P(Z < P(Z < -0,5) – P(Z > P(Z > 0,5) = 1 – 0,3085 – 0,3085 = 0,3830 e.



65  P(Z > 0,5) – P(Z < P(Z < 1,53) = 0,3085 – 0,0630 = 0,2455



Contoh 3.19 Diketahui gaji dosen per bulan pada suatu perguruan tinggi negeri tertentu berdistribusi normal dengan nilai harapan Rp. 1,73 juta dengan simpangan baku Rp. 200 ribu. Tentukan peluang peluang bahwa seorang dosen dosen yang dipilih secara acak akan mempunyai gaji per bulan lebih kecil dari Rp. 1,5 juta.
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 Peny Penye elesaian Misalkan gaji dosen per bulan adalah  X , maka variabel acak X  acak  X berdistribusi berdistribusi normal dengan nilai harapan µ = 1.730.000 dan varians σ = 200.000. 200.000. Maka untuk nilai  X =  X = 1.500.000 dengan menggunakan transformasi Z kita peroleh: Z  =



=



 X  − µ



σ



1.500.000 − 1.730.000 200.000



= −1,15



Oleh karena itu, P(X < P(X < 1.500.000 ) = P(Z < P(Z  < -1,15 ) = P(Z > P(Z > 1,15 ) = 0,1251



Dalam MINITAB, nilai peluang bagi variabel acak yang berdistribusi Normal dihitung dengan memilih menu Calc



Probability Distribution



Normal...



Gambar 3.13 Jendela Normal Distribution dalam MINIT AB
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 Perintah tersebut akan mengaktif jendela Normal Distribution, seperti terlihat dalam gambar 3.13. 3.13. Untuk menghitung nilai peluang dalam contoh 3.19 di atas, dalam  jendela Normal Distribution tersebut klik tombol Cummulative Probability, Mean lalu dalam kotak isi kan nilai µ, yaitu 1730000, dan dalam kotak Standard deviation isikan nilai s, yaitu 200000. Lalu klik tombol Input constant dan isikan isikan nilai x, yaitu 1500000, kemudian klik OK. Output dari rangkaian perintah tersebut adalah sebagai berikut:



MTB > CDF 1500000; SUBC SUBC> > Norm Normal al 1730 173000 000 0 200 20000 000. 0. Cumulative Distribution Function Normal with mean = 1730000 and standard deviation = 200000 x 1.50E+06



P( X 


Perhatikan bahwa nilai peluang bagi variabel acak kontinyu dalam MINITAB dihitung sebagai nilai peluang kumulatif, yaitu P ( X   X  <  x ). ).



3.15 Pendekatan normal bagi distribusi Binomial Distribusi normal dapat digunakan sebagai suatu pendekatan terhadap beberapa distribusi lain, termasuk diantaranya adalah distribusi distribusi Binomial. Pendekatan normal terhadap distribusi Binomial biasa digunakan karena sangat bermanfaat ketika n dalam distribusi Binomial cukup besar dengan bentuk bentuk distribusi yang relatif si metris. Pendekatan ini akan sangat baik ketika p ketika  p dalam distribusi Binomial sama dengan dengan 0,5. 0,5. Pendekata Pendekatan n tersebu tersebutt masih dapat dapat digun digunakan akan untuk untuk nilai  p ≠ 0,5 asalkan n-nya cukup besar, semakin jauh  p dari nilai 0,5 maka sebaiknya semakin besar pula n-nya agar pendekatan tersebut efektif. Pada umumnya, pendekatan normal terhadap distribusi Binomial akan cukup baik  jika np > 5 dan n(1 – p –  p)) > 5, karena pada keadaan ini, distribusi Binomial biasanya hampir simetris. Dengan aturan aturan 3.11, telah kita ketahui ketahui bahwa suatu distribusi Bi2 nomial mempunyai nilai harapan µ = np dan varians σ = np(1 np(1 –  p).  p). Dalam pendekatan ini kita gunakan distribusi normal yang m empunyai nilai harapan dan varians yang sama nilainya dengan nilai harapan dan varians dari distribusi Binomial yang bersangkutan. bersangkutan. Gambar 3.14 3.14 menunjukkan suatu pendekatan pendekatan bagi distribusi binomial dengan n = 13 dan p dan p = 0,6 (dinyatakan dalam bentuk histogram) 2 oleh distribusi Normal dengan µ = np = 7,8 dan varians σ = np(1 np(1 – p – p)) = 3,12. Nilai peluang P(X = x) dalam distribusi Binomial dinyatakan sebagai luas persegi panjang bagi nilai  x  yang bersangkutan. bersangkutan. Misalnya P(X = 5 ) dalam gambar 3.14



88



 adalah luas persegi panjang bagi  X  = 5, yang jika dihitung dengan aturan 3.15 nilainya adalah



0.24 0.18 0.12 0.06



0



 x 



0



1



2



3



4



5



6



7



8



9



10



11



12



13



Gamb Gambar ar 3.14 3.14 Pend Pendek ekat atan an distribusi Binomial dengan distribusi Nor mal



P ( X  = 5)



=



13! 13! 5 13 − 5 0,6 (1 − 0,6) 5!⋅(13 − 5)!



= 0,0656



Dari gambar 3.14, terlihat bahwa l uas persegi panjang tersebut hampir sama dengan luas di bawah kurva normal untuk nilai  x yang  x  yang terletak antara  x 1 = 4,5 dan  x 2 = 5,5. Dengan transformasi transformasi Z, kita peroleh 1



z 



=



4,5 − 7,8



f(z)



=



−1,87 3,12 2 z 



=



5,5 − 7,8



=



−1,30 3,12 Oleh karena itu, P(X = 5 ) dalam distribusi binomial didekati oleh P( -1,87 -1,87 < Z  < -1,30 ) dalam distribusi normal baku, yang dalam hal ini adalah



-1,87-1,30



z 



P( -1,87 -1,87 < Z < Z < -1,30 ) = P(Z < P(Z < -1,30 ) –  ) – P(Z < P(Z < -1,87 ) = 0,0968 – 0,0307 = 0,0661 Nilai pendekatan tersebut tidak terlalu berbeda jauh dengan nilai sebenarnya, yaitu 0,0656.
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 Contoh 3.20 Berkas ujian suatu mata kuliah tertentu terdiri atas 150 soal pilihan berganda yang masing-masing mempunyai 4 jawaban dan hanya satu jawaban yang benar.  Andaikan dari ke 150 soal s oal tersebut seorang mahasiswa bisa menjawab 100 soal, sedangkan 50 soal sisanya dia hanya menebak saja. a. Berapakah peluang peluang bahwa dia akan menjawab paling sedikit 20 soal dengan benar dari ke 50 soal yang hanya dia tebak saja j awabannya? b. Berapakah peluang peluang bahwa dia menjawab dengan benar lebih dari 15 soal tetapi kurang dari 20 soal? Peny Penye elesaian Peluang untuk dapat menjawab satu pertanyaan dengan benar dari ke 50 soal tersebut adalah  p = ¼. Misalkan  X  adalah jumlah jawaban yang benar dari 50 tebakan tersebut, maka X  maka  X merupakan merupakan variabel Binomial dengan n = 50 dan p dan  p = ¼ . Oleh karena itu, P(X ≥ 20 ) = P(X = 20 ) + P(X = 21 ) + ... + P(X = 50 ) Untuk menentukan nilai peluang tersebut dapat kita gunakan pendekatan distribusi normal dengan



µ



= np = 50 ⋅ 14 = 12,5



σ=



np(1 np(1 − p)  p)



=



50 ⋅



1



4



⋅ 3 4 = 3,062



Dengan pendekatan ini nilai peluang tersebut ditentuk an dengan menghitung luas daerah di sebelah kanan titik  x =  x = 19,5. Nilai z untuk z untuk x   x = = 19,5 adalah z  =



19,5



− 12,5



3,062



= 2,29



Sehingga P ( X  ≥ 20)



≈ P (Z  ≥ 2,29) = 0,0110



Jadi peluang bahwa mahasiswa tersebut akan dapat menjawab paling sedikit 20 pertanyaan dengan benar dari 50 pertanyaan tersebut adalah 0,011. Peluang bahwa dia akan menjawab dengan benar lebih dari 15 soal tetapi kurang dari 20 soal, dapat dituliskan sebagai berikut: P (15 (15 
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 z 1



=



z 2



=



dan



15,5 − 12,5 3,062



19,5 − 12,5



= 0,98



= 2,29



3,062 Sehingga P (15 (15  Z > 0,98) – P (Z > Z > 2,29) = 0,1635 – 0,0110 = 0,1525



Penambahan atau pengurangan nilai  x dengan  x  dengan 0,5 dalam perhitungan-perhitungan perhitungan-perhitungan di atas, biasa juga disebut sebagai suatu koreksi kekontinyuan ( continuity  corection) corection) bagi variabel acak diskrit.



Soal-soal latihan 3.1 Apakah yang dimaksud dimaksud dengan dengan variabel acak? 3.2 Tentukan apakah variabel-variabel variabel-variabel acak acak berikut ini adalah diskrit atau kontinyu a.  X: Jumlah penduduk yang menderita penyakit demam berdarah pada satu tahun tertentu di Pontianak b. Y: Lamanya pasien dirawat di suatu rumah sakit (dalam hitungan hari) karena menderita penyakit demam berdarah c. R: Jumlah kecelakaan lalu lintas pada tahun tertentu di Pontianak d. S: Total nilai kerugian materil akibat kebakaran lahan di suatu daerah pada suatu periode tertentu (dalam satuan Rp.) e. T: Berat 1000 butir gabah kering (dalam satuan gr) f. U: Produksi padi per hektar  g. V: Penghasilan seorang pedagang per hari h. W : Nilai pH tanah di suatu l okasi 3.3 Apakah yang dimaksud dimaksud dengan dengan distribusi peluang? 3.4 Tiga orang orang mahasiswa tingkat akhir suatu suatu fakultas mengikuti mengikuti wawancara wawancara ununtuk mendapat pekerjaan pekerjaan di PT Rindu Order. Order. Setiap pelamar mungkin mungkin diterima bekerja dan mungkin ditolak. a. Daftarkan semua kemungkinan hasil wawancara ketiga orang tersebut. b. Jika variabel variabel acak Y didefinisikan Y  didefinisikan sebagai jumlah pelamar yang diterima untuk bekerja, tentukan semua nilai-nilai Y  yang mungkin terjadi. 91



 Seandainya peluang seseorang untuk ditolak sama dengan peluang untuk diterima, tentukanlah distribusi peluang bagi Y . 3.5 Sebuah kotak berisi 6 buah bola merah dan 2 buah bola bola putih. Dari kotak tertersebut diambil 3 buah secara acak, dimana pada pada setiap pengambilan, pengambilan, bola yang terambil dikembalikan lagi ke dalam kotak sebelum pengambilan berikutnya dilakukan. Misalkan W  adalah jumlah bola putih yang terambil pada proses pengambilan tersebut. a.



Tentukan ditribusi peluang bagi W .



b.



Tentukan pula nilai harapan harapan dan varians bagi W .



3.6 Diketahui distribusi peluang bagi variabel acak X  acak  X dan dan Y sebagai Y sebagai berikut:  x  0 1 2 3 4 c.



 p(x) 0.50 0.20 0.15 0.10 0.05



y  0 1 2 3 4



 p(y) 0.05 0.10 0.15 0.20 0.50



a.



Tentukan nilai harapan bagi kedua variabel acak tersebut



b.



Tentuka Tentukan n simpan simpanga gan n baku baku bagi kedua variabel variabel acak tersebut



Apakah yang yang dapat anda simpulkan dari hasil perhitungan a. dan b. b. di atas?



3.7 Diketahui distribusi peluang bagi variabel acak X  acak  X dan dan Y sebagai Y sebagai berikut:  x  0 1 2 3 4 c.



 p(x) 0.20 0.20 0.20 0.20 0.20



y  0 1 2 3 4



 p(y) 0.10 0.20 0.40 0.20 0.10



a.



Tentukan nilai harapan bagi kedua variabel acak tersebut



b.



Tentukan simpangan baku bagi bagi kedua kedua vari variab abel el acak acak tersebut



Apakah yang yang dapat anda simpulkan dari hasil perhitungan a. dan b. b. di atas?



3.8 Apakah yang dimaksud dengan dengan suatu percobaan percobaan acak? Dan apa apa yang dimaksud dengan ruang sampel? 3.9 Jelaskan ketiga konsep/interpretasi konsep/interpretasi tentang teori peluang peluang 3.10 Jelaskan mengapa nilai peluang suatu kejadian harus merupakan suatu bilangan antara 0 dan 1? 3.11 Jika dari satu set kartu remi diambil sebuah kartu secara acak, berapakah peluang akan terambil sebuah kartu spade ( ♠)? Berapakah kah peluang
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 terambilnya sebuah King? Berapakah peluang terambilnya sebuah kartu berwarna hitam? 3.12 Apakah yang dimaksud dim aksud dengan dua buah kejadian yang independen? 3.13 Apakah yang dimaksud dengan dua kejadian yang saling asing? 3.14 Dari soal 3.11, apakah kejadian terpilihnya kartu spade dengan terpilihnya sebuah King saling asing? asing? Apakah kejadian terpilihnya terpilihnya kartu berwarna merah dengan kartu berwarna hitam saling asing? 3.15 Dari soal 3.11, berapakah peluang terpilihnya sebuah kartu King berwarna hitam? Berapakah peluang terpilihnya terpilihnya sebuah kartu King atau kartu berwarna berwarna hitam? Berapakah peluang terpilihnya sebuah kartu berwarna merah atau berwarna hitam? 3.16 Untuk mempelajari pola tingkah laku konsumen di sebuah kota metropolitan, dilakukan survey terhadap terhadap 400 orang orang penduduk di kota tersebut. tersebut. Salah satu pertanyaannya adalah adalah “Apakah anda anda senang berbelanja berbelanja pakaian?”. pakaian?”. Dari 160 orang responden pria, pria, 92 orang diantaranya menjawab menjawab “Ya”, dan dari 240 orang orang responden responden wanita, wanita, 205 205 orang dianta diantaranya ranya menjaw menjawab ab “Ya”. “Ya”. Buatlah Buatlah diagram Venn atau tabel frekuensi gabungan untuk persoalan di tersebut. Jika dari hasil survey tersebut, seorang responden dipilih dipilih secara acak, tentukanlah nilai-nilai peluang berikut: a. berapakah peluang bahwa dia adalah seorang pria? b. berapakah peluang peluang bahwa bahwa dia tidak suka berbelanja berbelanja pakaian? c. jika diketahui bahwa orang tersebut tersebut adalah seorang seorang wanita, berapakah berapakah peluang bahwa dia suka berbelanja pakaian? d. jika diketahui bahwa orang tersebut tidak senang berbelanja pakaian, pakaian, berapakah peluangnya bahwa dia adalah seorang pria? 3.17 Di dalam sebuah wadah terdapat 50 buah bola, 30 buah berwarna hijau dan sisanya berwarna merah. Diketahui pula bahwa bahwa 30 buah buah bola sudah kusam warnanya, yang 20 20 diantaranya berwarna hijau. Jika dari wadah tersebut diambil sebuah bola secara acak, tentukan peluang bahwa bola yang terpilih tersebut adalah bola berwarna merah yang tidak k usam warnanya. 3.18 Dari soal 3.17, tentukan peluang bahwa bola yang terpilih adalah bola merah atau bola berwarna kusam 3.19 Sebuah toko swalayan menyatakan bahwa 60% pencuri di toko tersebut akan terdeksi oleh kamera yang di pasang di dalam toko tersebut, 20% akan terdeteksi oleh petugas satpam dan 40% lagi akan terdeteksi oleh kamera dan dan petuga petugas s satpa satpam m sekalig sekaligus. us. Andaika Andaikan n perny pernyata ataan an tersebu tersebutt benar, benar, tentukan peluang bahwa seorang pencuri pencuri di toko tersebut akan terdeteksi 3.20 Dalam sebuah ujian terdapat 10 soal pilihan berganda, yang masing-masing terdapat 4 pilihan pilihan jawaban. jawaban. Misalkan seorang seorang peserta ujian menjawab soalsoal tersebut hanya hanya dengan menebak atau atau menerka-nerka saja. Dapatkah
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 hal ini dikategorikan sebagai suati percobaan percobaan Binomial? Jelaskan dengan dengan menunjukkan terpenuhi atau tidaknya ke-emapat ciri percobaan Binomial 3.21 Diketahui suatu percobaan Binomial dengan n = 4 dan  p = 0,7. Daftarkan nilai-nilai peluang bagi semua nilai variabel acak Binomial tersebut. 3.22 Misalkan X  Misalkan X adalah adalah variabel acak Binomial. a. Tentukan P ( X =  X = 2) untuk n b. Tentukan P ( X <  X < 2) untuk n c. Tentukan P ( X =  X = 4) untuk n d. Tentukan P ( X ≠  X ≠ 4) untuk n



= 4 dan p dan p = 0,12 = 4 dan p dan p = 0,12 = 10 dan p dan  p = 0,4 = 10 dan p dan p = 0,4



3.23 Dalam memproduksi suatu jenis barang X, diketahui bahwa kegagalan proses produksinya mencapai 5%. 5%. Jika pada suatu periode periode waktu tertentu diproduksi diproduksi 10 buah barang X, tentukanlah peluang bahwa 2 buah barang tersebut termasuk hasil produksi produksi yang gagal. Berapakah peluang peluang bahwa paling sedikit sedikit 2 buah hasil produksi tersebut dinyatakan gagal? 3.24 Diketahui bahwa 60% hasil produksi yang gagal dapat diperbaiki dengan pengerjaa pengerjaan n ulang. ulang. Misalkan Misalkan 6 buah hasil hasil produ produksi ksi yang gagal gagal dikerjakan dikerjakan ulang. a.



Tentukan peluang peluang bahwa paling sedikit 3 buah hasil produksi dapat dapat diperbaiki b. Tentukan peluang peluang bahwa tak satupun satupun hasil produksi tersebut tersebut dapat diperbaiki c. Tentukan Tentukan peluan peluang g bahwa bahwa semua hasil hasil produksi produksi tersebut tersebut dapat dapat diperbaiki diperbaiki 3.25 Sebuah kotak kotak berisi 5 buah bola bola merah dan 3 buah bola hijau. hijau. Jika dari dalam kotak tersebut diambil 2 buah bola secara acak tanpa pengembalian, tentukan a. peluang terambilnya satu bola hijau b. peluang terambilnya paling tidak satu bola hijau c. rata-rat rata-rata a dan dan varia varians ns teramb terambilnya ilnya bola merah 3.26 Di sebuah s ebuah toko roti terdapat 15 bungkus roti tawar, yang 10 bungkus diantaranya adalah roti baru sedangkan 5 bungkus lainnya adalah roti sisa penjualan hari sebelumnya. Seorang pembeli membeli 3 bungkus bungkus roti tawar  terseb sebut. Jika  X  adalah terambilnya roti sisa penjualan hari sebelumnya, tentukan a. P ( X  X = 3)



b. P ( X  X = 0)



c. P ( X  X = 1)



3.27 Misalkan  X  adalah variabel acak diskrit yang berdistribusi Poisson dengan µ = 2. Tentukan a. P ( X  X ≤ 2)



b. P ( X  X > 2)
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 3.28 Jumlah mobil yang memasuki gerbang jalan tol dalam setiap menit diketahui berdistribusi Poisson. Poisson. Jika rata-rata jumlah jumlah mobil yang memasuki gerbang gerbang tol per menitnya adalah 3 buah mobil, tentukan peluang bahwa a.



antara jam 10:00 10:00 sampai 10:01 10:01 terdapat terdapat dua mobil yang memasuki gerbang tol tersebut b. antara jam 10:00 sampai sampai 10:01 terdapat terdapat lebih dari dua mobil yang memasuki gerbang tol tersebut 3.29 Dalam setiap 100 kali pengeboran, sebuah perusahaan eksplorasi gas alam secara secara rata-ra rata-rata ta menemukan menemukan 4 buah sumur sumber sumber gas alam. alam. Andaikan Andaikan perusahaan tersebut akan melakukan 20 kali pengeboran, tentukan peluang bahwa a.



dalam pengeboran-pengeboran pengeboran-penge boran tersebut akan ditemukan satu sumur



sumber gas alam b. paling tidak akan ditemukan ditemukan 2 sumur sumber gas alam 3.30 Manakah diantara variabel-variabel acak di bawah ini yang dapat dikategorikan sebagai variabel yang kontinyu P(X > 30) c.



P (X < 30)



d. P(25 < X < 70) f. P (50 (50 < X < 80)



3.40 Diketahui bahwa hasil produksi yang dinyatakan afkir dari sebuah perusahaan plywood adalah 7%. Jika pada suatu periode tertentu tertentu diproduksi 8000 8000 keping plywood, tentukan peluang dihasilkannya dihasilkannya paling sedikit 50 keping yang afkir.
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