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								    				    NUMERIČKE METODE I OPTIMIZACIJA Numeričke metode (Numerical methods) Sadržaj predmeta: a)  Nelinearne jednačine



f (x)



-



INTERPOLACIJA – problem interpolacije je odreñivanje analitičke funkcije koja prolazi tačkama x x dijagrama. - APROKSIMACIJA – opis jednostavnijom f x) funkcijom koja dobro opisuje problem postavljen tabelarno (guste tačke sa velikim skokovima) x x - FILTRIRANJE – Ako se pojave tačke koje „strše“ ali ne utiču znatnije na kvalitet rješenja a njihovom f x) upotrebom bi se znatno usložnila funkcija , iste se ne uzimaju u obzir. b)  Sistemi linearnih jednačina ovaj metod je bitan jer je osnova rješavanja sistema nelinearnih jednačina. c)  Numerička integracija rješavanje ( izračunavanje) problema putem odreñenih integrala, funkcije u prostoru (višedimenzionalne). d)  Diferencijalne ednačine obične i parcijalne ∆



(



∆



(



Optimizacione metode (non linear programming) programming) -



Tražimo optimum funkcije funkcije (minimum i maksimum) - sl.1. Lokalni minimum i maksimum - sl. 2. Ograničenja u optimizaciji a < x < b (s.l.2 i 3) Gausova kriva (prostorno zvono)



y  optimizacija područja (skup dopustivih rješenja)



max -f (x) (x) x



x'



z



x



sl.1.



s.l. min 2



- Problem „trgovačkog  max   min  putnika“ u optimizaciji a  b  podrazumijeva obuhvatiti što više tačaka (problema ) uz što manji put (troškove).



f (x) (x)



x



- Problem „ranca“ podrazumijeva (odabrati) obuhvatiti najbitnije elemente u definisani prostor.



Greške  Nastaju kao posljedica krivog metoda, metoda, pretjerivanju u broju decimala ili magomilavanjem podataka. Greška koja se može javiti je nemogućnost tačnog opisa problema, x1 y1  pošto se realni proces zamjenjuje matematičkim modelom   a    j Ulazni Realni y2   n   e (jednačinama). Ovako nastala greška je iherentna (neotklonjiva).    š  podaci  proces y3   e    j Aproksimacija sama po sebi podrazumijeva grešku, činimo je    R x2 svjesno kako bi kontrolisali i brže riješili problem s tim što moramo voditi računa da sistem ostane u granicama dozvoljenih odstupanja. x1 y1 Ako ne znamo riješiti problem matematičkim modelom,   a    j Ulazni Matematski y2   n komplikovane jednačine koje ne znamo riješiti onda se zamjenjuje   e    š  podaci model y3   e numeričkim postupkom. Najčešće se radi o empirijskim obrascima,    j    R x2 ali su i ovdje moguće greške tzv. greške numeričkog postupka. Primjer: je teško rješiv jer je e neperiodičan decimalan broj sa x1  beskonačno mnogo decimala. Tak da se izraz može pisati kao: y1 Ulazni  podaci



x2



 Numerički  postupak 



y2 y3



  a    j   n   e    š   e    j    R



Kod numeričkog postupka se uvijek uzimaju konačne vrijednosti, ograničen broj decimala.
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Dobar primjer je Lajbnicov model (konvergentni niz)



ako je tačnost



rješenja npr. ε =10-6 (šest decimala) za prethodni niz bi trebalo ići do: znači da je potrebno izvršiti 2 000 000 operacija.



što



Optimizacijom ćemo isti problem,







na ovaj način, broj operacija svesti na 4 000. 1.  Pseudoaritmetičke operacije operacije k   A = 0.a1a2a3a4... b ; b  mantisa, k    eksponent.



(Presijecanje na odreñenom broju decimala)



100 + 0,1  1|0|0|0 0|3 + 1|0|0|0 0|0 = 1|0|0|1 0|3 Primjer četvorocifreno zapisivanje u tzv. Plivajućem zarezu (float). Računar ne radi aritmetičke nego  pseudoaritmetičke operacije zato što je prinuñen da otsijeca odreñeni broj decimala. Problem ovakvog načina je što se vrši grupisanje podatka i javljaju se greške pri diskretizaciji (nije linearna)  primjer: 1000000 + 0,1  1|0|0|0 0|7 0|7 + 1|0|0|0 0|0 0|0 = 1|0|0|0 0|7 0|7 zanemariće vrijednost 0,1 u zbiru. 2.  zaokruživanje  zaokruživanje



2,15243|3  2,15243 ; 2,15243|6  2,15244 ako je cifra ispred koje se vrši odsijecanje 5 onda se koristi par nepar. Sledeći problem (greška)koja će se javiti kod zaokruživanja uzrokovana je netranzitivnošću metode tj. ako pokušamo zaoktuživati cifru po cifru očekivati je sasvim drugačije rezultate od gore navedenih: 1,52434|7  1,5243|5  1,5244 dok bi se direktnim odsijecanjem dobilo: 1,5243|47 1,5243



Značajne cifre broja A ≡ tačna vrijednost vrijednost broja broja a ≡ približna vrijednost broja; primjer je broj broj π ≈ 3.12159.. 3.12159.. Tačnu vrijednost nikada ne možemo dobiti a najčešći razlog je greška mjerenja. Približna vrijednost  je broj koji se koristi da se zamijeni tačan broj u proračunu. a -∆a ∆a ∆a = A – a  greška tačnosti |∆a| =| A – a|  apsolutna greška a-



∆a ≤   A ≤   a



+ ∆a



Ove dvije nemaju smisla



Značajna cifra broja je svaka ona cifra čija vrijednost nije veća od greške samog broja npr. a = 3,54232 ; ∆a = 0,001   a = 3,542|32 ±  0,001 -



 Relativna greška; odnos apsolutne greške i stvarne vrijednosti. a(1 - δ)



≤  A ≤  a(1



cifre



+ δ)



, uzimamo približnu vrijednost ( a) jer kad bi znali A onda ne bi ni bilo greške.  Procjenitelj greške



je obično formula kojom se odreñuje tačnost. Radi se o graničnim
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Idealan računar (sa beskonačno mnogo decimala) radi sa približnim vrijednostima a,  b i četiri osnovne operacije: -  Sabiranje A + B = a + b + ( ∆a + ∆b)     ∆ A + B =∆a + ∆b Relativna greška (približna)



 Prva varijanta:



δa



δb



+ δa+b ∆A - B



- Oduzimanje A – B = a – b + ( ∆a - ∆b) = ∆a - ∆ b



Ako su a i b bliski brojevi npr  a = 100, b = 99 greške su veće



-  Množenje A·B = (a + ∆a)·(b + ∆b) = (a·b + a· ∆b + b·∆a + ∆a·∆b)  A = a+ ∆a  B = b + ∆b



∆ AB



= b·∆a + a·∆b + ∆a·∆b ∆ AB = b·∆a + a·∆b



-  Dijeljenje  A = a + ∆a , B = b +



∆b  



Ovaj dio se zanemaruje



Ako je b mali broj onda je greška veća.



 Druga varijanta: Rad na realnom računaru sa tačnim brojevima



 je θ  je







greška mašine
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Greške: usljed greške apsolutnih brojeva Mašinskih grešaka o Sprega apsolutne i mašinske greške. o Primjer računar sa 4 značajne cifre (prvo dodavati male brojeve pa onda veće) Nelinearne jednačine  f (x) (x) =0 , jednačine dijelimo na: - algebarske racionalne, cijele, razlomljene..(to su funkcije koje uključuju sve četiri računske – algebarske – operacije i stepenovanje) - transcedentne (trigonometrijske, logaritamske, hiperbolične..) (0) (1) (2) (k) (k+1) *  Iterativni postupak  x rješenju x*  x   x   x   x   x   ...x  približavanje stvarnom rješenju o



ε 



(0)



 x



 x(1)



(2)



 x



(3)



 x



 x



(k)



 x



*



Ponavljanje (iteracija) se vrši sve dok se ne postigne što bolja tačnost tj. dok ne doñe u polje dozvoljenog odstupanja ε. Može se predstaviti kao niz brojeva čija je granična vrijednost x* . Postupak je konvergentan. Kriterij zaustavljanja: praktički je (x (k+1)-x k  ) < ε  ε   Period rješavanja se dobija kao proizvod broja koraka i vremena potrebnog za izvršenje jednog koraka: T = k ·t (k) (k) (0)



*



(0)



 x – x = e (1) * (1)  x – x = e (2) * (2)  x – x = e ......  x(k) – x* = e (k)



k 0 1 2 3 4



Greška koraka je udaljenost koraka od tačne vrijednosti. Da bi proces bio konvergentan greška koraka mora težiti 0.



e( )



e( )



q je red konvergencije



1 1 0,5 0,1 Stepen konvergencije je definisan izrazom: 0,25 0,01 0,125 0,0001 0,625 0,00000001 x/2 x Što je red konvergencije veći to će do rješenja biti potreban manji broj koraka: α = 1 linearna α = 2 kvadratna konvergencija α = 3 kubna α > 1 superlinearna -x Samo za q = 1 i α < 1 nelinearne jednačine mogu imati više rješenja, npr.  f (x) (x) = sin x·e  ,  , ove jednačine imaju beskonačno mnogo rješanja.  Dobijanje početnog rješenja rješenja



numerički  (očekivano rješenje, iskustvom). Metodom uvrštavanja argumenata (tablica) a interval se radi iskustveno. Tražimo dvije tačke gdje funkcija ima suprotan predznak. a



. Čak i ako je
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(b)



-  Metoda polovljenja intervala (linearna)  f (x) (x) = 0



[a,b]



a



f (a) (a) ·f (b) (b) < 0



ako je f (a) (a)·f (s) (s) < 0 onda  f (a) (a) = f (s) (s) ako nije onda idemo da je  f (b) (b) = f (s) (s) a potom se uzima nova vrijednost polovice s izmeñu ai b. I tako redom dok  ne bude f (s) (s) = 0 ili (b – a ) < ε . Primjer pseudo koda: Učitaj ( a, b, ε),  s1 b1 Radi dok je |b – a| ≥ε Ako je f (b) (b) – f (s) (s) < 0 onda je a  s2 b2  s  b = s inače a=s kraj bloka x = (a + b) / 2 štampaj x kraj petlje



b



 s  f (a) (a)



ε 



a



b b



Primjer: Metodom polovljanja intervala naći rješenje uz grešku ε = 10-3 za funkciju x2 – 3x – 3 . tražimo rješenja suprotnog predznaka  x | 0| 1| 2 | 3 | 4 za a = 3   f (3)  f (x) | -3 | -5| -5 | -3 | 1 (x) (3) = -3 i za b = 4   f (4) (4) = 1 uvrstimo u funkciju x2 – 3x – 3 dobićemo: svedimo na zajednički imenilac pa će biti: sada će biti a = 3.5 a f (3.5) (3.5) =



a b ostaje 4: (negativno rj.)







Ponovo idemo a =s =



a b ostaje 4  



svedimo na zajednički imenilac pa će biti:



;



dobili smo pozitivno rješenje pa će



sada biti b = s = 31/8 a za a će ostati 15/4.  rješenje je pozitivno pa uzimamo da je b = s = 61/16  , a će ostati 15/4 , Rješenje je negativno pa ćemo sada uzeti da je: a=s=121/32 , b=61/16 pa će biti
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uzimamao rezultat



da pozitivan



je pa



= 3881/1024, a = 485/128



 provjerimo da li je |b-a|≤ε



b će



biti



= b



s =



= s



=



pozitivan rezultat pa a = 485/128



971/256, 1941/512,



a



=



485/128







s



=



broj je pozitivan pa će biti b = s =
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