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 INTRODUCCIÓN Aritmética



Expresión Cálculo Propiedades



de los números



El diccionario de la RAE define Aritmética como “parte de las matemáticas que estudia los números y las operaciones hechas con ellos”.



Niveles de conocimiento



UNIDAD 1 1.1.



-



Conocimiento Comprensión Aplicación



“NOCIONES PRELIMINARES”



NUMERACIÓN



NUMERACIÓN La numeración es la parte de la Aritmética que enseña a expresar y a escribir los números. La numeración puede ser hablada y escrita. Numeración hablada es la que enseña a expresar los números. Numeración escrita es la que enseña a escribir los números por medio de signos o guarismos. GENERACIÓN DE LOS NÚMEROS Los números se forman por agregación de unidades. Así, si a una unidad o número uno agregamos una unidad, resulta el número dos; si a éste agregamos otra unidad, resulta el número tres; si a éste agregamos otra unidad, resulta el número cuatro, y así sucesivamente. Siguiendo este procedimiento se obtiene la serie de los números naturales.



 La serie de números naturales es infinita, porque por grande que sea un número, siempre podremos formar otro mayor agregándole una unidad.



CIFRAS O GUARISMOS Las cifras o guarismos son los signos que se emplean para representar los números. Las cifras que empleamos, llamadas cifras arábigas porque fueron introducidas por los árabes en España, son 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 y 9. El cero recibe el nombre de cifra no significativa o auxiliar, y las demás son cifras significativas. LA CIFRA CERO La cifra cero carece de valor absoluto (que será definido más adelante), y se emplea para escribirla en el lugar correspondiente a un orden cuando en el número que se escribe no hay unidades de ese orden. La palabra cero proviene de la voz árabe ziffero, que significa lugar vacío. NÚMERO DÍGITO Se refiere al número que consta de una sola cifra, y son 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 y 9. La palabra dígito proviene de digitus, que quiere decir dedo, y se debe a que los números dígitos pueden contarse con los dedos de las manos. NÚMERO POLIDÍGITO Es el número que consta de dos o más cifras, como 24, 589 y 1.432. SISTEMA DE NUMERACIÓN Es el conjunto de reglas que sirven para expresar y escribir los números. BASE DE UN SISTEMA DE NUMERACIÓN La base de un sistema de numeración es el número de unidades de un orden que forman una unidad del orden inmediato superior. En el sistema decimal que empleamos, la base es 10, porque 10 unidades de primer orden forman una decena; diez decenas forman una centena, etc. BASE DEL SISTEMA DECIMAL



 La base del sistema decimal es 10, lo que significa que diez unidades de un orden cualquiera constituyen una unidad del orden inmediato superior, y viceversa, una unidad de un orden cualquiera está formada por diez unidades del orden inmediato inferior. NOTACIÓN O NOMENCLATURA La numeración decimal consta de órdenes y subórdenes.



ORDEN Primer orden: unidad (de uno a diez unidades, que forman una decena). Segundo orden: decena (hasta cien o diez decenas, que forman una unidad del orden superior inmediato). Tercer orden: centena (hasta llegar a diez centenas o mil, que forman una unidad del orden superior inmediato). Cuarto orden: millar (hasta diez mil o diez millares, que forman una unidad del orden superior inmediato). Quinto orden: decena de millar (es la reunión de diez millares o diez mil unidades, hasta diez decenas de millar o cien mil, que constituyen una unidad del orden superior inmediato). Sexto orden: centena de millar (es la reunión de diez decenas de millar o cien mil unidades. Sucesivamente tendremos la unidad de séptimo orden (millón), de octavo orden (decena de millón), de noveno orden (centena de millón), de décimo orden (millar de millón), de undécimo orden (decena de millar de millón), de duodécimo orden (centena de millar de millón), de décimo tercer orden (billón), etc. CLASES Y PERIODOS La reunión de tres órdenes, comenzando pro las unidades simples, constituye una clase. Así, las unidades, decenas y centenas forman la clase de las unidades; las unidades de millar, decenas de millar y centenas de millar forman la clase de los millares; las unidades de millón, decenas de millón y centenas de millón forman la clase de los millones; las unidades de millar de millón, decenas de millar de millón y centenas de millar de millón forman la clase de los millares de millón; las unidades de billón, decenas de billón y centenas de billón forman la clase de los billones, y así sucesivamente. La reunión de dos clases forma un periodo. Así, la clase de las unidades y la clase de los millares forman el periodo de las unidades; la clase de los millones y la de los millares de millón forman el periodo de los millones; la clase de los billones y la de



 los millares de billón forman el periodo de los billones, y así sucesivamente. SUBÓRDENES Del mismo modo que l adecena consta de diez unidades, la centena de diez decenas, etc., podemos suponer que la unidad simple o de primer orden está dividida en diez partes iguales que reciben el nombre de décimas y que constituyen el primer suborden; cada décima se divide en otras diez partes iguales llamadas centésimas y que forman el segundo suborden; cada centésima se divide en otras diez partes iguales llamadas milésimas que forman el tercer suborden, y así sucesivamente se van obteniendo las diezmilésimas o cuarto suborden, las cienmilésimas o quinto suborden, las millonésimas o sexto suborden, etc.



3º Periodo Sexta clase (millares de billones)



Ce nte na Uni de da mill d ar de de trill bill ón ón



De ce na de mill ar de bill ón



Uni da d de mill ar de bill ón



2º Periodo



Quinta clase (billones)



Ce nte na de bill ón



De ce na de bill ón



Cuarta clase (millares de millones)



Ce nte na Uni de da mill d ar de de bill mill ón ón



De ce na de mill ar de mill ón



Uni da d de mill ar de mill ón



1º Periodo



Tercera clase (millones)



Ce nte na de mill ón



De ce na de mill ón



Uni da d de mill ón



Segunda clase (millares)



Ce nte na de mill ar



De ce na de mill ar



Primera clase (unidades)



Uni da d de Ce De mill nte ce ar na na



Uni da d



19º 18º 17º 16º 15º 14º 13º 12º 11º 10º 9º 8º 7º 6º 5º 4º 3º 2º 1º ord ord ord ord ord ord ord ord ord ord ord ord ord ord ord ord ord ord ord en en en en en en en en en en en en en en en en en en en



PRINCIPIOS FUNDAMENTALES En los sistemas de numeración se cumplen los siguientes principios: 1



Un número de unidades de un orden cualquiera, igual a la base, forma una unidad del orden inmediato superior.



2



Toda cifra escrita a la izquierda de otra representa unidades tantas veces



 mayores que las que representa la anterior, como unidades tenga la base. Este es el principio del valor relativo. 3



En todo sistema, con tantas cifras como unidades tenga la base, contando el cero, se pueden escribir todos los números.



PRINCIPIO FUNDAMENTAL O CONVENIO DE LA NUMERACIÓN DECIMAL ESCRITA Toda cifra escrita a la izquierda de otra representa unidades diez veces mayores que las que representa la anterior y viceversa, toda cifra escrita a la derecha de otra representa unidades diez veces menores que las que representa la anterior. VALOR ABSOLUTO Y RELATIVO Toda cifra tiene dos valores: 3



Absoluto o nominal: es el que tiene el número por su figura.



4



Relativo o de colocación: es el valor que tiene el número por el lugar que ocupa.



Ejemplo: En el número 222 el valor absoluto de los tres números 2 es el mismo (dos unidades). En cambio, el valor relativo del 2 de la derecha es 2 unidades de primer orden, el valor relativo del 2 de las decenas es 2 x 10 = 20 unidades de primer orden, y el valor relativo del 2 de la izquierda es 2 x 10 x 10 = 200 unidades del primer orden. EJERCICIOS 1.



¿Qué forman cien decenas de millar?



2.



¿Qué forman mil centenas de millar?



3.



¿Cuántas centenas hay en 4 millares?



4.



¿Cuántas décimas hay en 3 unidades?



5.



¿Cuántas centésimas hay en 2 unidades de cuarto orden?



6.



Escribir el número catorce decenas.



7.



Escribir el número ciento cuatro cienmilésimas.



8.



Escriba el menor y el mayor número de dos cifras.



9.



Escriba el menor y el mayor número de la 2º clase.



10. Diez centenas forman: i) 100 unidades ii) tercer orden iii) 1000 unidades



 iv) decenas de decenas De las afirmaciones anteriores: a) una es falsa b) dos son falsas c) tres son falsas d) todas son falsas e) todas son verdaderas 11. En una decena está contenida exactamente: v) una unidad del primer orden vi) 10 décimas vii) 1 centena de décimas viii) 1 décima de centena De las opciones anteriores determinar la(s) falsa(s) a) sólo una b) dos c) tres todas d) ninguna 12. Dado el siguiente número 12.648,285 ix) identificar los órdenes y subórdenes x) sumar las cifras de orden par xi) hallar el producto de los subórdenes impares xii) sumar las cifras de valores absolutos pares 13. Diez decenas de centenas de millar forman: xiii) 10.000.000 unidades xiv) 100 centenas de centena xv) 1.000 decenas de centena xvi) tres clases De las opciones anteriores: a) una es verdadera b) dos son verdaderas c) tres son verdaderas d) todas son verdaderas e) todas son falsas 1.2.



RELACIONES DE IGUALDAD Y DESIGUALDAD



IGUALDAD Y DESIGUALDAD ENTRE NÚMEROS NATURALES Por ejemplo, si en un autobús cada persona ocupa un asiento, de modo que no queda ninguno vacío ni ninguna persona de pie, entonces el número de asientos es igual al número de personas. Luego, si “a” es el número que representa al conjunto de personas y “b” al número de asientos, se expresa a=b. En esta expresión, “a” es el primer miembro (ubicada a la izquierda del signo =) y b es el segundo miembro (ubicada a la derecha del signo =).



 En el caso de que haya asientos libres, o bien que haya personas paradas en el autobús, los números que representan a la cantidad de asientos y de personas son desiguales. Así, a>b o b>a. POSTULADO DE RELACIÓN Dados dos números a y b necesariamente tiene que verificarse una y sólo una de estas tres posibilidades: a=b, a>b o ab. Si a > b, necesariamente a ≤ b. Si a < b, necesariamente a ≥ b. LEYES DE LA IGUALDAD 5



Carácter idéntico: todo número es igual a sí mismo. a=a



6



Carácter recíproco: si un número es igual a otro, éste es igual al primero. Si a=b entonces b=a



7



Carácter transitivo: si un número es igual a otro, y éste es igual a un tercero, el primero es igual al tercero. Si a=b y b=c, entonces a=c.



LEYES DE LA DESIGUALDAD 8



Si se invierten los miembros de una desigualdad, cambia el signo de la desigualdad. Así, para invertir los miembros de la desigualdad 55.



9



Carácter transitivo: Si un número es mayor que otro y éste es mayor que un tercero, el primero es mayor que el tercero. Si a>b y b>c, entonces a>c. -



Si un número es menor que otro y éste es menor que un tercero, el primero es menor que el tercero. Si a


COMBINACIÓN DE IGUALDADES Y DESIGUALDADES 10



Combinación de igualdades y desigualdades que tengan todas el signo >.



 Combinar a=b, b>c y c>d. a=b>c>d, y de aquí a>d. 11



Combinación de igualdades y desigualdades que tengan todas el signo 


12



Combinación de igualdades y desigualdades no todas del mismo sentido. Combinar a=b, b>c y cc


EJERCICIOS 1.



M es menor que N, P es igual a Q, P es mayor que N y Q es menor que S. ¿Cómo es M con relación a S? R: M


2.



Pedro es más alto que Juan, Carlos más bajo que Enrique, Carlos más alto que Roberto y Enrique más bajo que Juan. ¿Quién es el más alto? R: Pedro.



3.



Combinar x>y, z>p, q=p, q>r, y=z y hallar la relación entre x y r.



1.3.



OPERACIONES ARITMÉTICAS



Son las diversas combinaciones que se realizan con los números para obtener otro número. Los números conocidos que se combinan se llaman datos, y el obtenido, resultado. Las operaciones que estudiaremos son: 13



Operaciones de composición o directas: aquellas que reúnen ciertos datos conocidos en uno solo Suma Multiplicación Potenciación



14



Operaciones de descomposición o inversas: son las que separan el todo en partes Resta División Radicación Logaritmación



LA SUMA O ADICIÓN Es una operación de composición que tiene por objeto reunir dos o más números o cantidades (sumandos) en un solo número (suma o total).



 CASOS PARTICULARES 1.



Sumando unidad: cuando todos los sumandos son 1 la suma es igual al número de sumandos.



2.



Sumando nulo: el 0 es el único número que sumado con otro no lo altera. El 0 es el módulo de la suma.



LEYES 15



LEY DE UNIFORMIDAD: puede enunciarse de tres modos que son equivalentes: La suma de varios números dados tiene un valor único o siempre es igual. 3 sillas + 4 sillas = 7 sillas 3 vacas + 4 vacas = 7 vacas Las sumas de números respectivamente iguales son iguales. Si en cada aula de un colegio no hay asientos vacíos ni alumnos sin asiento, la suma de los números que representan los alumnos de cada aula será igual a la suma de los números que representan los asientos de cada aula. Suma de igualdades: sumando miembro a miembro varias igualdades, resulta una igualdad. a=b + c=d e=f a+c+e=b+d+f



16



LEY CONMUTATIVA: el orden de los sumandos no altera la suma. a+b=b+a



17



LEY ASOCIATIVA: la suma de varios números no varía sustituyendo varios sumandos por su suma. a+(b+c)=(a+b)+c



18



LEY DISOCIATIVA: la suma de varios números no se altera descomponiendo uno o varios sumandos en dos o más sumandos. 15+12=27 (5+5+5)+(4+4+4)=27



19



LEY DE MONOTONÍA: consta de dos partes: Sumando miembro a miembro desigualdades del mismo sentido con igualdades resulta una desigualdad del mismo sentido que las dadas. a>b + c>d



 e=f a+c+e>b+d+f -



Sumando miembro a miembro varias desigualdades del mismo sentido, resulta otra desigualdad del mismo sentido. a>b + c>d e>f a+c+e>b+d+f



ALTERACIONES DE LOS SUMANDOS 1.



Si un sumando aumenta o disminuye un número cualquiera, la suma aumenta o disminuye el mismo número. 8+3=11 8+3=11 (8+2)+3=11+2 (8-2)+3=11-2 13=13 9=9



2.



Si un sumando aumenta un número cualquiera y otro sumando disminuye el mismo número, la suma no varía. 4+5+12=21 (4+2)+5+(12-2)=21



LA RESTA O SUSTRACCIÓN Es una operación de descomposición (inversa a la suma) que tienen por objeto dada una cantidad (minuendo), sustraerle o quitarle otra cantidad (sustraendo). La cantidad sobrante de esa operación se llama resto o diferencia. Al minuendo, sustraendo y resto se llama también términos de la resta. En toda resta el minuendo es igual al sustraendo más el resto. LEYES 20



LEY DE UNIFORMIDAD: puede enunciarse de dos modos que son equivalentes: La diferencia de dos números tiene un valor único o siempre es igual. Restando miembro a miembro dos igualdades, resulta otra igualdad. a=3 - 5=b a-5=3-b



21



LEY DE MONOTONÍA: consta de tres partes: Si de una desigualdad (minuendo) se resta una igualdad (sustraendo), siempre que la resta se pueda efectuar, resulta una desigualdad del mismo sentido que la desigualdad minuendo. a>b



 - c=d a-c>b-d -



Si de una igualdad (minuendo) se resta una desigualdad (sustraendo), siempre que la resta se pueda efectuar, resulta una desigualdad de sentido contrario que la desigualdad sustraendo. a=b - cb-d



-



Si de una desigualdad se resta otra desigualdad de sentido contrario, siempre que la resta sea posible, resulta una desigualdad del mismo sentido que la desigualdad minuendo. ad a-c


ALTERACIONES DEL MINUENDO Y EL SUSTRAENDO 1.



Si el minuendo aumenta o disminuye un número cualquiera y el sustraendo no varía, la diferencia queda aumentada o disminuida en el mismo número.



2.



Si el sustraendo aumenta o disminuye un número cualquiera y el minuendo no varía, la diferencia disminuye en el primer caso y aumenta en el segundo el mismo número.



3.



Si el minuendo y el sustraendo aumentan o disminuyen a la vez un mismo número, la diferencia no varía.



4.



Para restar un número de una suma indicada, basta restar dicho número a cualquiera de los sumandos. De 9+8 restar 7 9+(8-7)=10



5.



Para restar un número de una diferencia indicada basta sumar dicho número al sustraendo o restar esta suma del minuendo. De 9-5 restar 3 9-(5+3)=9-8=1 o bien (9-3)-5=6-5=1



OPERACIONES COMBINADAS DE SUMA Y RESTA Signos de agrupación: Paréntesis



( )



Corchete



[ ]



Llave



{ }



EJERCICIOS



 Suprimir los paréntesis y comprobar los resultados: a)



(6-4)-{4-[3-(8+9-2)-7]-35+(4+8-15)}=13



b)



105-[15-(8+7-4)-70]=171



c)



82-{64-[28-(12-5)-2]-4}+1=42



d)



202-(43+27)-{12+[102-(42-35)+20]}+8=115



e)



45-{18+[(37-20+13)-(85-78)]+3}=1



LA MULTIPLICACIÓN Es una operación de composición que tiene por objeto, dados números llamados factores, o bien multiplicando y multiplicador, hallar un número llamado producto que sea respecto del multiplicando lo que el multiplicador es respecto de la unidad. Ejemplo: 4x3 – 3 es 3 veces 1 – el producto es 3 veces 4 – 4x3=12 Es una operación de composición que tiene por objeto, dado un número llamado multiplicando, repetirlo como sumando tantas veces como unidades tenga otro número, llamado multiplicador. Ejemplo: 8x3=8+8+8=24 RELACIÓN ENTRE LOS FACTORES Y EL PRODUCTO 1.



Si uno de los factores es cero, el producto es cero.



2.



Si uno de los factores es 1, el producto es igual al otro factor. El 1 es el módulo de la multiplicación.



3.



Si los factores son mayores que 1, el producto es mayor que los factores.



4.



Si al menos uno de los factores es menor que 1, el producto es menor que el otro factor. Por tanto, multiplicar no es siempre aumentar.



MULTIPLICACIÓN POR LA UNIDAD SEGUIDA DE CEROS Para multiplicar un entero por la unidad seguida de ceros se añaden al entero tantos ceros como ceros acompañen a la unidad. Ejemplos: 1. 2.



54x100=5.400 1.789x1.000=1.789.000



MULTIPLICACIÓN DE DOS NÚMEROS TERMINADOS EN CERO Se multiplican los números como si no tuvieran ceros, y a la derecha de este producto se añaden tantos ceros como haya en ambos factores. Ejemplo: 4.300x25.000=107.500.000



 NÚMERO DE CIFRAS DEL PRODUCTO En el producto hay siempre tantas cifras como haya en el multiplicando y multiplicador juntos, o una menos. Por ejemplo, el producto de 345x23 ha de tener cuatro o cinco cifras.



LEYES 22



LEY DE UNIFORMIDAD: puede enunciarse de tres modos que son equivalentes: El producto de dos números tiene un valor único o siempre es igual. Los productos de números respectivamente iguales son iguales. Multiplicando miembro a miembro dos igualdades, resulta otra igualdad. a=b x c=d axc=bxd



23



LEY DE MONOTONÍA: consta de dos partes: Multiplicando miembro a miembro desigualdades del mismo sentido e igualdades, resulta una desigualdad del mismo sentido que las dadas. a=b x c>d axc>bxd -



Multiplicando miembro a miembro desigualdades del mismo sentido, resulta una desigualdad del mismo sentido que las dadas. a


Observación: Si se multiplican miembro a miembro desigualdades de sentido contrario, el resultado no se puede anticipar. 24



LEY CONMUTATIVA: el orden de los factores no altera el producto. 6x4=4x6=24



25



LEY ASOCIATIVA: el producto de varios números no varía sustituyendo dos o más factores por su producto. 2x3x4x5=120 (2x3)x(4x5)=120



26



LEY DISOCIATIVA: el producto de varios números no descomponiendo uno o varios factores en dos o más factores. 8x5=40 (4x2)+5=40



27



LEY DISTRIBUTIVA: para multiplicar una suma o una resta indicada por un número se multiplica cada sumando, o bien, el minuendo y el sustraendo, por



se



altera



 este número y se suman los productos parciales. (8-5)x3=8x3-5x3=24-15=9 (8+5)x3=8x3+5x3=24+15=39 ALTERACIONES DE LOS FACTORES 1.



Si uno de los factores se multiplica o divide por un número cualquiera, el producto queda multiplicado o dividido por el mismo número. 8x3=24 8x3=24 (8x2)x3=24x2 (8 ÷ 2)x3=24 ÷ 2 48=48 12=12



2.



Si uno de los factores se multiplica por un número, en tanto que el otro se divide por el mismo número, el producto no varía. 8x3=24 (8x2)x(3 ÷2)=24x2 ÷2 24=24



PRODUCTO DE SUMAS Y RESTAS 28



Producto de dos sumas: (a+b) (m+n) = am+bm+an+bn



29



Producto de suma por diferencia: (a+b) (m-n) = am+bm-an-bn Caso particular: el producto de la suma de dos números por su diferencia es igual a la diferencia de los cuadrados de los dos números. (a+b) (a-b) = a2-b2



30



Producto de dos diferencias: (a-b) (m-n) = am-bm-an+bn



EJERCICIOS a) b) c) d) e)



Siendo ab=3a, ¿qué número es b? Efectuar 54.325 por una decena de millar. Aplicar la ley de monotonía a: 1


R:18


LA DIVISIÓN Es una operación de descomposición inversa a la multiplicación, que tiene por objeto dado el producto de dos factores (dividendo) y uno de los factores (divisor), hallar el otro factor (cociente). Es decir, fragmenta al dividendo en tantas partes



 iguales como unidades tenga el divisor, llamando al resultado cociente. En general, si D ÷ d=c es porque cd=D NOTACIÓN D ÷ d=c



D/d=c



D =c d



TIPOS DE DIVISIÓN 31



Exacta: cuando el dividendo es igual al divisor por el cociente. Es decir, D=dc. Por ejemplo, para 24/8 → 24=8x3



32



Entera o inexacta: cuando el dividendo es igual al divisor por el cociente más un residuo. Es decir, D=dc+r. Por ejemplo, para 25/8 → 25=8x3+1. El residuo es siempre mayor que cero y menor que el divisor.



DIVISIÓN ENTERA POR DEFECTO Y POR EXCESO La división 23/6 no es exacta porque 23 no es múltiplo de 6, pero se tiene que: 23>6x3=18 y 23D RESIDUOS POR DEFECTO Y POR EXCESO DE UNA DIVISIÓN ENTERA Residuo por defecto de una división entera es la diferencia entre el dividendo y el producto del divisor por el cociente por defecto. Por ejemplo, en la división 42/9 el cociente por defecto es 4 y la diferencia de 42-9x4=6 es el residuo por defecto. Si D=dc+r → r=D-dc Residuo por exceso de una división entera es la diferencia entre el producto del divisor por el cociente por exceso y el dividendo. En el ejemplo anterior, el cociente por exceso es 5 y la diferencia de 9x5-42=3 es el residuo por exceso. Si D=d(c+1)-r’ → r’=d(c+1)-D SUMA DE LOS RESIDUOS



 La suma de los residuos por defecto y por exceso es igual al divisor. Sumando miembro a miembro r=D-dc y r’=d(c+1)-D → r+r’=d Ejemplo: Considerando 26/7, el cociente por defecto es 3 y el residuo por defecto es 5; el cociente por exceso es 4 y el residuo por exceso es 2. Así, la suma de los residuos es igual al divisor. DIVISIÓN POR LA UNIDAD SEGUIDA DE CEROS Para dividir un entro por la unidad seguida de ceros, se separan de su derecha con un punto decimal tantas cifras como ceros acompañen a la unidad. 400/100=4



1.254/1.000=1,254



NÚMERO DE CIFRAS DEL COCIENTE El cociente siempre tiene una cifra más que la cifras que quedan a la derecha del primer dividendo parcial. Ejemplo: 54.678 ÷ 78 → el cociente tendrá tres cifras.



LEYES DE LA DIVISIÓN EXACTA 33



LEY DE UNIFORMIDAD: puede enunciarse de dos modos que son equivalentes: El cociente de dos números tiene un valor único o siempre es igual. Dividiendo miembro a miembro dos igualdades, resulta otra igualdad. a b = c d Siendo a=b resulta c=d



34



LEY DE MONOTONÍA: consta de tres partes: Si una desigualdad (dividendo) se divide entre una igualdad (divisor), siempre que la división sea posible, resulta una desigualdad del mismo sentido que la desigualdad dividendo. a>b c=d a b > c d -



Si una igualdad (dividendo) se divide entre una desigualdad (divisor), siempre que la división sea posible, resulta una desigualdad de sentido contrario que la desigualdad divisor. a=b



 c c d -



35



Si una desigualdad (dividendo) se divide entre otra desigualdad de sentido contrario (divisor), siempre que la división sea posible, resulta una desigualdad del mismo sentido que la desigualdad dividendo. a>b c c d



LEY DISTRIBUTIVA: para dividir una suma o una resta indicada entre un número se divide cada sumando, o bien, el minuendo y el sustraendo, por este número y se suman o restan los cocientes parciales. (20-15) ÷ 5=(20 ÷ 5)-(15 ÷ 5)=4-3=1 (20+15) ÷ 5=(20 ÷ 5)+(15 ÷ 5)=4+3=7



RELACIONES ENTRE EL COCIENTE Y EL DIVIDENDO 36 37 38 39 40



Si el divisor es 1, el cociente es igual al dividendo. Si el divisor es mayor que 1, el cociente es menor que el dividendo. Si el divisor es menor que 1, el cociente es mayor que el dividendo. Si el divisor es igual al dividendo, el cociente es igual a 1. Si el dividendo es igual a cero, el cociente es igual a 0.



RELACIONES ENTRE EL COCIENTE Y EL DIVISOR 41 42 43



Si el dividendo es igual al divisor, el cociente es igual a 1. Si el dividendo es mayor que el divisor, el cociente es mayor que 1. Si el dividendo es menor que el divisor, el cociente es menor que 1.



SUPRESIÓN DE FACTORES Y DIVISORES 44



Si un número se divide entre otro y el cociente se multiplica por el divisor, se obtiene el mismo número. a ×b = a b



45



Si un número se multiplica por otro y el producto se divide por este último, se obtiene el mismo número. a×b =a b



 ALTERACIONES DEL DIVIDENDO Y DEL DIVISOR EN LA DIVISIÓN EXACTA 1.



Si el dividendo se multiplica por un número, no variando el divisor, el cociente queda multiplicado por el mismo número.



2.



Si el dividendo se divide por un número, no variando el divisor, el cociente queda dividido por el mismo número.



3.



Si el divisor se multiplica por un número, no variando el dividendo, el cociente queda dividido por dicho número.



4.



Si el divisor se divide por un número, no variando el dividendo, el cociente queda multiplicado por el mismo número.



5.



Si el dividendo y el divisor se multiplican o dividen por un mismo número, el cociente no varía.



OPERACIONES INDICADAS DE MULTIPLICACIÓN Y DIVISIÓN a)



Buscar factor común de 15a2bx+3ax-9anx-6amx



b)



(2a-7) (7+2a)



c)



(2ab+4ac-6ad) ÷ 2a



d)



Al efectuar 10-{[(9+3).5-12 ÷ 3]-(2+8)}.(-6) ÷ 4.(2+25).3 se obtiene 1) -5579



2) 5579



3) 5599



4) 5597



5) -5597



PROBLEMAS SOBRE NÚMEROS ENTEROS 1)



Un libro de Matemática con sus 6 cuadernos de ejercitarios costaron 198.000 G. Si el libro costó lo que cuestan 5 ejercitarios, cada ejercitario costó: a) 18.000 G. b) 19.800 G. c) 17.000 G. d) 5.000 G. e) Ninguna anterior



2)



Un aljibe de 54.000 litros de capacidad es llenado simultáneamente por dos grifos; uno de ellos arroja 100 litros en 2 minutos y el otro 280 litros en 7 minutos. El tiempo que tardan en llenar el aljibe es: a) 90 min b) 60 min c) 1 hora d) 10 horas e) Ninguna anterior



3)



Dos automóviles salen de dos ciudades, A y B, distantes entre sí 1.500 Km., a las 7 hs, y van uno hacia el otro. El que sale de A va a 80 Km/h y el que sale de B va a 70 Km/h. Ambos coches se encontrarán a las: a) 10 hs b) 12 hs c) 17 hs d) 20 hs e) 24hs



4)



Cuando Rosa nació, Maria tenía 30 años. Ambas edades suman hoy 28 años más que la edad de Elsa, que tiene 50 años. La edad de Matilde, que nació



 cuando Rosa tenía 11 años es: a) 10 b) 44 c) 54



d) 13



e) 15



5)



Un hacendado compra cierto número de vacas por 24.000$. Vende una parte por 8.832$ a 276$ cada una, perdiendo 24$ en cada vaca. Para ganar 1.392$ tiene que vender las restantes a: a) 300$ b) 340$ c) 345$ d) 361$ e) 380$



6)



Un capataz contrata un obrero ofreciéndole 5$ por cada día que trabaje y 2$ por cada día que a causa de lluvia no pueda trabajar. Al cabo de 23 días el obrero recibe 91$. Por tanto, el obrero trabajo: a) 15 días b) 8 días c) 5 días d) 24 días e) ninguna anterior



7)



Tres maquinistas que ganan igual jornal han trabajado 4, 5 y 8 días respectivamente. Si en total cobraron 204.000 G., el que trabajó 8 días cobró: a) 48.000 b) 60.000 c) 50.000 d) 96.000 e) 70.000



8)



Un hecho de nuestra historia ha tenido lugar en un año expresado por un número en que los dígitos de 1º, 2º y 4º orden son iguales, y el dígito de 3º orden es el cubo de la suma de los dos primeros comenzando del lado derecho. Entonces, hablamos del año: a) 1311 b) 1181 c) 1811 d) 1111 e) 1211



9)



La suma de los tres términos de una resta es 6.858 y el sustraendo es la tercera parte del minuendo. La diferencia es: a) 2.200 b) 3400 c) 4.572 d) 1.140 e) 2.286



10) En una división inexacta el residuo por defecto y el residuo por exceso son iguales a 48. Si el cociente por defecto es 37, el dividendo es: a) 4.500



b) 4.000



c) 3.800



d) 3.600



e) 3.000



 UNIDAD 2 2.2.



-



“PROPIEDADES DE LOS NÚMEROS”



MÚLTIPLOS Y DIVISORES



DIVISIBILIDAD Un número es divisible por otro cuando cumple las condiciones de la división exacta. DIVISOR DE UN NÚMERO Dados dos números naturales m y n, decimos que n es divisor de m, o que m es múltiplo de n si y solo si existe otro número natural t, tal que m=n.t Observaciones 46 47 48 49 50 51 52



La cantidad de divisores de un número mayor que 0 es finita. Los divisores de un número son siempre menores o iguales que el número. El 1 es divisor de todos los números. El 0 nunca puede ser divisor de un número. Un número es siempre divisor de sí mismo. El 0 posee infinitos divisores. El 1 es el único número que posee un solo divisor.



MÚLTIPLO DE UN NÚMERO Es el número que contiene a otro una cantidad exacta de veces. Observaciones 53 54 55 56 57 58 2.9. 59



La cantidad de múltiplos de un número es infinita. Los múltiplos de un número son siempre mayores o iguales que el número. El 0 es múltiplo de todos los números. Todo número es múltiplo de sí mismo. El 0 es el único número que posee un solo múltiplo. El menor múltiplo de un número es el mismo número, exceptuando al cero. PRINCIPIOS FUNDAMENTALES DE LA DIVISIBILIDAD Todo número que divide a otros, divide también a la suma, la diferencia y a los múltiplos de dichos números. 5 divide a 10, 15, 20 y 25 5 divide a 10+15+20+=70 70=5.14 5 divide a 10 y 25



 5 divide a 25-10=15 15=5.3 5 divide a 10, 15, 20 y 25 5 divide a 10.15.20=45 45=5.9 60



Todo número que no divide a otros varios divide a su suma, si la suma de los residuos que resultan de dividir éstos entre el número que no los divide, es divisible por este número. 7 divide a 15+37+46=98 (7.2+1)+(7.5+2)+(7.6+4) 7(2+5+6)+(1+2+4) 7.13+7 98=7.14



61



Si un número divide a todos los sumandos de una suma, menos a uno de ellos, no divide a la suma, y el residuo que se obtiene al dividir la suma entre el número, es el mismo que se obtiene dividiendo el sumando no divisible entre dicho número. 4 divide a 8 y 12, pero no a 22 22=4.5+2 42=4.10+2



62



Todo número que no divide a otros dos, divide a su diferencia si los residuos por defecto que resultan de dividir estos dos números entre el número que no los divide son iguales. 5 no divide a 28 ni a 13 28=5.5+3 13=5.2+3 5 divide a 28-13=15 15=5.3



63



Todo número que divide a la suma de dos sumandos y a uno de éstos, tiene que dividir al otro sumando. 2 divide a 4 y a 12 8+4=12 8=12-4 2 divide a 8



64



Todo número que divide a uno de dos sumandos y no divide al otro, no divide a la suma. 10+13=23 5 divide a 10 pero no a 13 5 no divide a 23



65



Todo número que divide al dividendo y al divisor de una división entera, divide al residuo. 6 divide a 54 y a 12



 54=12.4+6 6 divide a 6 66



Todo número que divide al divisor y al residuo de una división entera, divide al dividendo. Sea 28/8 28=8.3+4 2 divide a 8 y a 4, entonces 2 divide a 28



2.3. DIVISIBILIDAD POR LAS POTENCIAS DE 10, POR 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 Y 19 Existen ciertas reglas que permiten conocer sin necesidad de efectuar las divisiones, si un número es divisible por otro. DIVISIBILIDAD POR LAS POTENCIAS DE 10 Un número es divisible por 10, 100, 1.000, etc., cuando terminan en 1, 2, 3, … ceros. Ejemplos: 8.000 es divisible por 1.000, 900.000 es divisible por 100.000. DIVISIBILIDAD POR 2 Un número es divisible por 2 cuando termina en 0 o cifra par. Ejemplos: 86, 44, 1.200. Observación: Los números divisibles por 2 son denominados pares (2n), y los que no son divisibles por 2, impares (2n+1). DIVISIBILIDAD POR 3 Un número es divisible por 3 cuando la suma de los valores absolutos de sus cifras es múltiplo de 3. Ejemplos: 156, 8.982. DIVISIBILIDAD POR 5 Un número es divisible por 5 cuando termina en cero o cinco. Ejemplos: 455, 200. DIVISIBILIDAD POR 7 Un número es divisible por 7 cuando separando la primera cifra de la derecha, multiplicándola por 2, restando este producto de lo que queda a la izquierda y así sucesivamente, da 0 o múltiplo de 7. Ejemplos:



 2.05’8 x 2 = 16 59’1 x 2 = 2 - 16 -2 18’9 x 2 = 18 5’7 x 2 = 14 -18 -14 0 → 2.058 es divisible por 7 9 → 591 no es divisible por 7 DIVISIBILIDAD POR 11 Un número es divisible por 11 cuando la diferencia entre la suma de los valores absolutos de sus cifras de orden impar y la suma de los valores absolutos de sus cifras de orden par es 0 o múltiplo de 11. Ejemplo: 93.819 es divisible por 11 porque (9+8+9)-(1+3)=26-4=22



DIVISIBILIDAD POR 13 Un número es divisible por 13 cuando, separando la primera cifra de la derecha, multiplicándola por 9, restando este producto de lo que queda a la izquierda y así sucesivamente, da 0 o múltiplo de 13. Ejemplos: 72’8 x 9 = 72 - 72 0 → es divisible por 13



1.45’6 x 9 = 54 - 54 9’1 x 9 = 9 -9 0 → divisible por 13



DIVISIBILIDAD POR 17 Un número es divisible por 17 cuando, separando la primera cifra de la derecha, multiplicándola por 5, restando este producto de lo que queda a la izquierda y así sucesivamente, da 0 o múltiplo de 17. Ejemplos: 2.14’2 x 5 = 10 - 10 20’4 x 5 = 20 - 20 0 → es divisible por 17



1.02’0 x 5 = 0 0 10’2 x 5 = 10 - 10 0 → es divisible por 17



DIVISIBILIDAD POR 19 Un número es divisible pro 19 cuando, separando la primera cifra de la derecha, multiplicándola por 17, retando este producto de lo que queda a la izquierda y así sucesivamente, da 0 o múltiplo de 19. Ejemplos: 12.35’0 x 17 = 0 0 1.23’5 x 17 = 85



1.50’1 x 17 = 17 - 17 13’3 x 17 = 51



 - 85 38 → es divisible por 19 2.1.



- 51 38



→ es divisible por 19



NÚMEROS PRIMOS Y COMPUESTOS



NÚMERO PRIMO ABSOLUTO O SIMPLE Es el que sólo es divisible por sí mismo y por la unidad. Por ejemplo, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, …, 97… NÚMERO COMPUESTO Es aquel que además de ser divisible pro sí mismo y por la unidad lo es por otro factor. Para saber si un número de cifras es primo, se divide sucesivamente el número dado entre la serie de números primos 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, …menores que él, hasta que el cociente resulte menor que el divisor, y si en estas condiciones la división todavía continua inexacta, se afirma que el número es primo.



Ejemplos: 331, 191, 853. 331=7.47+2=11.30+1=13.21+6=17.19+8=19.17+8, entonces es primo. NÚMEROS PRIMOS ENTRE SÍ O PRIMOS RELATIVOS Son dos o más números naturales, no necesariamente primos absolutos, que tienen a la unidad como único divisor común. Ejemplos: 8, 10 y 15; 7, 12 y 15. NÚMEROS PRIMOS ENTRE SÍ DOS A DOS Son tres o más números naturales tales que cada uno de ellos es primo con cada uno de los demás. Ejemplos: 9, 13 y 14; 8, 9 y 17; 5, 11, 14 y 39. Observación: si varios números son primos dos a dos, necesariamente son primos entre sí, pero siendo primos entre sí, pueden no ser primos dos a dos. Por ejemplo, 7, 9, 29 y 30 son primos entre sí, porque el único número que los divide a todos es 1, pero no son primos dos a dos, porque 9 y 30 tienen el divisor común 3. NÚMEROS CONSECUTIVOS Son dos o más números enteros tales que cada uno se diferencia del anterior una unidad. 2.4.



PRINCIPIOS FUNDAMENTALES SOBRE NÚMEROS PRIMOS



 Teorema 1: Todo número compuesto tiene por lo menos un factor primo mayor que 1. Por ejemplo 15, divisible por 3 y 5. Teorema 2: La serie de los números primos es infinita, es decir, que por grande que sea un número primo, siempre hay otro número primo mayor. Teorema 3: Si un número primo no divide a otro número, necesariamente es primo con él. Por ejemplo, 5 no divide a 14, por lo tanto 5 y 14 son primos entre sí. Teorema 4: Todo número que divide a un producto de dos factores y es primo con uno de ellos, necesariamente divide al otro factor. Por ejemplo, el 5 divide al producto de 7x10=70, y como es primo con 7, necesariamente divide a 10. Teorema 5: Todo número primo que divide a un producto de varios factores, divide por lo menos a uno de ellos. Por ejemplo, el 3 divide al producto de 5x8x6=240, entonces divide a al menos uno de esos factores (6). Teorema 6: Todo número primo que divide a una potencia de un número, tiene que dividir a este número. Por ejemplo, 3 divide a 216 que es 63, entonces también divide a 6. Teorema 7: Si dos números son primos entre sí, todas sus potencias también son números primos entre sí. Por ejemplo, 2 y 3 son primos entre sí, entonces 25=32 y 34=81 son también primos entre sí. 2.5.



DESCOMPOSICIÓN DE UN NÚMERO EN SUS FACTORES PRIMOS



Teorema: Todo número compuesto es igual a un producto de factores primos. Regla: Se divide el número dado por el menor de sus divisores primos; el cociente se divide también por el menor de sus di visores primos, y así sucesivamente con los demás cocientes, hasta hallar un cociente primo que se dividirá por sí mismo. Ejemplos: Descomponer en sus factores primos 210 y 180 210 105 35 7 (1)



2 3 5 7



180 90 45 15 5 (1)



210=2.3.5.7



2.6. DIVISORES



SIMPLES



2 2 3 3 5



180=22.32.5



Y COMPUESTOS



DE



UN NÚMERO



 COMPUESTO REGLA PARA HALLAR LA CANTIDAD DE COMPUESTOS DE UN NÚMERO COMPUESTO



DIVISORES SIMPLES Y



Para conocer cuántos divisores simples y compuestos ha de tener un número, se descompone en sus factores primos, luego se escriben los exponentes de los factores primos teniendo en cuenta que si un factor no tiene exponente se considera que tiene de exponente la unidad; se suma a cada exponente la unidad y los números que resulten se multiplican entre sí. El producto indicará el número total de divisores. Ejemplo: Hallar la cantidad de factores simples y compuestos de 180. 180=22.32.5 Tendrá (2+1).(2+1).(1+1)=3.3.2=18 REGLA PARA HALLAR TODOS LOS DIVISORES SIMPLES Y COMPUESTOS DE UN NÚMERO COMPUESTO Se descompone el número compuesto dado en sus factores primos. Hecho esto, se escriben en una línea la unidad y las potencias sucesivas del primer factor primo, y se pasa una raya. Se multiplica esta primera fila de divisores por las potencias del segundo factor primo y al terminar se pasa una raya. Se multiplican todos los divisores así hallados por las potencias del tercer factor primo y así sucesivamente hasta haber multiplicado por las potencias del último factor primo. El último divisor que se halle siempre tiene que ser igual al número dado. Ejemplos: a)



Hallar todos los divisores simples y compuestos de 180. 180=22.32.5 1 2 4 2 y 22 3 6 12 3 9 18 36 32 5 10 20 5 15 30 60 45 90 180 Los divisores simples o primos son 1, 2, 3 y 5. Todos los demás son divisores o factores compuestos (18-4=14).



b)



Hallar todos los divisores simples y compuestos de 210. 210=2.3.5.7 1



2



2



 3 5 15 7 21 35 105



6 10 30 14 42 70 210



3 5 7



Los divisores simples o primos son 1, 2, 3, 5 y 7. Todos los demás son divisores o factores compuestos (16-5=11). 2.7. MÁXIMO COMÚN DIVISOR Y MÍNIMO COMÚN MÚLTIPLO DE DOS O MÁS NÚMEROS MÁXIMO COMÚN DIVISOR Máximo Común Divisor de dos o más números es el mayor de sus divisores comunes. Se designa por sus iniciales MCD. Ejemplos: Hallar el MCD de 8 y 10. Divisores de 8 son 1, 2, 4 y 8. Divisores de 10 son: 1, 2, 5 y 10. Entonces, el MCD (8,10)=2 Hallar el MCD de 8 y 15. Divisores de 8 son 1, 2, 4 y 8. Divisores de 15 son: 1, 3, 5 y 15. Entonces, el MCD (8,15)=1 Nota: Si el MCD de dos o más números es igual a la unidad, entonces estos números son primos entre sí o primos relativos. PROPIEDADES DEL MCD 67



El MCD del dividendo y el divisor de una división inexacta es igual al del divisor y el residuo.



68



Todo divisor de dos o más números divide a su MCD.



69



Si se multiplican o dividen dos o más números por un mismo número, su MCD queda multiplicado o dividido por el mismo número.



70



Los cocientes que resulten de dividir dos o más números por su MCD son primos entre sí.



MÉTODOS PARA HALLAR EL MCD



 a)



Por descomposición en factores primos. Hallar el MCD de 180, 528 y 1.260. 180 90 45 15 5 (1)



2 2 3 3 5



528 264 132 66 33 11 (1)



180=22.32.5



2 2 2 2 3 11



1.260 630 315 105 35 7 (1)



528=24.3.11



2 2 3 3 5 7



1.260=22.32.5.7



→ El MCD de 180, 528 y 1.260 es 22.3=12 b)



Método abreviado 180 90 45 15



528 264 132 44



1.260 630 315 105



2 2 3



→ El MCD de 180, 528 y 1.260 es 22.3=12 MÍNIMO COMÚN MÚLTIPLO Mínimo Común Múltiplo de dos o más números es el menor de sus múltiplos comunes. Se designa por sus iniciales MCM. Ejemplos: Hallar el MCM de 10 y 15. Múltiplos de 10 son 10, 20, 30, 40, … Múltiplos de 15 son: 15, 30, 45, 60, … Entonces, el MCM (4,9)=30 Hallar el MCM de 4 y 9. Múltiplos de 4 son 4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40, … Múltiplos de 9 son: 9, 18, 27, 36, 45… Entonces, el MCM (4,9)=36 Nota: Si el MCM de dos o más números es igual al producto de estos números, entonces éstos son primos entre sí o primos relativos.



MÉTODOS PARA HALLAR EL MCM a)



Por descomposición en factores primos. Hallar el MCD de 8, 10 y 150. 8 4 2



2 2 2



10 5 (1)



2 5



150 75 25



2 3 5



 (1)



5 (1)



8=23



5



150 =2.3.52



10=2.5



→ El MCM de 8, 10 y 150 es 23.3. 52=600 b)



Método abreviado 8 4 2 1



10 5 1



150 75 25 5 1



2 2 2 3 5 5



→ El MCM de 8, 10 y 150 es 23.3. 52=600 MCM DE DOS NÚMEROS POR SU MCD El MCM de dos números es igual a su producto dividido por su MCD. MCM =



a.b MCD



Ejemplo: El MCM de 8 y 10, si su MCD es 2, es: MCM (8,10) =



8.10 = 40 2



EJERCICIOS 1.



Hallar el MCD y MCM de 100, 300, 800 y 900. R: MCD=100 MCM=7.200



2.



Hallar el MCD y MCM de 110, 115 y 540. R: MCD=5 MCM=136.620



2.8. 1.



PROBLEMAS Un padre da a uno de sus hijos 160$, a otro 150$ y a otro 120$ para que repartan entre los pobres, de modo que todos den a cada pobre la misma cantidad. ¿Cuál es la mayor cantidad que podrán dar a cada pobre y cuántos serán socorridos? R: MCD=10$ y (160+150+120)/10=43 pobres. a) 10$; 43 p



b) 20$; 40 p c) 10$; 50 p d) 15$; 38 p e) nda 160 80 16



150 75 15



120 60 12



2 5



 R: MCD=10$ y (160+150+120)/10=43 pobres.



2.



Una persona camina un número exacto de pasos andando 650 cm, 800 cm y 1.000 cm. La mayor longitud posible de cada es: R: MCD=50 cm a) 100 cm



3.



b) 50 cm



b) 50 m



b) 52 12/3



e) 350 m



d) 45



e) 48



12=3.4 13=3.4+1



b) 6 p



c) 15 p



d) 8 p



e) 30 p



¿Cuál es la menor suma de dinero con que se puede comprar un número exacto de libros de a 3$, 4$ 5$ y 8$ cada uno? R: MCM=120$ a) 80



b) 105



c) 120



d) 200



e) 210



¿Cuál es la menor cantidad de dinero que necesito para comprar un número exacto de trajes de a 30$, 45$ y 50$ cada uno si quiero que me sobren 25$? a) 500



8.



d) 20 m



Un carpintero recibe tres tablones que miden 12m, 18m y 30m. Para dividirlos en partes iguales y del mayor tamaño posible, sin perder ningún pedazo de madera, debe dividirlos en: R: MCD=6m y 10 pedazos a) 10 pedazos



7.



c) 300 m



c) 44



243=MCD.c+3 391=MCD.c+7



6.



e) 235 cm



¿Cuál es el mayor número por el cual debemos dividir 243 y 391 a fin de obtener los restos 3 y 7 respectivamente? R: MCD=48 a) 50



5.



d) 150 cm



¿Cuál será la mayor longitud de una regla con la que se puedan medir exactamente tres dimensiones de 140 m, 560 m y 800 m? R: MCD=20 m a) 800 m



4.



c) 300 cm



b) 450



c) 475



d) 425



e) 550 R: MCM=450 → necesito 475$



Tres caballos arrancan juntos en una carrera en que la pista es circular. Si el primero tarda 10 segundos en dar una vuelta a la pista, el segundo 11 segundos y el tercero 12 segundos, pasarán juntos por la línea de salida al cabo de: a) 660 seg



b) 630 seg



c) 620 seg



d) 600 seg



e) 590 seg



R: MCM=660 segundos; el 1º 66 vueltas, el 2º 60 vueltas y el 3º 55 vueltas. 9.



Tres aviones salen de una misma ciudad, el 1º cada 8 días, el 2º cada 10 días y el 3º cada 20 días. Si salen juntos de ese aeropuerto el día 2 de enero, la fecha más próxima en que volverán a salir juntos es: R: MCM=40; 11/feb. a) 08/ene



b) 02/feb



c) 08/feb



d) 11/feb



e) 22/feb



 UNIDAD 3



3.1.



-



“NÚMEROS FRACCIONARIOS O QUEBRADOS”



DEFINICIONES



FRACCIÓN Es el cociente exacto de la división de dos números enteros en la cual el numerador representa el dividendo y el denominador el divisor, es decir: si m, n pertenecen a m los números enteros, y n≠0, n representa a una fracción. Una fracción expresa una o varias partes de una unidad principal. La fracción consta de dos términos: el numerador (m), que indica cuántas partes de la unidad principal se toman, y el denominador (n), que indica el número de partes en que se ha dividido la unidad principal. CLASES DE FRACCIONES 71 72



Común: si n es distinto de la unidad seguida de ceros. Ej. 1/7, 2/3. Decimal: si n es la unidad seguida de ceros. Ej. 7/10, 3/100.



Tanto fracciones comunes como decimales pueden ser: 73 74 75 3.2.



Propias: si mn. Ej. 9/5, 13/8. NÚMERO MIXTO



Contiene un número exacto de unidades, y además una o varias partes iguales de la unidad principal. Ejemplo: Transformar 17/4 en fracción mixta. 17/4



→ (1)



3.3.



17 4



4



→



17 1 =4 4 4



PROPIEDADES DE LOS QUEBRADOS



 TEOREMA 1: De varias fracciones que tengan igual denominador, es mayor la que tenga mayor numerador. Ejemplo: 7/4 es mayor que 5/4 y que 3/4. TEOREMA 2: De varias fracciones que tengan igual numerador, es mayor la que tenga menor denominador. Ejemplo: 2/3 es mayor que 2/5 y 2/7. TEOREMA 3: Si a los dos términos de una fracción propia se suma un mismo número, la fracción que resulta es mayor que la primera. Ejemplo: Si a 5/7 sumamos 2 a sus dos términos, resulta 7/9 que es mayor que 5/7. TEOREMA 4: Si a los dos términos de una fracción propia se resta un mismo número, la fracción que resulta es menor que la primera. Ejemplo: Si a 5/7 restamos 2 a sus dos términos, resulta 3/5 que es menor que 5/7. TEOREMA 5: Si a los dos términos de una fracción impropia se suma un mismo número, la fracción que resulta es menor que la primera. Ejemplo: Si a 7/5 sumamos 2 a sus dos términos, resulta 9/7 que es menor que 5/7. TEOREMA 6: Si a los dos términos de una fracción impropia se resta un mismo número, la fracción que resulta es mayor que la primera. Ejemplo: Si a 7/5 restamos 2 a sus dos términos, resulta 5/3 que es mayor que 7/5. TEOREMA 7: Si el numerador de un quebrado se multiplica por un número, sin variar el denominador, el quebrado queda multiplicado por dicho número, y si se divide, el quebrado queda dividido por dicho número.



5 5×3 5 → = ×3 2 2 2



5 5 5 ÷3 3 5 → = = 2 2×3 5 2 2 = ÷3 1 2



TEOREMA 8: Si el denominador de un quebrado se multiplica o divide por un número, el quebrado queda dividido en el primer caso y multiplicado en el segundo caso por el mismo número.



5 5 5 → = ÷3 2 2×3 2



5 5 5×3 5 →1= = ×3 2 2 2 2 3



TEOREMA 9: Si dos términos de un quebrado se multiplican o dividen por un mismo número, el quebrado no varía.



5 5×3 5 → = 2 2×3 2 3.4.



REDUCCIONES Y SIMPLIFICACIONES DE LOS QUEBRADOS



REDUCCIONES



 VER PUNTO 3.5. FRACCIÓN IRREDUCIBLE a)



CONVERSIÓN DE UNA FRACCIÓN MIXTA EN QUEBRADA Se multiplica el entero por el denominador, al producto se añade el numerador y esta suma se parte por el denominador.



5 b)



2 5 × 3 + 2 17 = = 3 3 3



12



3 51 = 4 4



16



7 135 = 8 8



HALLAR LOS ENTEROS CONTENIDOS EN UN QUEBRADO IMPROPIO Se divide el numerador por el denominador. Si el cociente es exacto, éste representa los enteros; si no es exacto, se añade al antero un quebrado que tenga por numerador el residuo y pro denominador el divisor. Hallar los enteros contenidos en:



32 (0) c)



4 8



→



32 =8 4



100 (1)



11 9



→



REDUCIR UN ENTERO A QUEBRADO 7=



Se pone al entero por denominador la unidad. Ejemplo: d)



100 1 =9 11 11



7 1



REDUCIR UN ENTERO A QUEBRADO DE DENOMINADOR DADO Se multiplica el entero por el denominador y el producto se parte por el denominador. 19 =



Reducir 19 a novenos:



19 × 9 171 = 9 9 8=



Reducir 8 a una fracción equivalente de denominador 7: e)



8 × 7 56 = 7 7



REDUCIR UNA FRACCIÓN A TÉRMINOS MAYORES O MENORES Caso 1: Reducir una fracción a otra equivalente de denominador dado, cuando el nuevo denominador es múltiplo del primero, o reducir una fracción a términos mayores. El denominador de la nueva fracción será el dado. Para hallar el numerador se multiplica el numerador del quebrado dado por el cociente que resulta de dividir los dos denominadores. 2 2 × 5 10 2 = = 35 35 Convertir 7 en treinta y cincoavos: 7 3 3 × 5 15 3 = = 20 20 Convertir 4 en fracción equivalente de denominador 20: 4



 Caso 2: Reducir una fracción a otra equivalente de denominador dado, cuando el nuevo denominador es divisor del primero, o reducir una fracción a términos menores. El denominador de la nueva fracción será el dado. Para hallar el numerador se divide el numerador del quebrado dado por el cociente que resulta de dividir los dos denominadores. 40 40 ÷ 8 5 40 = = 4 4 Convertir 32 en quebrado equivalente de denominador 4: 32 49 49 ÷ 7 7 49 = = 13 13 Convertir 91 en treceavos: 91



SIMPLIFICACIONES a)



SIMPLIFICAR UNA FRACCIÓN Se dividen los dos términos de la fracción sucesivamente por los factores comunes que tengan.



1470 7 = 4200 20



1350 135 27 9 = = = 2550 255 51 17 b)



SIMPLIFICACIÓN DE EXPRESIONES COMPUESTAS Para simplificar expresiones fraccionarias cuyos términos sean productos indicados, se van dividiendo por sus factores comunes los factores del numerador y denominador hasta que no haya divisores comunes.



5 × 20 × 18 = 10 3 × 6 × 10 3.5.



17 × 28 × 204 × 3200 6528 53 = = 37 50 × 100 × 49 × 34 175 175



FRACCIÓN IRREDUCIBLE



Es toda fracción cuyos dos términos son primos entre sí. Ejemplos: 13/14, 17/23. Teorema: Si los dos términos de una fracción irreducible se elevan a una potencia, la fracción que resulta es también irreducible. Ejemplo: 4/7 y 16/49. 3.6. SUMA



OPERACIONES CON NÚMEROS FRACCIONARIOS Y MIXTOS



 3 5 2 10 1 + + = =1 8 8 8 8 4



3 7 11 11 + + =4 5 4 6 60



1 3 5 9 103 13 23 1 +5 +6 = + + = 12 8 20 10 8 20 2 40



2



1 5 7 133 +3 +9+ = 14 20 40 36 360



RESTA



3 1 7 − = 8 12 24



24 10 14 2 − = = 35 35 35 5 25 −



2 13 2 11 = 24 − = 24 13 13 13 13



14 14



11 7 23 −5 =9 45 60 180



SUMA Y RESTA COMBINADAS 6



1 1 7 91 121 7 910 - 605 + 42 347 47 −4 + = − + = = =2 15 30 25 15 30 25 150 150 150



180 − 3



1  1 1 1 37 −  2 + −  = 174 5  3 6 9 90



MULTIPLICACIÓN 7 19 26 2 × × = 19 13 21 3



1 1 1 1 1 2 ×3 ×4 × = 3 4 5 637 20



Caso especial: fracción de fracción o fracción múltiple 2 1 Hallar los 3 de 2 de 12:



2 1 × × 12 = 4 3 2



DIVISIÓN 30 3 30 82 ÷ = × = 20 41 82 41 3



2



3 9 2 ÷3 = 5 10 3



EJERCICIOS



1)



1  1 1  28  1 =1 2 − 1  ÷ 3 + 2  ÷ 6  4 8  129  3



1 1 −9 = 5 8 8



 2)



1  1 1  = 324  4 −  × 5 -  ÷ 4   5  18 



3)



2 3 5 2  ÷  26 3 2  de 72 = 6 de los  3



3.7.



FRACCIONES COMPLEJAS, DECIMALES Y NO DECIMALES



Fracción compleja es aquella cuyo numerador o denominador, o ambos, son quebrados. Ejemplos:



2 3 2 1 1 5 ÷ 4 = 3 4 = 68 1 1 117 1 6 ÷ 6 2 6 2 1 6



5



1 1 1  6  + − × 1  6 9 12  7 = 1 12 8÷ 1 4



Fracción decimal es todo quebrado cuyo denominador es la unidad seguida de 3 6 = 6,03 100 ceros. Ejemplo: 3.8. OPERACIONES SUMA, RESTA, MULTIPLICACIÓN DIVISIÓN SUMA 0,03 + 14,005 + 0,56432 + 8,0345 = 22,63382 RESTA 234,5 – 14,069 = 220,431 MULTIPLICACIÓN 14,25 x 3,05 = 43,4625 DIVISIÓN



Y



 5,678 / 0,546 = 5678 / 546 = 10,3992… 56,03 / 19 = 5603 / 1900 = 2,9489 SIMPLIFICACIÓN DE FRACCIONES COMPLEJAS CON DECIMALES 3  0,05  + + 2  × 3,2  31,456  0,15 0,4  = = 393,2 0,08      0,16 + 0,532  ÷ 7,15   0,4     0,1 3.9.



CONVERSIÓN DE FRACCIONES COMUNES A DECIMALES



Se divide el numerador entre el denominador, aproximando la división hasta que dé cociente exacto o hasta que se repita en el cociente indefinidamente una cifra o grupo de cifras. Ejemplos: Convertir 3/5 y 7/20 en fracciones decimales.



30 (0)



5 0,6



→



3 = 0,6 5



70 (0)



20 0,35



→



7 = 0,35 20



  Quebrados comunes originan fracciones decimales  exactas  periódicas puras  inexactas periódicas  periódicas mixtas  



Fracciones decimales exactas: 3/5 = 0,6 Fracciones periódicas puras: 1/3 = 0,333… Fracciones periódicas mixtas: 1/12 = 0,0833… 3.10/12.



CONVERSIÓN DE FRACCIONES DECIMALES A COMUNES



FRACCIÓN GENERATRIZ de una fracción decimal es el quebrado común irreducible equivalente a la fracción decimal. FRACCIÓN GENERATRIZ DE FRACCIÓN DECIMAL EXACTA Para hallar la generatriz de una fracción decimal exacta se pone por numerador la fracción decimal, prescindiendo del punto, y por denominador la unidad seguida de tantos ceros como cifras decimales haya.



 0,0034 =



34 17 = 10000 5000



5,675 = 5



675 27 227 =5 = 1000 40 40



FRACCIÓN GENERATRIZ DE FRACCIÓN DECIMAL PERIÓDICA PURA Para hallar la generatriz de una fracción decimal periódica pura se pone por numerador un periodo y por denominador tantos nueves como cifras tenga el periodo. 7,135135... = 7



135 5 264 =7 = 999 37 37



5,018018 =



557 111



FRACCIÓN GENERATRIZ DE FRACCIÓN DECIMAL PERIÓDICA MIXTA Para hallar la generatriz de una fracción decimal periódica mixta se pone por numerador la parte no periódica seguida de un periodo, menos la parte no periódica, y por denominador tantos nueves como cifras tenga el periodo y tantos ceros como cifras tenga la parte no periódica. 567 - 56 511 = 900 900 567 - 5 562 281 2,0056767. .. = 2 =2 =2 99000 99000 49500



0,56777... =



3.13. PROBLEMAS SOBRE FRACCIONES 1.



Pedro tiene 22 2/9 años, Juan 6 1/3 años más que Pedro y Matías tanto como Juan y Pedro juntos. ¿Cuántos suman las tres edades? P = 22



2 200 = 9 9



J=6



1 2 257 + 22 = 3 9 9



M = 22



2 257 457 + = 9 9 9



200 257 457 914 5 + + = = 101 9 9 9 9 9



2.



Obsequié 1/9 de mi sueldo, luego gasté 1/2 de lo que me quedaba. ¿Qué parte de mi sueldo pude ahorrar? 1 1 8 4 8 × = Si mi sueldo=1 , y obsequié 9 entonces me queda 9 . Gasté 2 9 9 , que es lo que pude ahorrar.



3.



Un comerciante recibió los 3/8 de su crédito; más tarde, los 2/5 de lo que quedaba, debiendo aún 600.000 G. ¿Cuál es el total de su crédito?



 3 5 2 5 1 x x × = Recibió 8 . Le quedaba 8 , recibió 5 8 4 de lo que le quedaba 3 1 5 3 + = Recibió en total 8 4 8 y debe aún 8 . 3 Si 8 x= 600.000 → x = 1.600.000 G



4.



Después de vender los 2/5 de una pieza de tela, vendo una parte igual a la diferencia entre los 2/9 y 1/10 de la longitud inicial de la pieza. Si quedan 43 metros, ¿cuál era la longitud de la pieza?  2  2 1  47  5 +  9 − 10  x   = 90 x Vendí  43 Quedan 90 x=43 → x = 90 metros



5.



Tres obreros se reparten el importe de una obra de la siguiente manera: el primero recibe 1/5, el segundo 1/3 y el tercero 70.000 G. ¿Qué cantidades corresponden al primero y al segundo, y cuál es el importe de la obra? El 1º y el 2º reciben



1 1 8 7 + = 5 3 15 entonces el 3º recibe 15



7 15 x=70.000 → x=150.000 G. El 1º recibe 30.000 G. y el 2º 50.000 G.



 UNIDAD 4 4.1.



-



“POTENCIACIÓN”



LEYES



76



LEY DE UNIFORMIDAD: puede enunciarse de dos modos que son equivalentes: Cualquier potencia de un número tiene un valor único o siempre es igual. Si los dos miembros de una igualdad se elevan a una misma potencia, resulta otra igualdad. Ejemplo: Siendo a=4 resulta a2=42, y en general, an=4n



77



LEY DE MONOTONÍA: consta de tres partes: Si los dos miembros de una desigualdad se elevan a una misma potencia que no sea cero, resulta una desigualdad del mismo sentido que la dada. Ejemplo: 7>4 entonces 72>42, es decir, 49>16, y en general, 7n>4n



78



LEY DISTRIBUTIVA: La potenciación es distributiva respecto de la multiplicación y de la división exacta.



4.2.



POTENCIA DE UN PRODUCTO



Para elevar un producto a una potencia se eleva cada uno de los factores a dicha potencia y se multiplican estas potencias. Ejemplos: a)



(0,1 x 7 x 0,03)2 = 0,12 x 72 x 0,032 = 0,01 x 49 x 0,0009 = 0,000441



b)



1 1 1 1   1  1 4 4 × 256 × × 1296 = 81  × 4 × × 6 =   × 4 ×   × 6 = 2 256 16 4  4 2



4



4.3.



4



4



POTENCIA DE UN NÚMERO FRACCIONARIO



Para elevar un cociente exacto o una fracción a una potencia cualquiera se elevan su numerador y denominador a dicha potencia. Ejemplos: 3



3



a)



7 3 343 19  1 7 = 12 2  =   = 3 = 27 27 3  3 3



b)



7 4 2401 526  2 7 =3 1  =   = 4 = 625 625 5 5  5



4



4



 4.4.



CUADRADO DE LA SUMA DE DOS NÚMEROS



El cuadrado de la suma indicada de dos números es igual al cuadrado del primero, más el doble del primero por el segundo, más el cuadrado del segundo. Ejemplos: a)



(5+11)2 = 52 + 2.5.11 + 112 = 25 + 110 + 121 = 256



b)



2 3 2 2 9 2 4 81+ 360 + 400 841   3  + + = =  0,3 +  =   + 2 × × +   = 3 10 3  3  100 5 9 900 900   10 



2



4.5.



2



2



CUADRADO DE LA DIFERENCIA DE DOS NÚMEROS



El cuadrado de la diferencia indicada de dos números es igual al cuadrado del primero, menos el doble del primero por el segundo, más el cuadrado del segundo. Ejemplos: a)



(50-2)2 = 502 - 2.50.2 + 22 = 2500 - 200 + 4 = 2304



b)



1 1 1 1 1 1 1 4 - 4 +1 1 1  − 2× × + = − + = =  − 0,1 = 25 5 10 100 25 25 100 100 100 5 



2



4.6.



CUBO DE LA SUMA DE DOS NÚMEROS



El cubo de la suma indicada de dos números es igual al cubo del primero, más el triple del cuadrado del primero por el segundo, más el triple del primero por el cuadrado del segundo, más el cubo del segundo. Ejemplos: a)



(5+7)3 = 53 + 3.52.7 + 3.5.72 +73 = 125 + 525 + 735 + 343 = 1728



b)



343 49 2 7 4 8 351 126 351 + 378 729  1 2 + 3× × + 3× × + = + = = = 27 2 +  = 27 9 3 3 9 27 27 9 27 27  3 3



3



4.7.



CUBO DE LA DIFERENCIA DE DOS NÚMEROS



El cubo de la diferencia indicada de dos números es igual al cubo del primero, menos el triple del cuadrado del primero por el segundo, más el triple del primero



 por el cuadrado del segundo, menos el cubo del segundo. Ejemplos: a)



(50-2)3 = 503 - 3.502.2 + 3.50.22 - 23 = 125.000 – 15.000 + 600 - 8 = 110.592



b)



(3 − 0,1)3



4.8.



= 27 − 3 × 9 × 0,1 + 3 × 3 × 0,01 − 0,001 = 27 − 2,7 + 0,09 − 0,001 = 24,389



POTENCIA DE POTENCIA



Para elevar una potencia a otra potencia, se deja la misma base, poniéndole por exponente el producto de los exponentes. Ejemplos: a)



(a3)x =a3x 5



b)



20  m  4  m 20 m = =       n 20 n  n   3



c)



6  1  2  1  1    =   = 64 2  2  



 UNIDAD 5 5.1.



-



“RADICACIÓN Y LOGARITMACIÓN”



RADICACIÓN



5.1.1. LEYES 79



LEY DE UNIFORMIDAD: puede enunciarse de dos modos que son equivalentes: La raíz de un grado dado de un número tiene un valor único o siempre es igual. Si a los dos miembros de una igualdad se extrae una misma raíz, la igualdad subsiste. 2 Ejemplo: a = 81, se tiene



80



a 2 = 81 , es decir, a = 9



LEY DISTRIBUTIVA: La radicación no es distributiva respecto de la suma y de la resta, pero sí lo es con relación a la multiplicación y a la división. Ejemplos: 36 + 64 ≠ 36 + 64



5.1.2. RAÍZ DE UN PRODUCTO INDICADO La raíz de cualquier grado de un producto indicado de varios factores es igual al producto de las raíces del mismo grado de cada uno de los factores. 1× 16 × 25 = 1 × 16 × 25 = 1× 4 × 5 = 20 3



8 × 27 = 3 8 × 3 27 = 2 × 3 = 6



5.1.3. RAÍZ DE UN NÚMERO FRACCIONARIO La raíz de cualquier grado de un cociente exacto o un quebrado es igual a la raíz de dicho grado del numerador sobre la raíz del mismo grado del denominador. 3



8 ÷ 27 =



3 3



8 27



=



2 3



49 7 = 81 9



5.1.4. RAÍZ DE UNA POTENCIA La raíz de cualquier grado de una potencia se obtiene dividiendo el exponente de la potencia por el índice de la raíz. 4



4



2 4 × 5 4 = 2 4 × 5 4 = 2 2 × 5 2 = 2 2 × 5 2 = 4 × 25 = 100



 5



210 × 3 15 = 2 2 × 3 3 = 108



5.1.5. EXPONENTE FRACCIONARIO Si al dividir el exponente de una potencia por el índice de una raíz el cociente no es exacto, se deja indicada la división, originándose así el exponente fraccionario. 8



4 8



2 =2 =2 4



1 2



2 4



3



1



3



32 × 53 = 4 32 × 4 53 = 3 4 × 5 4 = 3 2 × 5 4



Expresar con signo radical: 2 3



1 3



2 × 3 = 3 2 2 × 3 3 = 3 4 × 3 = 3 12 5.1.6. RAÍZ DE UNA RAÍZ La raíz de cualquier grado de una raíz se obtiene multiplicando los índices de ambas raíces. 3 4



7 = 12 7



6



729 = 3



2



729 = 3 27 = 3



5.1.7. RADICALES Los números irracionales o raíces indicadas que no pueden expresarse exactamente por ningún número entero ni fraccionario, reciben el nombre de radicales. Ejemplos: 3



Radicales de segundo grado: 2 , Radicales de tercer grado:



3



5,



3



7



Radicales semejantes son los que tienen el mismo grado y la misma cantidad bajo el signo radical. Por ejemplo, 2 y 3 2 son semejantes. En este último caso, el 3 es el coeficiente del radical. 5.1.8. SIMPLIFICACIÓN DE RADICALES Para reducir un radical a su más simple expresión se descompone la cantidad sub-radical en factores primos y se extraen de la raíz aquellos factores que estén elevados a potencias mayores que el índice del radical.



 72



Simplificar



72 = 2 3 × 3 2 = 2 × 3 2 = 6 2 162 = 2 × 3 4 = 3 2 2 = 9 2 1 1 1 50 = 2 × 52 = × 5 2 = 2 5 5 5



5.1.9. POTENCIA DE RADICALES Para elevar un radical a una potencia cualquiera se eleva a esa potencia la cantidad sub-radical. a) b) c)



Elevar



3



3



5 a la cuarta potencia:



Elevar Elevar



( 2) ( 5)



2 a la cuarta potencia:



3



18 al cuadrado:



( 18 ) 3



2



4



= 3 2 4 = 23 2



4



= 25



= 3 324 = 3 2 2 × 3 4 = 33 12



EJERCICIOS 1)



2)



Al considerar las siguientes igualdades: I.



2 5+7 = 2 5 + 2 7



II.



25 x = 5 2x



III.



22 + 32 = 52



 5.2.



LOGARITMACIÓN



5.2.1. CONCEPTO – DEFINICIÓN ¿A qué exponente se debe elevar el número 2 para obtener 32? Llamemos x al exponente a que se debe elevar 2; entonces se tiene: 2x =32 2x =25 → 2x =32 ↔ log232=5 En consecuencia, logaritmo de un número con relación a otro llamado base es el exponente al cual hay que elevar la base para obtener dicho número. Es una operación inversa a la potenciación, que consiste en dada la base y la potencia, hallar el exponente. Ejemplos: b)



42=16 ↔ log416=2



c)



35=243 ↔ log3243=5



b es el argumento o logaritmizado En general, si ax =b ↔ logab=x donde a es la base



 x es el logaritmo CONDICIONES DE EXISTENCIA DE LOS TÉRMINOS DE LA LOGARITMACIÓN 1)



¿A qué exponente se debe elevar el número 4 para obtener -16? Llamemos x al exponente a que se debe elevar 4, entonces se tiene: 4x =16, y no existe x real que verifique, por lo tanto log4(-16) no existe. → El argumento de una logaritmación no puede ser un número negativo.



2)



¿A qué exponente se debe elevar el número 5 para obtener 0? Llamemos x al exponente a que se debe elevar 5, entonces se tiene: 5x =0, y no existe x real que verifique, por lo tanto log50 no existe. → El argumento de una logaritmación no puede ser cero.



3)



¿A qué exponente se debe elevar el número 0 para obtener 2? Llamemos x al exponente a que se debe elevar 0, entonces se tiene: 0x =2, y no existe x real que verifique, por lo tanto log02 no existe. → La base de un logaritmo no puede ser cero.



4)



¿A qué exponente se debe elevar el número 1 para obtener 3? Llamemos x al exponente a que se debe elevar 1, entonces se tiene: 1x =3, y no existe x real que verifique, por lo tanto log13 no existe. → La base de un logaritmo no puede ser uno.



CONCLUSIÓN: 81 Determinar el logaritmo de un número b en la base a significa determinar el exponente x tal que ax =b. 82 En logab los números a y b deben ser necesariamente positivos y además, a debe ser distinto de 1. SISTEMA DE LOGARITMO Los logaritmos que se indican por logab son denominados sistemas de logaritmos de base a. Existe una infinidad de sistemas de logaritmos. De entre todos los sistemas, el más importante es el sistema de logaritmos decimales (de base 10). Se indica log10a o bien log a. Por ejemplo, algunos logaritmos decimales son: 100=1 ↔ log 1=0 101=10 ↔ log 10=1 102=100 ↔ log 100=2 103=1.000 ↔ log 1.000=3



10-1=0,1 ↔ log 0,1=-1 10-2=0,01 ↔ log 0,01=-2 10-3=0,001 ↔ log 0,001=-3 10-4=0,0001 ↔ log 0,0001=-4



 5.2.2. EJERCICIOS Calcule el valor de los logaritmos a)



log1632 log1632=x ↔ 16x =32 Si 32=25 y 32=16x entonces 25=16x Igualando las bases, 25=24x entonces x=5/4



b)



log



8



4



log



8



4=x ↔



( 8 ) =4 x



 3 2 Igualando las bases 



( )



c)



1 2



x



 4 3x =2 x=  3  =22 entonces 2 y así



log5 0,000064 log5 0,000064=x ↔ 5x =0,000064 64 = 5x 1.000.000 entonces x=-6



d)



26 = 5x 10 6 luego



6



 1 x   =5 5 y (5-1)6=5x entonces



Al resolver log1/5(x-0,050)=1, el valor de x representa: 1. La quinta parte de la unidad 2. La cuarta parte de la unidad 3. Veinticinco centésimas 4. Cinco centésimas 5. 0,25 unidades De las respuestas anteriores, la(s) falsa(s) es o son: i) 2, 3 y 5 ii) 1, 2 y 5 iii) 1 y 4 iv) 3 y 5 v) 1, 3, 4 y 5 log1/5(x-0,050)=1



↔ (1/5)1=x-0,050



→ x=0,2+0,05=0,25



 e)



Si P representa al cuadrado del producto de la expresión log0,04125 – log8 32 + log1.000 0,001 por el recíproco de -3,333…, entonces la raíz cuadrada de P es: 6. Un número que no pertenece a los números reales F 7. El módulo de la multiplicación V 8. Una décima de centena F 9. Un número natural que posee un solo divisor V De las respuestas anteriores, la cantidad de falsas es o son: i) una ii) dos iii) tres iv) todas v) ninguna log0,04125=-3/2



log8 32 =5/6



log0,04125 – log8 32 + log1.000 0,001=-10/3 f)



log1.000 0,001=-1  10  3   −  −  = 1  3  10 



P=1



log 4 (log2 x) = 0,1666... , entonces X4 es un Si X es la solución de la ecuación 6 número: 10. par



V 11. primo V 12. que multiplicado por 2-1 da un número primo F 13. que representa a la raíz cuarta de 16 V 14. que al restarlo de un número par primo se obtiene el módulo de la suma V De las afirmaciones anteriores, la falsa es o son: i) 1, 3 y 5 ii) solo 1 iii) solo 3 iv) 2 y 4 v) 1y5



6 log4 (log2 x) = 0,1666...



log6 0,1666…=log4(log2x) 6m=0,1666… entonces m=-1 y log4(log2x)=-1



log6 0,1666…=m



 -1



4 = log2x g)



o bien log2x=4



entonces



1 4



2 = x y así x4=2



Dadas las siguientes afirmaciones: No puede ser negativo 15. Si log2(x-9) = log2(-2x+9), entonces x=6 16. Si log5(x-9) = log5(-x+9), entonces x=9 No puede ser cero 17. Si log3(-x+9) = -2, entonces x=17 No reproduce 18. Si log1/4(-x-5) = -2, entonces x=-21 De las respuestas anteriores, es o son verdaderas: i) 1, 2 y 4 ii) sólo 4 iii) todas iv) 1 y 2 v) 3y4 log 1 (-x - 5) = -2 4



h)



-1



1 log2x= 4



 1   4



−2



= −x − 5



16=-x-5



→ x=-21



Si P representa al producto de A= log525 . log0,10,01 opuesto de 2, entonces la raíz cuadrada de P es: i) 4 ii) -4 iii) -2 iv) 2 v) 20 A=2x2-6=-2



P= (-2)(-2)=4



→



P =2



log 2 2 512



por el



 UNIDAD 6



-



“SISTEMA MÉTRICO DECIMAL”



Es el conjunto de medidas que se derivan del metro. 83 Es un sistema porque es un conjunto de medidas. 84 Es métrico porque su unidad fundamental es el metro. 85 Es decimal porque sus medidas aumentan y disminuyen como las potencias de 10. 6.1.



UNIDADES DE MEDIDA



Hay cinco clases de medidas: de longitud, superficie – agrarias, volumen, capacidad y peso. Cada una de estas medidas tiene su unidad de medida, que a su vez tienen a sus múltiplos que se forman anteponiendo a cada unidad las palabras griegas Deca, Hecto, Kilo y Miria (10, 100 y 1.000 respectivamente), y los submúltiplos que se forman anteponiendo a cada unidad las palabras griegas deci, centi y mili (décima, centésima y milésima parte respectivamente).



6.2. UNIDADES DE LONGITUD, CAPACIDAD Y PESO



SUPERFICIE,



VOLUMEN,



6.2.1. UNIDADES DE LONGITUD La longitud se utiliza para medir la distancia de un lugar determinado a otro. Su unidad de medida es el metro (m). Sus múltiplos y submúltiplos aumentan y disminuyen de 10 en 10. Miriámetro Mm 10.000 m



Kilómetro Km 1.000 m



Hectómetro Hm 100 m



Decámetro Dm 10 m



Ejemplos: a)



Convertir o reducir 84 Hm a cm:



Metro m 1m



Decímetro dm 0,1 m



Centímetro cm 0,01 m



Milímetro mm 0 001 m



 84 x 10.000 = 840.000 cm b)



Convertir o reducir 256,21 dm a Km 256,21 ÷ 10.000 = 0,025621 Km



6.2.2. UNIDADES DE SUPERFICIE La superficie se utiliza para medir un área plana que consta de largo y ancho. Su unidad de medida es el metro cuadrado (m2), que es un cuadrado que tiene de lado un metro lineal. Sus múltiplos y submúltiplos aumentan y disminuyen de 100 en 100. Miriámetro cuadrado Mm2 100.000.000 m2



Kilómetro cuadrado Km2 1.000.000 m2



Hectómetro cuadrado Hm2 10.000 m2



Decámetro cuadrado Dm2 100 m2



Metro cuadrado m2 1 m2



Decímetro cuadrado dm2 0,01 m2



Centímetro cuadrado cm2 0,0001 m2



Milímetro cuadrado mm2 0 000001 m2



Ejemplos: a)



Convertir o reducir 124 Hm2 a cm2: 124 x 100.000.000 = 12.400.000.000 cm2



b)



Convertir o reducir 1.357,123 dm2 a Km2 1.357,123 ÷ 100.000.000 = 0,00001357123 Km2



CASO ESPECIAL Cuando las medidas de superficie se aplican a la medición de tierra, se llaman medidas agrarias. La unidad de medidas agrarias es el área (á), que equivale al Dm2. Tiene un múltiplo, hectárea (há), que equivale al Hm2, y un submúltiplo, centiárea (cá), que equivale al m2. Éstos aumentan y disminuyen de 100 en 100. Hectárea há 100 á



Área á 1á



Centiárea cá 0,01 á



6.2.3. UNIDADES DE VOLUMEN El volumen se utiliza para medir el cuerpo de los sólidos. Su unidad de medida es el metro cúbico (m3), que es un cubo que tiene de arista un metro lineal. Sus múltiplos y submúltiplos aumentan y disminuyen de 1.000 en 1.000. Miriámetro cúbico



Kilómetro cúbico



Hectómetro cúbico



Decámetro cúbico



Metro cúbico



Decímetro cúbico



Centímetro cúbico



Milímetro cúbico



 Mm3 100.000.000.000 m3



Km3 1.000.000.000 m3



Hm3 1.000.000 m3



Dm3 1.000 m3



m3 1 m3



dm3 0,001 m3



cm3 0,000001 m3



mm3 0,000000001 m3



Ejemplos: a)



Convertir o reducir 17 Hm3 a cm3: 17 x 1.000.000.000 = 17.000.000.000 cm3



b)



Convertir o reducir 183,89 dm3 a Dm3 183,89 ÷ 1.000.000 = 0,00018389 Dm3



6.2.4. UNIDADES DE CAPACIDAD La capacidad se utiliza para medir el cuerpo de los líquidos. Su unidad de medida es el litro (l), que equivale al dm3. Sus múltiplos y submúltiplos aumentan y disminuyen de 10 en 10. Mirialitro Ml 10.000 l



Kilolitro Kl 1.000 l



Hectolitro Hl 100 l



Decalitro Dl 10 l



Litro l 1l



Decilitro dl 0,1 l



Centilitro cl 0,01 l



Mililitro ml 0 001 l



Ejemplos: a)



Convertir o reducir 171 Kl a dl: 171 x 10.000 = 1.710.000 dl



b)



Convertir o reducir 2.128,31 cl a Dl 2.128,31 ÷ 1.000 = 2,12831 Dl



6.2.5. UNIDADES DE PESO La unidad de medida es el gramo (g), que es el peso de la masa de un centímetro cúbico de agua destilada en el vacío. Sus múltiplos y submúltiplos aumentan y disminuyen de 10 en 10. Tonelada métrica Tm 1.000.000 l



Quintal métrica Qm 100.000 l



Ejemplos:



Miria-gra mo Mg 10.000 l



Kilo-gram o Kg 1.000 l



Hecto-gra mo Hg 100 l



Deca-gra mo Dg 10 l



Gram o g 1g



Deci-gram o dg 0,1 l



Centi-gra mo cg 0,01 l



Mili-gramo mg 0 001 l



 a)



Convertir o reducir 223,16 Dg a mg: 223,16 x 10.000 = 22.316.000 mg



b)



Convertir o reducir 256,21 dg a Hg: 256,21 ÷ 1.000 = 0,25621 Hg



RESUMEN DE EQUIVALENCIAS PESO



CAPACIDAD



VOLUMEN



Tm Kg g



Kl l ml



m3 dm3 cm3



6.3. NÚMEROS COMPLEJOS: PROBLEMAS



7,2836 Km



=



número incomplejo



REDUCCIÓN,



7Km 2 Hm 8 Dm 3 m 6 dm número complejo



6.3.1. REDUCCIÓN Reducir a complejo: a)



25,4871 Mm = 25 Mm 4 Km 8 Hm 7 Dm 1 m



b)



76.892 m2 = 7 Hm2 68 Dm2 92 m2



c)



17.865.369 cá = 17 Km2 86 há 53 á 69 cá



d)



546.892,150 Dm3 = 546 Hm3 892 Dm3 150 m3



6.3.2. OPERACIONES



OPERACIONES



Y



 Reducir a metros y sumar: 13 Dm 12 cm + 9 Km 6 Hm 120 dm + ¾ Km 12 dm 75 mm 13 Dm 12 cm = 9 Km 6 Hm 120 dm = ¾ Km 12 dm 75 mm =



130,12 m 9.612 m 751,275 m 10.493,395 m



Efectuar la siguiente resta reduciendo previamente el sustraendo a la misma especie que el minuendo: 52,3 Hm - 3 Km 8 cm _



52,3000 Hm 30,0008 Hm 22,2992 Hm



6.3.3. PROBLEMAS



1.



Un libro de matemáticas tiene 410 hojas de 35 cm de largo cada una. Si se colocan las hojas de 20.000 de estos libros una a continuación de la otra, a lo largo, ¿qué longitud se alcanzará en Km? 410 x 35 x 20.000 = 287.000.000 cm = 2.870 Km



2.



Las dimensiones de una piscina son: 30 m de largo, 220 cm de ancho y 2,5 m de profundidad. ¿Cuántas horas son necesarias para llenar completamente la piscina si le entra agua a razón de 25 m3 por hora? V = 30 m x 220 cm x 2,5 m = 3000 cm x 220 cm x 250 cm = 165.000.000 cm3 Horas necesarias = 165.000.000 cm3 / 25.000.000 cm3 = 6,6 horas



3.



Un terreno rectangular de 14 Km2 que tiene 70 Dm de frente se quiere rodear con una cerca que cuesta 1,5 U$S el m. ¿Cuánto se gastará?



 A = largo x ancho 14.000.000 m2 = 700 m x z → z = 20.000 m P = (largo + ancho) x 2 P = (20.000 + 700) x 2 = 41.400 m Costo = 41.400 x 1,5 = 62.100 U$S 4.



¿Cuántos kg pesa el agua que puede contener un depósito cuyo ancho es el doble de su altura y cuya longitud es el doble de su ancho, siendo la altura 1m? V = largo x ancho x alto V= 4m x 2m x 1m = 8 m3 = 8.000 dm3 = 8.000 kg



UNIDAD 7



-



“RAZONES Y PROPORCIONES”



7.1. RAZÓN O RELACIÓN DE DOS CANTIDADES Razón o relación es el resultado de la comparación de dos cantidades. Es importante aclarar que la comparación se refiere a medidas semejantes. Una razón es siempre un número abstracto, es decir, no tiene unidades. Es un número que no depende de las unidades de medición de las cuales proviene. Dos cantidades pueden compararse de dos maneras: restándolas (razón aritmética) o dividiéndolas (razón geométrica).



 7.1.1. RAZÓN ARITMÉTICA O POR DIFERENCIA Es la diferencia indicada de dos cantidades. La razón aritmética entre dos cantidades a y b se indica a – b o bien a ⋅ b , y se lee a es a b. Estas cantidades son los términos de la razón; el primero se llama antecedente y el segundo consecuente. PROPIEDADES Como la razón aritmética es la diferencia indicada de dos números, tiene las mismas propiedades de la resta. La diferencia está en que en la resta los términos se llaman minuendo y sustraendo, y en la razón, antecedente y consecuente. a)



Si al antecedente de una razón aritmética se suma o resta un número, la razón queda aumentada o disminuida en ese número.



b)



Si al consecuente de una razón aritmética se suma o resta un número, la razón queda disminuida en el primer caso y aumentada en el segundo caso en el mismo número.



c)



Si al antecedente y consecuente de una razón aritmética se suma o resta un mismo número, la razón no varía.



7.1.2. RAZÓN GEOMÉTRICA O POR COCIENTE Es el cociente indicado de dos cantidades. Es llamada también relación. a La razón geométrica entre dos cantidades a y b se indica b o bien a ÷ b , y se lee a es a b. Estas cantidades son los términos de la razón; el primero se llama antecedente y el segundo consecuente.



PROPIEDADES Como la razón geométrica es el cociente indicado de dos números, tiene las mismas propiedades de la división. La diferencia está en que en la división los términos se llaman dividendo y divisor, y en la razón, antecedente y consecuente. a)



Si el antecedente de una razón geométrica se multiplica o divide por un número, la razón queda multiplicada o dividida por ese número.



b)



Si el consecuente de una razón geométrica se multiplica o divide por un número, la razón queda dividida en el primer caso y multiplicada en el segundo



 caso por el mismo número. c)



Si el antecedente y el consecuente de una razón geométrica se multiplican o dividen por un mismo número, la razón no varía.



7.2.a. PROPORCIÓN Es una expresión de la igualdad de dos razones. Puede ser: 1 Proporción aritmética o por equidiferencia 2 Proporción geométrica, por cociente o simplemente proporción 7.2.



PROPORCIONES ARITMÉTICAS



Es la igualdad de dos razones aritméticas. Para cuatro números a, b, c y d, una proporción aritmética se escribe a – b = c – d o bien a ⋅ b : : c ⋅ d , y se lee a es a b como c es a d. Estos números representan los términos de una proporción aritmética, donde a es el primero, b el segundo, c el tercero y d el cuarto. El primer y el tercer término se llaman antecedentes, y el segundo y el cuarto término se llaman consecuentes. El primer y el cuarto términos se llaman extremos, y el segundo y el tercer términos se llaman medios. Las proporciones aritméticas pueden ser discretas (cuando los medios no son iguales, como 9-7=8-6) o continuas (si los medios son iguales, como 10-8=8-6). 7.3.



PROPIEDADES



Propiedad fundamental: en toda proporción aritmética la suma de los extremos es igual a la suma de los medios. Si a–b=c–d entonces a+d=b+c Corolario 1: en toda proporción aritmética un extremo es igual a la suma de los medios menos el otro extremo. Si a–b=c–d entonces a=b+c-d Corolario 2: en toda proporción aritmética un medio es igual a la suma de los extremos menos el otro medio. Si a–b=c–d entonces b=a+d-c 7.4.



MEDIA DIFERENCIAL



Es cada uno de los términos medios de una equidiferencia continua. En toda equidiferencia continua la media diferencial es igual a la semisuma de los



 extremos. b=



Si a–b=b–d entonces 2b=a+d y así 7.5.



a+d 2



PROPORCIONES GEOMÉTRICAS



Proporción geométrica, por cociente o simplemente proporción es la igualdad de dos razones geométricas. Para cuatro números a, b, c y d, una proporción a c = a ÷ b = c ÷ d b d o bien a:b::c:d, y se lee a es a b como c geométrica se escribe , es a d. Estos números representan los términos de una proporción geométrica, donde a es el primero, b el segundo, c el tercero y d el cuarto. El primer y el tercer término se llaman antecedentes, y el segundo y el cuarto término se llaman consecuentes. El primer y el cuarto términos se llaman extremos, y el segundo y el tercer términos se llaman medios. Las proporciones geométricas pueden ser discretas (cuando los medios no son iguales, como 8:4::10:5) o continuas (si los medios son iguales, como 20:10::10:5). 7.6.



MEDIA PROPORCIONAL



Es cada uno de los términos medios de una proporción geométrica continua. En toda proporción geométrica continua la media proporcional es igual a la raíz cuadrada del producto de los extremos de una equidiferencia continua. a b = Si b d entonces b2=a.d y así b = a.d



CUARTA PROPORCIONAL Cualquiera de los términos de una proporción geométrica respecto a los otros tres se denomina cuarta proporcional. Ejemplo: Hallar la cuarta proporcional entre 8, ¼ y 6. 8 6 1 = ×6 1 x 3 4 x= = 8 16 La proporción es 4 de donde



 TERCERA PROPORCIONAL El primero o el cuarto término de una proporción geométrica continua se denomina tercera proporcional. Ejemplo: Hallar la tercera proporcional entre 6 y 1/5. Puede resolverse de dos maneras: 1 6 5 1 1 = × 1 x 5 5 = 1 x= 6 150 a) La proporción es 5 de donde



b)



6×6 1 x= = 180 1 5 =6 5 La proporción puede ser también 6 x de donde



TRANSFORMACIÓN, COMPARACIÓN PROPORCIÓN GEOMÉTRICA



Y



PROPIEDADES



DE



LA



TRANSFORMACIONES Una proporción geométrica puede sufrir diversas transformaciones, pero para que éstas sean legítimas es necesario que se conserve el producto de los extremos igual al de los medios. 1º 2º 3º 4º 5º 6º 7º 8º



La proporción dada Cambiando los medios en la 1º Cambiando los extremos en la 1º Cambiando los medios en la anterior Invirtiendo las razones de la 1º Invirtiendo las razones de la 2º Invirtiendo las razones de la 3º Invirtiendo las razones de la 4º



a:b::c:d a:c::b:d d:b::c:a d:c::b:a c:d::a:b b:d::a:c c:a::d:b b:a::d:c



COMPARACIONES 1.



Si dos proporciones geométricas tienen una razón común, las otras dos razones forman proporción geométrica. a c a m c m = = = b d b n d n Sean y . Entonces se verifica que



2.



Si dos proporciones geométricas tienen los antecedentes iguales, los



 consecuentes forman proporción geométrica. a c a c b m = = = b d m n d n Sean y . Entonces se verifica que 3.



Si dos proporciones geométricas tienen los consecuentes iguales, los antecedentes forman proporción geométrica. m n a m a c = = = Sean b d y b d . Entonces se verifica que c n



4.



Los productos que resultan de multiplicar término a término varias proporciones geométricas forman proporción geométrica. a' c' a' ' c' ' a c = = = Sean b d ; b' d' y b' ' d' ' . Entonces se verifica que a.a'.a' ' c.c'.c' ' = b.b'.b' ' d.d'.d' '



5.



Con los cuatro términos de dos productos iguales se puede formar proporción geométrica. p s = Sean los productos p x q = r x s. Entonces se verifica que r q



PROPIEDADES a)



Diversas operaciones pueden verificarse con los términos de una proporción geométrica. 1. Multiplicar o dividir todos los términos por un mismo número. a×m c×m a c a÷m c ÷m = = = b × m d × m b d b ÷ m d ÷m Sea la proporción . Tendremos y 2. Multiplicar o dividir los antecedentes por un mismo número. a×m c×m a÷m c ÷m a c = = = b d b d b d Sea la proporción . Tendremos y 3. Multiplicar o dividir los consecuentes por un mismo número. a c a c a c = = = Sea la proporción b d . Tendremos b × m d × m y b ÷ m d ÷ m 4. Multiplicar o dividir los dos términos de una de las razones por un mismo número. a c a×m c a c ÷m = = = Sea la proporción b d . Tendremos b × m d y b d ÷ m 5. Elevar todos sus términos a una misma potencia. m m c a a c am c m   =  = =  d  o bien b m d m Sea la proporción b d . Tendremos  b  6.



Extraer una misma raíz a todos los términos.



 a c = Sea la proporción b d . Tendremos



b)



m



a mc = b d o bien



m m



a b



=



m



c



m



d



En toda proporción geométrica la suma o resta de los dos términos de la primera razón es a su consecuente o antecedente como la suma o resta de los dos términos de la segunda razón es a su consecuente o antecedente. 7. La suma o resta de los términos de la primera razón es a su consecuente como la suma o resta de los términos de la segunda razón es a su consecuente. a±b c ±d a c = = d . Sea la proporción b d . Entonces se verifica que b



8.



La suma o resta de los términos de la primera razón es a su antecedente como la suma o resta de los términos de la segunda razón es a su antecedente. a c a±b c ±d = = b d a c . Sea la proporción . Entonces se verifica que



c)



En toda proporción geométrica la suma o resta de los antecedentes es a la suma o resta de los consecuentes como un antecedente es a su consecuente. a±c a a c = = b d b. b d ± Sea la proporción . Entonces se verifica que



d)



En toda proporción la suma de los dos términos de la primera razón es a su diferencia como la suma de los dos términos de la segunda razón es a su diferencia. a c a+b c +d = = Sea la proporción b d . Entonces se verifica que a − b c - d .



e)



En toda proporción geométrica la suma de los antecedentes es a su diferencia como la suma de los consecuentes es a su diferencia. a c a+c b+d = = b d a − c b-d . Sea la proporción . Entonces se verifica que



f)



En serie de razones iguales la suma de los antecedentes es a la suma de los consecuentes como un antecedente es a su consecuente. a+c +e a a c e = = = b d f b d f b. + + Sea la serie de razones . Entonces se verifica que



7.7. MAGNITUDES DIRECTA E INVERSAMENTE PROPORCIONALES



 Dos magnitudes son proporcionales cuando multiplicando o dividiendo una de ellas por un número, la otra queda multiplicada o dividida por el mismo número. Las magnitudes proporcionales pueden ser: 3



Directamente proporcionales: cuando al multiplicar una de las magnitudes por un número, la otra queda multiplicada por el mismo número, o bien al dividir una de ellas por un número, la otra queda dividida por el mismo número. Ejemplos: El precio de un objeto y el número de objetos; el tiempo de trabajo y el salario del obrero.



4



Inversamente proporcionales: cuando al multiplicar una de las magnitudes por un número, la otra queda dividida por el mismo número, o bien al dividir una de ellas por un número, la otra queda multiplicada por el mismo número. Ejemplos: La cantidad de hombres trabajando y el número de días de trabajo; la longitud de una tela y su ancho, si la superficie permanece constante; la velocidad de un vehículo con el tiempo empleado en recorrer un espacio.



7.8. REGLA DE TRES SIMPLE Y COMPUESTA La regla de tres es una operación que tiene por objeto hallar el cuarto término de una proporción cuando se conocen tres de ellos. Puede ser: 5



Regla de tres simple: cuando intervienen en ella solamente dos magnitudes, es decir, cuatro cantidades homogéneas de dos en dos, de las cuales una es desconocida.



6



Regla de tres compuesta: cuando intervienen en ella más de dos magnitudes, es decir, más de cuatro cantidades homogéneas de dos en dos, de las cuales una es desconocida.



Las partes de una regla de tres son: el supuesto, constituido por los datos de la parte del problema que ya se conoce, y la pregunta, formada por los datos de la parte del problema que contiene la incógnita. Ejemplos: a)



Si 4 libros cuentan G. 480.000, ¿cuánto costarán 18 libros? 4 libros ___ G. 480.000 18 libros ___ x



b)



x= (18 x 480.000) / 4 = G. 2.160.000



Para empapelar una pared de 84 m2 de superficie se emplean 60 rollos de papel de 54 cm de ancho. ¿Cuántos rollos de 90 cm de ancho y de la misma longitud que los anteriores serán necesarios para empapelar otra de 56 m2 de superficie?



 (-)



84 m2



_____ (+)54 cm _____ x=(56x54x60)/(84x90)=24 rollos (+) 56 m2 _____ (-)90 cm _____ x



(+)



60



rollos



7.9 TANTO POR CIENTO Se llama tanto por ciento de un número a una o varias de las cien partes iguales en que se puede dividir ese número, es decir, uno o varios centésimos de un número. El signo de tanto por ciento es %. Ejemplos: a)



Hallar el 7% de 125:



b)



7 7 875 35 × 125 = = 100 4 Expresado en otra forma, 100 de 125 es 100 2 % Hallar el 3 de 450 2 3 × 450 = 2 × 450 = 3 100 300



c)



¿Qué porcentaje de 8400 es 2940? 8400 ___ 100% x=2940x100/8400=35% 2940 ___ x 6



2 5?



d)



¿Qué porcentaje de 16 es 16 ___ 100% x=40% 2 6 5 ___ x



e)



¿De qué número es 265 el 6% más? 106% ____ 265 x=100x265/106=250 100% ____ x



7.10. REPARTICIONES PROPORCIONALES DIRECTA E INVERSA La repartición proporcional consiste en dividir un número en partes proporcionales a otros números dados; es repartirlo en tantas partes como sean éstos, y que tengan con ellos, de dos en dos, una misma relación.



 Sea N el número que queremos dividir en partes proporcionales a a, b y c, donde N=x+y+z. Como la repartición es proporcional, entonces se verifica que: x y z = = a b c. Como en una serie de razones iguales, la suma de los antecedentes es a la suma de los consecuentes como un antecedente es a su consecuente, se tiene que: N.a N.b N.c x= y= z= a+b+c ; a+b+c ; a+b+c 7



Repartición directa: para repartir un total en partes directamente proporcionales a varios números se multiplica este total por cada uno de los números y se divide por la suma de todos ellos. Ejemplo: Repartir 84 libros entre 3 niños cuyas edades son 6, 7 y 8 años, de modo que cada uno reciba proporcionalmente a sus respectivas edades. Al niño de 6 años le corresponden 6 partes Al niño de 7 años le corresponden 7 partes Al niño de 8 años le corresponden 8 partes Total 21 partes x y z = = a b c N.a x= a+b+c N.c z= a+b+c



8



x y z = = 6 7 8 84 × 6 = = 24 21 84 × 8 = = 32 21



a+b+c=21 ;



x+y+z=84 N.b 84 × 7 y= = = 28 a+b+c 21



;



Repartición inversa: para repartir un total en partes inversamente proporcionales a otros números dados se reparte este total en partes directamente proporcionales a los inversos de dichos números. Ejemplo: Repartir 2960 naranjas entre 3 niños cuyas edades son 8, 10 y 12 años respectivamente, en proporción inversa a las edades de cada uno de ellos. 1 1 1 Las edades son 8, 10 y 12, y sus inversos son 8 , 10 y 12 respectivamente, que reducidos a un mínimo denominador común son iguales



 10 37 15 12 a 120 , 120 y 120 . La suma de estas fracciones da 120 . Como igualamos los denominadores, para la repartición proporcional tendremos en cuenta solamente sus numeradores. N.a a+b+c N.b y= a+b+c N.b y= a+b+c



x=



2.960 × 15 = 1.200 37 ; 2.960 × 12 = = 960 37 ; 2.960 × 10 = = 800 37



=



Conclusión: el niño de 8 años recibirá 1.200 naranjas; el de 10, 960 naranjas, y el de 12, 800 naranjas. 9



Repartición compuesta: la repartición proporcional es compuesta cuando los números dados están constituidos por dos o más factores de un producto. Es decir, el reparto proporcional compuesto distribuye un número en partes proporcionales a los productos de varios números. Ejemplo: Repartir G. 680.000 entre dos obreros, proporcionalmente a las horas de trabajo, sabiendo que el primero trabajó 3 días a 6 horas, y el segundo, 2 días a 8 horas. El primero trabajó: 3x6 = 18 horas El segundo trabajó: 2x8 = 16 horas x=



N.a 680.000 × 18 = = 360.000 a+b 34



y=



N.a 680.000 × 16 = = 320.000 a+b 34



Entonces, al primero le corresponden G. 360.000, y al segundo G. 320.000.



PROBLEMAS Y EJERCICIOS REGLA DE TRES 1.



Para recorrer 44 Km en 2 horas una persona dio 60.000 pasos. Si sus pasos son de igual longitud, ¿cuántos pasos dará para recorrer 33 Km en 3 horas?



 x=



44 Km ___ 2 hs ___ 60.000 pasos 33 Km ___ 3 hs ___ x



2.



60.000 × 33 × 3 = 67.500 2 × 44



Ocho obreros pueden hacer una obra en 20 días. Después de 5 días de trabajo se retiran 3 obreros. ¿Con cuántos días de atraso terminarán la obra? 8 obreros ___ 20 días 8 obreros ___ 15 días 5 obreros ___ x 15 × 8 x= = 24 5 entonces terminarán con 24-15=9 días de retraso.



8 obreros ___ 5 días ___ 1/4 5 obreros ___ x ___ 3/4



x=



5×8× 5×



3.



1 4



3 4 = 24 entonces terminarán con 24-15=9 días de retraso.



Una cuadrilla de 40 obreros se compromete a construir en 24 días cierta obra. Al cabo de 18 días ha hecho 5/11 de la obra. ¿Cuántos obreros tendrán que reforzar la cuadrilla para terminar la obre en el tiempo fijado? 40 obreros ___ 24 días ___ 1 40 obreros ___ 18 días ___ 5/11 x ___ 6 días ___ 6/11



x=



40 × 18 × 6×



5 11



6 11 = 144 entonces tendrán que reforzar con 144-40=104



obreros. 4.



Quince obreros han hecho la mitad de una obra en 20 días. En ese momento abandonan el trabajo cinco obreros. ¿Cuántos días tardarán en terminar el trabajo los obreros que quedan? 20 × 15 x= = 30 10 15 obreros ___ ½ ___ 20 días días 10 obreros ___ ½ ___ x



 5.



Un constructor emplea 9 días de 6 horas en hacer 270 metros de una obra. ¿Cuántas horas deberá trabajar ese constructor para hacer otra obre de 300 metros, si la dificultad de la primera obra y la de la segunda están en relación de 3 a 4? 54 × 300 × 4 x= = 80 270 × 3 1 constructor ___ 54 horas ___ 270 metros ___ 3 horas 1 constructor ___ x ___ 300 metros ___ 4



6.



En 10 días un hombre recorre 112 Km a razón de 5 horas diarias de marcha. ¿Cuál será la distancia que recorrerá en 7,5 días a razón de 5½ horas de marcha diaria, si disminuye su marcha en 1/8? 10 días ___ 112 Km ___ 5 hs/día ___ 1 7,5 días ___ x ___ 5½ hs/día ___ 7/8 7 112 × 7,5 × 5,5 × 8 = 80,85 x= 10 × 5 Km



7.



Diez hombres se comprometieron a realizar una obra en 24 días. Trabajaron 6 días a razón de 8 horas diarias. Entonces se les pidió que acabaran la obra 8 días antes del plazo que se les dio al principio. Se colocaron más obreros, todos trabajaron 12 horas diarias y terminaron la obra en el plazo pedido. ¿Cuántos obreros se aumentaron? 10 hombres ___ x x=1/4



8.



6 días ___ 8 hs/día ___ 1/4 ___ 10 días ___ 12 hs/día ___ 3/4



24 días ___ 1 6 días ___ x



3 10 × 6 × 8 × 4 = 12 x= 1 10 × 12 × 4 obreros, entonces se aumentaron 12-10=2 obreros. Un grupo de 6 alumnos resuelven en 5 horas una tarea consistente en 10 problemas de igual dificultad. La siguiente tarea consiste en resolver 4 problemas cuya dificultad es el doble que la de los anteriores. Si no se presentan dos integrantes del grupo, entonces ¿en cuántas horas terminarán la tarea los restantes alumnos? x=



6 alumnos ___ 5 hs ___ 10 problemas ___ 1 horas 4 alumnos ___ x ___ 4 problemas ___ 2



5×6×4×2 =6 4 × 10



 9.



Un contratista se comprometió a ejecutar una obra en cierto número de días, para lo cual necesitaba 200 operarios diariamente. Desde el principio del tercer día empleó 5 obreros menos diariamente, por cuyo motivo se terminó la obra 6 días después del plazo establecido. ¿Cuántos días tardaron en terminar la obra? 200 operarios ___ x días ___ 1 200 operarios ___ 2 días ___ 2/x 195 operarios ___ x+4 días ___ (x-2)/x x-2 x x+4= 2 195 × x → 39(x+4)=40x-80 → x=236 días Entonces tardaron 236+6=242 días en terminar la obra. 200 × 2 ×



10. Despepitando 8.250 Kg de ciruelas se han obtenido 6.750 Kg de pulpa. ¿Cuál sería el importe que se tendría que gastar para obtener 9 Kg de pulpa, si las ciruelas se compran a razón de 0,81 $ el Kg? 8.250 Kg ciruelas ___ 6.750 Kg pulpa ___ 6.682,5 $ x ___ 9 Kg pulpa x=



8.250 × 9 = 11 6.750 Kg entonces se gastaría 11 Kg x 0,81 $ = 8,91 $



TANTO POR CIENTO 1.



En un pueblo el 12% de sus habitantes lee un determinado periódico. Si 180.000 son los lectores, ¿cuántos habitantes tiene ese pueblo?



12% ___ 180.000 lectores habitantes 100% ___ x



2.



100 × 180.000 x= = 1.500.000 12



Un vendedor ambulante adquiere cierto artículo a 240.000 G. la docena, y las vende con un 25% de ganancia por docena. ¿Cuánto gana en la venta de 225 docenas? 25 × 240.000 = 60.000 100 G. ganancia por docena



 225 x 60.000= 13.500.000 G. gana 3.



Una inmobiliaria paga a sus vendedores 47.175 G. de comisión por la venta de un terreno que cuesta 1.275.000 G. ¿Qué tanto por ciento cobran de comisión? 100 × 47.175 x= = 3,7% 1.275.000



1.275.000 G ___ 100% 47.175 ___ x 4.



Un hacendado vendió el 36% de su ganado y se quedó con 1.600 animales. ¿Cuántos tenía? 100 × 1.600 x= = 2.500 64 animales tenía



1.600 animales ___ 64% x ___ 100% 5.



Sabiendo que x% de y% de 400 es 2x y el x% de 500 es 2y, al hallar x+y se tiene: a) 50 b) 90 c) 80 d) 60 e) 70 x y × × 400 = 2x 100 100 x 5x × × 400 = 2x 100 200 x+y=70



6.



y



x × 500 =2y 100



→



x2 = 2x 10



→



→



y=



x=20



5x 2



y así y=50



entonces



En una reunión hay 100 personas de las cuales el 70% son mujeres. ¿Cuántas parejas deben llegar a la reunión para que el número de varones sea el 60% de las mujeres? a) 10 b) 20 c) 30 d) 40 e) 50 Mujeres: 70% de 10 = 70 Varones: 30 Número de parejas que llegan = x Mujeres: 70+x



y



Varones: 30+x



30+x=60% (70+x) → x=30 7.



El 25% del 20% de un número más el 28% del mismo es igual al 82,5% del inverso del 10% del número. Hallar el número.



 25 20x 28x 82,5 1 × + = × 100 100 100 100 10x 100



→ x=5



REPARTICIÓN PROPORCIONAL 1.



Repartir 260.000 G. entre 6 personas de modo que cada una de las dos primeras reciba el triple de lo que recibe cada una de las restantes. El capital de la primera persona es: a) 26.000 G. b) 62.000 G. 88.000 G



c) 87.000 G.



d) 78.000 G.



x=



N=260.000 2.



3k, 3k, k, k, k, k



x=3k



260.000 × 3k = 78.000 10k



En un colegio la relación del número de alumnos hombres y mujeres es como 2/5. A su vez la relación de hombres matriculados de secundaria es al correspondiente de primaria como 7/3. ¿Cuál es la relación entre el número de hombres que están en secundaria y el total de alumnos? a) 1/2



b) 2/3 G



x: número de hombres y: número de mujeres z+u=x



y



x 2 = y 5



y



c) 1/5



d) 3/4 G



T=x+y z 7 = u 3



5 x 2



→



T=x+



z =? T



y queremos



Escribimos z y T en función de x:



y=



e) 2/7



z: número de hombres de secundaria u: número de hombres de primaria



u=



3.



e)



5 x 2



→



T=



7 x 2



3 z 7



→



z+



3 z=x 7



y así



z=



→ 7 x 1 z 10 = = 7 5 T x 2



7 x 10



Se reparten 26$ entre dos niños de 3 y 4 años en partes proporcionales a sus edades e inversamente proporcionales a sus faltas. El de 3 años tiene 6 faltas y el de 4 tiene 5 faltas. ¿Cuánto debe recibir cada niño? a) 16 y 26 N=26



b) 10 y 16



c) 15 y 16



d) 20 y 25



e) 16 y 18



 a = 3×



1 1 = 6 2



1 2 = 10$ x= 1 4 + 2 5



b = 4×



1 4 = 5 5



26 ×



4.



y= entonces



26 × 13 10



4 5 = 16$



Al dividir 3.600 en tres factores que sean inversamente proporcionales a los números 6, 3 y 4 (en este orden) se obtienen tres números a, b y c; entonces a.b.c es: a) 1,536x109 b) 1,535x109 c) 1,534x109 d) 1,528x109 e) 1,530x109



a b c = = 1 1 1 6 3 4 y a+b+c=3.600 a+b+c a a+b+c = = 1 3 1 1 1 + + 6 4 6 3 4 entonces 3.600 b = 3 1 4 3 y así b=1.600 Entonces a.b.c=1.536.000.000 5.



3.600 a = 1 3 6 4



y también



y así a=800



3.600 c = 3 1 4 4



y así a=1.200



Dos cantidades son inversamente proporcionales a una tercera. ¿Cómo son entre sí estas cantidades? a) Iguales b) Recíprocas c) Inversamente proporcionales d) Directamente proporcionales e) No se puede afirmar relación alguna a y b son inversamente proporcionales a c. Es decir, a.c=k1 y b.c=k2 Si dividimos miembro a miembro: k a.c k 1 a k1 a= 1b = = k2 b.c k 2 b k2 entonces y así → son directamente proporcionales
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