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Professeure : Amale LAHLOU



Session Automne-Hiver 2006/2007



Problème de Programmation Linéaire L’entreprise AMLAS produit des chaises et des petites tables à partir d'un stock de 16 unités de bois, 10 unités de tissu et emploie un ouvrier qui fournit 40 heures de travail par semaine. Pour produire une chaise il faut 1 heure de travail, une unité de bois et une unité de tissu ; tandis que pour une table il faut 4 heures de travail et 1 unité de bois. Le prix d'une chaise est de 100 Unités-Monétaire (UM) et celui d'une table de 200 UM. L'entrepreneur désire déterminer la production hebdomadaire des chaises et des tables permettant de maximiser son chiffre d'affaires.



Travail à faire : 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10.



Donnez la formalisation mathématique, sous forme canonique, du présent programme linéaire (programme primal) ; Déterminez graphiquement la production optimale des chaises et des tables ; Quelle est l'interprétation économique de ces résultats ? La production optimale est-elle dégénérée (donnez la définition de la dégénérescence du 1er et du 2ième type) ? Écrivez le programme primal sous forme standard ; Le passage de la forme canonique à la forme standard se fait par l'ajout des variables d'écart. Quelle est l'interprétation économique de chacune d’entres elles ? Retrouvez la production optimale via l'algorithme de simplexe (écrivez les chiffres à l'intérieur des trois tableaux de simplexe sous forme de fractions) ; Si on produit 10 tables, de combien faudrait-il réduire cette production pour produire 4 chaises ? Écrivez le dual du programme primal ; Donnez le tableau final du programme dual à partir de celui du programme primal.



Réponse : 1.



Donnons la formalisation mathématique, sous forme canonique, du programme primal. Soient : x1 : nombre de chaises produites par semaine x2 : nombre de tables produites par semaine



Nous sommes en présence d’un programme linéaire :



max z = 100x1 + 200x 2  x1 + 4 x 2 x + x  2 s/c  1 x  1  x1 , x 2



≤ 40



(heures de travail)



≤ 16



(stock en bois)



(2)



≤ 10



(stock en tissu)



(3)



≥ 0



2. Déterminons graphiquement la production optimale des chaises et des tables ; Le vecteur directeur de la droite représentant la fonction objectif z = 100 x1 + 200 x 2 est



r



encore u ' = (− 2,1) . La production optimale A est la solution du système suivant :



40 − 16   x1 + 4 x 2 = 40 x = 8 x = =8 ⇒  2 ⇒  1 ⇒  3  x1 + x 2 = 16  x2 = 8  x1 = 16 − x 2 z max = 100(8) + 200(8) = 2400 UM
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(1)



A = (8,8)



r u = (− 200,100) ou
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x1 + 4 x 2 = 40



x2



x1



0



8



x2



10



8



20



(3) (2)



15



A = (8,8)



10



(2)
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x1 + x 2 = 16



8 5



x1



0



16



x2



16



0



(1)



0 -10



8 10



0



20



30



40



-5



(3)



x1 = 10



50



x1



z max = 2400



z=0 -10



droite verticale



3. L'interprétation économique des résultats : L’entreprise utilise toutes les heures de travail disponibles (la première contrainte est saturée x1 + 4 x 2 = 40 ) et tout le bois disponible (la deuxième contrainte est saturée x1 + x 2 = 16 ) mais il lui reste 2 unités de tissu non utilisées (la troisième contrainte est non saturée x1



= 8 < 10 ) pour produire 8



chaises et 8 tables par semaine ( A = (8,8) ) et ainsi réaliser un chiffre d’affaires maximal de 2400 UM ( z max



= (100 × 8) + (200 × 8) = 2400 ).



4. Définition de la dégénérescence : il y a deux types de dégénérescence :



1er type : C’est le cas où le coefficient directeur de la droite représentant la fonction économique est identique à celui de la droite représentant une contrainte non redondante. Il existe donc une infinité de solutions. Ce n’est pas le cas dans notre exemple.



2ième type : Une solution optimale est dite dégénérée si plus de deux contraintes concourent en ce point. Ce n’est pas le cas dans notre exemple. 5. Le passage de la forme canonique du programme primal à la forme standard se fait par l'ajout de trois variables d'écart



e1 , e2 et e3 :



max z = 100x1 + 200x2 + 0e1 + 0e2 + 0e3  x1 + 4 x2 x + x  2 s/c  1 x  1  x1 , x2 ,



= 40



+ e1



= 16



+ e2 e1 ,



e2 ,



+ e3



= 10



e3



≥0



6. L’interprétation économique de chacune des variables d’écart : e1 : les heures de travail disponibles par semaine et non utilisées e2 : la quantité de bois disponible par semaine et non utilisée e3 : la quantité de tissu disponible par semaine et non utilisée 7. Retrouvons la production optimale via l'algorithme du simplexe :
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Tableau intermédiaire



B



HB



x1



x2



e1



e2



e3



C



R



e1



1



4



1



0



0



40



40/4



e2



1



1



0



1



0



16



16/1



e3



1



0



0



0



1



10



-



-z



100



200



0



0



0



0



x1



x2



e1



e2



e3



C



R



x2



1/4



1



1/4



0



0



10



40



e2



3/4



0



-1/4



1



0



6



8



1



0



0



0



1



10



10



50



0



-50



0



0



-2000



x1



x2



e1



e2



e3



C



x2



0



1



1/3



-1/3



0



8



x1



1



0



-1/3



4/3



0



8



e3



0



0



1/3



-4/3



1



2



-z



0



0



-100/3



-200/3



0



-2400



B



HB



-z B



Tableau final La



solution
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HB



de



base



est ( x1 , x 2 , e1 , e2 , e3 )



admissible



( x1 , x 2 ) = (8,8) et le chiffre d’affaires maximal est z max



= (8,8,0,0,2) . Donc la production optimale est = 2400 UM



8. Supposons qu’on produit 10 tables. D’après le tableau intermédiaire de simplexe, la production de 4 chaises implique une diminution de la production des tables de



1 × 4 = 1 . Ainsi, pour produire 4 chaises on doit 4



réduire la production des tables d’une unité, c’est-à-dire, ne produire rien que 9 tables. 9. Écrivons le programme dual :



max



z = 100 x1 + 200 x 2



 x1 + 4 x 2 x + x2  s/c  1  x1  x1 , x2



≤ ≤ ≤ ≥



min



40 16 10 0



w = 40 y1 + 16 y 2 + 10 y3



 y1  s / c 4 y1 y ,  1



+ y2



+ y3



≥ 100 ≥ 200



+ y2 y2 ,



y3



≥



0



Tableau final du programme primal



10. Donnons le tableau final du programme dual à partir de celui du programme primal :
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HB



x1



x2



e1



e2



e3



C



x2



0



1



1/3



-1/3



0



8



x1



1



0



-1/3



4/3



0



8



e3



0



0



1/3



-4/3



1



2



-z



0



0



-100/3



-200/3



0



-2400



B



Page 3/6



2006/2007
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y1



y2



y3



t1



t2



C



y1



1



0



-1/3



1/3



-1/3



100/3



y2



0



1



4/3



-4/3



1/3



200/3



-w



0



0



-2



-8



-8



-2400



B



À l’optimum,



x1 = 8 < 10 : la troisième contrainte du programme primal n’est pas saturée donc y 3 = 0 x1 = 8 > 0 : la première contrainte du dual est saturée donc y1 + y 2 + y 3 = 100 x 2 = 8 > 0 : la deuxième contrainte du dual est saturée donc 4 y1 + y 2 = 200  100 200  Donc la solution du programme dual est : ( y1 , y 2 , y 3 ) =  , ,0  3  3 



Problème d'ordonnancement : L’entreprise AMLAS désire construire un nouveau entrepôt. Pour ce faire, elle a désigné un responsable du projet. Ce dernier a analysé le projet, a définit les tâches nécessaires à la construction de cet entrepôt et a fixé les antériorités ainsi que la durée de chaque tâche : Code de la tâche A B C D E F G H I J



Désignation de tâche Étude, réalisation et acceptation des plans Préparation du terrain Commande matériaux (bois, briques, ciment, tôle pour le toit Creusage des fondations Commandes portes, fenêtres Livraison des matériaux Coulage des fondations Livraison portes, fenêtres Construction des murs, du toit Mise en place des portes et des fenêtres



Tâches antérieures A A, B A C D, F E G H, I



Durée (en jours) 4 2 1 1 2 2 2 10 4 1



Travail à faire : 1.



Élaborez la matrice des niveaux des tâches ;



2. Représentez cette succession de tâches par un graphe Méthode Potentiel Métra (on rajoute au graphe un sommet terminal, noté « Fin », permettant de dater la fin de la construction de l'entrepôt). Il n'est pas indispensable de donner le détail de tous les calculs relatifs aux calendriers des dates de début au plus tôt et de début au plus tard, mais les formules sont indispensables. Les résultats peuvent être reportés directement sur le graphe MPM ; 3. Quelle est la durée minimale des travaux nécessaires à la construction de l'entrepôt ; 4. Définissez et indiquez le chemin critique ; 5. Déterminez les tâches qui peuvent être rallongées sans modifier la durée totale du projet ; 6. Définissez les deux types de retard relatif à l’exécution des tâches sans remettre en cause l’achèvement de la construction de l’entrepôt ; 7. Déterminez le tableau des marges ; 8. Quel est l’ensemble de décisions que devra prendre le responsable concernant différentes tâches à mettre en œuvre pour mener à bien le projet ?



Réponse : 1.



Élaborons la matrice des niveaux des tâches :
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Tâches antérieures



A



-



Niveau 1 A



B



-



B



C D E F G H I J



A A, B A C D, F E G H, I
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Niveaux Niveau 3 Niveau 4



Niveau 2



Niveau 5



Niveau 6



C D E F G H I J



2. Représentons cette succession de tâches par un graphe Méthode Potentiel Métra :



4



4



6 6



2



E



H



10



4



0



0



4



4



A



7



5



1



C



8



2



7 10



F



9 12



2



G



4



I



16 16



J



1



17 17



Fin



4 1



0



7



4



2



B



9



D



Calendrier des dates de début au plus tôt :



Tx est la date de début au plus tôt correspondant à la valeur du chemin de valeur maximale aboutissant à x (algorithme de Ford). On commence par les sommets de niveaux les plus faibles jusqu’aux sommets de niveaux les plus élevés.



T (début ) = 0 pour les sommets de niveau 0



[



Ty1



]



Tx = max T y + V ( y , x) le max étant pris sur les y



V(y1,x) y1



précédents y de x



TF in La date de début au plus tôt à laquelle l’ensemble



Tx



V(y2,x)



Ty2



x



y2



des travaux peut s’achever Calendrier des dates de début au plus tard :



T * x est la date de début au plus tard à laquelle peut commencer une tâche sans remettre en cause la date de fin des travaux. On commence par les sommets de niveau les plus élevés jusqu’aux sommets de niveau les plus faibles.



T * Fin = TFin



[



T * x = min T * y −V ( x, y ) y



T*y1



pour le sommet terminal



]



V(x,y1)



le min étant pris sur les suivants y de x.



y1



T*x



V(x,y2)



T*y2



x y2
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3. La durée minimale de l’achèvement des travaux nécessaires à la construction de l'entrepôt : L’entreprise peut inaugurer l’entrepôt dans 17 jours au minimum. Cette durée représente la durée totale du projet. 4. Le chemin critique passe par les tâches dites critiques, qui sont celles pour lesquelles la date de début au plus tôt est égale à la date de début au plus tard. Il est appelé critique car tout retard pris sur l'une des tâches de ce chemin entraîne du retard dans l'achèvement du projet. Selon notre exemple, le chemin critique est (AEHJ) (voir graphe MPM). 5. Les tâches qui peuvent être rallongées sans que la durée totale ne s’en ressente sont les tâches autres que celles qui forment le chemin critique : B, C, D, F, G, I. 6. Il y a deux types de retard relatif à l’exécution des tâches sans remettre en cause l’achèvement de la construction de l’entrepôt :



Marge totale : C’est le retard maximum que l'on peut prendre dans la mise en route d'une tâche x sans remettre en cause les dates de début au plus tard des tâches suivantes mt ( x ) = T * x −Tx où Tx , T * x sont respectivement la date de début au plus tôt et la date au plus tard de la tâche x.



Marge libre : C’est le retard maximum que l'on peut prendre dans la mise en route d'une tâche sans remettre en cause les dates de début au plus tôt des tâches suivantes m L ( x ) = min T y − Tx − V ( x, y ) où Tx , T y y



[



]



sont respectivement la date de début au plus tôt de la tâche x et la date de début au plus tôt de la tâche y qui suit la tâche x, et V ( x, y ) est délai minimum après lequel peut débuter tâche y. 7.



Déterminons le tableau des marges :



Les tâches critiques A, E, H, J ont une marge nulle



Tâche B C D F G I



Marge totale 7 3 5 3 3 3



Marge libre 2 0 2 0 0 3



8. Le responsable du projet devra prendre les décisions suivantes :  La durée minimale du projet est de 17 jours ;  Les tâches n’admettant aucun retard sont les tâches critiques A, E, H, J. En effet, ces tâches ont une marge totale nulle. Alors on ne peut accuser aucun retard au démarrage ou pendant l’exécution de ces tâches, sinon on risque de modifier la date de l’achèvement du projet ;  S’agissant des tâches non critiques B, C, D, F, G et I  la marge totale de la tâche B (resp. C, D, F, G et I) est égale à 7 (resp. 3, 5, 3, 3 et 3), c’est-à-dire, le retard maximum que l’on peut apporter au démarrage de l’exécution de cette tâche est de 7 jours (resp. 3, 5, 3, 3 et 3) sans modifier la date de début au plus tard de la tâche D (resp. F, G, G, I et J),
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la marge libre de la tâche B (resp. D et I) est égale à 2 (resp. 2 et 3), c’est-à-dire, le retard maximum que l’on peut apporter au démarrage de l’exécution cette tâche est de 2 jours (resp. 2 et 3) sans modifier la date de début au plus tôt de la tâche D (resp. G et J),







Tout retard au démarrage de l’exécution des tâches C, F et G modifie la date de début au plus tôt des tâches F, G et I. En effet, les marges libres de ces tâches sont nulles.



Page 6/6



2006/2007



 							    

			

		    

		

            

	            

    




    
	
	    
		
		    ×
		    Report "Exam-Corrige RO 1"

		

		
		    
			Your name
			
		    

		    
			Email
			
		    

		    
			Reason
			-Select Reason-
Pornographic
Defamatory
Illegal/Unlawful
Spam
Other Terms Of Service Violation
File a copyright complaint


		    

		    
			Description
			
		    

		    
			
			    

			

		    

		    
		

		
		    Close
		    Send
		

	    

	

    




	
	    
		Copyright © 2024 IDOC.TIPS. All rights reserved.
		
		    About Us | 
		    Privacy Policy |  
		    Terms of Service |  
		    Copyright | 
		    Contact Us | 
		    Cookie Policy
		

	    

	    

	
	
	    
		
		    
			×
			Sign In

		    

		    
			
			    
				Email
				
			    

			    
				Password
				
			    

			    
				
				    
					
					 Remember me
				    
				    Forgot password?
				


			    

			    Sign In
			
	
		    

		

	    

	


	
	
	

	
	

	
	
	
	    Our partners will collect data and use cookies for ad personalization and measurement. Learn how we and our ad partner Google, collect and use data. Agree & close
	

	
	
    