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“El presente material contiene una compilación de obras de Circuitos Eléctricos publicadas lícitamente, resúmenes de los temas a cargo del profesor; constituye un material auxiliar de enseñanza para ser empleado en el desarrollo de las clases en nuestra institución. Éste material es de uso exclusivo de los alumnos y docentes de la Universidad Tecnológica del Perú, preparado para fines didácticos en aplicación del Artículo 41 inc. C y el Art. 43 inc. A., del Decreto Legislativo 822, Ley sobre Derechos de Autor”.
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Presentación El presente trabajo, es un enfoque teórico-práctico de temas de Circuitos Eléctricos, soporte temático fundamental en el desarrollo de los silabo en los currículo de Ing. Electrónica, Ing. Mecatrónica y Ramas Afines; como complemento de los conocimientos impartidos en aulas en convergencia de las prácticas de laboratorio; en las formas real y virtual, con aplicación de software de simulación electrónica (Proteus, Circuimaker, Orcad, Spice y otros). Pretende reforzar los conceptos, leyes, teoremas, métodos de solución, vía análisis y razonamiento lógico, para estudiantes con apropiada preparación de Física, Matemática y Lenguajes de Programación. El texto aludido, contiene temas seleccionados de diferentes fuentes bibliográficas, usadas para la formación de Ingenieros Electrónicos y Mecatrónicos. También será útil en Telecomunicaciones, Ingeniería Industrial e Ingeniería de Sistemas. La recopilación de temas ha sido posible, gracias al denuedo académico de los profesores Fernando López y Mercedes Zambrano; contiene los siguientes capítulos: En el Capítulo 1 se dan los conceptos fundamentales, definiciones de algunas terminologías y magnitudes. En el Capítulo 2 se hace una introducción y estudio de las leyes básicas que rigen en todos los circuitos eléctricos. Además se discuten otros aspectos relacionados como reducción de circuitos y transformaciones de grupos de elementos.
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En el Capítulo 3 se analizan varias formas de resolver, aplicando diversos parámetros de las redes lineales. En el Capítulo 4 se explican los diversos teoremas para la solución de circuitos. Aplicando dichos teoremas se resuelven problemas a todo nivel. En el Capítulo 5 se hace el estudio y análisis de los cuadripolos o redes de dos pares de terminales. Además se analiza el comportamiento de los elementos almacenadores de energía (Bobinas y Condensadores). En el Capítulo 6 se analiza el comportamiento transitorio de circuitos con elementos que almacenan energía: condensadores e inductores. Se hace el análisis en el tiempo y en el dominio de la frecuencia usando la transformada de Laplace. Cerrando estas líneas de presentación, el agradecimiento institucional a los profesores que han contribuido al acopio de los temas y al comentario del presente texto.



Ing. Lucio H. Huamán Ureta Vicerrectorado de Investigación
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Distribución Temática Clase N° 1



2



3



4



Tema Introducción, elementos de los Circuitos Eléctricos sistemas lineales, variables y Parámetros eléctricos. Curvas características y relaciones VoltAmpere. Leyes de Kirchohoff, conexiones de elementos activos y pasivos. Conexión de Resistencia en serie y paralelo. Métodos simplificados de divisores de tensión y de corriente. Transformaciones de circuitos en conexión. Delta y Estrella. Aplicaciones. Puente Wheastone. Álgebra Topológica, método de las “2b” ecuaciones.



Semana 1



2



3



4



5



Método de corrientes de malla, malla ficticia.
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Método de Potenciales de nodo, nodo ficticio.
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Principio de Superposición, teoremas de sustitución y de reciprocidad. Teorema de Thevenin. Teorema de Norton y el Teorema de la Máxima Transferencia de Potencia.
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Redes de dos pares de terminales, parámetros de los cuadrípolos, reducción a tres terminales equivalentes.
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Clase N° 12



Tema Conexiones en serie, en paralelo, en cascada, en serie paralelo y en paralelo-serie.



Semana 12
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El enrejado simétrico como prototipo de red con simetría física completa. Teorema de Barlett.
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Funciones Singulares. Generación de Funciones, comportamiento en condiciones iniciales y finales. Potencia y energía de elementos almacenadores. Circuitos transitorios de primer orden, ecuaciones diferenciales de Circuitos R-L y R-C, fórmulas generales y variación de excitación. Circuitos de transitorios de segundo orden, ecuaciones diferenciales de circuitos R-L-C. Análisis de tipos de respuestas. Introducción a la aplicación de la transformada de Laplace en circuitos transitorios. Circuitos acoplados e inductancia mutua. Seminario Final.
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CAPITULO I



CONCEPTOS FUNDAMENTALES 1.1.



MAGNITUDES ELÉCTRICAS



Amperio (A): Unidad de medida de la corriente eléctrica. Un amperio es la corriente que fluye cuando 1 Coulumb de carga pasa por un segundo en una sección dada. 1Amp =



1coulumb segundo



Coulomb (C): Unidad de medida de la carga eléctrica que pasa por un punto en un segundo cuando la corriente es de 1 amperio. 1 Coulomb = 6.28x1018 electrones. Faradio. (F): Unidad de medida de los capacitores (C) en donde la carga de 1 coulombio produce una diferencia de potencial de 1 voltio. 1F =



1coulomb voltio



Hertz. (Hz): Es la unidad de frecuencia igual a la cantidad de ciclos completos de una onda en una unidad de tiempo. 1Hertz =



1ciclo seg.



Henry (H): Unidad de medida de la inductancia (L) en que 1 voltio es inducido por un cambio de corriente de 1 amperio por segundo. Joule (J): Es el trabajo producido por una fuerza de 1 newton, actuando sobre la distancia de 1 metro 11
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Ohm (Ω): Es la resistencia que produce una tensión de 1 voltio cuando es atravesada por una corriente de 1 amperio. 1Ω = voltio × amper



Siemens (S): unidad de medida de la conductancia (G) que produce una corriente de 1 amperio cuando se aplica una tensión de 1 voltio. Es la inversa del Ohmio. Voltio (V): Es la unidad de fuerza que impulsa a las cargas eléctricas a moverse a través de un conductor. V =



W ( julios ) Q(coulumbs)



Watts o Vatio (W): Unidad de la potencia requerida para realizar un trabajo a razón de 1 julio (joule) por segundo. Watios =



Joules Coulomb J (trabajo) × = Coulomb Seg. S (tiempo)



Tesla (T): Es la inducción magnética uniforme que, repartida normalmente sobre una superficie de 1 metro cuadrado, produce a través de esta superficie un flujo magnético total de 1 weber. Weber (Wb): Unidad de medida del flujo magnético que, al disminuir de forma uniforme desde su valor hasta cero en un segundo, genera en una espira una fuerza electromotriz de 1 volt.
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1.2.



GENERACION DE LA ENERGÍA DC



En el mundo la generación, distribución, transmisión se realizaba con energía continua, al transcurrir el tiempo la ingeniería evoluciona con la incursión de la energía alterna (tema que se tratara en eléctricos II). Históricamente la energía eléctrica se genera por medios del electrolito. El electrolito, una sustancia química que reacciona con los electrodos, de tal forma que a uno de ellos llegan los electrones liberados por la reacción haciéndose negativo, mientras que el otro, habiéndolos perdido, adquiere carga positiva. Esta diferencia de cargas entre los dos electrodos es la “diferencia de potencial”. Si se conecta un cable conductor externo que los comunique, la diferencia de potencial origina un camino por el que los electrones del electrodo negativo pasan al electrodo positivo. Precisamente, al desplazamiento de los electrones a través de un conductor se le conoce con el nombre de “corriente eléctrica”. Otra forma de conseguir energía continua es utilizando dinamos (maquina eléctrica rotatoria que genera en principio energía alterna, pero con el uso de escobillas y anillos deslizantes es convertida en energía continua). Actualmente la energía continua se obtiene aplicando la electrónica mediante dispositivos llamados rectificadores. CORRIENTE CONTINUA. Es aquella que una vez conectada a un circuito esta circula con un valor constante en una sola dirección del polo negativo al polo positivo, y siempre mantiene la misma polaridad. Por convenio en ingeniería electrónica se establece que la corriente circule de polo positivo al polo negativo.
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CIRCUITOS ELÉCTRICOS. Es un conjunto de componentes eléctricos que interactúan entre si, para generar, transportar o modificar señales eléctricas, además son dispositivos usados para controlar la tensión y corriente. En el circuito eléctrico, la energía se transfiere de un punto a otro través de alambres de conexión, Se compone de fuente, conductor y resistencia.



1.3.



DEFINICIONES ELÉCTRICAS



Puesta a tierra. Limita la corriente en caso de corto circuito, descargas provocados por tormentas, accidentes atmosfericos.
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Lo que se hace es conectar todas las partes metálicas de la planta industrial a tierra, de tal forma que entre lo que esté conectado a tierra y tierra, no exista diferencia de potencial. Carga Eléctrica (Q). Se define como carga eléctrica a la cantidad de electrones almacenados en un cuerpo con exceso o defectos de electrones, su unidad es el coulumb. 1 Coulomb = 6.28x1018 electrones. Corriente eléctrica (I). Es la cantidad de electrones que circula a través de un conductor del circuito. Su unidad de medida es el amperio (A). La dirección de la corriente es en la dirección en la cual fluirían las cargas positiva (por convención).



i(t ) =



dq(t ) ( A) dt



Sentido de la corriente en un circuito eléctrico (por convención).



Voltaje (V). Es la cantidad de trabajo necesario para transportar una carga eléctrica a través del elemento de un punto a otro. También se le conoce como diferencia de potencial, fem, tensión. Se mide en voltios (V).
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V =



dw dq



Energía ( w ). Es la que determina que cantidad de trabajo que desarrolla un circuito, ejm. Determina cuanto puede llegar a iluminar un bombillo o cuanto tiempo se puede conectar una resistencia, etc. Su unidad es el Joule se mide en kilowatt-hora (kWh). Para circuitos con carga constante. w = p.t , donde p = potencia Para circuitos de Potencia variable con respecto al tiempo.



p=



dw dt



→ w(t ) = ∫ p (t ) dt



Potencia. Es la rapidez en que se ejecuta un trabajo en un determinado tiempo. Además es el producto de la diferencia de potencial y la intensidad de corriente que pasa a través del dispositivo.



P=



dw dw dw dq ⇒ P= = ⋅ = VI ⇒ P = VI dt dt dq dt



La potencia se mide en joule por segundo j seg equivalente a 1 watts , por tanto, cuando se consume 1 joule de potencia en un segundo, estamos gastando o consumiendo 1 watt de energía eléctrica. La potencia indica que tan rápido se esta aportando o consumiendo energía, esto es si: P = VI > 0 El elemento absorbe potencia. Entonces la corriente fluye



desde el potencial más alto al más bajo.
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P = V .I



P = VI < 0 El elemento entrega potencia.



P = −V .I



Eficiencia



Eficiencia =



P Potencia _ de _ salida = η = out Potencia _ de _ Entrada Pin



Eficiencia(%) = η (%) =



1.4.



P out × 100% Pin



ELEMENTOS DE CIRCUITOS ELÉCTRICOS



Los elementos de los circuitos eléctricos son: • Elementos Activos. • Elementos Pasivos.
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ELEMENTOS ACTIVOS. Son elementos que generan tensión o corriente para entregar energía a la red, a estos elementos se les denomina FUENTES; estas son las Fuentes Ideales y Fuentes Reales. 1). FUENTES IDEALES: Se utilizan en diseño de circuitos, para analizar el comportamiento de componentes electrónicos o circuitos reales. Pueden ser independientes o dependientes. 1.1. Independientes: Sus magnitudes son siempre constantes. • Fuentes Independiente de Tensión. Proporciona energía eléctrica con una determinada tensión (V), independiente de la corriente que circula por él. La relación V – I es una recta horizontal en el que representa el valor de la tensión en sus bornes.



•



Fuentes Independiente de Corriente. Proporciona Energía con una determinada corriente (I), que es independiente de la tensión en sus bornes. La relación V – I es una recta vertical que representa el valor de la corriente suministrada.
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1.2. Dependientes: Son fuentes controladas por tensión o corriente en otros puntos de la red. a. Fuente Dependiente de tensión. El voltaje depende de la variable x, que puede ser una corriente o un voltaje en cualquier punto del circuito.



v = mx Donde m es constante. • Fuentes de tensión controlados por Tensión. Es cuando la magnitud depende de la tensión entre otros puntos del circuito



v = b.vc Donde b es constante, tiene unidades volts/volts y vC es el voltaje de Control. • Fuentes de Tensión Controlados por Corriente. Es cuando la magnitud depende de la corriente.



v = r.ic 19
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Donde r es constante, tiene unidades volts/amp e iC es la corriente de control. b. Fuentes Dependientes de Corriente.- La corriente depende de la variable x que puede ser una corriente o un voltaje en cualquier punto del circuito.



i = nx Donde n es constante • Fuente de Corriente Controlado por Tensión. Es cuando la intensidad depende de la tensión entre dos puntos del circuito.



i = g .v c Donde g es constante, tiene unidades amp/volts y vC es el voltaje de control. • Fuente de Corriente Controlado por corriente.- Es cuando la intensidad es función de la corriente en otra parte del circuito.



i = k .ic Donde k es constante, tiene unidades amp/amp e iC es la corriente de control.
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Independiente Fuente de Voltaje



Dependiente Controlada por Voltaje



Controlada por Corriente



Fuente de Corriente



2).



FUENTES REALES: a.



Fuentes de Tensión.- Es la que tiene Resistencia interna ( Rint ) en serie, donde hay una pérdida de tensión. El resto de tensión va a la carga.



b.-



Fuentes de Corriente.- Fuente de corriente real es la que tiene Resistencia interna ( Rint ) en paralelo, donde hay una pérdida de corriente. El resto de corriente va a la carga.
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ELEMENTOS PASIVOS. Son Consumidores y almacenadotes de energía, como son: 1. RESISTENCIA (R): Es la oposición al flujo de la corriente eléctrica, además controla tensión y corriente. Se mide en ohmios (Ω). Su función dentro de un circuito es de convertir energía eléctrica a energía calorífica. Su resistencia depende de varios factores como son: • El material con que esta hecho. • Su geometría A = área en (cm2) ρ = Resistividad (Ω – cm) l = Longitud en cm



R



= ρ .



l A



TIPOS: Valor Variable.- los resistores variables tienen tres contactos, el eje es móvil cuyo valor ohmico puede ser ajustado o cambiado. Se usa para variar la cantidad de corriente en un circuito. Entre las variables tenemos:
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• •



Potenciómetro.- Son de carbón se usa cuando el flujo de corriente es bajo. Reóstato.- Es de Hilo metálico enroscado alrededor de un núcleo. Se usa cuando el flujo de corriente es alto. Potenciómetro



Parte Interna



Símbolo eléctrico



Fijos.- Los resistores fijos tienen dos contactos, su valor no puede ser alterado, son de baja potencia, los de mayor uso son los de carbón cuyos valores son en ohmios y megohmios su potencia de disipación es de 1/8W hasta 2W.



V = R. I Características de la Resistencia.• Potencia de Salida.- Indica la cantidad de calor que un resistor puede dar sin peligro. • Tolerancia.- Es la cantidad de diferencia que es aceptable entre el valor medido y el valor indicado. • Valor ohmico.
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Se identifican con bandas de colores que indican su valor. a.



Código de Colores: Color



Tolerancia



Segundo digito 0



Multiplicador



Negro



Primer digito 0



Marrón



1



1



101



±1%



Rojo



2



2



102



±2%



Naranja



3



3



103



Amarillo



4



4



104



Verde



5



5



105



±0.5%



Azul



6



6



106



±0.25%



Violeta



7



7



107



±0.1%



Gris



8



8



108



Blanco



9



9



109



Dorado



-



-



10-1



±5%



Plateado



-



-



10-2



±10%



Incoloro



-



-



100



±20%



Los dos primero colores indican directamente un número, el tercero es el multiplicador y el cuarto la tolerancia. Ejemplo: Si. • primer digito Rojo : un 2 • segundo digito Amarillo : un 4 • multiplicador rojo : dos ceros • tolerancia Dorado : ± 5%
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Uniéndolo todo nos queda: 2400 Ohmios o escrito de otra forma 2K4 Ohmios. b.



Por Código De Número y Letras En este caso la posición de la letra significa el punto decimal Ejm. R22 = 0.22Ω R(ohmios) 3k3 = 3.3k Ω 33k = 33k Ω M22 = 0.22M M(megohmios) R = Ω,



1K = 103,



M = 106



2. CONDENSADOR ( C ): Los condensadores tiene la habilidad de almacenar carga eléctrica en forma de campo eléctrico. La corriente fluye hasta que el condensador alcance una carga igual a la tensión de la fuente. Su unidad de medida nF = 10-9, es el faradio (F). Su capacidad se mide en μF = 10-6, pF = 10-12



dq = Cdv



Donde: dv es el cambio en el voltaje entre las placas. dq es el cambio en la carga. La corriente que fluye a través del condensador esta dada por:



VC =



25



1 id (t ) ∫ C



iC = C



dv dt
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La Energía almacenado en el capacitar es:



CV 2 WC = 2



Se expresa en Joules



TIPOS: Condensadores fijos.- tienen una capacidad fija, y determinada por el fabricante. Se dividen de acuerdo al dieléctrico que poseen como son: •



No polarizados (cerámicos y poliéster) estos capacitares tienen una corriente de fuga muy baja. Bloquea señales no deseadas, y producen formas de onda, son osciladores. Se usa para aislar un circuito del otro.



•



Polarizados (Electrolíticos). Tiene polaridad determinada. Se usan como filtros, eliminación de rizado, redes RC de alta constante de tiempo. Mal comportamiento en frecuencias medias altas. Símbolo eléctrico
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Condensadores Variables.- Su capacidad es modificable a voluntad del usuario. Se usa como sensor de desplazamiento, en transmisores y receptores.



Propiedades del Capacitor. • Corriente continua (DC).- el condensador se comporta como circuito abierto.



•



Corriente alterna (CA).- Su comportamiento depende de la frecuencia de la señal, para frecuencias muy altas se comporta como un corto circuito.



Parámetro de un condensador. Constante de Tiempo (t).- Es el tiempo en el cual el condensador se carga o descarga al 69% del valor del voltaje dado. Reactancia Capacitiva (Xc).-es la oposición que ofrece el condensador al paso de la corriente alterna. Su unidad es el ohmio.



X



c



=



1 2π fc
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3. INDUCTORES O BOBINA ( L ): La bobina almacena energía en su campo magnético y luego lo devuelve a la red del circuito. Las bobinas se oponen a los cambios bruscos de la corriente que circula por ellas. Se mide en henrys (H). La Relación diferencial lineal entre tensión-corriente ( v − i ) es:



VL = L



di dt



i( t ) =



1 L



∫ v .d ( t )



La energía almacenada en el inductor, es cuando aumenta la intensidad de corriente y esta dada por:



Li 2 WL = 2



Se expresa en Joules



El valor que tiene una bobina depende de: • El número de espiras que tenga la bobina (a más vueltas mayor inductancia) • El diámetro de las espiras (a mayor diámetro, mayor inductancia). • La longitud del cable de que está hecha la bobina. • El tipo de material de que esta hecho el núcleo, si es que lo tiene.
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Propiedades del Inductor: •



Corriente continua (DC). La bobina se comporta como un corto circuito.



•



Corriente alterna (CA). Su comportamiento depende de la frecuencia de la señal, para frecuencias muy altas se comporta como circuito abierto.



Parámetros de la bobina. Constante de tiempo.- Es el tiempo que la bobina tarda en cargarse o descargarse el 69% de voltaje que se autoinduce.



τ ( seg .) =



L R



Reactancia inductiva.- es la dificultad que ofrece la bobina a la corriente alterna.



X



L



= 2 π flL



1.5. LINEALIDAD. En un sistema lineal, el voltaje y la corriente guardan una relación proporcional. Una red eléctrica es lineal cuando cumple los principios de Homogeneidad y superposición.
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Principio de Homogeneidad. La magnitud de salida del sistema es proporcional a la magnitud de la entrada del sistema.



Principio de Superposición. El sistema maneja dos entradas simultáneas cuya respuesta es la suma de las individuales a la vez.



Los elementos que responden en estos principios son: Resistencia, Capacitancia e inductancia. DIPOLOS PASIVOS Se llama dipolo a todo circuito eléctrico o red eléctrica que presenta dos polos, por donde se pueden realizar ensayos eléctricos, es pasivo porque dentro encontramos puras resistencias, condensadores y bobinas.
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V = Rab → cte. I I = G ab → cte. V



1.6. TERMINOLOGÍA CIRCUITO.



DE



ELEMENTOS



PARA



UN



•



Conexión. Punto donde se unen elementos



•



Tierra.- un nudo del circuito que se toma de referencia para medir todas las tensiones del circuito.



•



Red: Conjunto de elementos unidos mediante conectores.



•



Nudo. Punto donde se unen más de dos terminales de elementos



•



Rama: Conjunto de todos los elementos de un circuito comprendidos entre dos nudos.



•



Línea cerrada: Conjunto de ramas que forman un bucle cerrado. Son líneas cerradas.



•



Malla.- camino cerrado formado una o más ramas que comienza y termina por un nudo.
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•



Elemento bilateral: Aquel que tiene las mismas características para polaridades opuestas. Por Ejemplo una resistencia.



•



Elemento unilateral: Aquel que tiene diferentes características para diferentes polaridades, como ocurre con el diodo.



•



Circuito equivalente: Aquel que puede remplazarse por otro más complejo proporcionando el mismo resultado.
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CAPITULO II



LEYES, REDUCCIONES Y TRANSFORMACIONES 2.1. LEY DE OHM. La ley de ohm establece la relación entre tres cantidades eléctricas como son tensión, corriente y resistencia. Según la ley de Ohm, la corriente es directamente proporcional a la tensión e inversamente proporcional a la resistencia. Una manera de recordar las formulas que definen la ley de ohm es mediante el siguiente triangulo.



V = IR I



=



R=



V R



V I



Un conductor cumple con la ley de Ohm sólo si su curva V – I es lineal; esto es, si R es independiente de la tensión (V) y de corriente (I) que existen en el conductor.
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R =



tgφ =



V (Ω ) I



1 =G R



Donde G se conoce como conductancia.



Según la ley de ohm, la potencia disipada en una resistencia se puede obtener de dos formas:



V (V ) V 2 P = VI = = R R



(vatios )



ó



P = V . I = ( R . I ). I = I 2 . R



( vatios )



Ley de julios ó Ley de w atts



2.2. LAS LEYES SAGRADAS DE KIRCHHOFF. Las Leyes sagradas de Kirchhoff son:



1. 2.



Ley de Corrientes Kirchhoff Ley de Tensiones Kirchhoff.



1. Primera Ley de Corrientes Kirchhoff ( LKC ).- La suma de las corrientes entrantes a un nodo es igual a la suma de las corrientes salientes del nodo.



∑I



entran



=
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I = I1 + I 2 + I 3 Ejemplo # 1: Calcular las corrientes I , I1 e I2 en el circuito mostrado, conocemos las intensidades que se indican en el grafico.



Solución: Si nos fijamos en el nodo M obtendremos:



I entran = I salen ⇒ 80 = 30 + I1 I1 = 50 amp.
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Ahora, considerando toda la barra de conexión:



∑I



entran



= ∑ I salen



40 + 80 = 30 + 30 + I 2 De donde:



I 2 = 60 amp. 2. Segunda Ley de Tensiones Kirchhoff ( LKT ).- la suma algebraica de la caída de tensiones en los componentes de un circuito cerrado es igual a cero.



∑V



∑V



subida potencial



=0



ó



= ∑ Vcaidas potencial



Donde: • Subida de potencial representa un incremento de voltaje de ( - ) a (+) en el sentido de recorrido de la malla. • Caida de potencial es cuando el voltaje en el elemento va decreciendo de (+) a ( - ) en el sentido en que se recorre la malla.



V1 + V2 + V3 + V4 − V = 0 V1 + V2 + V3 + V4 = V
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Ejemplo # 1: En la red mostrada, calcular el voltaje V4 las que se indican.



si las demás tensiones son



Solución: Aplicando la segunda ley de kirchhoff tenemos: Primer método:



Vsubida potencial = Vcaidas potencial ⇒ 18 + V4 = 10 + 2



⇒ V4 = −6 V Segundo método:



∑V = 0 −18 + 10 + 2 − V4 = 0 ⇒ V4 = −18 + 10 + 2 ⇒ V4 = −6 V
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El signo negativo indica que la polaridad asumida sobre V4 es la inversa en cuanto al punto de mayor potencial (+). Ejemplo # 2: Determinar cuales son los elementos pasivos y activos de la red y calcular su correspondiente potencia.



Solución: Como las fuentes pueden ser pasivas o activas mientras que las resistencias solo pasivas, comenzaremos por determinar la tensión por la ley de ohm:



VR = IR = 2(6) = 12 V PR = VR I = 12(2) = 24 watts ( + ) La corriente circulante atraviesa la fuente de tensión como elemento pasivo, por tanto:



Pfuente = VI = 10(2) = 20 watts ( + ) Para determinar la tensión en la fuente de corriente tenemos que utilizar la 2da ley de kirchhoff:



V fuente −corriente = VI = 10 + 12 = 22 V Pfuente −corriente = PI = VI I = 22(2) = 44 watts (-) 38
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Como se observa la suma de potencies generadas es igual a la potencias disipadas.



Pf + PR = PI



⇒ 20 w + 24 w = 44 w



Ejemplo # 3: En la red mostrada, calcular la potencia de los elementos activos y pasivos.



Solución: La fuente de tensión esta determinado el potencial en todos los elementos, por lo que:



V 14 = =7 A R 2 PR = I RV = 14(7) = 98 watts (+) PI = IV = 14(5) = 70 watts (-) IR =
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Para demostrar la corriente por la fuente de tensión aplicamos la 1era ley en el nudo A.



I + I f = IR ⇒ I f = 7 − 5 = 2 A Pf = VI f = 14(2) = 28 watts



(−)



Corroboramos nuevamente que la suma de potencias generadas ( - ) es igual a la potencia disipada ( + ). Elemento I R V total



2.3.



Potencia (-) 70w --------28w 98w



Potencia (+) -------98w --------98w



ASOCIACIÓN DE ELEMENTOS PASIVOS.



RESISTENCIA. a. Conexión en Serie. Se reconoce un circuito en serie cuando la corriente que circula por ellos es la misma y la tensión varía en cada una de las resistencias.
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Para hallar la resistencia equivalente ( Req ) es igual a la sumatoria de de los valores de cada una de ellas.



R eq = ∑ Rn n =1



Req = R1 + R2 + R3 ,



VT = V1 + V2 + V3 ,



Ejemplo: Hallar R equivalente en los bornes a – b.



Solución:



Req = 300Ω + 10k + 100Ω + 33k + 20k + 30k Req = 93.4k Ω
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b. Conexión en Paralelo. Se reconoce un circuito en paralelo cuando 2 o mas resistencias soportan la misma tensión, sin embargo por cada rama circula una intensidad de corriente diferente. Para hallar Req de dos ramas se halla con las siguientes formulas:



Req =



V IT



ó



Req =



R1 R2 R1 + R2



IT = I1 + I 2 ,



ó



1 1 1 = + Req R1 R2



V =V



CONDUCTANCIA (G). Se dice conductancia a la facilidad con que la corriente puede atravesar un material. Es la inversa de la resistencia. Se mide en siemens o mhos ( ó Ω-1). Recomendable para varias ramas en paralelo.



G=



I 1 ó G= E R



Geq = G1 + G2 + ........ + Gn ⇒ Req =
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Para hallar la corriente en una rama individual de un circuito en paralelo es por:



I =



V R



Ejemplo # 1: En la red calcular la resistencia equivalente.



Solución: R equiv =



R equiv



R1 × R 2 R1 + R 2



10 k × 15 k 150 k 2 = = 10 k + 15 k 25 k



R equiv



= 6k



O también se puede hallar mediante la Conductancia:



Geq =



1 1 + R1 R



Reemplazando tenemos



G eq =



1 1 + = 0.1ms + 0.067 ms = 0.167 ms 10 k 15 k



Entonces Req Será:



Req =



1 1 = = 6KΩ Geq 0.167ms
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Ejemplo # 2:



para 3 o mas resistencias



R1R 2 + R1R 3 + R 2 R 1 1 1 1 = + + = R eq R1 R 2 R3 R1R 2 R 3 R eq =



R1R 2



R1R 2 R 3 + R1R 3 + R 2 R 3



Sustituye los valores de las resistencias



Req =



5k ×10k × 2k = 1.25kΩ (5k ×10k) + (5k × 2k) + (10k × 2k)



También se puede resolver por conductancias (recomendable) Ejemplo # 3: Para resistencias de igual valor



R eq =



R 15K = = 3k n 5
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c.



Conexión serie – paralelo: Es un circuito que combina una o mas circuitos en serie con una o mas circuitos paralelos.



Ejemplo:



Solución:



Ra = ( R5 + R6 ) & R4



⇒ Ra =



Rb = ( Ra + R3 ) & R2



⇒ Rb =



4k ×12k = 3k 4k + 12k
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R1 y Rb están en serie entonces tenemos:



R eq = 1k + 3 k = 4 k



CAPACITANCIA: a. Conexión en Serie: El valor del capacitor equivalente Ceq se halla por el mismo método que las resistencias en paralelo.



C eq =



1 1 1 1 1 1 + + + + C1 C 2 C 3 C 4 C 5



b. Conexión en Paralelo: El valor del condensador equivalente Ceq de n condensadores es igual a la suma de los valores individuales. La tensión en los extremos de cada capacitor es la misma.
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C eq = C1 + C 2 + C 3 + C 4 INDUCTANCIA. a.



Conexión en Serie.



L eq = L1 + L 2 + L 3 b.



Conexión en Paralelo.



Leq se halla por el mismo método que las resistencias en paralelo.



Leq =



L1 L2 L3 L1 L2 + L1 L3 + L2 L3
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2.4.



TRANSFORMACIONES VICEVERSA



DELTA



ESTRELLA



Y



Delta a Estrella (Δ – Υ). Para simplificar el análisis de un circuito, a veces es conveniente transformar un circuito de tipo estrella (Y) a delta ( Δ ), o viceversa, pero sin que cambie su funcionamiento general. No es sólo asunto de cambiar la posición de las resistencias si no de obtener los nuevos valores que estas tendrán. Hay una manera sencilla de convertir estas resistencias.



X=



R1.R3 R2 .R3 R1.R2 , Y= , Z= R1 + R2 + R3 R1 + R2 + R3 R1 + R2 + R3



Si el valor de la resistencia son iguales entonces la transformación ∆ Y será R/3.
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Estrella a Delta (Υ – Δ).



R1 =



XZ + ZY + YX XZ + ZY + YX XZ + ZY + YX , R2 = , R3 = Z Y X



Estas dos configuraciones tienen una importancia fundamental ya que son dos posibilidades de conexión de cargas trifásicas.
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Ejemplo # 1: Hallar la resistencia equivalente en b: Req.______



Solución: Transformamos de Y - ∆ en los bornes a-b-c



50



 CIRCUITOS ELÉCTRICOS I



Req =



(2 + 1.71)(1.71) = 1.17Ω (2 + 1.71) + (1.71)



Ejemplo # 2: Calcular L equivalente en los bornes ab.



Solución: Transfórmanos Y - ∆ aplicando el mismo método de la resistencia porque ambos son homólogos.
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Leq =



(18)(4.37) = 5.52Ω 18 + 4.37



Ejemplo # 3: Calcular R equivalente en a-b:
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Solución: Aplicamos transformaciones estrella-delta
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Req = 4 +



(3)(2 + 1.71) = 5.66 (3) + (2 + 1.71)



Ejemplo # 4: Calcular en a Ceq.__________



Solución: Lo convertimos en un circuito análogo (resistivo) lo cual es la inversa de su valor.



Por delta estrella tenemos:



2×3 = 0.55Ω 2+3+ 6 2× 4 3× 4 = 0.73Ω c = = 1.1Ω b= 2+3+ 6 2+3+ 6



a=
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Luego hacemos transformación delta – estrella.



Se obtiene:



Regresando a su forma original tenemos:
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Ejemplo # 5: Calcular la capacidad equivalente del circuito mostrado, C1 = 100 nF, C2 = 2 μF, C3 = 0.82 μF.



Los condensadores C2 y C3 están en serie su equivalente es:



1 1 1 1 = = = 1 1 1 1 Ceq1 1.72 × 106 + + C2 C3 2 × 10−6 0.82 ×10−6 Ceq1 = 0.58 × 10−6 = 581.4nF El equivalente Ceq esta en paralelo con el condensador C1 , entonces la capacidad equivalente total es:



Ceq = C1 + Ceq1 = 100 ×10−9 + 581.4 × 10−9 = 581nF
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Ejemplo # 6: Calcule la resistencia equivalente entre a y b.



Solución: Reduciendo: Para R1 asociamos las resistencias en serie y paralelo



R1 = 6 & (4 + 4 + 4) → R1 =



6 × 12 = 4Ω 18



Para R2 asociamos seis resistencias en serie y paralelo
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4 ×12 = 3Ω 16 Para Req asociamos las resistencias en serie: R2 = 4 & 12



→ R2 =



Req = 4 + 4 + 3 = 11Ω



2.5. ASOCIACIÓN DE ELEMENTOS ACTIVOS Indicaremos la forma de determinar la fuente equivalente de un circuito respecto a dos puntos, tanto ideales como reales. 1. a.



FUENTES IDEALES: Fuentes de Tensión. • Conexión en serie: Es cuando la tensión resultante es igual a la suma de cada una de las fuentes. Cuando es con igual polaridad se suman cada una de las fuentes, con distinta polaridad se suman los valores de las fuentes y la polaridad resultante será a la polaridad de la suma mayor.



Vab = V1 − V2 − V3



58



 CIRCUITOS ELÉCTRICOS I



Ejemplo: Si V1 = 15 V , V2 = 2 V , V3 = 12 V



Vab = 15 − 2 − 12 •



→ Vab = 1 V



Conexión en paralelo: En este caso no se pueden conectar en paralelo, salvo que sean de la misma tensión.



No cumple con la segunda ley de Kirchhoff



b.



Fuentes de Corrientes: • Conexión en Paralelo: La corriente resultante es la suma de cada una de las corrientes.



I eq = I1 − I 2 + I 3 •



Conexión en serie: No se pueden conectar en serie, si es que fuere así, los valores de las corrientes tendrán que ser iguales.



59



 CIRCUITOS ELÉCTRICOS I



No cumple con la primera ley de kirchhoff



2.



FUENTES REALES: En este tema es conveniente utilizar el método de transformación de fuentes (capitulo que se ve mas adelante). a. Fuentes de Tensión. • Conexión en Serie: Para hallar la fuente equivalente se suman las tensiones y su resistencia interna de cada una de ellas.



Vab = V1 − V2 •



b.



Rab = R1 + R2



Conexión en Paralelo: La fuente de tensión se transforma en fuentes de corriente y se opera como fuentes de corriente en paralelo. (MTF)



Fuentes de Corriente • En serie: La fuente de corriente se transforma en fuentes de tensión y se opera como fuentes de tensión en serie. (MTF) • En paralelo: Para hallar su equivalente se suma las corrientes.



I eq = I1 − I 2



Geq = G1 + G2 60
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CAPITULO III



METODOS SIMPLIFICADOS DE SOLUCIÓN 3.1.



DIVISOR DE TENSIÓN Y DIVISOR DE CORRIENTE



1. DIVISOR DE TENSIÓN Se aplica a todo circuito en serie, de modo que el voltaje total aplicado a las resistencias es dividido en voltajes fraccionados. El proposito es repartir la tensión aplicada en una o mas tensiones bajas.



I=



Vf Req



V1 = IR1 = V f



R1 , Req



Vn = IRn = V f
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Rn Req



R2 Req
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Ejemplo: Hallar V =_____



Solución:



Ojo: Veamos un potenciómetro P.



Se sabe que el potenciometro tiene 3 contactos, 2 son fijos y uno variable, si su valor es 10k y tomamos el 50% entonces tenemos 5k como se observa en el grafico.



Se observa que el cable cortocircuita el tramo F-V entonces rinceamos la resistencia.
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Vtotal = 36 − 12 = 24 V Por divisor de tensión tenemos:



V = 24



3k = 6.54 11k



volts



2. DIVISOR DE CORRIENTE. Un divisor de corriente se presenta cuando hay dos o más resistencias en paralelo, de modo que la corriente que circula por cada resistencia es una parte de la corriente total.



•



Para dos resistencias en paralelo:
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I1 = IT ƒ



R2 ; R1 + R2



I 2 = IT



R1 R1 + R2



Para n resistencias en paralelo se tiene:



cuando tenemos n resistencias es mas conveniente trabajar con conductancias y para ello sabemos que G =



1 , entonces la corriente R



en la resistencia será:



In =



Gn .IT G1 + G2 + G3 + ..... + Gn



Ejemplo: calcular A = _______, IFuse =________.
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Solución: Se rinsea las resistencias R1 , R3 , R5 , R7 .
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Como es un circuito con resistencias en paralelo, la corriente se suman y trabajaremos con conductancias cuyas resistencias van a ser el inverso de su valor.



3 ⎛ ⎞ A = 15 ⎜ ⎟ = 5 amp y + + 2 3 4 ⎝ ⎠



⎡4⎤ I fuse = 15 ⎢ ⎥ = 6.6 amp ⎣9⎦



Corto circuito.- Es una resistencia de cero ohmios, en otras palabras, es un conductor que lleva cualquier cantidad de corriente sin sufrir una caída de voltaje por donde pasa. Dos puntos pueden ser cortocircuitados juntándolos con un cable.
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Circuito abierto.- Es una resistencia de infinito ohmios, es un aislante que soporta cualquier voltaje sin permitir que fluya corriente a través de el. Es decir, una resistencia infinita o un cable roto.



3.2. PUENTE WHEATSTONE El puente Wheatstone es un Circuito Pasivo, formado por 4 resistencias opuestas 2 a 2, es la mas utilizada para medir resistencias de gran exactitud, de rango medio (1Ω y 1MΩ).
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La resistencia variable R3 se ajusta hasta que ninguna corriente fluya por el galvanómetro (G) I = 0 , lo cual implica que Va = Vb y R1 y R3 se comportan como si estuvieran en serie, lo mismo hacen R2 y RX , quedando un divisor de tensión de dos ramas, por divisor de tensión tenemos:



Vac = V



R3 , R1 + R3



Vbc = V



RX R2 + R X



Donde:



V ac = V bc Por lo tanto:



R3 RX = R1 + R 3 R2 + R X Y aplicando la propiedad de proporción.



R3 RX = R1 R2



ó



R3R2 = R
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Galvanómetro: Sirve para medir intensidades de corrientes pequeñas. Es un aparato muy sensible, para su uso se conecta en serie con la resistencia. FACTORES DE LOS QUE DEPENDE LA EXACTITUD DEL PUENTE. La exactitud y precisión con la que determinemos el valor de Rx de una resistencia con un puente de Wheatstone dependen de los siguientes factores: 1.-



La exactitud y precisión de las otras tres resistencias que constituyen el puente.



2.-



Los valores de las resistencias de precisión R1 y R2 . Cuanto menores sean los valores nominales de dichas resistencias, mayores serán las corrientes en el circuito, y será más simple detectar variaciones de las mismas.



3.-



El valor de la fuente V. Cuanto mayor sea dicho valor, mayores serán las corrientes en el circuito, por lo que será más simple detectar variaciones en sus valores.



4.-



La sensibilidad del galvanómetro. Cuanto mayor sea dicha sensibilidad se podrá apreciar mejor la corriente y por lo tanto se podrán ajustar las resistencias con más precisión para que la corriente sea cero.
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Ejemplo # 1. En el circuito corriente.



mostrado, determine la potencia de la fuente de



Solución: Vemos que en el circuito mostrado, existe triple puente Wheatstone equilibrado; por tanto se rincea R1 y R2.
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Re q =



(5.14)(15) = 3.83Ω 5.14 + 15



P = I .Re q. = 6(3.83) = 22,97watts Ejemplo # 2: I1 = I 2 Hallar P(fuente) =_________



I1 =_____ , I2=…………………_______________



Solución: Observamos que el puente esta equilibrado ( el producto de las resistencias en aspa son iguales) entonces la rama central se rincea.
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I1 =



6 = 0.75 m A , 8k



Re q =



I2 =



6 = 0.5 m A 12 k



(8 k )(12 K ) = 4.8 k Ω 8 k + 12 k



I = I1 + I2 = 0.75 ×10−3 + 0.5 ×10−3 = 1.25 ×10−3



P( fuente ) = 6(1.25 × 10−3 ) = 7.5 × 10−3 watts
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3.3



MÉTODO DE TRANSFORMACIONES DE FUENTES (M.T.F.) Una transformación de fuentes son procedimiento para sustituir una clase de fuente por otra, conservando las características de la fuente original. 1. FUENTE DE VOLTAJE: Una fuente de tensión se define como una fuente ideal de voltaje en serie con una resistencia interna existiendo perdidas a través de ella.



2da ley de kirchoff:



V = Rin I + VL



→



Rin I = V − VL



2. FUENTE DE CORRIENTE: Una fuente de corriente se define como una fuente ideal de corriente en paralelo con una resistencia interna, existiendo pérdida de corriente a través de ella.
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1ra ley de Kirchoff:



I=



VR + IL R



→ VR = VL = Rin I − Rin I L



Conclusión:
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TRASLACIÓN DE UNA FUENTE DE CORRIENTE: En este caso esta permitido, porque no afecta para las leyes de kirchhoff:
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TRASLACIÓN DE UNA FUENTE DE TENSIÓN:



a ', b '



y



c ' son nodos equipotenciales, entonces podemos hacer el



conocido “salto del tigre”.
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Varias fuentes en paralelo equivalen a una sola fuente con el mismo valor. Ejemplo # 1: En el circuito mostrado encontrar I.



Solución: La fuente de corriente transformamos a fuente de tensión.



V1 = 6(2) = 12 V
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Luego la fuente de tensión V1 transformamos a fuente de corriente.



I1 =



I = 12 − 4 = 8 A



12 =4A 3



y
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Ahora por divisor de voltaje:



I = 8



0 .7 5 = 2 .1 8 2 + 0 .7 5



am p.



Ejemplo # 2: Hallar la corriente I:



Solución: Por traslación de fuente de corriente tenemos:



Transformando fuente de corriente a fuente de tensión tenemos:
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La rama central esta en paralelo con la fuente de 12 V, lo cual no afecta en nada si lo rinceamos:
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Entonces quedara:



por ley de ohm:



I = I =



Ejemplo # 3: Calcular el voltaje Vab :
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2 = 0.33 (1 + 2)
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Solución:
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Para V1 :



V1 = 4(



4 ) = 2.67 V 4+2



Entonces Va respecto a tierra es:



V a = − 2 .6 7 + 1 2 = 9 .3 3 V Para V2 :



2 V2 = 1( ) = 0.67 V 3 Entonces Va respecto a tierra es:



Vb = − 0.67 + 4 = 3.33 V Ahora el Vab : respecto a tierra



Vab = Va − Vb Vab = 9.33 − 3.33 = 6 volt .
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Ejemplo # 4: En el circuito mostrado calcular I:



Solución: Hacemos doble salto de fuentes de Tensión.



84



 CIRCUITOS ELÉCTRICOS I



Aplicando transformaciones de fuentes tenemos:



Ahora sumamos las corrientes y por divisor de corriente tenemos:



1 2 I = = 3.75 1 1 1 1 ⎛ ⎞ + + + ⎟ ⎜ ⎝ 12 4 6 2 ⎠ (7.53)
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CAPITULO IV



MÉTODOS DE SOLUCIÓN EN REDES LINEALES 4.1. ALGEBRA TOPOLÓGICA. El álgebra topológica o topología eléctrica es una herramienta graficamatemática mediante la cual se determina el número de incógnitas que representa un circuito y de ese modo, poder determinar el número de ecuaciones necesarias que los circuitos requieran. Conceptos de Topologia de redes: • Nodo ( n ): Es un punto de unión entre dos o más elementos del circuito. • Rama ( b ): Es un elemento o grupo de elementos conectados entre dos nudos. • Red Plana: Es una red que puede dibujarse sobre una superficie plana sin que se cruce ninguna rama • Lazo ( l ): Viene a ser toda trayectoria cerrada formada por nodos y ramas topológicas, de forma que si se elimina cualquier rama del lazo, el camino queda abierto. • Malla: Este concepto se aplica normalmente a circuitos planos y es un lazo que no contiene ningún otro en su interior. PROCEDIMIENTO: 1.Hacemos red muerta al circuito, es decir las fuentes de tensión se cortocircuitán, y las fuentes de corriente se abren. 2.-



Bosquejo el grafo topológico. b = # ramas topológicas n = # nodos topológicos l = # lazos topológicos independientes



b = l + ( n − 1)
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Grafo topológico



b: R1, R2, n: 3 – 1 = 2 l: 1 Ejemplo # 1:



Solución: Hacemos Red muerta, cortocircuitando la fuente de tensión y abriendo la fuente de corriente.
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Grafo topológico



Se tiene la siguiente igualdad: a = c,



Como se observa tenemos 3 nodos de las cuales se consideran 2, uno es tierra. Ejemplo # 2: Determinar el grafo topológico.
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Solución: Red muerta, cortocircuitando la fuente de tensión y abriendo la fuente de corriente. Grafo Topológico



Se tiene la siguiente igualdad: a = d = c (Son nodos topo lógicamente iguales).
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Ejemplo # 3: Trazar el grafo topológico.



Solución: Red muerta, cortocircuitando la fuente de tensión y abriendo la fuente de corriente. Grafo topológico:



Se tiene la siguiente igualdad topológica: a = b = c = d (Super Nodo)
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4.2. MÉTODO DE MALLAS ( MAXWELL): ∑ V = 0 Basado en la segunda Ley de Tensiones de Kirchhoof, llamado también Método maxwell, las incógnitas del sistema de ecuaciones son las corrientes de mallas del circuito, que nos permite formular y resolver ecuaciones. Para desarrollar en forma eficaz este método pasaremos a explicar paso a paso: 1.



2. 3.



4.



5.



6.



Planteamos el diagrama topológico del circuito, lo cual nos permite determinar el número de ecuaciones que vamos a utilizar en el circuito. Asignamos las corrientes respectivas a cada malla. (sentido horario) Aplicamos la ley de Tensiones de kirchhoff (LVK) en cada malla en función de las corrientes de mallas asignadas y planteamos las ecuaciones. Luego resolverlo por matrices o por sistema de ecuaciones. ⎡ V1 ⎤ ⎡ I1 ⎤ ⎡ r11 r12 r13 ⎤ [V ] = [ I ][ R ] ⎢⎢V2 ⎥⎥ = ⎢⎢ I 2 ⎥⎥ ⎢⎢ r21 r22 r23 ⎥⎥ ⎢⎣V3 ⎥⎦ ⎢⎣ I 3 ⎥⎦ ⎢⎣ r31 r32 r33 ⎥⎦ Con las corrientes de mallas obtenidas, se retorna a la red original y se determina las incógnitas de la red por procedimientos algebraicos. Para obtener los voltajes, aplicamos la ley de ohm.



Nota: Se recomienda al señor alumno se sirva utilizar mallas horarias
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Ejemplo: Hallar las corrientes I1 , I 2 , I 3 por el método de mallas



Solución: 1. Primero veamos su diagrama topológico:



n=3 b=5 l = 3; por lo tanto tenemos 3 ecuaciones de mallas.
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3. Asignemos dichas corrientes.



4. Planteando las ecuaciones de las corrientes asignadas y polarizamos cada elemento: Malla 1: − 10 + (2 + 2 + 4) I 1 − 2 I 2 − 4 I 3 = 0 8 I 1 − 2 I 2 − 4 I 3 = 10......................... (1)



Malla 2:



−5 − 2 I1 + (2 + 4) I 2 = 0 −2 I1 + 6 I 2 = 5



........................(2)
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Malla 3:



5 − 4 I1 + (2 + 4) I 3 = 0 −4 I1 + 6 I 3 = −5



...................(3)



Ordenando las ecuaciones:



8 I1 − 2 I 2 − 4 I 3 = 10



.......... (1)



− 2 I1 + 6 I 2 − 0 I 3 = 5



.................... (2)



−4 I 1 −0 I 2 + 6 I 3 = −5



..................(3)



5. Resolvemos por matrices:



[V ] = [ I ][ R ] ⎡10 ⎤ ⎡ 8 −2 −4⎤ ⎡ I1 ⎤ ⎢ 5 ⎥ = ⎢ −2 6 0 ⎥ ⎢ I ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ 2⎥ ⎢⎣ −5⎥⎦ ⎢⎣ −4 0 6 ⎥⎦ ⎢⎣ I3 ⎥⎦ Por cramer tenemos que: ⎡ 10 ⎢5 ⎢ ⎢ −5 I1 = ⎣ ⎡8 ⎢ −2 ⎢ ⎢⎣ − 4 I1 =



−2 6 0 −2 6 0



−4 ⎤ 0 ⎥⎥ ⎛ −2 −5 ⎜ 6 ⎥⎦ ⎝ 6 = −4 ⎤ ⎛ −2 −4 ⎜ ⎥ 0 ⎥ ⎝ 6 6 ⎥⎦



−4 ⎞ ⎛ 10 − 2 ⎞ 6 + ⎟ ⎜ ⎟ 0 ⎠ 6 ⎠ ⎝5 −4 ⎞ ⎛ 8 −2 ⎞ ⎟ + 6⎜ ⎟ 0 ⎠ ⎝ −2 6 ⎠



− 5(24) + 6(70) − 120 + 420 300 = = = 1.78 A 4(24) + 6(44) 168 − 96 + 264
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De la misma manera para I 2 e I 3 : I2 =



240 = 1 .4 2 A , 168



I3 =



60 = 0 .3 6 A 168



6. Retornando al circuito original, las corrientes en las resistencias queda de la siguiente forma:



7. Como conocemos la corriente, entonces por la ley de ohm podemos conocer los voltajes. ***Algunas restricciones en el método*** Primero: Si vemos una fuente de corriente tratemos de transformarlo a una fuente de voltaje.
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Ejemplo: Calcule las corrientes por el método de mallas:



Solución:



Luego se siguen los pasos ya conocidos….
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Planteando las ecuaciones: Malla 1:



−8 + 6 I1 + 12 = 0 Malla 2



−12 + 8 I 2 + 10 = 0 Resolviendo Tenemos:



6 I1 = −4 ⇒ 8I 2 = 2 ⇒



I1 = −0.67 amp I 2 = 0.25amp



Segundo: Si notamos que no se puede transformar a fuente de voltaje, utilicemos ecuaciones auxiliares (mallas ficticias o variables ficticias). Ejemplo: Resolver el circuito por el metodo Maxwell.



Solución: En este caso la fuente de corriente no podemos transformar a una fuente de voltaje, entonces hacemos la red muerta:
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Luego analizamos el diagrama topológico:



n=3 b=4 l = 2 (2 ecuaciones)



Del diagrama topologico vemos que tenemos 2 ecuaciones.
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Escribamos las dos ecuaciones: Malla 1:



− 4 I 1 + 8 I 2 − 4 I 4 = − 10 Malla 2:



− 8 I 1 + 10 I 3 − 2 I 4 = 0 Ecuaciones de restricción I1 = 1 0 A ⎫ son mallas ficticias. ⎬ I4 = 20 A ⎭ Resolviendo las ecuaciones tenemos: La mallas ficticias reemplazando en las primeras ecuaciones, obteniendo:



8 I 2 = 110 ⇒



I 2 = 1 3.75



1 0 I 3 = 120 ⇒



I3 = 12



am p



am p



4.3. MÉTODO NODAL: ∑ I entran =∑ I salen Llamado Potencial de Nodos es aplicable a cualquier red, plana o no plana. Se basa en la primera ley de corrientes kirchoff, sus incognitas son los voltajes de nodo del circuito, que permiten formular y resolver los sistemas de ecuaciones que describen los circuitos complejos en forma ordenada. Pasos para desarrollar este método: 1. Asignamos los voltajes en cada nodo y elijamos el nodo de referencia o nodo de tierra. 2. Hacemos la red muerta y planteamos el diagrama topológico, deduciendo el número de ecuaciones. 3. Se aplica la ley de corrientes kirchhoff a cada nodo en funcion de los voltajes asignados.
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4.



Ordenamos y resolvemos por matrices o sistema de ecuaciones.



⎡ I1 ⎤ ⎛ g11 ⎢I ⎥ = ⎜ g ⎣ 2 ⎦ ⎝ 21



[ I ] = [G ][V ] 5.



g12 ⎞ ⎡V1 ⎤ ⎟ g 22 ⎠ ⎢⎣V2 ⎥⎦



Se retorna a la red original y aplicamos la ley de ohm para obtener la corriente en cada elemento.



Nota: este método funciona obligatoriamente con tierra y trabajan con conductancia. Ejemplo # 1: Aplique el método nodal y calcular: Va = ?,



Vb = ?



Solución: 1. Asignamos los voltajes a cada nodo. 2. Hacemos la red muerta y Analizamos su diagrama topológico:



n = 3– 1 = 2 ecuaciones b=3 l=1 Como se observa el diagrama topológico tenemos 2 ecuaciones:
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3.



Aplicamos la ley de corrientes kirchhoff planteamos la ecuación.



10 =



en cada nodo y



Va Va − Vb .................(1) + 5 10



Va − Vb Vb = + 20 .................(2) 10 5 Ordenando las ecuaciones:



Va (0.3) − Vb (0.1) = 10...........(1) − V a (0 .1) + V b (0 .3) = − 2 0 ......... ( 2 ) 4.



Resolvemos por matrices:



[ I ] = [G ][V ]



⎡ 10 ⎤ ⎡ 0.3 −0.1⎤ ⎡Va ⎤ ⎢ −20 ⎥ = ⎢ −0.1 0.3 ⎥ ⎢V ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ b⎦ Obteniendose:



Va = 12.5, 5.



Vb = −62.25



Volvemos a la red original y por corriente en cada rama.
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I1 = 2.5 A, I 2 = 7.5 A,



I 3 = −12.45 A



***Algunas restricciones en el método*** Primero: Si vemos una fuente de voltaje tratemos de transformarlo a una fuente de corriente. Ejemplo # 2: Calcular Va , Vb .



Notamos la fuente de tensión no tiene forma de ubicarlo en la matriz final por lo que Sugerimos en ese caso hacer la respectiva transformación.
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La resistencia 0.5 esta en paralelo con 1/3.



Aplicando las observaciones generales en los nodos, obtenemos 2 ecuaciones:



Va (2 + 4) − Vb (2) − Vb (4) = 18 → 6Va − 6Vb = 18 ......................(1) Vb (2 + 4 + 5) − Va (2) − Va (4) = −3 → − 6Va + 11Vb = −3............(2) Por matrices:



[ I ] = [G ][V ] ⎡18 ⎤ ⎡ 6 ⎢−3⎥ = ⎢−6 ⎣ ⎦ ⎣



Va = 6,



−6⎤ 1 1 ⎥⎦



⎡V a ⎤ ⎢V ⎥ ⎣ b⎦



Vb = 3



Segundo: Si notamos que no se puede transformar a fuente de corriente, utilicemos ecuaciones auxiliares.
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Ejemplo # 3:



Solución: En este caso notamos que no podemos cambiar a una fuente de corriente, por lo que vamos a usar ecuaciones de restricción: Escribiremos las ecuaciones para los nodos a, b, c: Nodo a



a a −b + = 1 ⇒ a (0.15) − b(0.05) = 1............(1) 10 20



Nodo b



b−a b b−c + + = 0 ⇒ − a (0.05) + b(0.28) = 0.17.....(2) 20 5 30



C = 5 V ………(ecuación de restricción, C es un nodo ficticio) Aplicando la forma matricial tenemos:



⎡1 ⎤ ⎛ 0.15 −0.05 ⎞ ⎡ a ⎤ ⎢0.17 ⎥ = ⎜ −0.05 0.28 ⎟ ⎢b ⎥ ⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦ Los resultados obtenidos son:



a = 7.30 V ,
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Super Malla: Es cuando existe una fuente de corriente entre dos mallas Ejemplo: En el circuito mostrado hallar I 0 , por el método de mallas:



Solución: Primero asignamos corriente a cada malla



Como se observa hay una corriente entre la malla 2 y malla 3, lo cual no indica que es una supermalla.
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Para encontrar el numero de ecuaciones hacemos la red muerta.



Al hacer la red muerta observamos que tenemos 2 mallas, entonces planteamos las ecuaciones: Malla 1:



7 I1 − I 2 − 4 I 3 = 6 Supermalla : ( I 2



e



I3 )



−5 I1 + 6 I 2 + 4 I 3 = 12 I 2 − I 3 = 3 ⇒ I 3 = I 2 − 3 ………. Ecuación de ayuda Resolviendo por matrices o sistema de ecuaciones obtenemos:



I1 = 1.33 A,



I 2 = 3.06 A



Si: I 0 = I1 − I 2 Entonces:



I 0 = 1.33 − 3.06 = −1.73 A
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Súper nodos: Es un “nodazo” especial cuando se presenta una fuente de tensión entre dos nodos y cualquier elemento en paralelo a ella. Ejemplo # 4: Plantear las ecuaciones nodales.



Solución:
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Las siguientes ecuaciones en los nodos respectivos serán: Nodo a:



a −b a −d + = 4 ⇒ 1.5a − 0.5b − d = 4 2 1



Supernodo:



b−a b c d d −a + + + + = 0 ⇒ − 1.5a + b + c + 1.5d = 0 2 2 1 2 1



Ecuaciones de restricción:



b − c = 12 ⇒ c = b − 12 d −c = 6 ⇒ d = 6+c
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4.4.



APLICACIONES CON FUENTES CONTROLADAS



Ejemplo # 5: Tenemos un circuito formado por conductancias y fuente controladas, calcular las tensiones en cada nodo.



Solución: Hacemos la red muerta. Grafo topológico:



n=3 n – 1 = 2 nodos incógnitas Nodo a, b.



Nodo Va :



(3 + 2)Va − (2)Vb = −5Vab ⇒ 5Va − 2Vb = −5Vab
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Pero: Vab = Va − Vb Reemplazando tenemos:



5V a − 2V b = − 5(V a − V b ) ⇒ 10V a − 7Vb = 0.................... (1) Nodo Vb :



(5 + 2)Vb − 2Va = −2 → − 2Va + 7Vb = −2................(2) Resolviendo las ecuaciones 1 y 2 tenemos:



V a = − 0.25,



V b = − 0.36,



V ab = 0.11



En el nodo Vc tenemos:



4Vc = 5Vab + 2



⇒



Vc = 0.6375
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CAPITULO V



APLICACIÓN DE TEOREMAS 5.1. TEOREMA DE LA SUPERPOSICIÓN. Se utiliza en circuitos eléctricos lineales, formados por resistencias, condensadores y bobinas en los cuales la amplitud de la corriente que los atraviesa es proporcional a la amplitud de la tensión a sus extremos. En las figuras mostradas debemos observar, que al actuar una fuente vamos a tener una parte de la respuesta a cada excitación; por tanto sumando todas las respuestas vamos a obtener lo mismo que al excitar con todas las fuentes empleadas.



Debe hacerse notar que para que deje de actuar una fuente de tensión se debe cortocircuitar en serie con su resistencia interna; mientras que para anular una fuente de corriente se debe sustituir por un circuito abierto en paralelo con su resistencia interna.
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Nota: Cuando en un circuito, existen fuentes independientes mas los dependientes, solo se superponen las fuentes independientes; es decir, no se cancelan las fuentes controladas ó dependientes. Ejemplo # 1: Calcular los valores de las tensiones en los nodos Va − Vb , aplicando superposición.



Solución: Paso 1: En primer lugar anulamos la fuente de corriente.



Calculamos las tensiones en Vb' kirchhoff en el nodo Vb .



y



Vc' , para ello planteamos la ley de
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120 − Vb' Vb' Vb' 120 − 4Vb' − − =0⇒ =0 6 3 2+4 6



Vb' =



120 = 30 V 4



Las resistencias 2 y 4 ohmios forman un divisor de tensión, por tanto



Vc' =



4 Vb' = 20 V 2+4



Paso 2: Anulamos la fuente de tensión. El circuito resultante será:



Calculamos los nuevos valores a las tensiones V b'' ley de Kirchhoff en los nodos b y c.



y



Vb'' Vb'' Vb'' − Vc'' + + = 0 ⇒ 6Vb'' − 3Vc'' = 0 6 3 2 Vc'' Vc'' − Vb'' − = −12 ⇒ − 2Vb'' + 3Vc'' = −48 4 2 Resolviendo por sistema de ecuaciones tenemos:



Vb'' = −12 V ,



Vc'' = −24 V 115
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Paso 3: Sumamos los valores:



Vb = Vb' + Vb'' = 30 − 12 = 18 V



Vc = Vc' + Vc'' = 20 − 24 = −4 V Ejemplo # 2: Determinar la tensión en V , por superposición:



Solución: a) Primero hacemos la fuente de corriente igual a cero y la fuente de tensión activa, entonces tenemos que:



Por divisor de tensión tenemos:



⎛ 6 ⎞ V1 = 6 ⎜ ⎟ = 3.6 V ⎝ 10 ⎠
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b)



Ahora hacemos la fuente de voltaje igual a cero y la fuente de corriente lo activamos, entonces tenemos que:



⎛ 4 ⎞ I = 9⎜ ⎟ = 3.6 V 4 + 6 ⎝ ⎠ Por ultimo:



⇒



V2 = (6) I = 21.6 V



V = V1 + V2 = 3.6 + 21.6 = 25.2 V



Ejemplo # 3: Determinar la tensión V:



Solución: Teniendo en cuenta el criterio de superposición la fuente de 12V hacemos cero:
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Por transformación de fuentes:



Por divisor de tensión hallamos V1



⎛4⎞ V1 = 4 ⎜ ⎟ = 2 V ⎝8⎠ Ahora cancelemos la otra fuente, y calculemos V2 :
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Transformando:



V



2



⎛ 4 ⎞ = 4 ⎜ ⎟ = 2 V ⎝ 8 ⎠



Luego Sumamos V1 y V2



V = V1 + V2 = 2 + 2 = 4 V Ejemplo # 4: Tenemos un circuito con fuentes controladas, por superposición hallar I 0 .
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Solución: 1. Cuando trabaja la fuente de tensión:



Por el metodo Maxwell tenemos:



6 I1 + 6 I 2 = 30 I1 − I 2 = 8 I 0'



si :



I 2 = I 0' ⇒ I1 − 9 I 0' = 0



Resolviendo por sistema de ecuaciones:



I 0' = 0.5 A Nota: Cuando aplique el teorema de superposición solamente debe hacerse con las fuentes independientes no se cancelan las fuentes controladas. 6.



Cuando trabaja la fuente de corriente.
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Si: I 2 = I 0



''



6 I1 + 6 I 2 = 12 I1 − I 2 = 8 I 0''



⇒



6 I1 + 6 I 0'' = 12



⇒ I1 − 9 I 0'' = 0



Resolviendo por sistema de ecuaciones:



I 0'' = 0 .2 A Sumando las dos respuestas:



I 0 = I 0' + I 0'' = 0.7 A 5.2. TEOREMA DE RECIPROCIDAD. Establece que si la excitación de entrada, ya sea de voltaje o de corriente, se intercambia a la salida, la respuesta del circuito será idéntica en las terminales de entrada. Esta circunstancia, se pueden presentar dos casos: CASO I Afectado por dos fuentes de corriente:



I1: ON, I2: OFF



I1: OFF,
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Se cumple que:



V21 V12 = = cte. I1 I2 CASO II Afectado por fuentes de voltaje:



V1: ON, V2: OFF



I1: OFF,



Se cumple que:



I 21 I12 = V1 V2 Ejemplo # 1: Verifique las ecuaciones con el siguiente circuito:
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Solución: Analicemos primero con fuente de corriente I1 = 1A .



Luego con I 2 = 5 A



Ahora veamos si se cumple la relación del Caso I dada en teoría:



V21 V12 = I1 I2



⇒



4 20 = =4 1 5



cte.



(si cumple!!)



Analicemos con fuente de tensión V1 = 1 V :



Re q = 3.67Ω



⇒



IT = 0.27 A
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⎛ 4⎞ I 21 = 0.27 ⎜ ⎟ = 0.09 A ⎝ 12 ⎠



Re q = 8.8Ω



⇒



IT = 0.57 A



⎛4⎞ I12 = 0.57 ⎜ ⎟ = 0.456 ⎝5⎠ Ahora veamos si se cumple la relación del Caso II dada en teoría:



I 21 I12 = V1 V2



⇒



0.09 0.456 = = 0.09 cte. 1 5



Ejemplo # 2: Verificar el teorema de reciprocidad:



Solución: 1ro:



Re q =



(3)(6) + 4 = 6Ω 3+6



IT =



V 18 = = 3A Re q 6
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I2 =



Entonces, 2do:



I 1 .6 (3)( 6) = = 2A 6+3 6+3



Ahora se verifica el Teorema de reciprocidad, excitando los terminales de salida.



Re q = IT =



I1 =



(6)(4) + 3 = 5.4Ω 6+4



V 18 = = 3.33amp. Re q 5.4



I 2 .6 (3.33)(6) = = 2 amp. 6+4 10



3ro. luego:



⎛ I 2 ⎞ ⎛ I1 ⎞ ⎜ ⎟ = ⎜ ⎟ = cte. ⎝ V1 ⎠ ⎝ V2 ⎠



⇒



⎛ 2⎞ ⎛ 2⎞ ⎜ ⎟ = ⎜ ⎟ = cte. ⎝ 18 ⎠ ⎝ 18 ⎠ Lqqd.
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5.3. TEOREMA DE THEVENIN. Establece que cualquier circuito lineal con dos terminales puede sustituirse por un circuito equivalente formado por una fuente de voltaje Vth en serie con una resistencia R th , sin afectar la operación del resto del circuito.



Pero veamos que significa equivalencia. Equivalencia.- Es cuando una red formada por fuentes de tensión, corriente y resistencias es reemplazada por otro circuito que tiene la misma relación tensión – corriente en sus terminales. *



Para una corriente I dada, el voltaje Vab es igual a la suma de los voltajes de la fuente Vth y de la resistencia I × R th .



Si las terminales a – b están en circuito abierto Voc , ninguna corriente fluye entonces la tensión en los terminales a – b deben ser Voc = open − circuit iguales a la fuente de tensión Vth .
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I = 0,



V ab = V oc



•



Para redes que contienen sólo fuentes independientes y resistencias, se apagan todas las fuentes, es decir fuente de voltaje en cortocircuito y fuente de corriente en circuito abierto, luego se calcula la resistencia equivalente entre los terminales. Rth = Req .



•



Para redes que contienen fuentes dependientes, en este caso se apagan todas las fuentes independientes y se conecta una fuente de voltaje o de corriente de prueba. Luego calculamos la corriente o el voltaje por la fuente de voltaje o corriente de prueba.



R th =



V p ru eb a I p ru eb a



5.4. TEOREMA DE NORTON Establece que un circuito lineal de dos terminales es reemplazado por un circuito equivalente formado por una corriente I N en paralelo con una resistencia RN , la relación V – I son iguales en sus terminales y no afecta la operación del resto del circuito.
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Para determinar la resistencia equivalente RN desde sus terminales se anulan todas las fuentes, la fuente de corriente Norton I N , en sus terminales esta en cortocircuito. Se puede establecer una equivalente simple entre el equivalente de Thevenin y el equivalente de Norton, aplicando la transformación de fuentes.



IL =



Vth Rth + RL RN = Rth =



IL =



Voc I sc



RN IN RN + RL



IN =



Vth = I sc Rth



Los circuitos Thevenin y Norton son equivalentes solo para la misma frecuencia que han sido calculados en AC.
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Métodos para aplicar Teorema Thevenin-Norton Procedimiento para obtener los valores de la fuente de voltaje y la resistencia de Thévenin-Norton:



• •



•



Se desconecta la “carga” del circuito. Para encontrar el valor del voltaje de Thévenin se calcula el valor del voltaje de circuito abierto, Voc, en las terminales de interés. Para encontrar la corriente Norton se cortocircuita los bornes de la carga y se calcula la corriente que circula por el circuito. Para encontrar el valor de la resistencia de Thévenin se sustituyen todas las fuentes de voltaje por cortocircuitos y las fuentes de corriente por circuitos abiertos. Se calcula la resistencia equivalente entre las terminales de interés.



Ejercicios # 1: En la red mostrada hallar el equivalente de thévenin entre los terminales a-b.



Solución: Primero hacemos corto circuito en los terminales c y d, retirando los elementos de carga que se encuentran a la derecha de c – d en el cual ya no circulara corriente, entonces hallamos la tensión Vc −d a partir de un divisor de tensión. (triple thevenin)
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2Ω = 1volt V =V = 2 cd th ' 2Ω+ 2Ω



Luego hallamos la resistencia equivalente entre c–d anulando la fuente de tensión de 2v.



2× 2 + 4 = 5Ω R =R = eq th ' 2 + 2



Por lo tanto, a’ b’.



Luego calculamos el equivalente de thevenin del circuito en los terminales a '− b ' . Calculamos la tensión Va 'b ' por divisor de tensión.
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5Ω =V =1 = 0.5volt V a 'b ' th '' 5Ω + 5Ω



Como en el caso anterior hallamos la resistencia equivalente Req . Entre a’ – b’ anulando la fuente de tensión de 1v.



5× 5 R =R = + 6 = 8.5Ω a 'b ' th '' 5 + 5



El circuito queda:



Luego dejamos los terminales a – b en circuito abierto y hallamos la caída de tensión Vab como no hay una malla cerrada, por el circuito no circula corriente entonces tenemos
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V = V = −3v + 0.5v = −2.5v th ab La resistencia de thevenin es la resistencia entre a – b, que es 8.5Ω, el resultado será:



Ejercicio # 2: En la red mostrada hallar el equivalente de Norton, terminales a – b.



entre los



Solución: Primero cortocircuitamos los terminales a-b para hallar el valor de la fuente de corriente del equivalente de Norton.
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Vemos que: I



cc



= I3 = I



N



Malla # 1:



4 I1 − 2 I 2 = 2 Malla # 2:



−2 I1 + 11I 2 − 5I 3 = 0 Malla # 3:



−5I2 +11I3 = −3 Resolviendo el sistema tenemos:



I1 = 0.476 A;



I 2 = −0.047 A;



I 3 = I cc = I N = −0.294 A



Para hallar la resistencia equivalente anulamos las fuentes.



entre los terminales a – b



Req = (2 & 2) + 4 = 5Ω, → Req = (5 & 5) + 6 = 8.5Ω 133
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RN = Req = 8.5Ω Comprobamos que RN = Rth Entonces El circuito equivalente será:



Ejercicio # 3: Determinar la tensión en RL = 4 .



Solución: Para calcular thevenin utilizaremos superposición.
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a).



Respecto a la fuente de tensión



b).



Respecto a la fuente de corriente.



V th = V th ' + V th '' = 10 + 20 V th = 30 volts . Luego calculamos la Resistencia equivalentes Req .



Entonces el circuito equivalente de thevenin es:
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Donde se puede calcular. VL = 30 ×



4 = 15volt. 8



Ejercicio # 4: Calcular el valor de la tensión V0 en el circuito siguiente:



Solución: Es posible simplificar el cálculo de V0 en el circuito anterior, obteniendo el equivalente Thévenin en los terminales a – b. Por tanto, a continuación se realiza el cálculo de dicho circuito equivalente: Vth : Tensión de circuito abierto
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Por mallas tenemos: Malla # 1



3 kI 1 + 2 kI x − 2 kI x = 0



⇒



I1 = 0



Malla # 2



4 I x + 2 I1 = − 1 2 4 I x + 2 (0 ) = − 1 2



⇒



I x = −3m A



Entonces



Vth = (2k ).I x = (2k )(−3mA) = −6 volt IN: Corriente en cortocircuito



Al cortocircuitar los terminales, la corriente IX se anula, y por tanto la fuente de tensión también, y el circuito anterior se reduce al siguiente circuito:
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La resistencia equivalente al conjunto de las resistencias en paralelo



R eq =



1k × 2 k = 0 . 67 k 1k + 2 k



IN =



− 12 = − 18 mA 0 . 67 k



Por tanto:



Y la resistencia thevenin:



Rth =



Vth −6 = = 0.33k Ω I N −18



Se sustituye el equivalente Thévenin en el circuito original y se halla V0 fácilmente mediante un divisor de tensión:



V0 = (−6)
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5.5. TEOREMA MÁXIMA POTENCIA DE TRANSFERENCIA Cuando una red de c.c. está determinada por una resistencia de carga igual a su resistencia de Thévenin, se desarrolla la máxima potencia en la resistencia de carga.



I=



Vth Req + RL



VRL = Vth



P R L = I .V R L = V t h2



(R



RL Req + RL



RL eq



+ RL



)



2



Para conseguir la condición de máxima transferencia, hay que derivar e igualar a cero en función de la variable RL.



dPRL dR L



(R



eq



= Vth2



R ( .



+ R L ) − 2 R L ( Req + R L ) 2



eq



(R



eq



+ RL )



+ RL ) = 2RL ( Req + RL )



2



2
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donde



=0



R eq = R L
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Con esta condición por Thevenin tenemos:



PR L (m ax )



V th2 = 4 RL



* Si se desarrolla a partir de Norton equivalente, encontraremos:



( I N ) 2 RL PRL (max) = 4



Como se observa la potencia máxima no implica que la tensión ni la corriente sean máximas.
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Ejemplo # 1: en la red mostrada hallar:



a) RL = ___ para que absorba la máxima potencia b) Pmax = ____



Solución: a) Sabemos que para que absorba la máxima potencia: RL = Req.



R eq =
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Luego hallamos Vth :



⎛6⎞ V = 3 ⎜ ⎟ = 2 v o lt . ⎝9 ⎠ Entonces:



Vth = 14volt.



b)



La potencia maxima es:



2k =7 V 4k V 2 (7) 2 PRL (max) = = = 24.5 × 10 −3 watts 2k RL VRL = 14
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Ejemplo # 2: Hallar en bornes a y b: a) b)



Req : Vth:



Solución: a) Cancelamos todas las fuentes para hallar Req:



Re q =



b)



(2k )(4k ) + 6k = 7.3k Ω 2k + 4k



Ahora hallamos Vth :



2k =6 V 6k V2 = (4×10−3 )(6×103 ) = 24 V V1 = 18



Vab = −24 − 6 = −30 V
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Ejemplo # 3: Hallar: a) RL para que absorba la máxima potencia, b) Pmax:



Solución: a)



RL = Req



Req = [ (3 k // 9 k ) + 4 k ] // 4 k



Req = [ 2.25 k + 4 k ] // 4 k Req = 2.44 k = R L



b)



Pmax.



V = 16



(8k // 9k ) = 9.37volt. 3k + (8k // 9k )



V1 = 16 − V = 16 − 9.37 V1 = 6.63volt.
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Vth = Vab = V1 + Vth = 11.32 volt



V 9.37 ⇒ Vth = 6.63 + = 11.32volt . 2 2



Entonces:



Pmax



Vth2 (11.32) 2 = = = 13.13watts 4 RL 4(2.44k )



CASO: Con Fuentes dependientes: Cuando un circuito presenta Fuentes combinadas y se quiere determinar la resistencia equivalente, en 1er lugar se tiene que cancelar todas las fuentes independientes: Ejemplo # 4: Hallar RL para que absorba la máxima potencia:
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Solución: Req. Cancelamos solo Fuentes independientes. Recomendación: Retiramos la carga y aplicamos una fuente de tensión externa V: Vemos que V = V2



Nodo a:



V ⎛ V2 − 2 ⎜ V 5 I = 2 + 88 Ix + ⎝ 10 50



⎞ ⎟ ⎠ ............................(1)



Malla 1:



−V2 −V Ix = 5 = 2 ...............................(2) 200 1000



(2) en (1):



⎛ − V 2 ⎞ 0 .8V 2 I = 0 .1V 2 + 8 8 ⎜ ⎟+ 1 0 0 0 50 ⎝ ⎠



I = 0.1V2 − 0.088V2 + 0.016V2



⇒ I = 0.028V2
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Pero sabemos que:



V2 = R eq. I



V2 1 = = 3 5 .7 1 Ω I 0 .0 2 8 Tambien se sabe que:



Re q = 35.71Ω = RL Ahora hallemos Vth:



Planteamos ecuaciones:



5 = 2 0 0 Ix +



0=



V2 .............. (1 ) 5



0.8V2 V + 88 Ix + 2 ..................(2) 50 10
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De (2)



0 = 0 . 016 V 2 + 88 Ix + 0 . 1V 2



Ix = − 0.00131V 2 ............................ (3) (3) en (1):



5 = 200 ( − 0 . 00131 V 2 ) + 0 . 2 V 2 5 = − 0 . 063 V 2 −5 V2 = = − 78 .57 volt . ⇒ Vth = − 78 .57 volt . 0.0636 El circuito equivalente:



Pm ax



(78.57 ) 2 = = 43.21 w atts 35.71
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Ejemplo # 4: Hallar RL. Para que absorba la máxima potencia:



Solución: Calculo de Req. Cancelamos la fuente independiente retiramos la carga y aplicamos una fuente externa V:



Nodo V:



I=



V (V −Vo) − 3Vo + ..............................(1) 30 22



Nodo Vo:



Vo V 0 (V − Vo ) + = 10 40 22
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5Vo =



(V − Vo) ⇒ Vo = 0.26V ..............(2) 22



Reemplazando en (2)



V ⎛ V − 0 .26V ⎞ − 3( 0 .26V ) + ⎜ ⎟ 30 22 ⎝ ⎠ I = 0 .0 3 3 6V − 0 .7 8V + 0 .0 3 3 6V = − 0 .7 1 3V



I =



I en función de V.



V −1 = = − 1 . 41 k Ω I 0 . 76 Pero sabemos que:



V = R eq = − 1 .4 1 k Ω I
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PROBLEMAS PROPUESTOS 1.



Calcular el valor de R en el siguiente circuito para que la intensidad a través tome los siguientes valores. a. 1A b. 0.5A



2.



Calcular la potencia generada o consumida por la fuente real de tensión conectada entre los terminales a y b del siguiente circuito.
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3.



4.



¿Qué tensión marcará un voltímetro conectado entre los nodos a y b?.



Obtener la capacidad equivalente.
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5.



Si la siguiente conexión de fuentes es válida, calcular la potencia total cedida/absorbida en este circuito. Si la conexión no es válida, explicar por qué.



6.



Obtener una representación equivalente simplificada para los siguientes circuitos.
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7.



Hallar la lectura del voltímetro V=_______



8.



Calcular V0 utilizando transformación de fuentes.
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9.



Asignar los voltajes a cada nodo, conociendo las diferencias de voltajes en los elementos, y asumiendo el nodo de referencia en cada uno de los puntos indicados.



10.



Empleando Método de Mallas, encuentre las corrientes y tensiones en cada uno de los elementos del siguiente circuito. Indique polaridades y sentidos.
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11.



Empleando Método de Mallas, encuentre las corrientes y tensiones en cada uno de los elementos del siguiente circuito. Indique polaridades y sentidos.



12.



Empleando Teorema de Superposición determine la corriente y la tensión en el resistor de 50 Ohms. (Indique el sentido y la polaridad correspondientes).



13.



Aplicar el teorema de superposición para encontrar Vo en el siguiente circuito.
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CAPITULO VI



REDES DE DOS PARES DE TERMINALES Al estudiar circuitos eléctricos de cuatro terminales, deseamos conocer que ocurre cuando se alimenta con una señal a un par de terminales, luego de analizar el circuito, obtener la respuesta por el otro par de terminales. 6.1. CUADRIPOLOS.Es una red con dos pares de terminales, en donde un par de terminales es el puerto de entrada y el otro par es el puerto de salida.



En el estudio de los cuadripolos se asumen las siguientes condiciones: a. b. c. d.



No existe energía inicial almacenada en el circuito. El cuadripolo no contiene fuentes independientes de energía (cuadripolo pasivo), pero puede contener fuentes dependientes (como en los circuitos equivalentes de dispositivos electrónicos). Las corrientes que entran y salen de un puerto deben se iguales. Las conexiones externas deben hacerse al puerto de entrada o al puerto de salida. No se permiten conexiones externas entre los puertos.
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Clasificación: Cuadripolos Pasivos: La potencia entregada a la carga nunca puede ser mayor que la potencia entregada a la entrada. Cuadripolos Activos: La potencia entregada a la carga puede ser mayor que la que la Potencia entrega a la entrada. ECUACIONES Y PARÁMETROS DE LOS CUADRIPOLOS. Las tensiones y corrientes de entrada y salida están vinculadas por ecuaciones lineales, existiendo cuatro topologías posibles, que dan origen a cuatro conjuntos de parámetros del cuadripolo: 1.



Tensiones en función de las corrientes: Parámetros de Impedancia ( [r ] ó [z ] ): Tensiones de entrada y salida en función de las corrientes de entrada y salida.



V1 = r11 I1 + r12 I 2



⎡V1 ⎤ ⎛ r11 ⎢V ⎥ = ⎜ r ⎣ 2 ⎦ ⎝ 21



V2 = r21 I1 + r22 I 2



r12 ⎞ ⎡ I1 ⎤ ⎟ r22 ⎠ ⎢⎣ I 2 ⎥⎦



V1 se obtiene de la superposición de los componentes debidos a I1



e



I 2 despejando se tiene que.



V r11 = 1 I1



r12 =



V1 I2
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I2 =0



Resistencia de entrada con salida en circuito abierto.



I1 = 0



Resistencia de Transferencia de salida a entrada con entrada en circuito abierto.
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r21 =



r22 =



V2 I1 V2 I2



Resistencia de Transferencia de entrada a salida con salida en circuito abierto.



I2 =0



Resistencia de Salida con la entrada en circuito abierto.



I1 = 0



Circuitalmente se representa por T equivalente, sistema lineal y bilateral.



Donde:



I1 = 0 ⇒ V1 = I 2 R3 I 2 = 0 ⇒ V2 = I1 R3 r11 = R1 + R3



R1 = r11 − r12



r12 = r21 = R3



R2 = r22 − r12



r22 = R2 + R3



R3 = r12 = r21
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2.



Corrientes en función de las Tensiones: Parámetro de conductancia. Corriente de entrada y tensión de salida en función de tensión de entrada y corriente de salida. Forma Canónica



Forma Matricial



I1 = g11V1 + g12 I 2



⎛ I1 ⎞ ⎛ g11 ⎜ ⎟=⎜ ⎝ V2 ⎠ ⎝ g 21



V2 = g 21V1 + g 22 I 2



g12 ⎞ ⎛ V1 ⎞ ⎟⎜ ⎟ g 22 ⎠ ⎝ I 2 ⎠



I1 es la superposición de dos componentes, una debido a V1 y



otra debido a V2 , al igual que I 2 despejando se tiene.



I g11 = 1 V1



V2 = 0



I1 V2



V1 = 0



g12 =



g 21 =



g 22



I2 V1



I = 2 V2



V2 = 0
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Conductancia de salida con entrada a Corto circuito.



V1 = 0



Circuitalmente se representa por lineal y bilateral.



Conductancia de entrada con salida en Corto circuito. Conductancia de transferencia de salida a entrada con entrada en Corto circuito. Conductancia de transferencia de entrada con salida a Corto circuito.



Π



equivalente, sistema
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ga =



1 , Ra



gb =



1 1 , gc = Rb Rc



V1 = 0 ⇒ I1 = −V2 g 2 V2 = 0 ⇒ I 2 = −V1 g 2



g11 = g a + gb



g a = g11 + g12



g12 = g 21 = − gb



gb = − g12 = − g 21



g 22 = gb + g c



g c = g 22 + g12



OTROS PARAMETROS a) Parámetros de Transmisión: Parámetro de entrada en función de los de salida. Son de corto circuito y circuito abierto. Expresan el voltaje y la corriente de los terminales de entrada en función del voltaje y la corriente de salida. Aplicando superposición las ecuaciones generales son.



V1 = AV2 + BI 2 I1 = CV2 + DI 2 A= B=



V1 V2 V1 I2



⎡V 1 ⎤ ⎛ A = ⎜ ⎢ I ⎥ ⎝ C ⎣ 1 ⎦



B ⎞ ⎡V ⎟ D ⎠ ⎢⎣ I



2 2



⎤ ⎥ ⎦



=



Ganancia inversa de voltaje con salida a circuito abierto.



=



Resistencia de transferencia con salida en corto circuito.



I2 =0



V2 = 0
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C= D=



b).



I1 V2 I1 I2



=



Conductancia de transferencia con salida a circuito abierto.



=



Ganancia inversa de corriente con salida en corto circuito.



I2 =0



V2 = 0



Parámetros híbridos [h] : Tensión de entrada y corriente de salida en función de corriente de entrada y tensión de salida.



V1 = h11 I1 + h12V2 I 2 = h21 I1 + h22V2



⎡ V 1 ⎤ ⎛ h1 1 ⎢I ⎥ = ⎜ h ⎣ 2 ⎦ ⎝ 21



h1 2 ⎞ ⎡ I 1 ⎤ ⎟ h 2 2 ⎠ ⎢⎣ V 2 ⎥⎦



V1 I1



=



Resistencia de entrada con salida en corto circuito



=



Ganancia inversa de Tensión en circuito abierto



=



Ganancia de Corriente con salida a corto circuito.



=



Conductancia de salida con entrada a circuito abierto.



h11 =



h12 =



h21 = h22 =



V2 = 0



V1 V2 I2 I1 I2 V2



I1 = 0



V2 = 0



I1 = 0
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Ejemplo # 1: Hallar los parámetros [r ]



Solución: Hacemos la prueba de la excitación unitaria: I1 = 1 , para evaluar los parámetros de transferencia ( r12 ó r21 ).



6 16 = 0.27 A, I 2 = 1 = 0.73 A, I 3 = 0.27 + 0.73 = 1A 22 22 V1 = 4(0.27) = 1.08 V , V3 = 2(1) = 2V I1 = 1



V2 = 1.08 + 2 = 3.08V



r11 =



V1 I1



r11 = (16 & 6) + 2 = 6.36Ω I2 =0
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V r12 = 1 I2 r22 =



V2 I2



r12 =



3.08V = 3.08Ω = r21 1A



I1 = 0



r22 = (18 & 4) + 2 = 5.27Ω I1 = 0



R1 = r11 − r12 = 6.36 − 3.08 = 3.28Ω R2 = r22 − r12 = 5.27 − 3.08 = 2.19Ω R3 = r12 = r21 = 3.08 El circuito T equivalente es:



Ejemplo # 2: Calcular los parámetros [g ]



Solución: Realizando una transformación de Y − Δ
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ga =



1 1 1 = 0.048, g b = = 0.032, g c = = 0.08 20.67 31 12.4



g11 = g a + gb = 0.048 + 0.032 = 0.08 g12 = g 21 = −0.032 g 22 = gb + g c = 0.032 + 0.08 = 0.112 6.2. CONEXIONES DE CUADRIPOLOS a).



Conexión en Serie:



⎡V 1 ⎤ ⎛ r1 1 a + r1 1 b = ⎜ ⎢V ⎥ ⎝ r2 1 a + r2 1 b ⎣ 2⎦ Ya que: V1 = V1a + V1b



r1 2 a + r1 2 b ⎞ ⎡ I 1 ⎤ ⎟ r 2 2 a + r 2 2 b ⎠ ⎢⎣ I 2 ⎥⎦ y
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Teniendo en cuenta que:



I1 = I1a = I1b



y



I 2 = I 2 a = I 2b



Y sumando las ecuaciones de parámetros “r” para cada cuadripolo correspondiente. b).



Conexión en Paralelo:



⎡ I 1 ⎤ ⎛ g 1 1 a + g 1 1b ⎢I ⎥ = ⎜ g ⎣ 2 ⎦ ⎝ 2 1 a + g 2 1b Ya que: I1 = I1a + I1b



g 1 2 a + g 1 2 b ⎞ ⎡V1 ⎤ ⎟ g 2 2 a + g 2 2 b ⎠ ⎢⎣ V 2 ⎥⎦ y



I 2 = I 2 a + I 2b



Teniendo en cuenta que:



V1 = V1a = V1b



y



V2 = V2 a = V2b



Y sumando las ecuaciones de parámetros “g” correspondiente para cada cuadripolo.
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d).



Conexión en cascada:



Teq = TA × TB producto matricial.



Las corrientes de salida se redefinen como saliendo y se pueden conectar varios cuadripolos en cascada. c).



Conexión en Serie - Paralelo:



⎡V 1 ⎤ ⎛ h1 1 a + h1 1 b = ⎜ ⎢I ⎥ ⎝ h 2 1b + h 2 1b ⎣ 2⎦ Ya que: V1 = V1a + V1b



h1 2 a + h1 2 b ⎞ ⎡ I 1 ⎤ ⎟ h 2 2 a + h 2 2 b ⎠ ⎢⎣ V 2 ⎥⎦ y



I1 = I1a = I1b



Considerando que: V2 = V2 a = V2b



y



I 2 = I 2 a + I 2b



En las ecuaciones de parámetros híbridos para cada cuadripolo individualmente.
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6.2. CUADRIPOLOS SIMÉTRICOS Un cuadripolo es simétrico cuando su parámetro de entrada es igual al parámetro de salida:



r1 1 = r 2 2 g 11 = g



22



Esto supone disposiciones internas de elementos a partir del centro de la red de igual forma hacia las salidas.



El eje de simetría de transferencia divide en 2 partes iguales al cuadripolo; lo cual permite estudiar solamente media red pues en la otra mitad sucede lo mismo. 6.3. TEOREMA DE BARTLETT. Se refiere a un circuito simétrico de 4 resistencias que representan a cuadripolos con simetría de transferencia.
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Como se observa, tiene simetría de transferencia.



r1 1 =



R



r1 2 =



R



x



+ R



y



= r2 2



y



2 − R



x



= r2 1



2



Circuito “T” equivalente:



Estudiamos media red (por simétrica).
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Toda red que presente simetría de transferencia puede ser representada por una red de 4 resistencias simétricas tipo enrejado, donde Rx es la existencia de media red a circuito abierto; de donde se obtiene el circuito “T”. Ejemplo # 1: Aplique el teorema de BARTLETT en el siguiente ejercicio.



Solución: 1°.- Media red a circuito abierto.
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2.-



Media red a corto circuito.



Enrejado equivalente



Rx + Ry



8.4 + 14 = 11.2Ω = r22 2 2 R + Rx 14 − 8.4 r12 = y = = 2.8Ω = r21 2 2 r11 =



=
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Ejemplo # 2: Hallar el circuito enrejado equivalente y los parámetros r.



Solución: Como es un cuadripolo simétrico; estudiamos media red:



•



Media red a corto circuito.



Rx = Re nt = (10 & 10) = 5Ω



•



Media red a circuito abierto.



Ry = Re nt = 10Ω
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Enrejado equivalente:



Circuito T equivalente:



5 +10 = 7.5 Ω = r22 2 10 − 5 = 2.5 Ω r12 = r21 = 2 r11 =



Π equivalente y las Se puede relacionar con un circuito conductancias del enrejado BARTLETT equivalente:
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CAPITULO VII



CIRCUITOS TRANSITORIOS DE PRIMER Y SEGUNDO ORDEN 7.1. FUNCIONES SINGULARES. En los circuitos eléctricos las funciones de excitaciones y respuesta son tensiones y corrientes que varían con el tiempo: μ = μ (t ) I = i(t ) Estas funciones se representan en forma grafica y analítica (formas de onda). Llamaremos derivada respecto al tiempo de una forma de onda a la expresión analítica de la derivada o bien a la representación grafica de esta ultima. Las ondas utilizadas en circuitos se clasifican según el signo de la magnitud que la representa y así se tienen: a) b)



ondas bidireccionales de corriente alterna en la que la magnitud toma valores positivos y negativos. ondas unidireccionales en la que la magnitud que representa siempre toma una única polaridad.



Otra clasificación podría ser: a) ondas periódicas que se repite a intervalos regulares de tiempo. b) ondas no periódicas que no representa ciclos de repetición. Las funciones singulares son funciones especiales, que se expresan en el tiempo. Tenemos las siguientes funciones singulares:
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1. 2. 3.



Función Escalón. Función Impulso. Función Rampa.



1)



FUNCIÓN ESCALÓN: μ−1 (t ) Esta función vale cero para tiempos negativos y una cantidad constante “1” para tiempos positivos. u −1 (t )



Conexión de una fuente en t = 0



2)



FUNCIÓN IMPULSO: matemáticos)



u 0 (t )



≡ δ (t ) (para



los



⎧⎪∞, t = 0 neto ku0 (t ) = ⎨ ⎪⎩0, t ≠ 0 neto 0 neto : Se llama



al instante preciso donde actúa la función



impulso.



0 − < 0 neto < 0 + Relación de la función Escalón e Impulso u 0 (t ) =



du − 1 ( t ) dt



Lógicamente
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ku 0 (t ) = ku0 (t ) =



⇒



kdu −1 (t ) dt



kdu−1 (t ) dku−1 (t ) = dt dt



u −1 ( t ) =



∫



0+



0−



u 0 (t ) = 1



→



El área de un impulso es la unidad



3)



FUNCIÓN RAMPA: ku − 2 (t )



⎧⎪ kt , ∇t > 0 + ku−2 (t ) = ⎨ + ⎪⎩0, t < 0 u −2 (t ) = ∫ u −1 (t )dt = ∫ ∫ u −1 (t )dt Ejemplo # 1: Determinar la derivada de la función:



f (t ) = − 8u −1 (t )



D [ f (t ) ] = −8u 0 (t )
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Ejemplo # 2: Expresar la siguiente curva, empleando funciones singulares



Solución:



f (t ) = 2 μ − 2 (t + 2) − 2 μ − 2 (t − 2) El primer término indica una rampa adelantada 2 segundos (u-2(t+2)) de pendiente 2 y el segundo en otra rampa negativa atrasada 2 segundos después de t=0 y de pendiente 2; que neutraliza la tendencia a subir de la función anterior, dejando a f(t) en un valor constante; producto de la pendiente desde t=-2 hasta t=2. 7.2



COMPORTAMIENTO DEL INDUCTOR Y CONDENSADOR (en t = 0 y t = ∞ ) En todo sistema eléctrico o electrónico las bobinas se oponen al cambio brusco, manifestándose como un circuito abierto. En cambio el condensador se comporta contrariamente que las bobinas, en el momento que hay un cambio brusco, se van a querer cargarse, manifestándose como un corto circuito.
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ELEMENTO



−



t



+



= 0



t



= 0



t = ∞



t = 0− : tiempo inmediato anterior al cambio brusco



7.3. TRANSITORIOS DE PRIMER ORDEN. Son llamados así cuando involucran a una sola clase de elementos almacenadores. Ya sea R – C o R – L excluyentemente. También, deben su nombre a que en la ecuación de equilibrio que lo gobierna es una Ecuación Diferencial de PRIMER ORDEN. Sea la red R – L: Que al conectar la fuente de tensión, se genera al transitorio: Para t ≥ 0 se puede escribir:



V = VR + VL



V = i. R + L
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Despejando la función corriente:



V − i. R = L



di ⎛R ⇒ ⎜ dt ⎝L



di ⎞ dt = ⎟ ( VR − i ) ⎠



Integrando la función para t ≥ 0 i ( t ) di R R dt t = ⇒ − ∫ ∫ V L L i(0) R − i t



t



0



⎡V ⎤ = ln ⎢ − i ⎥ ⎣R ⎦



i (t )



i(0)



Tomando logaritmos se tienen:



⎛V ⎞ − i (t ) ⎟ ⎜ R ⎛R⎞ ⎠ − ⎜ ⎟ t = Ln ⎝ ⎛V ⎞ ⎝L⎠ − (0) i ⎜ ⎟ ⎝R ⎠



⇒



e



− ( R )t L



V − i (t ) R = V − i (0) R



Despejando



V ⎛V ⎞ − RL ( t ) i ( t ) = − ⎜ − i (0) ⎟ e R ⎝R ⎠ Si identificamos con las condiciones de contorno: i (0) = 0 Por consiguiente L como un circuito abierto i (∞) =



V Por comportarse L como un corto circuito R



i ( t ) = i ( ∞ ) − [i ( ∞ ) − ( 0 ) ] e



−



R L



(t )



De donde se obtiene la formula general para los sistemas de primer orden:



f (t ) =



f (∞ ) −



[



f ( ∞ ) − ( 0 ) ]e
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Donde: τ = Constante de tiempo que para el caso R – L es igual al cociente (L/R) se da en segundos. Trabajando sobre la formula de la corriente: −t ⎤ V⎡ i (t ) = ⎢1 − e τ ⎥ R⎣ ⎦



Podemos tabular algunos valores para hacer una gráfica: t = 0 →



i(0 ) = 0



V ⎧ 1 ⎨1 − R ⎩ e V ⎧ t = 2 τ → i (τ ) = ⎨1 − R ⎩ V ⎧ t = 3 τ → i (τ ) = ⎨1 − R ⎩ V ⎧ t = 4 τ → i (τ ) = ⎨1 − R ⎩



t = τ →



i (τ ) =



V ⎫ .0 .6 3 2 1 2 ⎬ = R ⎭ 1 ⎫ V = .0 .8 6 4 6 6 2 ⎬ e ⎭ R 1 ⎫ V .0 .9 5 0 2 1 = 3 ⎬ e ⎭ R 1 ⎫ V .0 .9 8 1 6 8 = 4 ⎬ e ⎭ R



V ⎧ 1 ⎨1 − R ⎩ e5 V ⎧ 1 t = 6 τ → i (τ ) = ⎨1 − R ⎩ e6 V t = ∞ → i(∞ ) = R t = 5τ →



i (τ ) =
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Podemos definir la constante de tiempo τ como: τ = Tiempo que demora en desarrollarse el 63% de una oscilación. Transitoria de 1º orden = L/R ts = 5τ = Tiempo de asentamiento, en que se ha alcanzado el estado



estable con una aproximación menor que el 1%. Se considera para fines prácticos que ya el transitorio termina.



-



Si queremos calcular la tensión en la bobina. 1



⎡⎛ V ⎞ −t ⎤ di VL V L = L ( ) = L ⎢ ⎜ ⎟ {1 − e τ } ⎥ = dt Rτ ⎣⎝ R ⎠ ⎦ -



e



−t



τ



= V .e



−t



τ



Si queremos verificar la validez de la formula general VL (0) = V



Por que L se comporta como circuito abierto y toma la tensión de la Fuente.



VL (∞) = 0



Pues L tiende a ser corto circuito.
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Reemplazando en la formula general:



V L (t ) = VL ( ∞ ) − (V L ( ∞ ) − (0))e V L (t ) = 0 − (0 − V )e V L (t ) = V .e



− ( RL ) t



− ( RL ) t



− ( RL ) t



OBSERVACIONES: Como la grafica de los transitorios de 1er orden responden a la misma formula general, tienen las mismas características, solo que dependiendo del valor inicial y final se orientan en forma creciente o decreciente. Nótese también que si derivamos la función en el instante inicial , la pendiente será una recta que intercepta al eje de tiempo justo en t = τ De igual manera, el derivamos para el instante t = τ la recta correspondiente cruzara el eje horizontal en t = 2τ y así sucesivamente para cada tramo de τ segundos. Ejemplo: Calcular la corriente I(t) en el siguiente circuito R – L .
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Solución: Podríamos plantear 2 mallas con ecuaciones diferenciales, pero; podemos obtener un thevenin equivalente para la parte resistiva y formar una sola malla con la bobina como incógnita, como el circuito que hemos estudiado:



Vth = 12.



6 = 8volt 6+3



Para t mayor que 0 Vth = 8μ −1 (t )



Req = 2 +



El circuito thevenin equivalente será:
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donde :



I (0 ) = 0 8 = 2amp. 4



I (∞ ) =



y



τ=



L = 2 seg . R



Aplicando la formula general:



I (t ) = i(∞) − [i(∞) − i(0)] e



− τt



− 2t



I (t ) = 2 − (2 − 0)e −t



I (t ) = 2(1 − e 2 ) En este caso ha resultado que la función es ascendente, que es desarrolla en un 63% el cambio de 0 a 2amp. en τ = 2seg. y podemos considerar estado estable cuando transcurran 5τ = 10 segundos como fin del transitorio. CIRCUITO R-C



Cuando se hace la conexión de la fuente, se genera un transitorio y aparece una corriente i(t) por lo que , en la malla:



V = VR + VC
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V = iR +



1 C



∫ idt



Derivando toda la ecuación:



0 = R



di i + dt C



⇒



−1 di dt = RC i



Integrando ambos miembros t



∫ 0



−1 dt = RC



i (t )



∫



i(0)



di i (t ) i (t ) = ln i i ( 0 ) = ln i i (0)



Tomando exponenciales



e



−



t RC



=



i (t ) i (0 )



De donde:



i (t ) = i (0)e



t − RC



Verificando con la formula general de sistema de 1er orden: i (0) =



V R



ya que el C es como un corto circuito



i (∞) = 0 ya que el C es como un circuito abierto



τ = RC constante de tiempo de un circuito R-C
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Por lo tanto:



⎛ V⎞ −t i (t ) = 0 − ⎜ 0 − ⎟ e RC R⎠ ⎝



⎛V ⎞ − t ⇒ i (t ) = ⎜ ⎟ e RC ⎝R⎠



Si queremos calcular la tensión en el condensador



iC = C



d VC dt



⇒ VC =



1 C



∫ id t =



1 C



V ∫R



e



−



t RC



dt



Integrando:



V τV − t −t (−τ )e RC = − (e RC −1) RC RC 0 t



V C ( t ) = V (1 − -



−



e



t RC



)



Nuevamente comprobamos con la formula general : VC (0) = 0 , pues el C es como corto circuito VC (∞) = V , pues el C es como circuito abierto y toma la tensión de la fuente τ = RC = constante de tiempo en redes R-C



VC ( t ) = VC ( ∞ ) − (VC ( ∞ ) − VC (0)) e VC ( t ) = V (1 − e -



-



-



− t RC



−t



τ



)



Las graficas y conclusiones son las mismas que para un circuito L – R ya que responden a la misma formula general de los sistemas de 1er orden. Se pueden reducir los circuitos mediante todos los teoremas vistos y su aplicación analógica, para reducir redes a esta forma general Las deducciones son las mismas para circuitos paralelos tanto R – L como para R – C.
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7.4. CIRCUITOS DE SEGUNDO ORDEN. CIRCUITOS R – L – C: Desarrollaremos un circuito típico en serie, considerando que puede ser mas complicado; pero por análogos o propiedades de redes lineales siempre se puede hacer ese equivalente o el dual que sería la conexión paralelo. Sea la red: Para T ≥ 0 se forma una malla:



V = VR + VL + VC V = iR + L



di 1 + dt C



∫ id t



Derivando toda la ecuación:



di di2 i 0 = R + L + dt dt 2 C La solución por métodos de las ecuaciones diferenciales se obtiene;



i = it + i s i t = solución transitoria (Homogénea o natural ) i s = solución estacionaria (Particular o forzada)
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Para la solución homogénea: i = e pt P = parámetro cualquiera que depende de la red reemplazando y derivando en la ecuación diferencial



0 = Rpi + Lp 2 i +



1 1⎤ ⎡ i ⇒ 0 = ⎢ p 2 L + Rp + ⎥ i C C⎦ ⎣



Como i ≠ 0 ya que es una respuesta del sistema



1 = 0 c



p 2 L + Rp + Desarrollando:



p 1, 2 =



− R ±



R



2



− 4 ( CL )



2L



R = − ± 2L



2



1 ⎛ R ⎞ ⎟ − ⎜ LC ⎝ 2L ⎠



Si denominamos:



α = Coeficiente de amortiguamiento α ω 0 = frecuencia de resonancia ω 0 =



p1 , 2 = − α ±



=



R 2L



1 rad / seg . LC



α 2 − W o2



Como se observa depende solo de la red y su naturaleza la da el discriminante radical.



α > w o (sobre -amortiguado) 1er caso: Se obtiene soluciones de reales y negativas; por lo que el transitorio queda como la combinación de ellas:
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i T = Ae



⎛⎜ − α + ⎝



α



2



− w o2 ⎞⎟ t ⎠



+ Be



⎛⎜ − α − ⎝



α



2



− w o2 ⎞⎟ t ⎠



La solución estacionaria es una familia de la excitación; como en este



iS = i (∞ ) y haciendo la combinación



caso es una constante: general:



i T = Ae



⎛⎜ − α + ⎝



α



2



− w o2 ⎞⎟ t ⎠



+ Be



⎛⎜ − α − ⎝



α



2



− w o2 ⎞⎟ t ⎠



+ i(∞ )



Dependiendo del valor en infinito, la solución es una combinación de 2 exponenciales amortiguadas. 2doCaso: (α = wo ) Amortiguamiento Crítico: Existe una solución p = −α y para completar la otra, en la ecuación diferencial, se asume como solución el producto de la variable por la función anterior; entonces, en general:



i = Ae



−αt



+ Be
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La solución adicional homogénea; adiciona una rampa que se atenúa exponencialmente; de este caso, generando un sobrepico.



3er Caso: (α < wo ) (Sub-amortiguamiento) Las dos soluciones de p complejas conjugadas y se puede acomodar:



p1 = −α ± j wo2 − α 2 = −α ± jw ω = frecuencia de oscilación =



ω o2 − α



j = −1



2



La solución general se puede escribir:



i = Ae ( − α + jw ) t + Be ( − α − jw ) t + i ( ∞ )



i = e − α t ( Ae jwt + Be − jwt ) + i ( ∞ ) Utilizando las formulas de Euler:



i = e − α t ( A (cos ω t + jsenω t ) + B (cos ω t − jsenω t )) + i ( ∞ ) i = e − α t [( A + B ) cos ω t + j ( A − B ) senω t ] + i ( ∞ )
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Como la solución debe ser real; A y B deben ser complejos y conjugados; por lo que se puede hacer la transformación:



C1 C − j 2 2 2 C C B= 1+ j 2 2 2 A=



⎫ ( A+ B )=C 1 ⎪⎪ ⎬ ⎪ ⎪⎭ j ( A − B ) = C 2



i = e − α t [ c1 cos ω t + c 2 senω t ] + i ( ∞ ) Sumando las partes trigonométricas en forma fasorial:



i = e − α t [ k ( senwt + φ )] + i ( ∞ ) Donde:



k=



C12 + C 22



y



φ = arctg



C1 C2



Obsérvese la oscilación natural y los sobrepicos que se producen hasta quedar en estado estable: i( ∞ ). El estado en cada uno de estos casos es función de los elementos de la red y no de la excitación. Observemos el caso paralelo:
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Ejemplo: Calcular la tensión en el condensador en: I =2 R=2 L = 1/3 C = 1/12



Solución: Del diagrama topológico podemos deducir que con una ecuación de nodos es suficiente y planteamos para t ≥ 0 :



I = iR + iL + iC I=



Derivando:



1 dv 1 d 2v 0= + V +C 2 R dt L dt = e



pt



⇒ 0 = Cp



2



Asumiendo solución exponencial: V



0=



1 1 pV + V + Cp 2V L R



0 = p2 +



V 1 dv + ∫Vdt + C R L dt



1 1 p + V RC LC
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Solucionando:



p1,2 = Donde



−( RC1 ) ± ( RC1 )2 − 4( LC1 )



y



2



p1,2 = −α ± α 2 − w02



α = coeficiente de amortiguamiento = ω0 = frecuencia de resonancia



rad = seg



1 2 RC 1 LC



Nótese que a partir de p todos los resultados son análogos y solo difieren en α para el circuito serie y paralelo. Determinando:



α =



1 1 = =3 1 2 RC 2 ( 2 )( ) 12



y



ω0 =



Caso sub-amortiguado con (α < w0 )



ω = ω o2 − α 2 = 36 − 9 ⇒ ω = 5 La respuesta de tensión debe tener la forma:



V (t ) = e −3t [C1 cos 5t + C 2 sen 5t ] + V ( ∞ ) Con las condiciones iniciales y finales: V(0) = 0, pues C es un corto circuito V( ∞ )= 0, pues L es corto circuito
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i (0) dv (0) = c dt c



(Ley de Faraday en t=0)



⎛ dv ⎞ iC = C ⎜ ⎟ ⎝ dt ⎠ y como ic (0) = I = 2



dv 2 ( 0 ) = 1 = 24 dt 12 Operando sobre la solución V(t):



V (0) = 0 = 1[C1 + 0] + 0 = 0..................C1 = 0



D ⎡⎣ V ( t ) ⎤⎦ = e − α t [ C 2 ω c o s ω t − α C 2 s e n ω t ] 24 D V( 0 ) = 1[C 2 (5) − 0 ] = 24 .......... .......... ...C 2 = 5



[ ]



La solución completa es:



V (t ) = 4 .8 e −3 t sen 5t



Para todo t ≥0
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Operando sobre R podemos regular el caso de amortiguamiento, para cada forma de onda, en un sistema dado. Según requiramos; ya que α=



1 R caso serie y α = en paralelo podemos obtener respuestas 2L 2 RC



sobre amortiguadores, criticas u oscilantes o sub-amortiguadores. 7.5. CIRCUITOS ACOPLADOS. Para acoplar energía de una red a otra, se utiliza varios métodos como son: el resistivo (potenciómetro), el capacitivo (condensador de paso), el inductivo (auto transformador), el óptico. Pero existe una corriente en la existe una corriente en al que se consigue aislamiento eléctrico y el acople se realiza mediante un flujo asimétrico que se transfiere de una bobina a otra.



Cada forma tiene sus propias ventajas y desventajas, de acuerdo a los elementos utilizados, siendo el más interesante el magnético por no necesitar ninguna conexión eléctrica para transmitir energía entre 2 bloques. Considerando dos bobinas arrolladas sobre un núcleo:
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i1: inductor i0: inducido



a)



Al aplicar una excitación a la bobina L1:



V1 = L1



di1 = L1i1' dt



Se genera un campo magnético (ley de Lenz) que al formar su trayectoria cerrada pasa por la bobina L2 en donde provoca una reacción en forma de tensión inductiva:



V



2



= M



d i1 dt



Donde: M es una constante de relación entre la excitación y la respuesta y depende de la construcción del dispositivo en estudio. Por tener analogía con la ley de Lenz, se le denomina coeficiente de inductancia mutua y debe tener unidades de Henrios io es una corriente inductiva y el sentido es contrario a la regla de la mano derecha, por ser una reacción.
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b)



Apliquemos ahora una excitación a la bobina L2: N1, N2: # de espiras



La corriente y tensiones como excitación en L2 son:



V2 = L2



di2 = L2i2' dt



Se genera una campo magnético φ2 que al pasar por la bobina L1 provoca una fuerza electromotriz de reacción en forma tensión V1.



V1 = M
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Donde: M nuevamente es la relación entre excitación y respuesta y por depender de las características geométricas y físicas del dispositivo, es la misma que para el caso anterior.



-



•



i0: es una corriente inductiva, que circula por aparecer la tensión V1 en la bobina L1. Por ser de reacción, es contraria a la regla de la mano derecha en relación al flujo circulante.



Sumando las partes a) y b) tendremos un equivalente en forma de cuadripolo para este circuito acoplado:



V1 = L1i1' + Mi2' V2 = Mi1' + L2i2' • • •



•



Los puntos indican por donde se devana el arrollamiento en el mismo, sentido sobre el núcleo. Se acostumbra a utilizar material magnético para compactar más líneas de flujo y minimizar las fugas. Algunas literaturas definen a los puntos como los bornes por donde, al entrar corriente por uno de ellos, hace que salga una corriente inductiva por el otro punto, y viceversa. Otra forma es definir los puntos como los bornes que: al entrar corriente por ambos, se generan campos magnéticos opuestos, de acuerdo a la regla de la mano derecha.
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• •



Todas estas conclusiones son verdaderas y se pueden verificar en los gráficos a) y b). Nótese el sentido de las corrientes en los bornes del cuadripolo que concuerda con las variables definidas.



CIRCUITO EQUIVALENTE CON FUENTES INDUCIDAS De acuerdo a las ecuaciones, podemos dibujar un equivalente utilizando el teorema de sustitución para la componente de inducción en cada lado:



V1 = L1i1' + Mi2' V2 = Mi1' + L2i2' Este circuito puede ser utilizado para cualquier fin ya que representa al acoplamiento como un cuadripolo además de conservar el aislamiento eléctrico entre entrada y salida.
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CIRCUITO EQUIVALENTE ACOPLADO



“T”



PARA



UN



CIRCUITO



Haciendo analogía con los parámetros “ r “ de un cuadripolo:



V1 = r11i1 + r22 i2 V 2 = r21i1 + r22 i2



Por Analogía:



r11 ≅ L1



⎫ ⎪ r12 ≅ r21 ≅ M ⎬ ⎪ r22 ≅ L2 ⎭ •



Los circuitos equivalentes anteriores pueden ser utilizados indistintamente y según convenga; ya que en uno de ellos hay aislamiento efectivo y el otro permite reducciones conocidas entre entrada y salida.



•



Se acostumbra denominar TRANSFORMADOR a estos dispositivos por la posibilidad de aumentar ó disminuir un voltaje alterno de acuerdo al número de espiras en cada devanado.
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En forma idealizada:



V1 N1 I 2 = = =a V2 N2 I1



P = V1I1 = V2 I 2 Considerando pérdidas nulas y N1 y N2 el número de espiras de cada devanado inductivo.



•



Se pueden hacer acoples múltiples, regulaciones sobre N2 como también salidas como tomas centrales; tal como lo indica la siguiente figura:
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CONEXIÓN DE BOBINAS ACOPLADAS a)



Conexión Serie – Aditiva :



Se puede desarrollar el equivalente con fuentes inducidas tal como se muestra a continuación:



i = i1 = i2 V = Leq . Leq . =



Por mallas:
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V = L1 + i1' + Mi2' + L2i2' + Mi1' V = ( L1 + L2 + 2M )i ' Leq. = L1 + L2 + 2M •



En este caso, el acople mutuo tiene un efecto de suma sobre la conexión normal es serie de las bobinas.



b)



Conexión Serie – Sustractiva :



Al desarrollar con fuentes equivalentes, nos damos cuenta que la bobina L2 está conectada con los bornes invertidos respecto al circuito anterior:
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i = i1 = − i 2 L eq . =



V i'



Por mallas:



V = L1i1' + Mi2' − Mi1' − L2i2' V = ( L1 + L2 − 2M )i ' Leq = L1 + L2 − 2M •



El efecto del acoplamiento mutuo se nota esta vez disminuyendo el equivalente de la conexión serie L1 y L2.



c)



Conexión Paralelo – Aditivo :



Igualando tensiones y obteniendo la suma de corrientes se puede llegar a determinar que:
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L1.L2 − M 2 Leq = L1 + L2 − 2 M •



Nótese que si L1 = L2 = L el equivalente quedaría:



L eq



L M = + 2 2



Donde el efecto mutuo se adiciona a la conexión paralela. d)



Conexión Paralelo – Sustractivo:



Desarrollando en forma parecida a la anterior, considerando que una de las bobinas está en sentido contrario, se obtiene:



L1.L2 − M 2 Leq = L1 + L2 + 2 M •



Obsérvese que en este caso, si L 1 = L 2 = L el equivalente queda:
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L eq



L M = − 2 2



En donde el acople mutua afecta en forma negativa a la conexión paralela de las bobinas netas L1 y L2 De cualquier otra forma, notar que el denominador es mayor que el caso anterior. e)



Conexión con Secundario a Corto Circuito :



Desarrollando la malla del secundario, y reemplazando en el primero; se puede obtener que:



L1.L2 − M 2 M2 = L1 − Leq = L2 L2 •



Esta es una forma muy utilizada para calcular el equivalente hacia la fuente acoplada con un transformador :
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Donde:



L eq



M 2 = L2 − L1



RESUMEN DE LAS FORMULAS a)



Serie – Aditivo.



Leq = L1 + L2 + 2M 2 ≥ 0 Solo se necesita que M ≥ 0 b)



Serie – Sustractivo.



Leq = L1 + L2 − 2 M ≥ 0 Solo necesita que:



M ≤ c)



L1 + L 2 2



Paralelo – Aditivo
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L eq



L1 .L 2 − M 2 = ≥0 L1 + L 2 − 2 M



Considerando que el denominador debe ser mayor que cero, por el caso anterior, se deduce que:



M ≤ d)



L1 .L 2



Paralelo – Sustractivo



L1 .L 2 − M 2 ≥0 = L1 + L 2 + 2 M



Leq



Está restringido por los casos anteriores e)



Acoplamiento a corto circuito.



L eq



L .L − M = 1 2 L2



2



≥0



En las dos últimas fórmulas no hay mayores restricciones para M, quedando limitada a mayor que cero y menor que la media aritmética y la media geométrica de L1 y L2. De las restricciones propuestas:



M ≥ 0; M ≤



L1 + L 2 yM 2



Las que concuerdan con las tres son:
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0≤ M ≤



L1 . L 2



Donde; el coeficiente M queda limitado a mayor que cero y menor que la media geométrica de las bobinas. También se puede escribir:



M = k L1 .L2 Donde K= coeficiente de acoplamiento



0 ≤ k ≤ 1 Nos indica la proporcionalidad de acoplamiento respecto a una construcción ideal, sin perdidas; que sería M máximo. Si K = 1



máximo acople M = L1.L2



Si K = 0



no hay acople M = 0



Si K = 0.5



50% de perfección de acople y 50% de fuga que no se conectan entre bobinas.



Si K = 0.7



70% de acople entre bobinas.



k =



M L1 .L 2



Se puede dar el dato de K en vez de dar M y el problema se puede considerar con los datos completos.
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Para transformadores de potencia; se requiere mínimas perdidas; por lo que K toma valores de 0.9 a 0.98. Para transformadores de audio K varía de 0.7 a 0.9 •



En transformadores de Radio Frecuencia R – F puede tener valores menores pues las pérdidas no son considerables y los materiales magnéticos (FERRITAS Y AIRE) son orientados en su construcción a ser buenas antenas y no de potencia.
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TIPOS DE TRANSFORMADORES Transformador de voltajes



Transformadores toroidales



Transformador de Ferrita



Transformador Trifasico



7.6 TRANSFORMADA DE LAPLACE Según las matemáticas aplicadas se definen las leyes de OHM, LENZ y FARADAY como:



V = iR



VL = L
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di dt



V ( s ) = RI ( s )



V ( s ) = SL ⋅ I ( s )
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iC = C



dv dt



I ( s ) = SC ⋅ V ( s )



Impedancia en transformadas de Laplace: ( Z ( s ) ) Se denomina así a la relación entre Vs y Is y tiene comportamiento y ohmios.



V ( s) =R I (s) V (s) Z= = SL I (s) Z=



Z=



V (s) 1 = I ( s ) SC



Este método es bastante operativo, abstrayéndonos del análisis del comportamiento circuital y llevándonos a soluciones en el terreno matemático; pero su importancia es útil cuando las ecuaciones diferenciales se complican (varias mallas y/o nodos). Ejemplo: Calcular I2 en la siguiente red.
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Solución:



2 ⎛ ⎡10 ⎤ ⎜ 2s + 2 + s ⎢ 5 ⎥=⎜ ⎢ ⎥ ⎜ 2 ⎣ 0 ⎦ ⎜ −2 − s ⎝



2 ⎞ s ⎟ ⎡ I1 ⎤ ⎟= 2 2 ⎟ ⎢⎣ I 2 ⎥⎦ 2+2+ + ⎟ s s⎠ −2 −



⎛ 2 s 2 + 2 s + 2 10 ⎞ ⎜ ⎟ s s ⎟ ⎜ ⎜ −2 s + 2 0 ⎟⎟ ⎜ 10(2 s + 2) s ⎠ = I2 = ⎝ 2 ⎛ 2 s + 2 s + 2 2 s + 2 ⎞ (2 s 2 + 2 s + 2)(4 s + 4) − (2 s + 2)(2 s + 2) ⎜ ⎟ s s ⎜ ⎟ − + + 2 s 2 4 s 4 ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ s s ⎠ ⎝ 1 20(s +1) 5 2.5 I2 = = 2 = 2 1 1 2 + + 2 s s 1 s + 2 s+ 2 ⎡ ⎤ 4 ⎣2(s + s +1) − (s +1)⎦ (s +1)
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Completando cuadrados y aplicando transformada inversa.



I2 =



2 .5 7 4



×



7 4



( 5 + 14 )



2



+



( ) 7 4



2



⎡ 10 − 4t ⎤ 7 (t ) ⎥ i2 ( t ) = ⎢ e sen 4 ⎣ 7 ⎦ • •



Obsérvese que no necesitamos análisis circuital, pero si tablas de transformada de Laplace. También puede hacerse considerando las impedancias como análogos de resistencias y aplicando divisores de corriente como:



Z eq.



(2 + 2s )(2 + 2s ) 1 2s 2 + s + 1 = 2s + = 2s + 1 + = 4 + 4s s s IT =



10 S 2 S 2 + S +1 S



IT =
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V (s) Z eq .



10 2s 2 + s + 1
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Y por divisor:



(2 + S2 ) 5 I 2 = I1 . = 4 + S4 2s2 + s + 1 Es el mismo resultado al anterior antes de aplicar la transformada inversa de Laplace y completar cuadrados en el denominador. Su gran utilidad en esta variante es la facilidad de trabajar con cualquier forma de onda, donde se aplique la transformada de Laplace.
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TABLA TRANSFORMADA DE LAPLACE Item 1



f(t)



F(s)



f (t )



F (s) =



2



a1 f1 (t ) + a2 f 2 (t )



3



d f (t ) dt dn f (t ) dt n



4 5



∫



t



0



−



∫



∞



0



−



f ( t ) e − st dt



a1 F1 ( s ) + a 2 F2 ( s ) sF ( s ) − f (0 − ) n



s n F (s) − ∑ s n− j f



j −1



(0 − )



j =1



1 F (s) s



f (r )dr



6



(−t ) n f (t )



7



f (t − a )u (t − a )



8



eat f (t ) δ (t )



F (s − a)



10



dn δ (t ) dt n



sn



11



u (t )



1 s



lim f (t ) = lim sF (s)



lim f (t ) = lim sF ( s )



13



t



14



t n n !



1 s2 1



9



12



15



t →0+



dn F (s) ds n e − as F ( s ) 1



s →∞



t →∞



s→0



s



e − at



n +1



1 s+a 217
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Item 16 17



f(t)



F(s)



1 ( e − at − e − β t ) (β − α )



1 ( s + α )( s + β )



sen (w t )



w s + w2 s 2 s + w2 a 2 s − a2 2



18



cos( wt )



19



s in h ( a t )



20



cos h (at )



s s − a2 w (s + a)2 + w2 2



21



e − at sin wt



22



e − at cos wt



23



e − att n n!



24



t sin wt 2w



s+a ( s + a ) 2 + w2 1 ( s + a ) n +1 s 2 (s + w2 )2
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