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 Prefacio



Al escribir este libro hemos querido proporcionar a las escuelas técnicas un texto ajustadó a 'sus necesidades, que abarque el programa usual de ecuaciones diferenciales ordinarias, para desarrollarlo en un semestre de estudio. Este progranla está contenido en los seis primeros capítulos, pero hemos creído conveniente adicionarlo con un séptimo capítulo que trata de l~s.ecuaciones de Legendre y, de Bessel y un octavo en el cual se hace una introducción al estudio de las ecuaciones diferenciales parciales. Creemos que el libro completo puede constituir todavía un programa semestral si se conviene en un estudio más intensivo. El capítulo tercero, que trata de los métodos gráficos y de aproximación, tiene principalmente un fin informativo, pero de él puede prescindirse en la programación, exigiendo simplemente que el alumno presente en el curso del semestre algunos de los trabajos allí indicados. Hemos procurado especialmente obtener un orden en la presentación de los temas que facilite al alumno la comprensión cabal de los mismos. Igualmente nos hemos esforzado en presentar un número suficiente de problemas y ejercicios, debidamente graduados, para que el alumno pueda fijar con claridad las ideas expuestas en la teoría. En cada sección se han incluido ejercicios y problemas resueltos y al final, de cada una se proponen los problemas, cuyas respuestas, cuidadosamente revisadas, se publican al final del libro. Se ha tenido cuidado de que los problemas y ejercicios propuestos lo sean sobre cuestiones que interesen al ingeniero y sirvan luego al estudiante cuando avance en los estudios que haya de hacer en las asignaturas técnicas. He1110Squerido darle al libro una presentación muy pulcra y un formato que facilite su lectura. La buena calidad de la edición perrnitir:', conservarlo mucho tiempo y emplearlo para refrescar los couocimiemos cuando el estudiante haya dejado la escuela.
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Prefacio



Es el propósito de los autores que este libro sea el primero de una colección de textos sobre las distintas ramas de la Matemática que hoy se estudian en nuestras Facultades e Institutos. Finalmente, agradecemos muy cordialmente su colaboración al ingeniero Jaime Malpica quien se encargó de corregir los originales. Arturo Ramírez Montúfar Yu Takeuchi Carlos Ruiz
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 CAPITULO I



Planteamiento de ecuaciones diferenciales § l-Reseña Histórica



Las ecuaciones diferenciales fueron inicialmente tratadas por Newton para estudiar el movimiento planetario. En esta época ya se habían conocido "las tres leyes de Kepler " con respecto al movimiento planetario, es decir que: 1) La órbita de un planeta es una elipse y el sol es uno de sus focos, 2) La velocidad areolar es constante, 3) Si T es el período del movimiento de un planeta y a es el eje mayor de su órbita, entonces T'~/a3 es constante para todo planeta. Utilizando las leyes de Kepler, muchas personas habrían podido demostrar que actúa una fuerza inversamente proporcional al cuadrado de la distancia entre un planeta y el sol, es decir, la .. ley de la atracción universal," pero no podían deducir las leyes de Kepler a partir de esta ley, puesto que entonces no existía método alguno para estudiar este problema del movimiento sideral. Newton completó el cálculo diferencial, que habla sido desarrollado imperfectamente, demostrando' después las tres leyes de Kepler a I partir de la ley de atracción universal. El estudio de las ecuaciones diferenciales, que se inició en la práctica después de Newton, fué progresando a medida Que se avanzó en la ciencia natural. especialmente en la física. De tal manera Que como se observa a continuación muchos problemas importantes de la física se plantean en forma de ecuaciones diferenciales, así por ejemplo, la ley del movimiento de Newton (1.687), las ecuaciones de Euler para Hidrodinámica. (1.775), de



 2



Nociones elementales



Laplace



(Laplace 1.782), de Lagrange para Mecánica Analítica. (1.788), de Poisson (1.812), la de conducción del calor (Fourier 1.812). la de Maxwell para Electrodinámica (1.864), la ecuación de Schrodinger para Mecánica Cuántica (1.926). Actualmente las ecuaciones diferenciales no solo se utilizan en el campo de la física, sino también en el de la Ingeniería, de la Química, Economía, Agronomía, etc., de ahí que su estudio sea indispensable para la especulación de toda ciencia natural. § 2-Nociones



Elementales



Las ecuaciones que contienen derivadas son llamadas ecuaciones diferenciales." Se dan a continuación unos ejemplos de ecuaciones H



diferenciales: dv dt = -g d2q L dt~



(Ecuación



dq + R dt



1_ q-



+e



(Ecuación dx dt



»r



2



ot =1(20X2



de la corriente



(Ecuación



eléctrica)



de la onda)



oqJ



O(P OX =u(x, y),



( 1)



o



dy - dt =kx



ky,



aT



de la caída de un cuerpo)



-ay = v(x, y)



(2) (3) (4)



(5 )



. Las ecuaciones diferenciales (1), (2) y (3), contienen derivadas ordinarias, de ahí que se denominen "ecuaciones diferenciales ordinarias." La ecuación (1) es de primer orden porque contiene únicamente la primera derivada. La ecuación (2) es de segundo orden. Las ecuaciones de (3) forman un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden. Por otra parte (4) Y (5) contienen derivadas parciales, por lo cual se les ha llamado ecuaciones diferenciales parciales. Considerando



la ecuación dv



dt



(1):



= -g = (constante)



~



 se observa



que La derivada



(-g) ; entonces



de v con respecto a t es una constante



v debe ser la integral v=



J (-g)



Pero como la integral anterior integraci6n debe aparecer una integración) ; por esto



de (-g): dt



(6)



es indefinida, al efectuar constante C (constante



v=-gt+C



la de



(7)



Es fácil observar que la ecuación (7) satisface la ecuaci6n (1); por tal razón la ecuación (7) se conoce como una "solución" de la ecuación (1) y el proceso de hallar una soluci6n se llama "resolver la ecuación diferencial." Como las ecuaciones diferenciales de primer orden contienen únicamente la primera derivada, para resolverlas es necesario efectuar una sola integración; por esto su solución contiene una sola constante de integración. De manera semejante, la solución de una ecuación diferencial de segundo orden contiene dos constantes de integración. Además si se da una ecuación (por ejemplo (7» que contiene una constante, puede eliminarse ésta derivando una vez, obteniendose así una ecuación diferencial de primer orden. I8-Plllnte&lnlento



de Ecuaciones Diferenciales



Para dar una idea de la utilidad de las ecuaciones diferenciales, se estudian a continuación, algunos ejemplos; (Ejemplo 1) Consideremos el problema sobre la acumulación de capital. El capital y puede tomarse como una función del tiempo t, es decir •



y=y(t)



(1)



El interés aumenta el capital y el consumo (b) lo disminuye, por tanto (incremento del capital) = (interés) - (consumo) Pero el incremento del capital es el cambio de éste con el tiempo, es decir dvld! y el inter', que el capital produce es directamente
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Platueamietuo



proporcional



al capital,



así: dy =ky-b



(2)



dI



La ecuación (2) es una ecuación diferencial de primer orden. En el capítulo JI estudiaremos el método para resolver la ecuación (2). Por ahora es fácil comprobar que la siguiente expresión es la solución de la ecuación considerada. (3)



en donde e es una constante arbitraria (constante de integración). Para determinar el valor de e, consideremos la siguiente condición: El capital inicial es Yo. es decir que para



t=o,



(4 )



Esta condición se denomina .. condición condición (4) en la solución (3) se recibe:



Inícíaf,"



Aplicando



la



b b y(O)=yo=Ceo+T=C+/i Entonces Reemplazando



C=Yu-¡¡ (5) en la solución



b



(5)



(3) se obtiene:



Y=(Yo-f )e



+ ~



( 6)



tt



En la figura 1, aparece el gráfico de la solución tres casos siguientes: (1) yu=OA>b/k (11) y~=OB=b/k (111) Yo=OC


(6) considerando



los



A



b B



JI



-~-----------------e k



continuamente.



•



(Ejemplo 2)



Consideremos un encuentro entre dos ejércitos A y B con diferente número de



Fig, J



soldados. Nos proponernos hallar el número de soldados con que cuentan los ejércitos A y B después de transcurrido un cierto tiempo.



 Plantenmlento



Suponemos



que en un momento



dado



el ejército



5



A tiene



%



soldados y el ejército B tiene y soldados. El número de proyectiles lanzados contra los soldados de A es proporcional al número de soldados de B. Por esto las bajas en el ejército A son proporcionales al número de soldados enemigos (y). Pero las bajas de A se representan como el incremento negativo del número de soldados, (- dxldt) entonces se obtiene la siguiente ecuación: dx -dt=ky En la misma forma considerando



(7)



las bajas del ejército



- CZ



=k x



B se recibe (8) I



La constante k de proporcionalidad depende de la calidad de las armas, si se acepta que A y B portan armas de igual calidad en (7) y (8) aparece la misma constante k. Las ecuaciones (7) y (8) forman lo que se llama un "sistema de ecuaciones diferencíales," solución de este sistema es;



Como se verá



en el capítulo



x=CI ekl+Cl e-t' y= -CI ett-i-C2 e-U



V la



(9)



en donde el y C2 son constantes de integración. Supongamos que al iniciarse la batalla, el ejército A tiene 500 hombres, y el ejército B tiene 400 hombres, es decir, que cuando



t=O,



x-500,



y=400



(10)



La condición (10) es la condición inicial de este problema. en (9) la condición inicial se obtiene 500=CI +e~.



Aplicando



(11)



De (11) se recibe e:=450 Ahora calculemos



el número de sobrevivientes



bat alla. es decir, cuando los soldados (y O). 1) (U> se obti me



(12) de A al terminar



de B han sido exterminados;



la
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Planteamiento



x~ -y'.!.



= {el eA:t+ e, e-l:t} 2_ {- el ekt+e2



e-kLj ~



=4e¡ C,=90000



(13)



cuando· y = O, x~= 9000, o bien



Entonces cuando



y=O,



x=300



(14)



Por esto seria errado concluir que cuando han desaparecido 400 hombres del ejército B, quedan 100 en el ejército A. (Ejemplo



3)



Hallaremos la ecuación diferencial que relacione la producción con el precio del artículo producido. Consideramos que x es el precio unitario del artículo, y que y es la cantidad de artículos producidos. Por otra parte, x, y pueden. tomarse como funciones del tiempo t. Cuando la producción (y) es excesiva el precio del artículo baja, por lo cual se puede deducir que la reducción en el precio por unidad es proporcional al número de articulas producidos. Entonces, como la reducción en el precio unitario



se representa



por =dxldt, se obtiene dx - dt =ay



lI5)



Teniendo en cuenta ahora, que en general, la producción aumenta a medida que sube el precio unitario, entonces, como el aumento de la producción es dy/dt, y si constderemo e que este aumento es proporcional al precio del artículo, se recibe •



dy -bx dt -



(16)



Las ecuaciones (15) y (16) forman una sistema de ecuaciones diferenciales, pero de acuerdo con el proceso que aparece a continuación se puede obtener a partir de este sistema una ecuación diferencial de segundo grado así: Derivando



Sustituyendo



(15) con respecto



(16) en el segundo



a t se recibe



miembro de (17)



l.



(17)



obtiene:



 (18) Esta ecuación diferencial es la ecuación y su solución es, (ver IV § 1) .1'=



de la "oscilación simple ..



A cos (v' ab t -j-a)



en donde A y a son constantes



(19)



de integración.



los valores de estas constantes es nece ..aria es decir, dar un valor determinado . X a x y a y. Como se observa en la Fig. 2, gráfica de la solución (19), el precio unitario del artículo oscila sinusoidalmente. El fenómeno de oscilación del precio se presenta, por ejemplo, en la producción agrícola.



Para



determinar



una condición



inicial,



PROBLEMAS GENERALES ( 1)



Problema sobre el aumento de la población.



Fig. 2



Hallar la ecuación que expresa el número de habitantes y de un país en función del tiempo t. El aumento de la población se r ige por la natalidad y la mortalidad, así que ese aumento está expresado en la siguiente •• ecuacion :



CZ



=ky-hy



en donde k es el coeficiente de. natalidad y h es el coeficiente de mortalidad. La ecuación anterior puede escribirse en la siguiente • forma: dl_-ay dt Si hay inmigración,



(a=k-h)



la ecuación del aumento



de población será



dy =ay+b di . en donde b representa el número esta ecuación es (ver JI § 1),



de inmigrados.



La solución de
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Planteamiento



b



(C es constante de integración)



y=C eCJ&_ a



La gráfica de la solución (20) aparece en la figura 3. ( 2)



Problema sobre la difusión un gas.



(20)



y



de



Sea p la presión dentro de un recipiente Que contiene un gas separado del medio exterior por medio de una membrana permeable T y Po la presión exterior (ver fig. 4). Fig. 3 Si Po> P el gas exterior entra en el recipiente Y la presión interior varía. El problema consiste en hallar la ecuación que relacione la presión interior con el tiempo. Considerando que la cantidad de gas que entra es proporcional a la diferencia de presiones (Po-P) (ley de difusión de Po los gases), y que la densidad del gas Fig. 4 interior es D, entonces la cantidad de gas que entra es proporcional al aumento de densidad dDldt, por esto



0'-------------



dD



k(po-P)



dt



Pero la densidad es proporcional a la presión (D=ap), ecuación anterior se transforma en dp dt =b(Po-P)



entonces la



(b=k/a)



La solución de esta ecuación es (ver II § 1), P=P'J-C e:" (C es constante de integración) Si inicialmente el recipiente no contiene gas, entonces para



1=0,



se tiene Que



p O



Con ayuda de esta condición, se obtiene el valer de:



c;;. p" Entonces



p - Pu ( 1.o.' el



"1'



(21)



 Plonteamlenu»



( 3)



9



Problema sobre aprendizaje de palabras.



Supongamos que una persona pueda memorizar cierto número a de nuevas palabras en un día, pero que simultáneamente olvida un número de palabras proporcional a. las palabras aprendidas hasta ese día. Hallar la ecuación que relacione el número de palabras aprendidas x con el tiempo t. Como el número de palabras aprendidas en un día es a, y el número de las palabras olvidadas es kx, entonces el aumento en el número de palabras memorizadas (dxidt> viene dado por la siguiente ecuación dx dt =a-kx La solución de esta ecuación x= ~ -C e-k'



es (ver JI § 1)



CC es constante



de integración)



En la figura 5 aparece la gráfica de esta solución, tomando como condición inicial X t=O, x=O. En ella se observa que el a/k número de palabras memorizadas es siempre menor que alk,



(22)



- - - - - -:..,:::;;..;;--



( 4 ) Caída de un cuerpo considerando la resistencia del aire.



T



Si y es la distancia del cuerpo a la Fig. 5 tierra y t el tiempo, queremos hallar la ecuación que relacione y con t. De acuerdo con la la ley del movimiento de Newton, el producto de la masa M y la aceleración del cuerpo es igual a la fuerza que actüa sobre él. Pero como la aceleración es d2y/dt~ . y y la fuerza resultante que actúa sobre el cuerpo es igual a P- R, en donde P es el pesó del cuerpo y R es la resistencia del aire, se recibe



R



p



/,



d2y



-M- dt~=P-R



Fig. 6



 1('



Planteamiento



Sabemos



que la resistencia



(R= -k dyldt, tanto,



-k



es



la ecuación



es proporcional



la



toma



por



lo



la Ior ma siguiente



d~y



-Al dt2



del cuerpo



de proporcionalidad);



constante



anterior



a la velocidad



dy



.:



k dt -+- P



6 bien



Esta



expresión



coeficientes



es una ecuación



constantes



C 1, C2 son constantes



resistencia



del aire,



de segundo



(ver IV § 3), y su solución y=C,-¡-C:!



donde



diferencial



orden con



es



c-Ii:I/JI-(Pi/~)·t



(23)



de integración;



Si no se considera



la ecuación



diferencial



toma



la forma



siguiente



d~ P ----y-dt" M -- o



(24)



(1



donde ( 5)



g es la constante



de gravedad.



Efusión del agua de un tanque Consideremos



contiene



un



tanque



agua, provisto



hallar



la altura



tanque



en



h del agua



funcíon



dentro



del



tiempo



de



es proporcional



a la velocidad



superficie



1



Queremos



t. La cantidad desagüe,



1



que



de una salida



como lo indica la figura 7. del



la



agua que •



sale



Fig. 7



v de



y ésta a su vez es proporcional



a la velocidad



del agua - dhldt . ObteneITIOS entonces



con que baja la



la siguien te ecuación:



dh - dt =a·v Pero



por _ la



proporcional



ley de



efusión



a la raíz cuadrada



de



los



líquidos,



de la altura



la



velocidad



de la superficie,



en donde g es la constante de gravedad. Reemplazando v en la ecuación anterior se recibe la siguiente ecuación



v es



es decir,



el valor de diferencial:
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dh - di
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/0=(1\1



2gh



La solución es (ver 11 § 1) (25)"



en donde C es constante ( 6)



de integración



Problema sobre la venta df.'pr-ensa



Hallar el número de periódicos x que un vendedor tiene en un tiempo t si Xo es el número inicial de periódicos, y a el número de personas en la plaza. La velocidad de la venta (-dx/dt) será proporcional al número de personas Que no tienen periódico. Pero como el número que ya se ha vendido es (xo-x), entonces el número de personas que no tienen periódico es a- (.r,,-x'), Entonces se obtiene la siguiente ecuación:



d%



dt =k{a-



en donde k es el factor ecuación es



(xo-x)}



de proporcionalidad.



La solución de esta



X=C e-tt_ (a-xo) (C es constante de integracion) Pero como el vendedor tiene inicialmente XI) periódicos, entonces cuando 1=0, x= Xo Reemplazando esta condición en la ecuación anterior se recibe; o



xo=C- (a-%o),



es decir,



C=a



Entonces



o bien en donde xo--.x representa tiempo t.



xo-~=a{l-, e-tt}



el número



de periódicos



(26)



vendidos en un



( 7 ) Oscilación amortiguada Si se carga un cuerpo de masa M, en un resorte que 'pende verticalmente, el resorte se extiende. Sea a el alargamiento del resorte (ver figura 8). Pero el alargamiento a es proporcional al peso d 1 cuerpo A1¡r, (1( s la constante de 1:-:gr av dad) es decir,
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Planteamiento



(27) Mg=ka en donde k es una constante de proporcionalidad propia del resorte. Ahora consideremos que el cuerpo baja más, por ejemplo, una distancia x, en este caso el cuerpo no puede permanecer en reposo. Si aplicamos la ley del movimiento de Newton, se recibe,



a



k(a+x)



(28)



Mg Mg



en donde d+xldt" es la aceleración del cuerpo, Mg es el peso y k(a-f-x) es la fuerza hecha por el resorte.



Utilizando



(27) la ecuación



Fig. 8



(28) se transforma



en



(29)



Esta es la ecuación de la oscilación simple. (ver IV § 1). Si además consideramos la resistencia del aire, la cual es proporcional a la velocidad del cuerpo Cdxldt), se debe sumar en (29) la resistencia del aire;



• o bien • drx dx -dt~ +2a dt +b·x=O (2a = h/ M, b = k/ M)



(30) Esta es la ecuación de .. oscilación amortiguada" y su solución es (ver IV § 3) x = A e-al cos ((01 +0) (31)



en donde (I)=v b2·-a2, (A. 8 son constantes de in tegración.)



Fig. 9
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En la Fig. 9 aparece la gráfica de la ecuación (31). Hemos hallado una ecuación diferencial que rige el movimiento oscilatorio de un cuerpo que ha sido suspendido de un resorte, (30) y la posici6n del cuerpo en un momento dado (31). N6tese que % se toma a partir del alargamiento a. (Fig. 8) ( 8)



El crecimiento de un árbol



Consideremos Que el crecimiento de un árbol se realiza en forma semejante al de la Fig. 10. Plantear la ecuaci6n diferencial Que relacione la altura h del árbol en el tiempo t. El volumen del árbol será proporcional al cubo de la altura h3 y la superficie total del árbol proporcional al cuadrado de la altura h'l. El árbol absorbe agua y abono por sus raíces; además parte del agua se Fig. 10 pierde por transpiración, Entonces se obtiene la siguiente ecuaci6n;



1



en donde el primer miembro representa el crecimiento del árbol, el primer sumando del segundo miembro representa la región de las raíces del árbol (la cual también es proporcional a h3) y el segundo sumando del segundo miembro es la merma por transpiraci6n. Esta ecuación puede escribirse bajo la forma siguiente:



o bien dh dt



Esta ecuación tiene la misma forma de la ecuaci6n del primer ejemplo, por esto el árbol crece solamente dada cierta condición inicial (ver Fig. 1). ( 9)



Presi6n atmosférica
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La presi6n del aire (presi6n atmosférica)



depende de la altura z,



P=P(z) Para determinar la relaci6n entre la presión y la altura, consideremos una porción de aire de forma cilíndrica de altura dz y base S. (Fig. 11). Sobre este cilindro actúan simultáneamente tres fuerzas, a saber: i)



El peso del cilindro, pSdzg en donde p es la densidad del aire, S dz el volumen del cilindro y g la constante de la gravedad. Esta fuerza está dirigida hacia abajo. La presión del aire que actúa en la base superior, y dirigida hacia abajo, pez+dz) ·S



p( z+dz)S



-



ii)



La presión del aire que actúa en la base inferior y dirigida hacia arriba, pez)· S Consideramos que no hay corriente de aire, luego estas tres fuerzas deben estar balanceadas, es decir, .



z



p Sgdz



P(z)S



iii)



o bien



pS dz g+P(z+dz)



Fig. 11



·S=pez)·s



gp dz+pez+dz)



=P(z)



Esta ecuación puede escribirse bajo la forma siguiente: P(z+dz) -pez) -pg dz Tomando a dz como un transforma en:



infinitésimo,



dp dI.



la ecuación



-pg



anterior



se



(32)



Por otra parte, la densidad p es proporcional a la presión p, es decir p=kp Reemplazando



este' valor en la ecuación (32) se recibe dp ,Iz-= -kgp



 La solución de esta ecuación es (ver 11 § 1).



p=e e-l:Oz Para determinar el valor de e consideramos que la presión atmosférica en la supreficie de la tierra es Po, es decir, cuando z=O, P=Po con esta condición se recibe que e =Po, entonces la ecuación de la presión atmosférica en función de la altura es; (33)



1)



(10) Lanzamiento vertical de un cohete



Po



Desde un punto A de la tierra, se lanza ver ticalmerite un cohete de masa m. Sea h la altura del cohete a la tierra en un tiempo t. Queremos hallar 1) la ecuación que rige el movimiento ascendente, Fig. 12 2) la velocidad de escape (velocidad inicial necesaria para que el cohete continúe subiendo. La aceleración del cohete' será dthidt", La fuerza que actúa sobre el cohete es la fuerza de atracción universal entre el cohete y la tierra, -kn'zM/(R+h)2, en donde M y R son respectivamente la masa y el radio de la tierra, y k es una constante universal. De acuerdo con la ley del movimiento de Newton, se obtiene d=h k1nM ni (ii;¡-= -Tk+h)'l.



2



=J:/?!V! R+h



Para determinar



c (e es constante de integración)



el valor de



e,



consideramos



l'



h



(34)



Esta es una ecuación diferencial de segundo orden. De la ecuación (34) hallaremos la volocidad de escape. Del capítulo IV, ~ 1 se recibe ( dh_ di



z



() Fig. 13



(35)



que la velocidad del
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Planteamiento



lanzamiento obtiene



es VD, es decir,



Reemplazando



h=O, dh/dt= Vo•



cuando



este valor de dh )2 ( dt



e



en la ecuación 11 2kMh



= Vo -



Entonces



se



(35), se recibe (37)



R(R+h)



De la ecuación (37) se deduce que la velocidad disminuye a medida que el cohete sube, pero que después de llegar a la velocidad cero, el cohete regresará a la tierra. Por esto, para que el cohete siga subiendo, es necesario que la velocidad no sea cero, es decir



>O



2kMh V o2 - R(R+k) h



il



-+ 00,



. h. para cua 1qUler



(38)



V02- 2kM >0 R



o bien Vo>v'2kM/R



(Nota)



Sustituyendo



R=6370km, se recibe que



los valores



(39)



de R, k y M,



k=6.67x10-2°km3/kgseg2,



Vo>v'2kM/R=11.3



M=6.07x102·kg



km/seg.



Es decir que la velocidad de escape debe ser mayor que 11.3 krn/seg., siempre y cuando no se considere la resistencia del aire. (11)



l-x



x



Ecuación de una viga flexionada



A



Consideremos una viga OA de longitud 1 empotrada horizontalmente en la pared (Fig. 14). Si esta viga se



w i



Fig. 14



somete a una fuerza vertical W en el extremo libre la barra se flexiona. En estas condiciones



queremos



hallar la ecuación de la curva correspondiente. Tomemos como eje horizontal X al eje de la barra cuando no ha sido flexionada y como origen



del sistema



el punto



de la pared



donde



la barra



ha sido



 1'1



Plan'eam""'o incrustada. Tomemos cualquier punto P(x) supongamos que la flexión es pequeña, entonces fuerza W con respecto a P es (l-x) W



sobre la viga y el momento de la



Si hay equilibrio este momento es balanceado por el momento elástico en el punto P y este último es inversamente proporcional al radio de curvatura R, es decir Momento elástico = k/ R En donde k es una constante viga flexionada es



propia de la viga.



Si la curva de la



y=y(%) entonces se obtiene



Pero como hemos supuesto que la flexión es pequeña, entonces la viga es más o menos horizontal, por 10 cual podemos considerar que y'=o 'es decir;



Planteando



la ecuación de equilibrio se recibe (l-x) W=k/R



entonces d2 (l-x) W= -k d~



Esta ecuación diferencial de segundo grado será estudiada en IV, § 1. Integrando con respecto a x se recibe: ~ =- ~



J ~l-x)dx= --~



Para determinar el valor de condición del origen; %=0,



Entonces C.-O, por esto



{lx- ~2}+CI



(40)



el' es necesario tener en cuenta la dy/dx=O
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~ =_ ~ Integrando



{/x- ~2}



de nuevo con respecto a x se obtiene x2-



y= - ~[;



Teniendo en cuenta que, cuando



x=O,



se recibe que C~= O, por esto y= -



~3J+C2



y=O



~'r{lx



~3}



l-



De esta solución se puede obtener el desplazruniento libre A como sigue: W;l3 (/ ) _ y



--



(14) del extremo



3k



(12) Corriente de un líquido viscoso dentro de un tubo



un cilindro de radio a y longitud 1 dentro del cual circula un líquido cuyo coeficiente de viscosidad es p.. Hallaremos la velocidad v del líquido á!"\ dentro del cilíndro si la P, Ih 1, diferencia de presiónes en los " \.J / extremos es dada, (Pl-P~). Fig. 15 (ver Fig. 15). Tomamos una porción de líquido de forma cilíndrica de manera que este cilíndro sea coaxial con el cilindro exterior y de radio r, Como el líquido es viscoso, en la superficie del cilíndro del radio r actúa una fuerza axial en sentido contrario al novimiento del líquido (resistencia por viscosidad). Esta resistencia es proporcional al área de la superficie (27rrl), y al gradiente de la velocidad (duidr), a saber Resistencia= -p.(21Crl)dv/dr Consideremos



,,,



,



Si la corriente es estacionaria (es decir la velocidad no depende del tiempo), esta resistencia se equilibra con la diferencia de fuerzas en los extremos nr? (PI - P2). Entonces se obtiene la siguiento ., ecuacion :
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o bien



Integrando



esta ecuación diferencial



V=_Pl=P2_r,+C



(C es constante



4¡.¡.1



Experimentalmente cuando Por esto



con respecto



se ha demostrado



r=a,



a r, se recibe:



de integración)



que



v=O



Entonces



(Nota)



De la solución



anterior,



podernos



de líquido que sale del tubo, corno sigue: En la figura 16, el área del filete rayado 21l'r dr



calcular



la cantidad



es



Entonces Id cantidad de líquido que sale por el área rayada es dQ= ver) ·21l'r dr Por esto la cantidad Q _c:



total que sale del tubo es:



Ja ver)



.27Tr dr = (PI;



1



2)1(



¡.¡.



1)



Ja



Fig. 16



(a~- rl) r dr



o



o bien Q=-!!_



8



ePI -



P2)



a4



(43)



¡Lt



-q



Esta es la fórmula de Poiseuille. (13) Corriente



eléctrica



en



(;



R



+q



un



circuito.



Considere 1110S el problema de la corriente clér t r ica ('11 un circuito



/. Fig. 17



 10 Planteamiento compuesto de un condensador C, una bobina cuya inductancia es L, y una resistencia R. Queremos' obtener la ecuación que rige la intensidad de la corriente en función del tiempo. Sea i la corriente eléctrica en el circuito y q la carga eléctrica acumulada en el condensador. De acuerdo con la ley de Kirchhoff la fuerza electromotriz producida en el circuito es igual al producto de la resistencia R y la corriente i. Cuando la corriente varia se produce una fuerza elecromotriz - L di/di en la bobina, (ley de inducción electromagnética de Faraday) en donde L es una constante propia de la bobina llamada "inductancia." Como la carga eléctrica acumulada en el condensador es q, la fuerza electromotriz (voltaje) es q/C en donde e es la capacidad del condensador. Entonces se obtiene; q L ([{= di R', C-



. Además como el decrecimiento es la corriente eléctrica,



(44)



de la carga q por un tiempo unitario dq



-df='



.



(45)



Para eliminar q de las ecuaciones (44) y (45), se deriva la expresión (44) con respecto 'a t: 1 dq d2i _ di (46) -C- dt -L dt2 -R-¡¡¡ Reemplazando



• (45) en (46) se obtiene d2j di 1.



L dt2 -:Rdf+C'=O



(47)



Esta es una ecuación diferencial de segundo orden con coeficientes constantes, la cual trataremos en IV, § 3 y su solución es i = e-Rt /2L {A cos (1)t+ B sen (1)t} (48) en donde /



1



(1)=\1 Le y A, B 80n



):l - ( 2L



con,tante8 de íntegracién,



R
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La ecuación amortiguada



(47) es equivalente



a la ecuación



de la oscilación



(30). y



(14) Catenaria Determinemos la de una cuerda cuyos están fijos (ver Fig. A el punto mínimo de y B, D los extremos.



ecuacion extremos 18). Sea la cuerda Ahora



sog



tornemos el sistema de coordenadas cartesianas x, J' de manera que el plano x y esté en el plano de la cuerda y además



o



x



Fig. 18



que el eje vertical



pase por el



punto A. Sea P(x, y) un punto sobre la cuerda, y consideremos la ,-.._ ,-.._ porción AP de la cuerda. Sobre la porción AP, actúan las tres fuerzas siguien tes; "......_



i)



El peso de AP (dirigido



hacia abajo). spg



"......_



en donde s=AP, p es la masa constante de la gravedad. ii)



La tensión



horizontal



por unidad



T¿ que actúa



de longitud



y g es la



en A.



iii) La tensión T tangente a la cuerda que actúa en el punto P. La componente horizontal de T es T cos y la componente vertical es Tsen e, en donde e es el ángulo entre la tangente y el eje x.



e



Como la porción AP es estática. balanceadas,



estas tres fuerzas



y por esto podemos plantear T sen



Dividiendo miembro



ü=se«.



a miembro



las siguientes



deben estar ecuaciones:



T cos B = T«



las dos ecuaciones



anteriores



recibe: tan 8=spg/7'1I Si consideramos



que la ecuación



de la cuerda



y=y(x)



(49) es



se
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entonces (50)



tan 8=dy/dx Reemplazando



la expresión



(50) en la ecuación



(49) se recibe



dy dx-=spg/To Derivando



esta ecuación



con respecto



d2y dX2



a x se obtiene:



Pg ds T¿ dx



(51)



Como s es la longitud de la pordión de cuerda AP entonces incremento de la longitud, por esto:



(dS)2= (dx)



ds es el



+ (dy) 2



2



o bien



(ds/dx)2=1+ Reemplazando



(dy/dx)3



este valor en la ecuación d2y



dx' Esta ecuación diferencial y su solución es:



=



(51), se obtiene:



/1+ ( dy )2 r, V di



Pg



de segundo orden será estudiada



en IV § 1 (52)



En donde Ci, C2 son constantes



de integración



y



a=pg/To Teniendo en cuenta que A es el punto este punto (x=O) dy -O



mínimo



que .en



y además,



dx -



entonces Reemplazando



este valor en la ecuación



y=



(52) se recibe:



1 (ea:z:+e-Clll)+C2 2a



o bien



y-=.!_ cosh (ax)+C2 a



La ecuación .. Catenaria,"



anterior Que corresponde a la curva es la ecuación de una cuerda sujctn por SU"



llamad:



exu



t "Hit,



 CAPITULO 11



Ecuaciones diierencioles de primer orden § l-Ecuaciones



Diferenciales de Variables Separables.



Como ejemplo se toma en consideración la siguien te ecuación diferencial de prrrner orden: dy _ x dx y En la ecuación anterior las variables y diferenciales se pueden agrupar así: y dy=c= x dx, o ydy+xdx=O Entonces, integrando miembro a miembru la expresión anterior, se obtiene: JYdY=-JXdX+C



entonces Pero como C es una constante arbitraria, entonces 2C es una nueva constante arbitraria, por esto, haciendo 2C=C¡ se obtiene de 13 ecuación anterior la solución general X~-l·y2=C¡ En el ejemplo anterior la ecuación diferencial tiene la Iorrna siguiente: ~~ - ¡(x)



-ss»:



Haciendo las mismas transformaciones



De la ecuación anterior,



Jr ~y g(y)



-



J ¡(x)



integrando



·dx+·C



(1)



del ejemplo se obtiene que:



miembro a miembro, se rcci be :



CC es constante de integración)



(3)
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Variables separables



La ecuación resultante diferencial (1).



(3) es la solución general



de la ecuación



(Ejemplo 1) Hallar la solución de la siguiente ecuación



diferencial



~~ =1+y



Separando



variables se recibe: dy 1+y



entonces



J



dy 1+y



dx



J dx+e



l



(el es constante



de integración)



In (1+y)=x+e1



de donde



Esta es la solución general de la ecuación diferencial dada pero se puede escribir en la forma siguiente: 1+y=e2l+Cl=eCte21 ~



Como el es una constante arbitraria entonces eC' es también una constante arbitraria, por esto, sea eCl =e ; por consiguiente 1+Y = e e21 Esta. última ecuación es también solución general de la ecuación dada sin que sea diferente a la obtenida arriba por 10 cual se pueden usar indiferentemente. Hallar la solución de la siguiente ecuación diferen-cial : dr=b (cos O dr+r sen O-dO) • Esta ecuación también se puede expresar de la siguiente manera ; dr=b cos B-dr+br sen O·dO (Ejemplo 2)



Asociando se obtiene, •1• (l-b cos 8) dr =br sen O dO entonces, separando variables, dY =b r



se recibe: sen () --dll l-b cos iJ



por consiguiente



J ~ =J



b sen f1 1- b cos [7.r -de+C,



 de donde así se obtiene que o bien



In r=ln (l-b cos 8) +C1•



r=C (l-b cosO)



EJERCICI()S



Resolver las siguientes 1)



!!.L= bx dx ay 2



ecuaciones diferenciales:



+y 2=0



2)



x' dy . dx



4)



dy _ :v dx - 2x



2



3)



!!.L= sen



5)



~~ =e-' cos x



6)



xy+y2 ;~ =6x



7)



xy dx- (x+2)dy={J



8)



(xy+x)dx=



Tx



x



cosy



(Nota:



(X2y2



+ X2 +y2 + l)dy



Factorizar



cada miembro)



10) Y In x lny dx+dy=O



Por medio de transformaciones adecuadas algunas ecuaciones diferenciales se pueden transformar en ecuaciones diferenciales de variables separables como veremos en el siguiente ejemplo. (Ejemplo 3)



Resolver la siguiente ecuación diferencial: ;~ = (x-y+



Sea entonces



u=x-y+1



(u es una nueva variable) dy -1 du



dx -



dx



Con la transformación anterior la ecuación siguiente: du _ 2 ' 1-u o bien dx entonces



-



1)2



du 1-u2 =dx



dada toma la forma



 26



Ho,nogénf>llS



p.or esto



J 1~:2 J dx+C



de donde



=



asi se obtiene volviendo



l+u l-u



que



x e y se obtiene:



a las variables



=C



x-y+2 -x+y



e2:z I



por consiguien te EJERCICIOS



11) ~~ = t an (x+y)



dy _ 1 12) dx In (2x+ y+3)



13)



~~ =ez+v-1-1



14) :~ =sen (x+y)



15)



~~ =x2-t-y-1



Nota:



+1



-2



Hacer el cambio de variable u=x2+2x+y



§ 2-Ecuaciones



Diferenciales



llomogénea.s



En esta sección se estudia otro tipo de ecuaciones diferenciales reducibles a ecuaciones diferenciales de variables separables. Se toma como ejemplo la siguiente ecuación: ( 1)



dy



o bien



dx



=



2x-y



x



-2-Y-



-



( 2)



x



Sea ylx w u o bien y=xu (u es una nueva variable) Derivando con respecto a x se recibe dy dx y reemplazando ;r



du



= x-d -1 te X



en la ecuación (2) se obt icne la siguiente



du -I dx



/(



2



/(,



() h ie n



., dI/( (\



2 (~ " )



cxprer 1('1l:



 Ho,,,ol(énf'lllf



du



entonces



1-u



"1.7



= 2 dx x



integrando miembro a miembro la ecuaci6n solución general, a saber:



anterior



se recibe



su



x-¡-C=ln x2+C



-In (1-u)=2/11



o bien



(3)



Reemplazando en (3) el valor tc=yl x se obtiene: 1-L=C¡



x



Finalmente



la ecuación



x-2



anterior puede escribirse x2-xy=C¡



como sigue:



Esta expresi6n es la solución general de la ecuacion (1)_ En el ejemplo anterior la ecuaci6n diferencial tiene la forma siguiente: I



;~=1(+)



(4)



La expresi6n (4) se llama ecuaci6n diferencial homogenéa y para hallar su soluci6n se hace la transformación yl x=u, entonces y=xu dy/dx=u+x duldx, Reemplazando las expresiones anteriores en la ecuaci6n (4) se obtiene la siguiente ecuaci6n diferencial de variables separables: du x dx +u=/(u)



Separando variables,



la ecuaci6n anterior du I(u)-u



entonces



J



du x dx =/(u)-u



o bien



du I(u) -tt =



J



toma la forma siguiente:



dx



x dx x +C=/n x+C



como la integral de la izquierda es una funci6n únicamente de u la expresi6n anterior puede escribirse en la forma siguiente: F (tl) = 1n x + C ( 5) "



volviendo a las variables originales x e y, se obtiene general de la ecuación dif rcncial (4), a saber:



la soluci6n
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Homogéneas



F( ~



)=ln x+C



(Ejemplo 1) Resolver la siguiente



ecuación diferencial: xy2 dY_(X3+y3) dx=O



Esta ecuación puede reducirse a la forma de la ecuación (4) como sigue : , dy = 3+y3 = X2 +..L = +..L dx xy2 y2 X X X



X



sea y/x=tt,



1/(1...)2



por esto



entonces, con estas siguiente forma:



transformaciones,



a«



u +x dx por esto



dy/dx =t~+x duldx



1



=



dada toma la



u2 du=_d_x_ x



o bien



u2 +u,



J u' du J ~



la ecuación



o bien



+C,



volviendo a las variables originales de la ecuación diferencial dada:



se obtiene la solución general



y9 =lnx+C



3x8



(Ejemplo 2)



Hallar la solución general



de la siguiente



ecuación



diferencial: transponiendo



y asociando se obtiene:



xdy = (y



+ .v'--:X2:-:+-y~2) dx



o bien con la transformación siguiente:



y!x=u,



la ecuación anterior



du u+xTx=u+v o bien



du



vi+u2



/'---= 2



l+u



dx X



La solución de esta ecuación diferencial



es:



In (u+ vI +u1) =In x+C o bien



el



(/J



toma la forma



 Por esto la solución general de la ecuación dada es: y -+ X



J



1-1-



y2., =C1 x,



x·



EJERCICIOS



Resolver las siguientes dy /1) x+y dx =2y 3)



dy (4x+y) dx =y-2x



5)



(x2+2y2) dx-xy



7)



xy dx-(x2+2y2)



9) (y cosL+x x 10)



(vx2_y2_y



ecuaciones diferenciales.dv ,;'2) 3X2 ¿x =2x2+y2 4)



dy _ y (2.x3-y3) dx - X (2x3-3y3)



dy=O



6)



(x-2y)



dy=O



/ 8)



dX+(2x+y)



dy=O



dy dx



y



Y



%COS-o_=ycoS--%



X



x



sen 1.. ') dx=x cos 'y dy X



X



J



arcsen L) dx+x arcsen1.. dy=O o



x



%



§ 3-Ecuaciones Diferenciales Transformables a Homogéneas.



Por medio de una transformación adecuada algunas ecuaciones diferenciales pueden reducirse a ecuaciones diferenciales homogéneas; la forma mas general de este tipo de ecuaciones es la ecuación diferencial (1), sin embargo, en los ejemplos (3) y (4) de esta sección se estudian algunas ecuaciones diferenciales para las cuales el método es diferente. La ecuación diferencial



,



~=F(



ax+by+c a'x+b'y+c'



)



( 1)



no es homogénea porque tanto en el numerador como en el denominador aparecen dos constantes e y e'. Si por alguna transformación se logra eliminar e y e' la ecuación se transforma en ecuación diferencial homogénea. La Fig. 19 es la gr áfica de las ecuaciones (J). 1 by I e O a' b' y I e'



x,



O



(2)



 cuyo punto de corte es ((, f:l). al punto t«. f:l) las ecuaciones (2) pueden



escribirse



cambio



el origen



del sistema



así:



aX+bY=O} a' X+b'Y=O Por esto,



Si se traslada



(3)



haciendo



el siguiente



de var iables



x



x=X+(Y } y=Y+#



dX=dX}



(4)



dy=dY x



la ecuación diferencial escribirse



así:



Fig. 19



dY_ dX-F Esta



(1) puede



( aX+bY \ (j'X-+b'y-;=F



es una ecuación



su solución



Se ha estudiado pero puede darse es decir, general



diferencial



fue estudiado



que



en la sección



=1 X



(5)



y el método



para hallar



anterior. el punto



el caso de que las ecuaciones



las



inclinaciones aplicando



(Ejemplo 1) Aplicando ecuación



homogénea,



el caso en que exista



se obtiene



.



(Y)



(a+bY/X) a'+b'Y/X



sean



la



teoría



entonces



del ejemplo



anterior



(a, (3)



(2) sean paralelas,



iguales,



el método



de corte



la solución



(2)



resolver



la siguiente



diferencial: •



dy _ x-y-1 dx - x+3y-5



x-y-



Las rectas se cortan



1=0



en (2, 1) por 10 cual el cambio x =X



transforma homogénea



x+3y-5=0



la ecuación



dada



-j. 2



y =y +1



en la siguiente



•



:



dY __ y_.y -(IX La solución



de variables



- X·.¡..3Y-



ge ne r al de la ecuación



_. 1-· Y/X 1+3Y/X anterior



es:



ecuación



diferencial



 T'rans ior mables a hO'''OIl~''f·(l1f



(X-3Y)



(X + Y)
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=c



Volviendo a las variables originales se recibe de la ecuación diferencial dada: (x-3y+ 1) (x+)'-3) =C



la solución general



(Ejemplo 2) (2x-y+2)



Esta ecuación diferencial



dx+ (4x-2y-1)



dy=O



puede escribirse dy 2x-y+2 dx = - 4x-2y-1



así:



Las rectas 2x - y + 2 = O y 4x - 2y -1 = O son para lelas, por esto, y de acuerdo con la nota anterior, sea 2x-y=u,



con estas transformaciones



dx -



du+d»



la solución de esta ecuación diferencial u=C e2U-O:D Volviendo a las variables de la ecuación dada:



iniciales



(x-y+1)



dy-(x+y-1)



dx=O



2) (x-2y+5)



di+ (2x-y+4) dy=O 3) (-4x+3y-7) dx- (x+ 1) .dy=O 4) (2x-y) dx-s- (4x-2y+ 1) dy=O (2x-2y) dx+ (y-x+ 1)dy=O 6) (2x+3y) dx+ (y+2) dy=t) dx- (y-1) dy=O 7) (2x-y-l) 8) (6x+4y-8) dx I (x+y-1) dy=O 5)



es



se obtiene



EJERCICIOS 1)



dx



la ecuación dada toma la siguiente forma: 2- du __ u+2 dx 2u-l 2u-1 5u



o bien



dy -2- du



entonces



la solución general



 •



9)



(2x+4y+3)



dy= (2y+x+ 1) dx



10)



(3x+5y+6)



dy= (7y+x+2)



dx



Como se verá en los siguientes ejemplos, algunas ecuaciones diferenciales llegan a ser homogéneas con el cambio de variable yft=v o ,;""=t. (Ejemplo 3)



dy



y2-x



dx



2xy



y2-x



entonces



2 dy



Sea



entonces,



y dx



Con esta transformación



X



2 dy _ dv y dx-Tx



la ecuación diferencial do --=--1 v-x v dx x x



La solución de esta ecuación diferencial x=c



llega a ser:



homogénea es:



e=!»



el valor de v en función de y se obtiene la solución general de la ecuación dada: x = C e-~l'''' y reemplazando



(Ejemplo 4) •



Factorizando forma:



dy _ 3x2Y+X5 -dx- y-x3



y transponiendo,



la ecuación anterior toma la siguiente



•



Si en esta ecuación se hace la transformación x3=t se obtiene una ecuación diferencial a saber:



semejante



3.E.Y-= 3y+t



di



y-t



a la del ejemplo (1),



 Diferenriale8 La solución de esta ecuación
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exarta«



es:



3y2_6yt-t2=C



Reemplazando él t por su valor se obtiene ecuación dada :



la solución general



de la



EJERCICIOS



11) Demostrar



Que la ecuación diferencial dy _ Ax+ B ym dx - ym-I (A' x+ B' ym)



se puede transformar en ecuación homogénea de variable ym=v. 12) Demostrar que la ecuación diferencial dy _ xm-I (A y+ B X'n) dx -



16) 17)



(2x-y4) 2dy __



dx -



§ 4-Ecuaciones



dx-4y3 y+4vx x-2yv



dy=O



x



Diferenciales



Exactas



diferencial F (z, y) dx+G (x, y) dy=O



una función de dos variables



a[ ox



haciendo el cambio de



(x+12y4) dy=-O



Dada la ecuación



si existe



el cambio



A' y+B' x'"



se puede transformar en ecuación homogénea variable X"'= t. ..........__ 13) (2xy-4x3) dx- (2y-x2) dy=O



= y+X/y2 14) 3 dy dx 3y3_X 15) (4xyl/l_6y) dx-s- (4yl/2-3x)



haciendo



=F (x, y)



y



[ex, y) tal que o[ -oy =G (x, y)



( 1)



(2)



se dice que (1) es una "ecuación diferencial exacta." Aceptando que se satisfaga la condición (2), la ecuación dada toma la siguiente forma:
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Diferenciales exactas



af ax



af



-dx+ ()y .dy=df=O



f



entonces



(3)



(x, y)=C



(4)



Es decir que f(x, y) =C es la solución general de la ecuación diferencial dada (1); por esto para resolver la ecuación (1) es necesario y suficiente hallar una función fex, y) que satisfaga la condición (2). Se da a continuación un criterio más práctico para saber si una ecuación dada es una ecuación diferencial exacta y luego se estudia el método para resolver este tipo de ecuaciones. De acuerdo con la condición (2) se recibe que:



aF ay



03/



_



oyax



aF ay



o sea que



af



aG ax



2



axay



aG ax



(5)



Esta expresión permite saber con facilidad resolver es o no diferencial exacta. Además, continuación, si la condición (5) se cumple f (x, y) que satisface la ecuación (2). _Integrando miembro a miembro la primera respecto a x (de Xo a x), se recibe: f (x, y)



=



si la ecuación por como se demuestra a existe una función ecuación



J:



F (x, y) dx-s- Y(y)



de (2) con (6)



en donde Y(y) es la constante de integración y además esta constante puede contener la variable y porque la integración se efectúa con respecto a x. Para hallar esta función Y(y) se reemplaza (6) en la" segunda ecuación de (2) y se obtiene:



af = ay a ay Pero



a ay



J"=e F (x, y) dx-s- dYdy =G (x,



J":ro F (x, y).



dx=



=G(x,



JiB=e a»rY



dx=



J" Zi)



y)-G(xo,



y)



y)



(7)



aG a dx x



(8)



•



Nota: Para una función de dos variables f (x, y), la expresión ('Olfax) «dx-i(allay) .dy representa la. variación infinitésima de la función y se denomina diferencial exacta de I (x, y), (di). Si no existe variación (di =O), I debe ser constante .(1= C)



 Diferenciales



exactas



Para pasar de la segunda a la tercera integral se debe aplicar condición (5). Substituyendo (8) en (7) se recibe: d G (x, y) -G (xo, y) + dy Y (y) =G (x, y)



4YGly(y)



o bien Integrando



G (x



0'



35 la



y)



con respecto a y (de Yo a y) se obtiene la función Y ~y): Y(y)



.



J'



G (xo, y) dy



(9)



"o



Se puede concluir de (9) y (6) que la función f (x, y) tiene la forma siguiente:



f



(x, y)



= JIII



F (x, y) dx «



:q,



De las ecuaciones



F (.r, y) d.r+



(10)



'0



(4) y (10) se recibe que



la ecuación diferencial



J:



J" G (xo, y) dy la solución



general



de



(1) es:



I:_c



(C es constante)



(.ro, y) dy=C



en donde Xo, Yo son constantes arbitrarias pero deben escogerse de .manera que la integral de G (xo,• y) sea mas sencilla . (Ejemplo 1) Demostrar que (e"+ye.1:) dx+ (ez+xe') dy=ñ es una ecuación diferencial exacta y hallar su soluci6n general. Aplicando el criterio (5) se recibe:



o



ay (e" +ye.1:)= e"-t· e=,



o



ox (el: + xe")



Se concluye que es una ecuación diferencial solución será: -



r (ell+ ye.e) dx+ J' (e.:ro+xoe J%O .



tl)



= eZ:+ e" exacta y por tanto su



dy=C



tlo



Se puede 'observar



que si xo=O, yo=O la segunda integral se hace mas fácil, por esto la expresión anterior toma la forma siguiente:
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Diferenriales



o bien



exactas



(Solución general)



ze'+Yez=C



(Ejemplo 2) y -l



x



1



dx---dy=O



x



Se comprueba fácilmente que es una ecuación diferencial porque se cumple (5), es decir



exacta



o ( -x-1)_- x1



~(L)=_l oy .1'~ x~,



0.1'



2



Por esto su solución general será:



J



z



+dx-



~ x



J'



"o



_l_dy=C Xo



En este caso .1'0no puede ser O, pero en cambio pueden valores .1'ij=l, >,0=0, por esto:



darse



los



'J ~dz- Jr dy=C 1



X



o



o bien Nota:



En este ejemplo se puede tomar



.1'0=-0::>



EJERCICIOS Comprobar que las siguientes ecuaciones diferenciales y hallar su solución general. • 1) (2.1'+y) dx+ (.1'-2y) dy=O 2) (3.1'2-2xy) dx+ (4.f-.1'2+3) dy=O 3) (y sen x-sen y) dx- (x cos y+cos x) dy=-O 4)



(3%2+2xy2) dx-i- (3y2+2x2y) dy=O



5) 6) 7)



(cos 2y-3.1'2y') dx+ (cos 2y-2x sen 2y-2x3y) (2.1'y-tany) dx+ (x2-xsec2 y) dy=O (y/x-Iny) dx+ (In x-xIY) dy=O



8)



(x3+ezseny+y3)



9)



(1'~X2+. arctanY)dx+(



l-i~y:¿+arctanx)



{lnltJ(x-.Y)+Z1I(!_y)·



.1'~y}dX-{-ln(~_y)'



10)



dx+(3xy2+&=COSY+'y3)



son exactas



dy=O



dy=O dy=O



X~y}dY-O
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§ 5-Factor Integrante



La siguiente expresión ( 1)



..



es una ecuación diferencial ecuación resultante



exacta, pero .si se multiplica por y2, la \ (2)



no es diferencial exacta. Este ejemplo muestra que hay algunas ecuaciones que, como la ecuación (2), provienen de una ecuación diferencial exacta y por lo tanto pueden ser transformadas a ecuaciones diferenciales exactas si se les multiplica o divide por una función adecuada. Esta función se denomina factor integrante. f 'En el caso de la ecuación (2), ésta se transforma en una ecuación diferencial exacta si se multiplica por y-2, por esto un factor integrante para la ecuación es y-2. Por lo general es difícil hallar un factor integrante de una ecuación dada, mas sin embargo existen algunos métodos para encontrarlo, pero deben aplicarse a la ecuación hasta encontrar entre ellos un factor apropiado. Se considera la ecuación diferencial



M(x,y)dx+N(x,y)dy=O



oM ay ~



--~-



no exacta: (3)



oN



ox



Se supone Que existe un factor integrante fL(X,y), tal Que fLM(x. y) dx +fLN(x, y) dy=O (4) y además aC/LM)



ay



La dificultad • función /L(:C,y) .particulares:



oC/LN)



(5)



ax



Que en general se presenta para hallar una apropiada obliga a dividir el problema en casos



En el caso en Que flt sea una función expresien (5) toma la forma siguiente: i)



--'



únicamente



de x la
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Factor integrante



p.(Z)(



oN )=N dI' ox dx



aM ay



o bien (6)



Si el miembro derecho de la ecuación (6) es una función de x, y solamente de x, se puede encontrar una función p.(x) que sea un factor integrante de la ecuación dada. Como ilustraci6n a este primer caso particular se considera el siguiente ejemplo: (Ejemplo 1)



(x3+y)dx-xdy=O Sea M=Z3+y,



N=-x



entonces



Pero como



es una función de x, entonces (6), es decir: •



1 fL



existe



jL(x)



que cumple la condición



2



djL dx



x



o bien jL(x)



= Xk2



¡.t(x)



=



En particular 1 X



2



•



porque el valor de la constante k no trasciende al resultado final. . Multiplicando ambos miembros de la ecuación dada por el factor integrante hallado anter iorrnente se obtiene la siguiente ecunrlcn diferencial exacta: "



 Factor integrante



(x+



~2
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? =0



)dx-



y la solución de esta ecuación es:



2



-c



y x



ii) Se sigue un procedimiento análogo cuando 1-' es una funci6n " de y, en este caso la función existe si •



_ aN ( aM ay ax



)/(-M)



(7)



,



una función unicamente de y, y a continuaci6n ecuación que permite hallar el valor de p.(y) :



aparece



6S



la



_]._ _!}_I!_= (_ a~{ _ aN )/( -M) 1-' dy ay ax



, (Ejemplo 2)



(y-t-cos x)dx+ (x+xy+sen



x)dy=O



•



Sea M=y+cos x,



N=x+xy+sen



x



entonces :;;



~~ =l-(l+y+cosx)=-y-cos~



por esto



_ aN ( aM ay ax,



)/(-M)=l



Entonces existe un factor integrante 1



1-'



Con este siguiente:



factor



dy -1 - ,



dI-'



integrante ,



I-'(y) ,



o bien la ecuación



tal que: 11,=e1l r:



dada



toma



la forma



, (y+cos x)eYdx+ (x+~y+sen x)eYdy=O y la solución general de la ecuación es entonces: (ry+sen x)eY=C Hay casos en los cuales el factor integrante 1 producto de dos funcíones X(x) y Y(y), es decir: iii)



"(~,'y)-X(~)Y(y)



está dado por (8)
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Factor integrante



Reemplazando



este valor en la ecuación (5) se recibe:



X{Y'M+



y ~~ }=Y{X'



N+ X ~~ }



o bien:



XY( oM _ oN )=X'YN-XY'M ay ox Dividiendo por XY se obtiene: 'OM oN



ox-



ay



X'



X N-



y'



(9)



Y M



Como M y N son funciones conocidas, el primer mienbro de (9) es facilmente deducible. En algunos casos es fácil hallar las funciones X y Y. (Ejemplo 3)



Sea M=xy2_y



y



entonces



oM



ay



por tanto:



aN



ax



=(2xy-l)-(2xy+l)=-2



,



-2=



X' X x(xy+l)-



Y' y y(xy-l)



Observando esta última ecuación, se ve que se satisface X' 1 Y' 1 X x' y -- y



si:



entonces



X= 1



x '



y=_I_ y



Por esto un factor integrante



•



para la ecuación dada es: • J.L(x, y) =X· y =X-1y-l



Se concluye entonces que la ecuación diferencial



toma la forma: •



y su solución general es la siguiente:



 F;ruación lineal
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xy s ln y/x=C



Nota: Es necesario tener en cuenta que para una ecuación diferencial el factor integrante no es único, como puede observarse en el ejemplo suguiente: y(x+I)dx+x(y+l 'dy=O Sea M=y(x+I),



N=x(y



tI)



entonces oM



oN ox =x-y



ay



(10)



De (9) y (10) se recibe: x-y=



X' X x(y+ 1) -



y'



'y y(x+ 1)



(11)



Es fácil observar que X'/X=l,



satisfacen



(12)



Y'/Y=l



la ecuación (10), pero tambien X'/X=-I/x, Y'/Y=-I/y



(13)



la satisfacen. De (12) resulta que un factor integrante



de la ecuación dada es:



JL=ez+'V



y de (13) se recibe otro factor



integrante ¡.L=I/(xy)



de la ecuación, a saber:



EJERCICIOS 1)



(x-y+ l)dx-dy=O xdy-ydx+ (y~-I)dy=O



2) (xy3+ l)dx-j- x2y~dy=0 6) x2dx- (X3y2+3y2)dy=0



7)



x2y2dx+ (x3y~y+3)dy=0 (xy2 + x2y2 + 3) dx + x1ydy



9)



(x2+2;X+y)dx+



3)



S)



lO)



(cos x-sen



4)



=O



8)



xdy+ydx=x~ydy (I/x)dx-



(1+xy2)dy=0



(l-x:!-y)dy=O x+sen y)dx+ (cos x+sen y+cos y)dy=O



Ecuacl6n Diferencial Lineal



Si uno cuaclon di'. •renclnl ti n lo forma



 42



E'cuación lineal



dy



. dx +P(x)y=Q(x)



en de la la



donde P ecuación ecuación ecuación



( 1)



y Q son funciones de x o constantes, recibe el nombre diferencial lineal. Para hallar la solución general de (1) se supone inicialmente que: Q(x) =0. En ·este caso (1) toma la siguiente forma: ~~ +P(x)



·y=O



(2)



La solución de esta ecuación diferencial de variables separables y=Ce-JP(Z)d.x



es:



(3)



Con ayuda de (3) se puede hallar la solución general de la ecuación (1) para Q(x) ~O. Es de esperar que esta solución tenga la misma forma de (3), pero que en el puesto de C aparezca una nueva función de x, por ejemplo v(x). Entonces y=v(x) .e-sr= (4) Para hallar el valor de v(x) obtiene:



se deriva



dy =v'(x)e-JPdZ-P(x) dx



Reemplazando



(4) con respecto ov(x)e-/PdZ



a x y se (5)



en (1) las fórmulas



(4) y (5) se recibe: v' ex) e- /Pdz- P(x) V (x) e- ¡Pdz+ pex) v ex) e- /Pdz= Q (x)



o bien



v' (z) = Q ex) e/PdZ



por esto el valor de v es:



J



v(x) =C,+



Reemplazando (1), a saber:



{Q(x)eJPdX} dx



(6)



(6) en e4) se recibe la solución general de la ecuación .....



J



y= [C + {Q(x)eJPdZ}dx]



e: JPtU



(7)



•



El método que considera la constante de integración de la solución (3) como una función de x, (para hallar la solución de la ecuación cuando Q(x)~O), se llama Método de vaeíacién de parámetro y • , '



 Ecuación. IlnMI empleado frecuentemente en la solución de ecuaciones diferenciales lineales de diverso orden. Nota:



De la solución (7) se recibe y = Ce- JPdx + e- f'>dx



CJUC :



J r Q (x)



ef'>dJl



dx



(8)



El primer sumando del segundo miembro de esta expresión es la soluci6n general de la ecuación 


{Q(x)eJPdX}



dy



+ __!__y = eX



dx



(9)



(Ejemplo 1) dx



Sea



x



P(x) = 1



y



x



entonces y



Por tanto la solución general de la ecuación dada es:



J



~ [C + ex·xdx]



y



o bien



(Ejemplo 2) y dx> (2X+y4)dy Esta ecuación no tiene la forma de la ecuación diferencial (1), pero puede transformarse de manera que tome la forma siguiente: dx 2 --.--X=y3 dy y Como esta ecuación es del tipo dx -dy+P(y) ox=Q( y)



ea



p



)-



2/1



y



Q(y) =y3
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Ecuación lineal



entonces



-2J



JP(Y)dY=



Aplicando la fórmula ecuación dada:



-In y'!



(l/y)dy=



(8) se obtiene



la solución



general



de la



o bien



EJERCICIOS 1)



dy dx



+



y x



3)



(.r+2y)dx-x



5)



(2X ~~



7)



dy=O



4)



1



2



sen 2x



dy -2y=x2+x 6) x dx



=1+2x



+y)v'I+X



8) cos y dx= (x sen y+tan y)dy



~~ =üy+b sen x



9) x(1-x2)



dy 2y=ez dx dy -ycot x= dx



2)



,%3



dy -y+ox3=0 .dx



10)



(y2 -l)dx=



y(x+ y)dy



Ecuación de Bernoulli



La expresión



~ + (tan



x)y= _



1



cosx·



yS



(10)



no es una ecuación diferencial lineal porque el segundo miembro contiene a ya; sin embargo, y con ayuda de una transforrnaciórr sencilla, se puede obtener una ecuación diferencial lineal. Para esto es conveniente escribir la ecuación en la forma siguiente: .



Sea



1



. y3



dy



dx



+ t an x·



entonces:



1



1



y2 = - cosx



-



2y



-~ dy _ du



dx- - dx



(11)



 Ecuación. IlnMI De acuerdo con esto se recibe la transformada du ... d ""



Como la expresión solución general es:



2 tan



(12)



X·U= ---



S



de (11), a saber:



2



(12)



cos x



es una ecuación' diferencial



lineal su



1



u = cos2x {C +2 sen x] y por esto:



o bien



La ecuación diferencial:



(10)



es un caso particular



de la siguiente ecuación



(13) •



la cual se denomina Ecuación de Bemoulli. Para hallar su solución general es conveniente considerar ecuación equivalente, a saber la ecuación (14) : '



r: ~ + P(x) .yl-n =Q(x)



una



(14)



Se hace entonces el cambio de variable: yl-" =u por esto _ du (1- n ) y -n dy dx - dx



De (14) Y (15) correspondiente:



se



obtiene



la



ecuación



(15)



diferencial



du dx +(l-n)P(x)·u=(I-n)Q(x)



Despues de resolver inicial y.



esta ecuación debe regresarse



lineal



(16)



a la variable



 46



Ecuación lineal



EJERCICIOS 11)



dy dx



13)



~



15)



2y ~



x2+2 2 3 y4=0 3x y+ +2y/x=2xy3/2



+v=vi t» x



12)



x :~



14)



x-1dx= (x sen y-1)dy



+y2 cot x=cosec x



Ecuación de Riccati La ecuación diferencial ,~



=P(x)



'y+Q(x)



(17)



.y2+R(x)



recibe el nombre de Ecuación de Riccati, y en general no puede resolverse por métodos elementales; pero si se conoce una solución particular y=(p(x) se puede facilmente hallar la solución de la ecuación



haciendo: y=qJ(x)



+z



en donde z es una función desconocida de la ecuación (17).



(18)



que se determina



Derivando miembro a miembro con respecto la ecuación (18) la siguiente expresión:



con ayuda



a x se recibe de



_!jy_ =rn' ex) + dz dx"'"



De acuerdo 


con esto la ecuación • dz dx =P(x)



dx



(17) toma la forma:



{(p(x)+z}+Q(x){cp(x)+z}2+R(x)



o bien



Pero como por hipótesis cp(x) satisface la ecuación dada, entonces el segundo sumando es igual a cero, por esto: dz'



=tr:»>



ax



(P(x) +2Q(x) .rp(XJ}



A partir de esta ecuación de Bernoulli z, y de acuerdo con lo expuesto sea



.



. z=Q(x)



·Z2



se puede obtener



(19)



la función'
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z=f(x,C) Entonces



la solución general de la ecuación y=cp(x) + f C)



(17) es:



ex,



Ejemplo: 2 sen x x= --;:---



dy --+ y2 sen dx Una solución particular



de esta ecuación es:



la solución general



cosx



de la ecuación dada será:



y= Substituyendo



1



=



y (x)



Entonces



(20)



cos2x



1



cos r



+Z



(21)



(21) en (20) se obtiene la siguiente



dz -{-2senxo dx .



ecuación:



1 }z=(-senx)oz~ cos x



(22)



De donde se deduce que: 3 cos' X Z = -C=---c-o-s-=-s -zEntonces



la solución general y=



de (20) es:



1 cos X



+



3 cos2 C-cos3



X



(23)



X



EJERCICIOS 16)



dy dx



17)



dy = 1 y+



18)



dx dy dx



'3y+y2_4.



x



y2_



§ 7-Ecuación



(una solución es . q>(x) = 1)



1, y2-1



(una solución' es



X2



1



x



y+l-



1



- (una solución es 4x2



q>(x)'=



1 2x



-t- tan x)



de Clairaut y=pox+



Esta



q>(x) =x)



es la llamada



f(p),



ecuación



hallar su solución vasta derivarla a % y luego reducir, oa':



t=



dy



diferencial miembro



( 1)



dx



de Clairaut



a miembro



y para



con respecto
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Ecuación de Clair.aut



dy =p=p+x dx



dp +/'(P) dx



dp dx



(2)



o bien: {x+ f' (P)} ~~ =0



(3)



De la ecuación (3) se deduce que: ~~ =0,



o,



x+f'(P)



=0



(5)



que se cumpla la ecuación (4), se recibe: p=C (C es constante de int.) Con este valor de P la ecuación (1) toma la forma siguiente: y=Cx+feC) (6) •, La ecuación (6) es evidentemente la solución general de la ecuación (1). En caso de que se cumpla la ecuación (5), se consideran las ecuaciones (1) y (5) Considerando



s=st+ri» 1 O=x+f'(p)



(



y de ellas se elimina p, obteniéndose



así una relación entre x y y. E'sta relación es una solución de la ecuación diferencial de Clairaut, .,. pero como no contiene constante arbitraria no es la solución general. Por otra parte esta solución no se obtiene, en general, a partir de la solución (6), dando valores a C. Esta solución se llama solución smgular y representa la envolvente de la familia de curvas de la solución (6). (Ejemplo 1)



s=st+te, Derivando con respecto .



dy



h-



dx



e>:



a x la ecuación dada se recibe;



p=p+x



dp



dx



+ 2p



dp



dx



o bien



dp 0= (.t:+2P) dx .
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-dx =0,



o, x+2P=0



Si dpjdx=O, entonces p=C (constante). Entonces la solución general es y=CX+C2 Si x+2P=0, se elimina p en la ecuación dada, y se obtiene la solución singular; 4y+x2=0 La que la es la familia



figura 20 muestra parábola 4y+x2=0 envolvente de la de rectas y=CX+C1.



(Ejemplo 2)



p2x+l=P(1+y),



p=dYldx.



Fig. 20



Esta ecuación puede escribirse



así:



y=px+p-l



1



Derivando miembro a miembro con respecto x se 'obtiene:



o=ti+ -



dp x dx



1



p2



dp



dx



o bien



( x- p'.l1) Entonces



dp



dx =0,



dp -O



dx-



o,



Si dPjdx' O, entonces p=C . Por esto. la solución general de la ecuación dada es: y=Cx+



1



C--1



Si x-l/P~ =0, se elimina p en la ecuación solución singular de lo c\Aaci6n:



dada y se obtiene la
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Ecuación de Clairaut



y= +2.vx-1 (y+1)2=4x



o bien



EJERCICIOS 1



1)



y+P2=PX, p=dy/dx



2) y=PX+(1+p2)2



3)



y=xp-eP



4) y=xp+-:_/;==~ 'V P-1



1



5) y=xp+.v 1-p2 -p arccos p 6) Demostrar que la ecuación diferencial de Clairaut y=px+ap+b, p=dy/dx no tiene solución singular. Ecuación de Lagrange



Con un procedimiento análogo al anter iorrnente expuesto puede dar solución a las llamadas ecuaciones diferenciales Lagrange. ( 7) y=xf(P) -t-g(P), p=dYldx Derivando



(7) con respecto x, se recibe:



p = f (P) -t- x f' (P) o bien



1x + g'



(P)



~~



.. p-f



entonces



se de



•



dx dp



(P) = {xf' (P)



f'(P) p- I(p)



+g'



(P)}



_ g'(P) x- P-f(P)



~~



( 8)



La ecuación (8) es una ecuación diferencial lineal, si se considera que x es la variable dependiente. En esta forma la solución general de la ecuación (8) es: x=F(P, C) (9) De las expresiones (7) y (9) se puede e-liminar p y la ecuación resultante es la solución general de (7). (Ejemplo)



y= (P-1)x+



p+ 1
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Derivando la ecuación dada con respecto a x se recibe: P=P-1+x



~



+ ~~



o bien 1=(x+1)



CZ



La solución general de esta ecuación es: t= lnt x « 1) +C Con este valor de p, reemplazando en la ecuación dada, se obtiene su solución general: y= (x+ l)/n(x+ 1)+C(l +x) + (l-x) EJERCICIOS 7) y=2xP-2p+ 1 9) yp2+ (2x-1)P=y



8)



y=-P2x+P'J+l



10) y= (P-1)x+



ap-+b



11) y=mpx+ap1·b § 8-Aplicaciones Analítica Trayectorias



de las Ecuaciones Diferenciales



a la Geometría



Ortogonales:



Se toma en consideración una familia de curvas cuya ecuación contiene un parámetro C y tiene la siguiente forma: l(x,y,C)=O ( 1) Como se ha dicho en el capítulo 1 § 2, la ecuación (1) es equivalente a una ecuación diferencial de primer orden. Para ver esto es suficiente derivar la ecuación (1) con respecto a x :



al + al 0.% ay



dy -o dx-



(2)



Eliminando C de (1) y (2) se obtiene una ecuación diferencial primer orden, la cual puede escribirse en la forma siguiente: dy



dx



F(x,y)



de



(3)



La ecuación (3) significa que en un punto (x, y) de la curva (1), la inclinación d lo t 11llJ(tint(\ \
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Aplicaciones



tanO=F(x,y)



(4)



en donde e es el ángulo entre la tangente y el eje x, (ver fig. 21) Si existe una curva cuya tangente en (x, y) es ortogonal a la tangente de la curva (3), su inclinación es: tan cf>= -



1



F(x,y)



(5)



porque tan 
 = tan (O + 7(/2) = -l/tan O. ., Entonces la ecuacion correspondiente a la curva ortogonal tiene la forma siguiente: dy _ 1 -(6) dx F(x,y) La



ecuación. ,



'ir



1>



= 8+-



O



')



X



también Fig. 21 representa una familia de curvas cuya tangente es siempre ortogonal a la tangente de la curva (1). (ver Fig 21). Esta familia de curvas se denomina " familia de curvas ortogonales no (6)



(Ejemplo 1) . Dada la familia de curvas (7)



xy=a hallar la familia de curvas ortogonales. La ecuación diferencial correspondiente dy dx



=_L x



a la familia



(7)



es: (8)



Como dyld x es la inclinación de la tangente para la familia (7) entonces -dx/dy es la inclinación de la tangente para la familia'< de curvas ortogonales. Se concluye entonces que la ecuación diferencial de la familia pedida es: dy/dx=x/y (9 ) La solución de esta ecuación de curvas ortogonales:



diferencial



es la ecuación de la familia
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(Ejemplo 2)



Hallar la familia de curvas ortogonales a la familia de circunferencias que pasan por el origen y con centro en el eje x, La ecuación de la familia de circunferencias (para los diferentes valores de C) es: (10) Derivando (10) con respecto a x se recibe: dy dy (x-C)+y d.x =0, o bien, x+y dx =C



(11)



Eliminando C de (10) y (11) se obtiene: dy



dx = Por lo cual la ecuación ortogonales es:



diferencial dy dx



y su solución general



de la familia



de curvas



(12)



representa la familia de curvas ortogonales: X2+y2+Cy=0 (13) EJERCICIOS



En los siguientes ejercicios hallar la familia de curvas ortogonales a la familia dada. 1) y=Cx (Familia de rectas que pasa . por el origen) (Familia de rectas paralelas) 2) x+y=C (Familia de parábolas cuyo eje es' x) 3) y'=4(x-C) 4) x2+2y2=C (Familia de elipses con centro en el origen) 5) x2+y2-2Cy=a2 (Familia de circunferencias con centros en el eje y y que además pasan por (a,O), (-a, O)) 6) X2+Cy2 ,1 (Familia de cónicas que pasan por (1,0), (-1,0)) PROBLEMAS RESUELTOS 1) Hallar la ecua i6n de una curva tal que la suma de Jos
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Aplicaciones



en de )a tangente intersectos cualquier punto es una constante k (ver Fig. 22)



y A



Sea y=y(x) la ecuaci6n de la curva pedida y por tanto la ecuaci6n de la tangente a la curva en el punto (x, y) tiene la forma siguiente: Y-y=(



2



(14)



)(X-X)



Entonces Jos intersectos



O



son:



OB=X=:x-y OA=Y=y-x.



X



B Fig. 22



/(



~)



(Y=O) (15)



tjx



De acuerdo con la condición del



(X=O)



problema:



OA+OB=k se recibe



Haciendo dy/dx=P la ecuación anterior _. y=px+kp/(P-1)



puede escribirse



ast :



Esta es una ecuación de' Clairaut, y su solución es (ver § 7) : y=Cx+kC/CC-1) (Solución General)



•



(Solución Singular) 2) La tangente a una curva en cualquier punto, forma con los ejes de coordenadas un triangulo de área constante 2k. Hallar la ecuación de tal curva. De acuerdo con la condición pedida se obtiene



OA ·OB=k Teniendo en cuenta (15), la ecuación • bajo la forma siguiente :



(~-t )(y-XP)=:k,



anterior dy P = dx



puede escribirse
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o bien



entonces y=px+v-kp



Esta es también es



una ecuación



diferencial



de Clairaut,



y su solución



y=Cx+v=-kC··



(Solución General)



4xy=k



(Solución Singular)



3) Hallar la ecución de una curva para la cual el segmento de la tangente comprendido entre los ejes coordenados es constante (k) De acuerdo con la expresión (15) se recibe:



(x- ~ ):! +(y-PX)~=k2 es decir que:



Entonces



Esta expresión



es una ecuación y=Cx+



de Clairaut



v



Ck



1+C2



y su solución es: (Solución General) (Solución Singular)



X2/3+y2/3=k?/3



Hallar la ecuación de la curva cuya normal en cualquier punto pasa por el 4)



origen. Si se supone curva pedida es



que



la ecuación



de la



y=y(x)



entonces .la ecuación punto (x, y) es:



o de la normal



(y-y)=-ex-x)/(



1) ro como, por hlp6l



y



en el



~~ )



x Fig. 23



(16)



18, In normal pasa por el origen (X:::: O, Y=O)
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A plicaciones



se recibe de la ecuación (16) la siguiente expresión: -y=x/



~



o bien dy dx = -x/y La solución de esta ecuación diferencial la siguiente:



de variables



separables



es



(C"2 es una constante)



Si el producto de las distancias de los puntos (- a, O) y (a, O) a la tangente de una curva en cualquier punto es una constante (k), hallar la ecuación de dicha curva. (Fjg. 24) Sea y=y(x) la ecuación de la curva pedida. De acuerdo con la figura 24 se recibe: 5)



PH=PBsenO, Entonces PH.QK=PB.QBsen'18



y



= PB·QB tan! 8/{1 +tan20} pero como . tan O=dy/dx=p los valores de P B y QB son: PB=Oli+a=x-y/p+a



(ver (15).)



QB=OB-a=x-y/p-a



(ver (15).)



•



Fig. 24



De acuerdo con la condiciones del problema se obtiene: p¡¡.QII={(x-y/p)2-a2)p'1/Cl+ P)=k o bien



La solución de esta ecuación diferencial es la ecuación de la curva pedida: y=Cx+"t/ k+ Ck+a2)C2 (Solución General) X2 y2 k-t. a2 + k = 1 (Solución Singular)



 Áplicaciune,



6) Si la longitud de la tangente a una curva es constante (k), hallar la ecuación de la curva. De acuerdo con la figura se recibe: y= P B sen 8= + P B tan f)I"t/ 1-+· tan' = ±PBPI"t/
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y



f)



1+p2



en donde p=tan 8=dy/dx



Fig. 25



De acuerdo con la condición del problema se obtiene la siguiente ecuación diferencial. y= +kPI"t/ 1+p2 o bien



de donde:



Si la proyección



7)



sobre el eje x del segmento de la normal



es constante (k), hallar la ecuación de la curva. De acuerdo con la figura se recibe :



. (QH)



1



y



(1H _.tan cp= - tan {}



y



Aplicando la hipótesis del problema se obtiene la ecuación diferencial siguien te :



lk



=- ~



(p=dyldx)



o bien p_' dy =± k - ·dx y



o



B



H



Q



Fig. 26



de donde



8) Si la distancia del orilen a la tangente



de una curva ea
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Aplicariones



igual al valor absoluto de la abscisa del punto de tangencia, 'la ecuación de la curva. De acuerdo con la condición del problema:



hallar



OK=x Pero OK =OB cos (/)=OB sen 8= ±OB tan O/v



l+tant



O



= +OB p/v 1+p2 en donde p=tan 8=dy/dx Pero como OB=x-



(ver (15»



~



entonces



y



Elevando al cuadrado ambos miembros de esta ecuación y reduciendo se tiene: dy _ y2_x2



p=--?dx



2xy



x Entonces



.'



Fjg. 27



9) Hallar la ecuación de un reflector tal que los rayos de luz que proceden del origen son reflejados paralelamente al eje x. De acuerdo con la ley de la reflección: 


en cuenta



las condiciones



de} problema,






(=()






De la fórmula



(15) se recibe: (X-y/P)2



=x2 +y2



(p=dy/dx)



(R P / /0 B), se
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o bien (17) Para resolver esta ecuación de Lagrange, x, y se recibe:



1+·p2 { 2x 1-p2 p+ 1-p~



se deriva con respecto a



~~ }=O y



YI .__----:: .......... p (x, y)



Fig. 28 b



Fig, 28 a



entonces



dp



. dx



=



P(1-P2) 2x



La solución de esta ecuación diferencial de variables separables es: 'JI ~ C p2= x+C (18)



•



Eliminando p de (17) y (18) se obtiene la ecuación del reflector: y2 =4Cx"¡' 4C2 10) Sea A el punto de corte de la tangente



a una curva en P



(x, y) y el eje Y. Si la circunferencia cuyo díametro por un punto fijo (a, O), hallar la ecuación de la curva. y El valor de OA está dado por la expresión (15), a saber:



es AP pasa



,



OA=y-xp



I



por esto la inclinación de la recta AF



A



/



es:



o



F(a,O)



(y-xP) -O



O-a



r= _



y.-xp a



"'ig. 29



X
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Solución en serie



de la recta P F es :



Por otra parte, la inclinación



y-O x-a



=



Y x-a



.



Como por hip6tesis AF y P F son perpendiculares y-xp y ...::;..._-=-- • - .- J -a x-a



se recibe que:



o bien: dy _ t= 1 y+ a(a-%) ~y-l dx x % Para resolver esta ecuaci6n de Bernoulli sea: y2=Z Con esta tranformaci6n



se recibe la siguiente ecuaci6n diferencial: dz 2 z= 2a(a-%) dx x x



entonces: z=Cx2+2ax-a' y en la variable original y, la soluci6n toma la forma:



Cx2-y2+2ax-a2=O § 9-Solución



en Serie de Potencias de las Ecuaciones Diferenciales Lineales 1



Como no todas las ecuaci6nes pueden resolverse por métodos elementales, en esta sección se estudiará un método de soluci6n basado en serie de potencias. Se toma como ejemplo la ecuación diferencial ~



( 1)



+xy=I-%2



Se considera "la solución" en serie y=CO+C1x+ , C2X2 +CsX3+CtX4+



.



(2)



en donde Co, Ch C2,······ son constantes por determinar de manera que la serie (2) satisfaga la ecuaci6n diferencial (1). Para esto se deriva miembro a miembro la expresión (2) y se recibe. : dy (3)



d%



 .~olu,ción



.,11



Ifer/f"
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Substituyendo (2) y (3) en la ecuación (1) se obtiene: (CI, 2C,x+3C3.r2'·4C.x'+ ) + x(Co + C¡X+C2X2-t Csx3+ ......) = 1-.1' o bien CI·+- (2C,+Co)x+ (3C,+ C1)x"+ (4C, +Cs).r'+ ...... =1-.1'



(4)



Comparando los coeficientes de igual potencia de .1 del primero y " segundo miembro se obtiene: 4C,+C,=O C1=1 (5) 2C,+Co=O SCII-+ C.=O ............ 3C,+C1=-1 Entonces C1=1, C.=-Co/2, C,=(-1-C1)/3=-2/3 C,= -C,/4=Co/8, CII= -C,j5=2/15 Ce= -C./6= -Co/48, ..····



•



I ,



I



Substituyendo estos valores en la expresión (2) se recibe: y= Co+x-



= {x-



~x



Co,x - 2 ""-+ _. Co...""-+ 2..3""-2



3,.'



3



3~5.ra-



8



CO.A..,-+ 48



15



} +Co{1-+X2+



.



2~4~- 2.!.6 .t'+



}



(6)



En donde C¿ es una constante arbitraria y su valor no puede ser determinado porque no hay una condici6n inicial impuesta para Co; Por esta raz6n la serie (6) es la solución general de la ecuación diferencial (1). Por otra parte, si la constante Co puede determinarse con ayuda de una condición (inicial) del problema, la soluci6n (6) . . llega a ser una soluci6n particular de la ecuación (1). Por ejemplo si al enunciado se agrega la condici6n inicial y(O) =1



el valor de la constante es



(7)



C, que se obtiene de la ecuación (2) o (6) •



Co=l



(8)



Si en cambio de la condici6n (7) se da la condición (inicial) 1(1)=1



(9)
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Sol,,('ión en serie



el valor de C. no puede ser obtenido solución (6), dando a x el valor uno: .)'(1)=1=(1-



2 3



+



2 _ 3-5



de (2) sino a partir



de la



)



+C'(l- 1 + 1 _ 1 + 2 2-4 2·4-6



)



entonces 2 + 2 _ ) 3 3-5 Co = ---:=-'----::-----::----=0.93· ..... 1-(1-



}-



111 2 + 2-4 - 2·4-6 +



(10)



.



Como el valor de Co dado por la igualdad (10) es dificil de hallar no es conveniente la solución en series (2) si se da la condición inicial (9). Cuando se da la condición inicial (9) es conveniente escribir la ecuación (1) en la forma siguiente: ~~ +(%-1+1).)'=1-{(%-1)+1)'



o bien dy



d%



(11)



+(%-1)y+.)'=-2(%-1)-(%-I)'



y hacer el dasarrollo



considerando



la serie de potencias



de (%-1),



".



a saber: y=Do+ DI (%-1) + D,(%-I)t+Da(%-I)'+······



Derivando la serie. (12) con respecto a



%



(12)



se obtiene:



dy dz =Dl +2D,(%-1) +3D3(%-I)'+4D.(%-I)'+ . Substituyendo



(13)



(12) y (13) en la ecuación (11) se recibe:



(D1+2D,(z-l)



+3D,(%-1)'+



+{Do+D1(%-1) +: D'j(%-I)'+



}+ (%-I)(Do+Dl(.~-l)+······) } = -2(.1'-1) - (%-1)'



-



entonces (Do+D1) + (2D,1"D'J+Dl) (.1'-1) + (3D3+D,+ DI) (%-1)' + (4D.+D,+D,) (%-1)3+ = -2(.1'-1) - (.1'-1)'



Comparando los coeficientes de potencias hallan las siguientes ecuaciones:



iguales



(14)



de (%-1) se



 •



Solución en serie Du+ DI =0 DU-f-D1-t-2D2=-2 D¡+D2+3D3=-1



D2+D3+4D~=0 D3-1- D. + 5Ds=O ..................
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(15)



entonces



Dl=-Do



D.-= 4111 (-D2-Da)=



D2:= -1



1 Do= 5 (-D~-D4)=-



1



.



1



D3= 3 (-1-D1-D2)= Substituyendo



3



estos valores



Do



, =Do{1-CX-1)+



.



-



12



Do



1 1 20 - 20 DJ



.



,



en (12) se recibe:



(1·



. y=Do-Do(x-l)-(x-1)2+



+(_



4



1 )



D30 (x-1)S-~ 4 - 12 Do (x-1)· 1 _ 1



20



20



1 (x-.l)412



1 (X-1)33



+{-(X-1)2+



Do)CX-1)1I+



. 1 (X-1)1I+......}



20



1 (x-1)4-



1 (r-1)1I- ......}



"



20



(16)



La serie (16) es la solución general de la ecuación (11), o bien la solución general de la ecuación (1). Además, si se da la condición inicial (9) se puede determinar



en (12) o en (16) el valor de Do: Do= 1



Si este valor se substituye



en (16) se obtiene



(17) una



solución particular



de la ecuación (1). Como las series CS) y (16) son soluciones generales de la ecuación diferencial (1) son equivalentes. Estas series se dice que son desarrolladas alrededor de cero y' alrededor de uno Debe notarse que para una misma condición respectivamente. inicial y(l) = 1 el valor de las constances Co, Do dado por (10) y (17) no coincide. En general



c.co;



EJERCICIOS Hallar ecuaciones



la solución en serie dif renclales :



de' potencias



de las siguientes



 Solución en serie



1)



2)



3)



dy +x'y=1



(alrededor de cero)



:r -



(alrededor de cero y -1)



dx



(x+ .l)y=x'



x



Z



(1-%)



4) (1+ %') ~ 5)



~



(alrededor de cero)



=2y+


(



=2x(1-y)



" " ) " (Con la condici6n inicial



+x3y=l-x2



a) y(O) = 1



b) y(l) =0)



Se toma en consideraci6n otro ejemplo: dy 1 _ x· dx + l+x y- 1-x'



(18)



Si se quiere obtener la soluci6n en serie de potencias de la ecuci6n (18) alrededor de cero se desarrollan 1 1+.1



%



'



1-.1'



en serie de potencias como sigue: __,1,.....;~:._..X-= 1-x + ~2 - .13 +



.



...



x



1-.1'



=x{



1



1-.1'



}=X(I+X'-t ..t4+



)=X+x'+XIS+



.



Con estos valores la ecuación (18) toma la forma:



•



~~ +{I-X+Xt-x3+



)y=x-t-X3-1.x6+......



(19)



La soluci6n en serie de potencias de la ecuación (19) es: y=CO+CIX+C,x2+Cax3+ .



(20)



entonces ~~ = C 1 + 2C 2.1+ 3C ax2 + 4C•.13+



(21)



.



Substituyendo (20) Y (21) en (19) se obtiene: {Co+2C,x+ 3Cax'+ 4C.%' + } + (1-.1+ .t~ - x3-+ ) (CO+C1x+ C,x2 -1 Cax3+



)



 Solución en serie
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(22) entonces



(el-c» + (2e2+c1-CO)Z+ (3C, +C'-Cl +CO)%3 + (4e.+c,- C~+Cl-CO).ra+ =%+r+%II+



.



Comparando los coeficientes de potencias iguales de z se recibe: C1+CO=O 4C,+e,-c2+C1-Co=1 2e,+CI-Co,=1 . lC.-+ C,-Cl +C.,=O entonces



C,=-co 1



C2=(1+Co-Ct)/2= C1=(-CO+CI-C2)



2 +Co 1



/3= - 6 -Co 5



C, = (1+CO-C1 +C,-C,)/4=: 12 +Co •



......•...•.•.....



Con estos valores la serie (20) toma la forma:



y=Co-Coz+(



i +C )Z2+( O



¿ -Co)x + ( 1; +Co)Z'_" 1



.



o bien y = Co (1- % + %2 -



+{



tI



1 2



+.r -



)



1 6



r+



~2_



• 5 x'12



Nota: Si la ecuación (18) se resuelve (ver § 6), su solución general es:



C



}



por método elemental



1



(24)



y= 1+% - 1+.J' (%+ln(l-~)} Pero



l,,(l-Z)=-{Z+ Entonces



1 X2+_1_z,+



2



3



1



4



(23)



~+



l



)
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Solución en serie



115 %2_ ,X3+ x'_ ...... - 2 6 12



(25)



-



La serie (25) es igual al segundo miembro de (23) y el primer sumando de (24) es igual al primer sumando de (23). EJERCICIOS



~ + (1+x+x2



6)



dy



7)



+·x3+



)y= 1-x+x2-,X3+



.



1



d% - 1-,X2 y=1



+



8)



dy



9)



Z +sen %·y=l+sen x



d%



~



10)



1



%



1+% y= 1-%



+ln(l+,X).y::.:



(



Nota:



sen x=x-



;! + x~ 3



5! -



.



)



1



1-%



§ lO-Soluci6n en Serie de Potencias de las Ecuaciones Diferenciales LineaJes II



Si se quiere hallar la solución de la ecuación: •



~~ +(1+



( 1)



; )y=O



alrededor de cero debe tenerse en cuenta que para %=0, 1+2/x tiende a infinito. La solución de la ecuación (1) por métodos elementales es, (ver § 1):



y=



(2)



%~



Pero •



e-Z=lentonces



X



X2



u +-=-=2!



%3



3!



+



.



 Sol"ción.



Y --



C {1- % x:¿ 1!



+ x'2! -



%3



3!



+



fin



.}
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ttf'rle



(3)



La solución de (1) en serie de potencias de ~ empieza en %-2, y por esto para resolver la ecuación (1) en serie de potencias (alrededor de cero) se hace:



(4) (1) se determinan los valores de s, Co, Es de advertir que s puede ser positivo, negativo, o



y con ayuda de la ecuaci6n



Ch C2,....... nulo. Derivando (4) con respecto a x, se obtiene: dy dx Reemplazando



(4) Y (5) en (1) se recibe:



{SCO%,-1 + (s+ 1)C1x' + (s + 2)C2.t'+1 +



)



+(1+ ; ){COX'+C1X.+1+C2r+2+ ...... }=0 Asociando las potencias iguales de x se recibe: (sCo+2CO)X,-1 +{ (s-} 1)C1 +2C1 +Co}x' + {(s+2)C2 +2C2 +C1 }X,+l+{ (s+3)C3 +2C3 +C2}X·+2 + ...... =0 (6)



La ecuación (6) se satisface si cada coeficiente de x es cero: 2Co+sCo=0, C2+ (s+5)Ca=0 Co+(s+3)C1=0 (7) Cl + (s+4)C2=O Teniendo en cuenta la condición dada a C« en '(4), se recibe de la primera ecuación de (7) que: s+2=0, entonces 5=-2 Con este valor para s se obtiene de las ecuaciones restantes siguientes expresiones: entonces C1= =C; C,+Co=O entonces c2= -C1/2=Co/2 2C'l+C,=O Ca= -C,/3= -Co/3! entonces JClI 1 C~ O ntcnccs C. = -C8/4=Co/4! 4C,fCa O



las
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Solución en serie



Reemplazando en la ecuación (4) el valor de s y los valores de C2, Ca, .... ", se recibe: y=CO{x-2 -x-l+ = Co { 1-x+ ~:l



1, _ 1, x+ \ x22. 3. 4. %2



2!



_



+



X8,X6



3!



4!



_



eh



}



.}



(8) .



La ecuación (8) es igual a la ecuación (3) y es la solución general de la ecuación (1). Se considera ahora una ecuación diferencial cuyo primer miembro sea igual al primer ..miembro de la ecuación (1), pero cuyo segundo miembro no es cero, por ejemplo:



Z +(1+



; )Y=3e-z



o bien



Substituyendo (4) Y (5) en la ecuación (9) se obtiene ~na ecuación semejante a la ecuación (6), a saber: Co(s+2)x'-1-t-{CO+ (s+3)C1}x'+ {C1 + (s+4)C2} X'+l +{C2 + (s+5)Ca}X'+2



+



=3-3x+



~ x2-



~



x'+



(10)



'"



La ecuación (10) se satisface si se cumple uno de los dos casos siguien tes: i) Co(s+2) =0 o bien s=-2 Con este valor de s la ecuación (10) toina la forma siguiente: (CO+C1),X-2+(Cl +2C2)x-l+ (C2+3Ca)xo+ (Ca+4C.)x +(C.+5C6)X2+······=3-3x+



~X2-



~



x8+



(11)



. Comparando los coeficientes de iguales potencias de x se recibe: CO+Cl=O, Ca+4C.=-3 C1+2C2=0, C2+3Ca=3,



entonces r
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C1=-CO, C,=-C1/2=Co/2 Ca= (3-C2)/3=1-Co/3! C,= (-3-Ca)/4= -1+Co/4!



C =( ~ -C.) 6



..................



/5= ~ -Co/5!



En estas condiciones la solución de la ecuación es: y=CO%-2_COX-1+



~ Coxo+(1-Co/3!)~



+C-1+Co/4!)X2+( o bien Y=.CoX



-2{1 -



~ -CO/5!)X3+



......



1 x+ 2! 1 x 2- 3! 1 x 3+ 4! 1 11



+ {x-



X2+



~



x8_



.} (12)



•••••• }



El primer sumando del segundo miembro de (12) es igual al primer miembro de (8) y contiene la constante arbitraria Co, y el segundo sumando no contiene constante arbitraria. La ecuación (12) es la solución general de la ecuación (9). ii) Si s+2~O Entonces s- 1 es la potencia mínima del primer miembro de (10), y por tanto debe ser igual a la potencia mínima del segundo miembro de esta ecuación, así: s-l=O, o bien 5=1 Con este valor de s la ecuación (10) toma la forma siguiente: 3Coxo+ (CO+4C1)X1+ (Cl +SC2)X2+ ...... =3-3x+ 3 %2_ ...... (13) 2 Comparando los coeficientes de potencias iguales de 3Co=3 entonces Co= 1 CO+4C1= -3 entonces C1=-1 C1+SCI= ••••••••••••••••••



~



entonces



=( ~



'C2



-Cl)/S=



%



se recibe:



~
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Solución en serie



La solución (4) toma en este caso la forma sig\1iente: y = x - x2 + 21 x8 -



(14)



......



.



La solución (14) es una solución particular de la ecuación porque proviene de la ecuación (12) para Co=O.



(9)



EJERCICIOS 1) 2) 3) 4) 5)



{Ca) alrededor de Cb) alrededor de



dy y -O x(l-x) dx y dy dx - x(1-x2) y dy 1 (Jx- x(l-x) =%2 dy y 2) =%ez dx x ( 1-% dy cos x .y= sen x %2 dx + x



(Nota:



cos x = 1- ~;



(alrededor



de



alrededor de (h) alrededor de



{(a)



~} O)



~}



(alrededor



de



O)



(alrededor



de



O)



+ ~ _ ......)



§ tI-Solución



en seeíe de Potencias de Ecuaciones Diferenciales no Lineales



Se toma como ejemplo la siguiente ~ •



ecuación diferencial:



=1+ (1+%) cosy y(O)



=0



}( 1) (condición inicial)



Pero como 1 y 2+ 4! 1 Y •- ....... cosy= 1- 2!



la ecuación dada toma la forma:



~~ =1+ (1+%) {1-



1 y2+



2!



1 y4_ ...... } ' 4!



entonces



La solución en serie de potencias



de la ecuación (2) el:



 Solución en serie



7.1



pero de acuerdo con la condición inicial se obtiene que Co=O, por 10 cual la solución es: y =c ¡X+ C2X2 + C3~3-1- .•.... =x(C¡ +C2X+CaX2+ ......) (3) Derivando (3) Y reemplazando Cl +2C2x+3Cax2+4C.x3+ . =2+x-



en (2) se recibe:



~ X2(CI+C2X+C3X2+



o bien C¡ +2C2x+3C3X2 +4C.x3+ =2+x-'



)2-



)3



(4)



.



~ C¡2X2+{-C¡C,+{_



X3(CI+C2X+



~



~ C¡2}~3



1 C22_C1CS-CIC2+



1 Cl.}X.+ ......



24



2



Comparando los coeficientes de iguales potencias de x se recibe: CI=2 2C2=1, entonces C2=1/2 3Cs= -C12/2, entonces Cs= -Cl~/6= -2/3 4C.=-C¡C2-C12/2, entonces C.=(-C¡C2-C¡2/2)/4=-3/4· 5C6= -C22/2-C1Ca -C1C2 +C1'/24 entonces



Con estos valores, la solución de la ecuación (1) es: y=2x+



~



x



2-



;



x3-



!x'+



+......



:0 x6



(5)



La forma general de la ecuación (1) es: ~; =/(x,y)



y(O)=O



en donde I(x,y) es una funci6n de dos variables x y y. razón puede desarrollarse en series de Taylor : 1(x, y) = Aoo r (A,ox+ Ao,Y) -+ (A20X~ + Allxy + A02y2)



(6)



Por esta



(7)
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Solución en serie



Aparecen a continuaci6n unos ejemplos de funciones desarrolladas en serie de Taylor alrededor de %=0 y )'=0: (Ejemplo 1)



cos x)'=1-



__1 %2),'+ 1 ~)'._ 2 24



.



(Ejemplo 2)



1_1(~;)')= 1+ (x+ y) + (%2+%y+ ,2) + (%3+2x2,+2xy~+ ya) (Ejemplo 3)



cos(x2+y)=1-



~ y2_%2y+(_



~ x'+ 2~ y')+



+



.



!X y3+...... 1



En general:



en donde 1



Amn= m.I n.I



La soluci6n de (6) es, en general, la serie (3) y para hallar los coeficientes Ch C2, ...... se deriva (3) y se reemplaza en la serie (7) como en el ejemplo anterior . •



EJERCICIOS 1)



dy =1+%'"



d%



J'.



y(O)=o



2)



~



1+%,+.12,,,



y(O)=O



3)



4)



dy



)'(0)=0



dx =cos x)'.



dy dx



1-xy l-(x+y)



•



)'(0)=0 y(O) =0



Si en la ecuación (6) la condición inicial varia y en vez de ser y (O)=0 es



.,(a) =b.



.



o mejor



%=0,



 •



de x= n



es conveniente hacer el desarrollo de la solución alrededor (ver § 9), o también hacer el cambio de variable



X=x-a, En esta forma la condición



Y=y-b



(9)



inicial (8) se transforma



en:



Y(O) =0



(10)



así al caso anterior. En este caso el desarrollo de f (x, y) en serie de X y Y es: Ji», y) = Boo+ (BloX + BOl Y) + (B20X2 + B1IXY + BU2y2) +. ..... (11)



llegándose



(Ejemplo 4)



dy



y(-1)=1



dx =l+xy~,



(12)



Sea



X=x+1, Entonces



la ecuación



Y=y-1



(12) toma la forma



~r



siguiente:



-1+(X-l)(Y+l)2



o bien



~i =X-2Y+2XY-Yl+XY2,



La solución de la ecuación (13) es: y = CIX + C,X2 + CaXS+C,X'+······ Derivando (14) con respecto a X y reemplazando CI + 2C2X + 3C3X2 + 4C.X& + .



=X-2(C¡X



(13)



Y(O) =0



(14)



se obtiene:



+C2X~-+-C3X3+ ...... ) +2X2(CI + C2X + ......) -X2(C1 +C2X+ ..·· ..)'+X3(C1 +C2X + ...... )2



entonces



CI + 2CzX + 3C3X2 +4C.X3+ . = (1-2C.)X+( -2C,+2CI-CI')X' + (-2C3+2C,-2C1C2+CI2)X3+ Comparando



los coeficientes CI=O



de igual potencia



2C,=1-2CI 3C.- -2C.+2C,-C¡' _t"



__



.



de X se recibe:



 entonces 1



Cs= 2 '



C3= -



5



1



C4=12'



3 '



.............



Con estos valores la solución (14) toma la forma: y= 1 X22



1



3



XS+-X54+......



(15)



12



Volviendo a las variables iniciales x y y se recibe: y-1=



1 (x+1)2-



2



1 (X+1)3+2_(x+1)4+......



3



12



EJERCICIOS



6)



dy =),+X2+xy2 dx



(x=1 . , y=-I)



7)



Z



(x=l,



y=1)



8)



dy _ 1+xy dx - 1-%-y



(%=1,



y=-1)



9)



~~ =C05



(%=1,



y=-l)



(%=1,



y-



10)



*



=(x-1)y+(y-1)2



(%2+y)



=1-% cosy



;)



(16)



 CAPITULO 111



y método de



Solucion gráfiL'u



. . , apr()Xlma(~lO'" § l-Introducción



Consideramos la ecuación diferencial



de primer orden:



~~=f(x, y)



( 1)



Si una funci6n y=y(x)



( 2)



satisface identicamente la ecuaci6n (1), se dice que es una soluci6n de la ecuaci6n (1). En geometría analitica la ecuaci6n (1) representa la inclinación de la tangente en un punto (x, y) del gráfico de la ecuación (2). Si h es una cantidad muy pequeña, aproximadamente se obtiene dy _. y(x+h)-y(x)



dx -.



(3)



h



De (1) (2) y (3) se recibe: y(x+h)·.



y(x) +h·f(x,



(4)



y)



Este tipo de ecuación es llamado ecuación de diferencia. De (4) puede hallarse el valor de y(x+ h) si y(x) es conocido y h es dada. soluci6n Para hallar una y aproximada, dividimos el eje x en intervalos iguales de longitud h a partir de un punto x., (ver Fig. 30). Si en (4), y=y'J



(5)



se obtiene y(xo+h)·.



Y y(x,,+h)



yo-+-hf(xo, Yo)



Análogamente y(xu , 2Jz), como sigue :



(6)



se pueden obtener y(xu ¡ 3h)·,······



"



x" x 11



+"



Ir



rig. 30



x
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Solucion. gráfica



y(xo+2h)'



.Y(%o+h)+hf(xo+h,



Y(%o+A))



Y(%0+3h) '. y(xo-f-2h) +hf(%0-t-2h,



... Si



se



Y(%0+2h))



(7)



..



'"



sitúan



los valores (%:h Yo) (%o+h, y(~+b)), (~+2b, y(xo+2h)), en el plano de la figura 30 se obtiene una línea Quebrada. Esta línea es una solución aproximada de la ecuación diferencial (1). Si h tiende a cero, esta línea quebrada tiende a una curva, llamada curva de integraci6n, la cual, como veremos más adelante, es el gráfico de una solución de la ecuacíon (1). La condición (5) se llama condición inicial. Si se da una condición inicial diferente, se obtiene una curva diferente. Es decir, se obtiene una solución diferente. Como se puede dar a Yo un valor cualquiera, la solución contiene una constante arbitraria, por esto la ecuación de la curva resultante puede escribirse bajo la forma siguiente: y=y(%,



C)



El valor de C puede determinarse inicial (5): Yo=y(xo,



(8)



de acuerdo con la condición ( 9)



C)



Cuando una solución contiene constantes arbitrarias, como la solución (8), recibe el nombre de soluci6n general de la ecuación dada, y la solución en la"cual las constantes han sido determinadas se llama solucíén particular. Gráficamente la solución general representa una familia de curvas, y una solución particular es una curva de esta familia. (Ejemplo 1) En el intervalo ecuación



(o, 1), hallar



Z con la condici6n inicial tomando' h=O.l.



la solucion aproximada



de la



=-2%y



(10)



y(O) =1



(11)



De (6) se recibe: Substituyendo los valores de "=0.1,



xo=O, yo=l,



se obtl n



 Solucion



grá/i('n
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y(O.I)c:l



De (7) se recibe: y(0.2) = ,(0.1.) -2(0.1) (1) (0.1) =0.98 y(0.3) = y(0.2) -2(0.2) (0.98) (0.1) =0.94 Y(0.4) =y(0.3) -2(0.3) (0.94) (0.1) =0.88 y(0.5) = y(0.4) -2(0.4) (0.88) (0.1) =0.81 y(0.6) = y(0.5) -2(0.5) (0.81) (0.1) =0.73 y(0.7) =y(0.6) -2(0.6) (0.73) (0.1) =0.64



,,(0.8) =y(O. 7) -2(0.7) (0.64) (0.1) =0.55 y(0.9) = y(0.8) -2(0.8) (0.55) (0.1) =0.46 y(1.0) =y(0.9) -2(0.9) (0.46) (0.1) =0.38 Situando estos valores en la 1.0 gráfica obtenemos la linea de la figura 31. La ecuación (10) puede resolverse fácilmente y



-



~



~ ~



r-, ~



su solución es



y=C e-~



(12) Pero de acuerdo con la condición inicial (11) se obtiene C=l, entonces (13) En la figura aparece (Ejemplo



tambien



_¿>~ ~



, '"-,



-.>



«>,~



0.5



O



0.5



1



Fig. 31



la gráfica de la ecuación



(13).



2)



Hallar la solución aproximada



de la ecuación



diferencial (14)



con la condición



inicial y(O) =Yo=O



(15)



y(h) =0



(16)



De (6) y (14) se recibe



Aplicando



sucesivamente



1(211) -=0. 1(3/1)



(7) se obtiene O,



te. para cualquier valor de



h.



(17)
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."olll.ción gráfica



Por esto la solución



que satisface



la condición y(x) =0



Pero como la ecuación su solución es:



(15) es (18)



(14) es una ecuación de variables



2vy



=x-+C



separables (19)



De acuerdo con la condición inicial (15) se obtiene C=O, entonces la solución es 2vy=x



el valor de C: (20)



La gráfica de (20) aparece en la figura y 32, l. Esta solución es diferente a la solución (18). De (18) y (20) se puede formar la siguiente solución:



y=o



(x~t) } (x:?t)



2.v'Y =x-t



(21)



En la fig u r a 32 la gr áfi ca 11 O a..-"::;'-"::;"''''''-t ....c;..-;""_---xrepresenta la solución (21). Pero el F-19- 32 valor de t es arbitrario, es decir, puede tomarse cualquier número real, por esto en la figura 32 aparecen las gráficas 111, IV, V, de posibles soluciones y se han obtenido muchas soluciones de (14) con la misma condición inicial. •



Nota. En este ejemplo la solución no es única, porque la ecuación (14) no cumple la condición de unicidad de la solución. Esta condición la estudiaremos mas adelante . •



EJERCICIOS Hallar la solución aproximada 1)



sz.:». dx - y'



y(l)=l,



tomando 2)



dy -e-Y , Tx-



tomando



de las siguientes



en el intervalo



(1, 2)



h=O.2 y(O),=O,



en el intervalo h=O.l



(O, 1)



ecuaciones.



 l nteuracion



3)



% =x-y,



en el intervalo



y(O) =0,



tomando



""'"Pr;('(I
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(O, 1)



h=O.l



§ 2-Integracfón



Numérica (Método de Runge)



En la sección anterior ecuación diferencial



se halló la solución aproximada dy _ -dx --/(x, y)



de una



(1)



por medio de la fórmula aproximada y(.r+h)·.



Desarrollando



y(x) +hf(x,



y)



(2)



y(x+ h) en serie de Taylor se obtiene: y(x+h)=y(x)+hy'(%)-1-h2.y"(x)/2-f-······



(3)



Comparando (2) y (3) se ve que la fórmula (2) tiene un error de orden h2• En general este error no es pequeño, por esto el método empleado en la sección anterior no es lo suficientemente exacto. En esta sección se estudiará el método de Runge en el cual el error es de orden h', Considerando la condición inicial y(a) =:b



(4)



hallaremos el valor de y en x=cá+h; El desarrollo serie de potencia de h puede escribirse como sigue:



Para determinar respecto ah:



de y(a+h)



los coeficientes ah a2, a3' ...... derivamos y' (a+ h) = al + a2h+aJz2/2+······,



en



(5) con (6)



Pero de acuerdo con la ecuación (1), (6) se transforma



en:



I(a-f- h, b + k) = al + a2h1- a3h2/2+ .... ··



(7)



Para mayor sencillez, sean



I(a, b) =L, I~:s;(a, b i=I«,



l:c(a, br=I«. I%,,(a, b)=f12'



111(a, fYI/(a,



b)



=12



b') =/22



}



(8)



en donde I%(a, b) es el valor de olfOx en %=."a, y=b. Desarrollando el primer miembro d In cuncíon (7) en serie de potencias de h y k
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I ntegracion numérica



se obtiene: I(a+h,



b+k)=/o+(/l·h+/2·k)



+.l(/ll h2+2/12 2



hk+ lu·k')



+......



Tomando de (5) el valor de k y reemplazándolo



(9)



en la igualdad (9)



se obtiene: I(a+h,



b+k) =/0+ {/l·h+!2(a1h+a2h2/2+



)



+t{/ll h +2fl'Jh( alh+······) +!'t2(al'h + 2



2



=/0+ (/1 + a1/,)h+ ~2(11\ + !ta,



Comparando



)}



+2/ual +a12/22) -t-



(10)



(7) Y (10) se recibe que:



De (11) se reciben los siguientes al =/0,



a2=/1 +/0/2'



valores de ah a, Y al:



a3=/1t +2/0/12+/02/22+/1/2+/0/22



(12)



Ya se ha hallado el valor de y(a+h) hasta ha, pero como los valores que aparecen en (12) son complicados, la formula será reducida a una forma mas sencilla. Para hacer esto sea kl=/(a+h/2, b+ loh/2)·h k2 = (k' + k"') /2



•



en donde



(13)



k' =/o·h .k"=/(a+h, k'''=/(a+h,



k.. k, en serie de potencias de h, se recibe:



Desarrollando k1=/o·h+



b+k').h b+k")·h



~ l/l-l-/of2}h'+



~ {/11+212/o+/22/o2}h~+......



k,=- ~fo+ ~[/o+ (/1h-t·I"k") =/oh-t·



+ ~ u.» + 2/



(14)



hk" -t·/2,(k")'}-+ ...... ]



12



{l h'J+ lih2{/o+ Ilh+ 11./oh} "



+ ~(/llh2+ 2/12h'(/0+···· h2



=/oh+T(/ -t'/o/,) 1



..) -1·/t"h'(/0+······ )'}



+......
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De (14) Y (15) se recibe: ; ki-t ; k2=/0·h·+ (/1-i'/ú/2)h~/2 -t. {/ll +: 2/0/12 './02/22+/,Ji ~·JO(/2)'l }h3/6



+



(16)



Comparando (16) y (5) y teniendo en cuenta además los valores de all a'l, a;¡ dados por (12) se recibe: (17) Es necesario tener en cuenta que la fórmula anterior se cumple únicamente hasta 11.\ es decir que el error es de orden b', La fórmula (17) se llama fórmula de Runge. El ejemplo siguiente ya fue resuelto en la sección anterior y ahora se aplica el método de Runge para hallar el valor de la solución. Ejemplo: Aplicando el método 


:~-=



-2.%y,



y(O) = 1



(18)



Como no es conveniente tomar h= 1 porque el error es considerable, se debe tomar h="0.5 y con ayuda de y(O, 5) se puede hallar y(l). /0=/(0, O) =0



k,=/(0+0.25, 1-i-0)·0.5=/(0.25, 1)·0.5=-0.250 k'=O k" -/(0.5, 1) ·0, 5= - 0.500 k'" =/(0.5, 0.5) ·O.S=.: - 0.250 k,= -0.125 Entonces de (17) se recibe:



2



1



y(0.5) =1 ;'3( - 0.250)+3(-0.125) =0.792



Considerando ahora que a=0.5 y b=0.792 se pueden hallar de nuevo 108 valores de lo, k', k"', etc., como sigue: 10-/(0.5, 0.792) 0.792. 111=/(0.75, 0.594)·0.5= -0.446
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Solución gráfica k" =f(1, 0.396) ·0.5= -0.396 k '1. = -0.396



k' = -0.792 x 0.5= -0.396, k'" =f(1, 0.396) ·0.5= -0.396,



Con estos valores de (17) se recibe: 2 1 y(1) =y(O. 5 + 0.:.5)= O. 792 + 3"( - 0.446) + T( - O.396) =0.363 La solución exacta de este problema es: y(x) =exp. entonces: y(0.5)=exp. (-0.25)=0.779 y(1.0) =exp. (-1) =0.368



(-x2),



EJERCICIOS Hallar el valor de las soluciones de las siguientes ecuaciones por el método de Runge. 1)



dy =x-y



dx



'



dy .. 2') Tx=X·-f-Y·, dy 3)



(Jx



4



x



=y'



(Nota)



y(O) =0



Hallar



y(0.5)



y(O) =0



hallar



y(l)



e y(0.5)



hallar



y(O)



e



y(l)



=1



y(0.5)



Hallar y(E), E>O y luego tender al límite (E-O).



§ 3-Solución Gráfica



En esta sección se estudiará • la ecuación diferencial



el método de solución gráfica de



~ =f(x,



( 1)



y)



con la condición inicial Y(Xo)



=»



(2) r"'"



es decir, que se hallará la curva de integración de la ecuación (1) que pasa por el punto Po (xo, Yo) en el plano XY. Para esto es necesario dibujar primero la familia de curvas f(x, y) =ko,



en donde ko-f(xo,



ft x,



y) =klt



f(x, y) = k,,···..·



Yo) Y kit k" ka,· .. ··· toman valores



(3)



el 'u elu. poco



 Solución



entre si, (ver Fig. 33). de isoinclinación."



Estas curvas



diferentes



Por otra parte,



en la Fig. 34, aparece



gráfic(t



se llaman"



el gráfico
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curvas



de la rectas



y



o



x



a



Fig. 33



Fig. 34



y=kox,



(4 )



Sean Qo, Q¡, Q~,""", los puntos de corte de las rectas x=a en donde a es una constante positiva cualquiera.



con la línea Se traza de



Pu una línea POPI paralela a OQu, en donde PI se tornamás o menos en la mitad de las dos curvas !=ku, y !=k¡, de PI se traza P.P, paralela a OQI en donde P2 se toma en la mitad de las curvas/cl. y



!=k2•



Repitiendo el proceso se obtiene la linea quebrada POP1P! .. ··... Sean PI', P2', P3', ...... los puntos de corte de esta línea quebrada con las curvas! = kll f = k2,·· .... respectivamente. La curva tangente " a esta línea quebrada en los puntos PI', P/, ...... es la curva de . . integración aproximada porque en estos puntos su 'inclinación es klo k2, ...... , es decir que satisface la ecuación (1) y la condición (2).



(Ejemplo 1) Hallar la curva de integración de la ecuación dy dx =2x+y, y(O) =0 Tomando ku=O+O=O, se obt iencn las siguientes



kl=O.2,



kt=O.4,······



curvas de isoinclinación,



(ver Fig. 35a)
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Solución gráfica 2,X+y=0.2,



2,X+y=0,



2,X+y=0.4,.· ....



Sean Qo, Q., Q2······ los puntos de cor·te de y=0.2'x.



y=O,



y=0.4,X,······



con la línea 'x=a (a>O), (ver Frg. 35b). De acuerdo con el procedimiento anteriormente expuesto se obtiene la curva de integración en la Fig. 35a



y



x



a



Fig. 35a



•



(Ejemplo 2)



Fig. 35b



Hallar la curva de integración ~ =%2+y2,



de la ecuación



y(O) =0



yr--__



o



x Fig. 36a



F1 •



:11"



 •



Sean kO=O,+02=O.



k¡=O.25.



k2=0.49.



k3=0.Bl.



k.=l,.



....



Entonces las curvas de isoinclinación son:



x2;- y2 = 0.49• .x2+y2=1.······



Se trazan las gráficas de las líneas, (Fig. 36b). y de acuerdo con el método expuesto se obtiene integración en la Fig. 36a.



la curva



de



EJERCICIOS Hallar la curva de integración 1)



dy (1%=



x



r:



dy =y-"+ x



2)



Tx



y(l) =1



'



dy =%-1_ y2 Tx x'



3)



§ 4-Existencia



de las siguientes ecuaciones:



y(O)=O



y(0.2) =0 de la Solución* .



El problema de averiguar si una ecuación diferencial dada tiene alguna solución fue estudiado inicialmente por Cauehy, quien "desarrolló dos métodos diferentes. Uno de ellos consiste en hacer más r~uroso el método de aproximaci6n (método de la línea quebrada) el cual ya se ha estudiado en § 1. Este método es llamado .. metodo de Cauchy-Lipschitz" porque Lipschitz 1.0 modificó posteriormente y debido a su complejidad no será estudiado en este libro. El otro método, o "método del mayorante," consiste en comparar la ecuación dada con otra ecuación para la cual su solución es conocida y convergente. En este libro se estudiará el método de aproximación iniciado por Picardo y aplicado a la ecuaci6n diferencial •



tII



Elta lección no tiene relación alguna con las secciones



sucesiva



posteriores



 86



Existencia



de la lfolufOión



~-ftx, para la condición



tI)



y)



inicial y(O)=O



Se demostrará ecuación a)



la existencia



bajo las condiciones La función f(x,



y)



(2)



y unicidad



de la solución



de esta



siguientes:



es continua



en el dominio D.



-a


(3)



De esto se deduce que en D la función tiene siempre valor finito es decir que para culquier punto (x, y) en D existe un número M tal que I f(x, y) I ~M (4 ) b)



La función f(x, y) satisface



la condición



de Lipschitz,



es



decir, que



z)l


If(x, y)-f(x,



(5)



ex,



para cualquier y) y (x, z) en D y para alguna constante no depende de x, y, z, Se considera



k que



el intervalo



•



O~x~ao=min.



(a, blM)



(6)



en donde mino (a, blM) es el número menor de a y bl M. Sea y, (z), >'2(X), Y3(X) una sucesión de funciones definidas • por la siguientes relaciones:



>'1 (x) =



J:



y,(x) =



S:



y,(X) =



r



¡(x, O)dx



ft;x, y, (x) )dx (7)



¡(x,



Y2(x))dx



................................... ,



.



Entonces >'1 (x) es la solución en primera aproximación de la ecuación (1) porque si se substituye y por cero en el segundo miembro de (1) se obtiene:



 Existencia de la ,0Iu('16"



t =/(x,
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O)



o bien, si se integra con respecto a % se obtiene J, (x) con ayuda de (2). De la misma manera Y2(x) es la solución de (1) en segunda aproximación. Las funciones Y. (x), Y,(x),······ son continuas en el intervalo (6) porque la integral de una función continua es siempre continua. Se obtiene por otra parte que:



y en la misma forma:



En general se recibe que Yn(x) (n=l, 2, 3,······) satisface desigualdad: IYn(x)l


la siguiente (8)



Se demuestra a continuación que esta sucesión de funciones converge uniformemente a una función Y(x) en el intervalo (6). De (7) se recibe que:



I Yn+l (x) -



I



Yn (x)






I/(x,



(n=l



" 2



,



Ytl) - /( x, Y,,-I)



I dx



)



(9)



Aplicando a (9) la condición de Lipschitz se recibe:



I YII < I



Y2-YII 



J:



I/(x,



J: I/(x,



YI)-/(X,'



O)



Idx~M·x



O) Idx


J:



1



Ylldx'


J:



x dx



=kMx2/2 ! IYa-Y11



J



:I!o I/(x, Y2')-/(X,



YI)ldx


=kZMx3/3



J:Io IY2-Ylldt


2 J:I!o ydx X



!



n general se obtiene:



I Yn(x) De



(10)



se recib



YR-I (x) QU



:



I < k":' Mx"ln!



(n= 1, 2, 3," .... )



(10)



 88



Exulencia de la tlolución



1 Yll



+ I Y'-Yll + I Y3-Y:lI-t-



+ I Y"-Y'I-II-I-



M { (kx) '2 (kx)~ 


+



(kx)" n!



..•.•.



+



.}



M =T{eJ::II-l}



(11)



Por esto se puede concluir que la serie Yl+(Y'-Yl)+(Y3-Y'+



.... ··



(12)



converge uniforme y absolutamente en el intervalo (6). De lo cual se deduce que el límite de la serie (12) es una función continua Y(X), porque cada término de la serie es una función continua y su convergencia es uniforme y absoluta. Por otra parte la suma de los n primeros términos de la serie (12) es:



entonces la sucesión Yn(n=l, 2, 3,.. ····) también converge uniforme y absolutamente a una función continua Y(x). Es fácil demostrar que esta (1) y la condición (2) : de la expresión (7) se recibe:



función Y(x) satisface



la ecuación



•



y cuando n-oo,



siguiente:



y,,-Y, y,.-I-Y, Y la expresión anterior toma la forma • Y(x)



=;



J:



¡(x,



Y(%) )dx



(14)



o bien dY



dx



Se demuestra



f(x,



ro».



Y(O)=o



(15)



ahora la unicidad de la solución.



Si se supone que existe que satisface la condición



otra solución Z(x) (2) se recibe que:



Z(x) =



J:



f(x,



Z(x) )dx



de la ecuación



(16)



(1)



 Existencia de la so/ur.;ón



Sea .d(x)=Y(x)-Z(x),



entonces .d(x) =



Aplicando



J:



I .dex) I 



J:



I/(x,



de (14) y (16) se recibe:



{/(x,



a (17) la condici6n
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Y)-/(x,



Z)}dx



de Lipschitz



Y) - /(x,



(17)



se obtiene:



Z) I dx


J: I



Y-Z



I dx (18)



=kJ:I.d(X)ldX



Se supone que l.d(x) I 


entonces,



subtituyendo



en el segundo miembro



I .d(x) I 


I



Reemplazando



(19) en el segundo



I L1(x) I < k Reiterando



J:



el procedimiento



J:



12-+00,



como



I



(19)



N dx=kNx



miembro de (lR~ se obt iene :



k N x dx = k2 N x2/2 !



n veces se recibe



I .d(x) I < N(kx)n¡n Pero



de (18) se recibe:



( 20)



finalmente



que:



!



es un término del desarrollo (kx)ft¡n !-+O. Entonces se concluye que: (kx)n¡n!



(21)



de



et.r



cuando



.d(x) :.=. O



Por esto (22)



Y(x) =Z(X) (Ejemplo 1)



Se considera



el problema



2 § 1.



d·



d~ =vy En este caso /(x, y) =/(y) = vy y para esta funci6n no se satisface la condici6n de Lipschitz porque



-



VY



si y-O y z-+O entonces una constante k tal que



y además



existe



./y-z z = vy-l./ -- vz



-v



1/(vy -+·vz)-+oo,



Ivy-.y'%I~k·ly-zl



por lo cual no
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Existencia dp In solución



en' cualquier vecindad del origen, Como se ha visto en § 1, ejemplo . 2 este problema tiene muchas soluciones continuas. (Ejemplo 2) Resolver la siguiente y . ecuación por el método de aproximación sucesiva, hallar la tercera aproximación y compararla con la solución exacta.



~~ = -2.ry,



y(O) = 1



Yl(x)=l+



J:



Y2(x)=1-t·



J& -2~(1-.r2)dx=1-x~+



Y3(X):=-:



.



1-1-



-2.r(1)dx=1-z!



o



r:-



=_1-%2+



2.r(1-%2 + ~.



~4



2



)d%



x'2--6 ~



En la Fíg. 37 aparecen las gráficas de >'" Y2, Y3 Y también la gráfica de la solución exacta y= e-xl. Fig. 37



 CAPITULO IV



Ecuaciones diierenciales de segltndo orden § 1-Ecuaciones diferenciales de segundo orden reducibles a primer



orden.



i) Si la ecuación diferencial puede escribirse como sigue: d2y dX2



de segundo orden no contiene y,



dy) =1( X, Tx



( 1)



Considerando que dyldx es la variable dependiente,



y haciendo



dv



P='dx'



(2)



se recibe: (3 )



Substituyendo



(2) y (3)



en



(1),



se obtiene la siguiente ecuación:



~~ =/(x, P)



(4)



la ecuación (4) es una ecuación diferencial de primer orden. (Ejemplo 1)



d 2y (dy)2 x+ dx ?



dX2



La ecuación



(5)



(5 )



=0



no contiene y., entonces, _ dy d2y dp



P-dx'



dx:!. dx



Reemplazando estos valores en la ecuación



(5)



se obtiene



dp +p2=0 dx La solución de esta ecuación es: X2



p-- - xtC CI!I Entonces



(CI es constante



de integración)
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Ecuaciones de segundo



Integrando



orden



con respecto a x se obtiene



v=> o bien



donde Ch C2 son constantes



J



CIX



x+C1



d



X



arbitrarias. EJERCICIOS



= a(J-x)



1)



y"



3)



x2y" + (y')2 - 2xy'::: O



5)



2yll'



2) xy" +y' =0 4) (1+x2)y'+xy'+ax=0



= (y')' + 1



En caso de que la ecuación diferencial no contenga x puede . escribirse en la forma siguiente: ii)



d2y ( dy) dx2 =1 y, (Ix



(6 )



En este caso también se hace



_dy



(7)



P -d% Entonces



(8) •



Substituyendo



(7)



•



y



(8)



en (6) se recibe la ecuación siguiente: dp (9) p dy I(y, p)



La ecuación (9) es una ecuación diferencial donde y es la variable independiente.



de primer



orden en



(Ejemplo 2) (10)



Sea Reemplazando



Entonces estos valores en la ecuación (10) se obtiene: yp dp _p'l+p3=0 dy



 •



o bien



t= dy --o , -(h-



Si y



entonces o bien,



,~~ -P+P'::-O,



SI



y=c



(11)



Y~:



=p_p2



entonces



p =c 1y l-P o bien dy __ C1y_ dx =t= l+Cly por esto r=C« ~,(I-'>



(12)



en donde Ch e, son constantes arbitrarias. Si en la ecuación (12) se da a el el valor cero resulta la solucíon particular (11) (y=e,). por esto puede decirse que la ecuación (12) es la solución general de (10). EJERCICIOS 6) 1y'+(1')1=0 8) y s" + (1 +y) (1')'=0 ~O) y'=y'e'



J) y~.1'"+(.1')'=0 9)



y6+2yy'=0



11) y'+(y')'-2e.y'=O



Iii) Una ecuación diferencial de la forma y"=/(.)', (.)")2)



(13)



puede resolverse por el método anterior ji), pero con el fin de hacer el desarrollo más fácil se hace dy (14) ( -5 -u



)2_



Derivando ambos miembros de (14) con respecto a x se recibe: 2 dy d1y = du _ du dy dx dX2 Tt- dy dx o bien



 9,fi'



";c-uaciones (le seguralo orden.



d2y



1 du



=2. dy



dX2



Entonces la ecuaci6n (13) toma la forma: 1 du 2' dy =/(y, u)



(15)



(Ejemplo 3) (y+ 1)'



.



dy)2 ( u= dx '



Sea



d



(d



2y = y )2 dx2 dx



(16)



entonces,



La ecuaci6n (16) se transforma en la siguiente ecuaci6n: y+l du 2 dy =u La solución de esta ecuación es; u=C¡2(y+1)2 _( dy)2



pero



u-



dx '



entonces,



.,



de donde



EJERCICIOS 12) y"+2(y')2=0



+ (1-t-y)



(y:)2 =0



14)



y y"



16)



(cosy)y"-(seny)(y')2=O



iv)



13) y"=(y_y-l)(y')2 15) yll+(y')2=e-Y



En la ecuaci6n (17)



faltan x, y y. Entonces la ecuación (17) es un caso particular de las ecuaciónes (6) y (13). . Pero esta ecuación puede resolverse ;



también de la siguiente manera: Multiplicando ambos miembros de (17) por Zdyld« se obtiene d2y d d 2 dx~ d~ 2/(y) \



Ix



Entonces



 •



d (dy)2 dx dx



dy



=2f( y) dx



o bien



d (dy)2



d% d% dX=2f(y)dy.



Integrando



miembro a miembro se recibe:



entonces



o bien



Integrando



miembro a miembro se obtiene (18)



(Ejemplo 4) (19)



Aplicando directamente



la ecuación (18) se obtiene



J



dy



v'C1-k2y2-



entonces



-+ +C _X



arcsen



:~l



y. ~



sen k( + x+C2)



o bien y-



=k( +%+C2)



~f



s= -



2



sen (kx+kC,)



.vf



sen (kx-kC2)



(20)
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Ecuación lineal



En general se puede escribir la solución así : y=A sen (kx-t-S)



(21)



La ecuación diferencial (19) es la ecuación de la oscilación simple y es frecuentemente aplicada en Física. § 2-Ecuación diferencial lineal de segundo orden.



En términos generales una ecuación diferencial lineal de segundo orden, puede ser escrita en la forma siguientes: ~2~



x



(1)



+P(X)!!1_+Q(x)oy=R(x)



dX



En el caso particular en que R(x) =0 la ecuación (1) recibe el nombre de Ecuación Diferencial Lineal Homogénea, o bien la Homogénea de la ecuación (1). En este caso la ecuación tiene la forma siguiente: (2)



Si en general R(x) ~O, la ecuación (1) se llama ecuación diferencial lineal no-homogénea. Por ejemplo d2y 2x dy 2 _ 1 (3) dX2 1-x2 dx + 1-x2 y- l-x2 es una ecuación diferencial d2y dX2



es una ecuación diferencial



no homogénea y 2x l-x2



dy



dx



+



2



l-x2



- O



(4)



y-



homogénea.



Primero se considera la ecuación



diferencial



lineal homogénea



(2) •.



i)



Sea



y=f(x)



una solución de (2), entonces fl/+p.f'+Q.f=O multiplicando por C se recibe: C{f" + p.!' +Q·f} = (C/)" entonces ii)



+ p. (C/)'



(5)



+Q(C/)



=0



C fex). es tambien una solución de la ecuación Además



si



[(x)



y



g(x)



(6) (2).



 son dos soluciones diferentes



de la ecuación



(2), entonces,



fll+p·f'+Q·f=O } g" + p.g' +Q·g=O



(7)



sumando miembro a miembro las dos ecuaciones de (7) se recibe:



(/" +g") +R(/' +g') +Q(f+g) =0 o bien



(l+g)1I +P» (/+g)'+Q(/+g)



=0



(8)



la ecuación (8) permite afirmar que (f+g) es también una solución de la ecuación (2). En forma mas general: Si f(x) y g(x) son dos soluciones. diferentes de la ecuación diferencial (2) entonces, Cl/CX) y C2 g(x) son tambien dos soluciones diferentes, y C1f(x)+C2g(x) (9) es también una solución de la ecuación (2). La solución (9) tiene dos constantes arbitrarias C lJ C2, entonces (9) es la solución general de la ecuación diferencial (2). iii) Si una solución de la ecuación diferencial (2): (10) y=f(x) es conocida, se puede hallar otra soluci6n diferente de la ecuación • (2) por el método de variación de parámetro (ver 11 § 6). Sea y=f(x) una solución, entonces y=C·f(x) es también una solución de la ecuación (2). Se supone entonces que )I=V(x) ·f(x) (11) es una solución de la ecuación (2), (la cual quedará completamente determinada si se halla v(x». Derivando la ecuación (11), se obtiene (12) y'=v·f+vof', y" = v"f + 2v'f' + v ·f" Reemplazando



(11) y (12) en la ecuaci6n (2) se recibe:



(v"f +2v'f' +VfN)



+ Pt.u'f + vf')



+Q(v·f)



o bien



pero fex)



('V"/+2v'f' ~ Pv'f)+v(f"+p·f'+Q·J·)=O s soructon d' la ecuación (2), entonces:



=0
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Ecuación lineal



I" +p·f'



+Q·f=o



por esto v"f+ (2f' +p·f)v'=o



(13)



La solución de la ecuación (13), estudiada



en la sección anterior,



.



entonces, (14) Sustituyendo



(14) en (1\) se obtiene la nueva solución de la ecuación



(2).



J



y=f(x). (Ejemplo)



e- S Pd.r {f(X)}2 dx



En el ejemplo anterior,



la ecuación es:



2x 2 y '+ l-x 2 2 'Y= O y " - l-x



Se puede comprobar



fácilmente



(15)



que y=x



(4)



(16)



es una solución de la ecuación (4). Hallaremos otra solución de la ecuación diferencial, diferente de la solución dada. Sea y=v(x).x (17) •



entonces, y" =v" ·x+2v'



y'=v'·x+v,



Reemplazando



(17) (18) en (4) se obtiene: V"..• x +2'u



2x (' ) 2 1-x2' v x + v + 1-x2 u- x = O



o bien



entonces, ,



v y



1



= x~(l-xt)



1 1 u=--+--ln



entonces la solución (17) es:



x



2



l+x --l-x



(18)



 Ecuacién.



IIIIt,,,1



y=.!_ln1+X_l 2 1-x y siguiente
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(19)



ecuación es la solución general de (4): (20)



Se estudiará



a continuación



la ecuación diferencial



no homogénea.



iv)



Sea ¡(x) una solución de la ecuación diferencial homogénea (2) y h(x) una solución de la ecuación diferencial no homogénea (1),



I" +p·f' +Q·I=O, Sumando miembro



a miembro (f"



h" +P·h' +Q·h=R las dos ecuaciones



+ h") + P(f'



+h') +Q(f+h)



(21)



se obtiene



=R



o bien (f +h)"



+ P(f+h)'



+Q(f+h) =R



(22) .



entonces (1+ h) es también una solucion de la ecuación diferencial no homogénea (1). Generalizando este resultado se puede decir que si Clf(x) +C2 g(x) es la solución de la ecuación diferencial homogénea (2) y h(x) es una solución de la ecuación diferencial no homogénea (1), entonces, (23)



es una solución de (1). Además como la solución (23) de la ecuación (1) tiene dos constantes arbitrarias, (23) es la solución general de (1).



RESUMEN



Si f(x)



es una solución



particular



de la ecuación



diferencial



homogénea



I Método



de variación



!



de Parámetro



I



si«: es otra solución de la ecuación diferencial lineal homogénea 1 CI/(X) +C, p(X) es la solución general de la ecuación diferencial hornogéncn
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Ecuación lineal



1



CI ¡(x) + C, g(x) + h(x) es la solución general de la ecuación diferencial lineal no homogénea, en donde h(x) es una solución particular de la ecuación diferencial lineal no homogénea. § 3-Ecuación



diferencial



lineal



homogénea



con



coeficientes



constan tes. La forma general de este tipo de ecuaciones diferenciales es y~ +ay' +by=O (1) en donde a y b constantes. Se toma en consideración



la ecuación siguiente: y=~



(2)



y se trata de hallar para qué valores de A la ecuación (2) es solución



de la ecuación diferencial Derivando



(1).



(2) y reemplazando e).,r



Si A satisface



en (1) se recibe:



(A 2 + aA + b) =O



la ecuación de segundo grado A2+aA+b=O



( 3)



(4)



,entonces (2) es la solución de la ecuación (1).. La ecuación (4) se llama" ecuación de índices." Si las dos raíces entonces .



Al



y x, de la ecuación (4) son diferentes, y



son dos soluciones diferentes de la ecuación diferencial (1) y de acuerdo con lo expuesto en la sección anterior se puede hallar la solución general de la ecuación diferencial (1): y = Cl eA1X + C2 eA'J,r Si las rafees Al y A2 son iguales entonces se obtiene .una sola solución de la ecuación, pero de acuerdo con la teoría general se puede hallar la otra solución aplicando el método de variación de parámetro. (Ejemplo 1) ylf-y'-6y=O
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Ec.,ación lineal La ecuación de índices es: de donde y



por esto



e3z



y



son dos soluciones diferentes de la ecuación dada y se puede concluir Que: es la solución general. (Ejemplo 2)



y"-4y' +5y=0



(5)



La ecuación de índices es: :\.2-4:\.+5=0



entonces Las soluciones diferentes



de esta ecuación son:



, Pero como estas dos soluciones contienen obtener soluciones reales: Y1 = e(2+i):&= Y2 = eC2-i):&



complejos es conveniente



= e2Z {cos x + i sen x} = e~:&· e= = e2X {cos x - i sen x} e2X• ei:&



}



(6)



Como Y1 Y Y2 son soluciones de la ecuación (5), la suma y la resta de éstas 10 son también de la ecuación dada, por esto se obtienen' estas dos nuevas soluciones: . Y1 +Y2 =2e2:& cos



x



· 2z sen x Y1-Y2= 2 te



Dividiendo por 2 y Zi se obtienen dos soluciones ecuación (5): e~.r cos x, e2.r sen x



reales



de la



entonces la solución general es: (7)
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Ecuación lineal



(~jemplo 3)



+y=O



y" -2y'



La ecuación de índices es: entonces Al =X~=l



por lo cual



es una soluci6n.



Para hallar la otra, sea y=v(x)



·eZ



•



entonces



y'=v'~+v~ y" = v" e%+ 2v' e%+ ue'



Reemplazando



estos valores en la ecuaci6n dada se obtiene:



entonces



v"eZ=O,



v"=O



o bien



Como una solución de esta ecuación ecuaci6n dada es:



es v=x



la otra soluci6n de la



Entonces •



Esta es la solucion general de la ecuaci6n dada. En general en la ecuación de índices pueden presentarse casos, a saber: 1) a2-4b>0



tres



es decir si las raíces Al y A1 son reales y diferentes: caso en el cual la solución general de la ecuación diferencial (1) es: (8)



2)



a2-4b


o bien si las dos rarees son cornplejas, es decir: ;\.. == _ .E.. + v'a2 - 4b 2 2



_ a_ +



2



.v 4b2- al i



 Eciurción



linea'



lOa



A2 - _!!_ _ ~ a2 - 4b = _.E_ _ ~ 4b - a2 i



-



2



2



2



2



En general estas ratces complejas se denotarán AI=a+ij3,



por:



A2=a-i/3



en donde a y j3 son reales. En este caso las dos soluciones diferentes de la ecuación son: YI = eC«-+'ifJ)x= eGZ {cos j3x+ i sen {3x} Y2 = eCrt.-ifJ)x = e«-Z {cos j3x- i sen {3x} Pero a partir de estas dos soluciones se pueden obtener, como en el ejemplo 2, otras dos que no contengan complejos, a saber: eCfX cos Bx, if"X sen /3x La solución general de la ecuación (1) es entonces: y=ert..r {el cos Bx+C« sen j3x} 3)



a2-4b=0,



(9)



es decir si las dos raíces son iguales: A¡=:\.2=-a¡2, o bien 2A¡+a=O



En este caso una solución de la ecuación (1) es: Yl =eAIX Para hallar la otra solución se aplica el método parámetro, para lo cual sea



(10)



(11) de variación de



y=v(x)eA1Z



entonces



= (v' + A1v)eA1X y" = (v" + 2A¡V' + A¡~v)e'\lZ y'



Reemplazando



estos valores en la ecuación (5) se recibe:



o bien {v" + (2Al +a)v/}e'\l.c-1-



(A¡2+aA¡ +b)e'\lX=O



(12)



Pero como Al es una raíz de la ecuación de índices, el último sumando de la ecuación (12) es igual a cero; por otra parte, teniendo en cuenta la ecuación (10), se recibe: V'I. eA,.c;:=O, entonces u" = O por tanto



v'=e¡



(constante),



•



v=e,



x+C2
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ECllación lineal



Entonces (13)



La ecuación (13) es la solución general de la ecuación (1) porque contiene dos constantes arbitrarias y además si el =0 se obtiene la solución (11). ,



RESUMEN j(=C1



1) a2-4b>0 2)



eA1Z+e2 eA



, =,. ..{C, COS fJx.



a2-4b


z



+ e, sen fJx.}



(en donde XI. X2=a±ifJ) , =eA1Z{C1x. + es}



3) a2-4b=0



EJERCICIOS 1)



s' - 3,' + 2y ::::Q



2)



y" - 4y' + 4y::::Q 5) y" +y=O 7) 2y" -5y' +2y=0 9) 4y" +4y' +y=O 3)



4) 6) 8)



10)



y"+y'+y=O y" -2y'-3y=0 2y" -y' -3y=0 y" +2y' +2y=0 y" -2y' +5y=0.



•



El estudio hecho anteriormente para las ecuaciones diferenciales homogéneas de segundo orden con coeficientes constantes se puede generalizar para las ecuaciones diferenciales de cualquier orden. (Ejemplo 4)



y'"-7y'



+6y=0



(14)



Como en los casos anteriores, se considera ahora, para qué valores de ). la siguiente expresión es solución de la ecuacíoa.dada :



,=~



Derivando esta ecuación y reemplazando en (14) se recibe: o bien ).:1-7;\.+6=0



de donde:



(ecuaefén de índices)



 ,x,,= -3



entonces son tres soluciones diferentes de la ecuación solución general es: y = Cl eZ + C2 e2:r + C3 e-~.r (Ejemplo 5) y"'-2y'-4y=0



(14).



Por tanto la



(15)



La ecuación de índices es: ,X3-2'x-4=0



o bien (:\-2) (:\2+2:\+2) =0



de donde entonces e(-l+t)Z



son tres soluciones diferentes



,



e(-l-t)Z



de la ecuación (15).



Pero como



Y2 =e(-l+Oz=e-z {cos x+ i sen x} Y3 =e(-1-0.r=e-z {cos x- i sen x} entonces, a partir de estas dos soluciones, se pueden obtener dos soluciones reales, a saber: e:» cos x, e= sen x Se concluye que la solución de la ecuación (15) es:



(Ejemplo 6) y'" -3y" +3y'-y=O



(16)



La ecuación de índices es: :\



3



-



3:\2 + 3:\ -1 = O,



o bien



por tanto las tres raíces son iguales: Entonces



(:\-1)3=0
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Ecuncién



lineal



es una solución de la ecuación dada y para hallar las otras dos soluciones diferentes se aplica el método de variación de parámetro. y=v(x)e.:r Sea Entonces



v'" =V"'ez +3v"et:+3v' eZ + vez



y



Reemplazando



estos valores en la ecuación (16) se recibe: (v'" +3v" +3v'



o bien



v'''·ez=O,



De esta última ecuaciones



+ v)ez- 3(v" + 2v' +v)e.:r entonces



ecuación se reciben



V"'=O



sucesivamente



las siguientes



v"=C v' =C x+C2 V



= ~ xZ+C2 x+Cs



o bien La solución de la ecuación (16) es por tanto: •



Como esta solución contiene tres constantes arbitrarias es la solución general de la ecuación dada. Nótese C1=C2=O se obtiene la solución YI. Nota. Cuando en una ecuación de orden cualquiera de índices tiene n raíces repetidas, es decir (A-Al)"=O una solución de la ecuación es eA 1% y las otras n -1 soluciones diferentes



entonces que para la ecuación



son: ,



(Ejemplo 7)



s' +y" _y'_y=O La ecuación de índices es :



(17)



 Ecuación lineal o bien
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(A+l)~(A-l):-O



entonces Teniendo en cuenta la generalización se recibe que las soluciones diferentes e-X. x,



hecha en la nota anterior, de la ecuación (17) son:



Por tanto la solución general es: y= (C1-J-C2 x)e-.r+C3 eX EJERCICIOS 11)



13) 15)



@)' 19) 21) 23) 25)



y'''-2y''-y' +2y=0 y'''-y''+y'-y=O y"'-6y" + 11y'-6y=0 y"'-8y=0 y(4)- 4y(3)+6y"- 4y' +_v = O y(4)-8y" + 16y=0 6y"'_y" +6y'-y=0 y(6)_y=0



y'" +3y" +3y' 14) y'''-y=O 16) y(4)_y=0 12)



+y=O



.



I



2y'" +y"-8y'-4y=0 20) 3y"' +2y"-7y' +2y=0 22) y(4)+2y" + y=O 24) y"'-y" -3y' -y=O 18)



(Ejemplo 8)



y"-iy=O La ecuación de índices es: X2-i=0 entonces ~ I\.I='\"



ro-.f2



=



2



. .f2



+,



2 _



Y



~



Por tanto las dos soluciones diferentes



,=



ro-



1\.2= -



'\'



v"2 . .f2 2



'2



de la ecuación son:



Como en este caso no e posible hallar solución real, la solución de la e un ion dado \



 Y=



e



./2 ./2)• ( -+(-



I



e



2



2



+ C2 e



-



(-./2 ./"2' -+í-I!II 2



2



I



EJERCICIOS 26) y"+iy'-2y=0 28) y'" + (2-i)y'''+ Cl-2i)y'-iy=0 29) y"'-iy"+y'-iy=O



27) y" -2y' =2i(y' -y) 30)



y(4)



+Y =0



(existe solución real) § 4-Ecuaciones



Diferenciales Reducibles Coeficientes Constantes Las ecuaciones diferenciales del tipo a b -y=o Y ..,,._y'..l.. x ',%2



a



Ecuaciones



Con



C 1)



pueden ser transformadas de tal manera que la ecuación resultante tenga coeficientes constantes. Para hacer esto, séa : %=eZ o bien X=lnx por tanto dy _ dy dX 1 dy d-X-dX dx "%"dX y



tPy d'%'1_-



1 d1..



d ( dy ) _ r dX +7 dl: dX - 1



1!!L %'



1!!.:!



aX-+ x3 dXt



Con estos valores la ecuaci6n (1) toma la forma siguiente: 1 (d2y _ dy) a dy b_ %2 dxi dX + %2 dX + x' y-O Multiplicando



por



%2



se recibe: d'y dy dX' +(a-l) dX +b=O



La solución de la ecuación (2) es: y=C1 e~lZ+C2 e~2Z en donde XI y



;\2



(2)



(3)



son las raíces de la ecuación de tndíces : X2+ (a-l) :\.+b=O



En la variable original x la solución general de (1) es: y=C1 eAJ 'tI 6+C, el' 'n o bien .,roC, .)A.I I C~xAt %



 •



De acuerdo con la solución (4), dada la ecuación (1) se puede aceptar desde un pr mcrpro que su solución tiene la forma siguiente: y=x" quedando por determinar los valores adecuados de A. Para esto se deriva la "solución" anterior y se reemplaza en la ecuación (1): {A (.\.-1)+ a A+b}x"-2=0 Nota.



entonces



A2+ (a-1) .\.+b=O



(ecuación de índices)



Sean Al Y A2 las dos raíces de la ecuación anterior. dos soluciones diferentes de la ecuación (1) son: X"1 , XA2



(5) Entonces



las



(Ejemplo 1)



y"-



!y' + ;2 y=O



Sea



(6)



y=x)"



Entonces de la ecuación (5) se recibe: )..2-5A+6=0 (ecuación de índices) Por tanto



.\.=2, 3



•



Las dos solucions diferentes



de la ecuación son: y



La solución general de (6) es: y=C1



X2+C2



.13



(Ejemplo 2)



Sea



y" +_l_y' -t·-'!_y=O . x x x=eZ o bien X=ln x



Con esta transformación



(7)



la ecuación dada toma la forma: d2y dy dX2 -t-2 dX +2y=0



Esta es una ecuación con coeficientes constantes fndices es: A'~ 2A+ 2=0 entone s ," -1 , i,



(8)



y su ecuación



de
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Ecuaciones reducibles



La soluci6n general de la ecuación (8) es por tanto: y=e-Z{C1 cos X+C2 sen X} Pero como X = In x la solución general de la ecuaci6n (7) ,es: y=_!_{C1 cos (In %) +C2 sen (In x)



(9)



%



Tambien puede hallarse la soluci6n de la ecuaci6n (7) por el método explicado en la nota anterior: Sea y=x).., entonces de la ecuación (5) se recibe: :\,2+2A+2=0



entonces



-l-i



A= -l+i,



Las dos soluciones diferentes de la ecuaci6n (7) son por tanto: x-l+'=x-1%i=x-1[eflnZ] =%-1{ cos(lnx)+isen (In x)] .T-1-f=.x-1 _x-i=X-1 [e-tlnz] =,X-1 [cos (In x) =i sen (In ,X)] La suma de estas dos soluciones con sus constantes la solución (9).



arbitrarias



es



(Ejemplo 3) (10) Sea



o bien



x-t««



Entonces la ecuación dada toma la forma: • d2y dy dX2 + 4ax +4y=0 La ecuación de índices que corresponde •



entonces



(11)



a esta ecuación es:



A2+4A+4=0 A= -2



(raíz doble)



La solución general de la ecuación (11) es por consiguente: y=e-2Z{ C1X+C2} Pero Xt=ln x, entonces la solución general de la ecuaci6n(10)



es



y=-\-{C11nx+C 2} x Si se resuelve esta ecuación por el otro método, una solución es Yl =x-2 Para hallar la otra solución se debe aplicar el método de variaci6n de parámetro;



 reduclbl.,
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EJERCICIOS



!y' + ;2 Y



1)



y" +



3)



yl1+~>,=O



1 y' ,t ~ =0



2) y"



=O



%



%



4) >'" + ; y' + ; y = O



x



;2 y=O 7) y" _ 2~yl _ ;2 y=O 9) 9y"+ ! y'+ ;2 y=o "



' ,5) y" "



+ ;



6 O 6) y " -%2Y=



y'-



'y" +_'!_y'



,'-, 8)



2%



10)



y"



+



3 2%21=0



!y' + ,; y=O



Ejelnplo 4.



Para reducir esta ecuación a una ecuación con coeficientes costantes se hace la transformación: X=/nx



o bien



entonces dy _ dy dx -dX



dX _ 1 dy dx --x dX



d2y = _ _!_ dy +_1_ d2y



dx' .x2 dX X2 dX2 d3y _ 2 dy 3 d2y 1 d3y ([i3- %' ex : x3 dX2+ x'- dX3; d4y



6



dy



dx· =



x· dX



11 d2y



+ x· dX2~



6 dly ..t4



1 d·y



dX3+ x· dX"



Reemplazando estos valores en la ecuación dada se recibe:



o bien 'j'I



La ecuación de índices de esta ecuación diferencial constantes es: entonces



'\',1='\'= "



-2



con coeficientes



1



 1] 2



Ecuaciones reducibles



La solución general es por consiguiente: >' =e2.1'{C1 + C2X} +e-2X{ C3 +C.X} Reemplazando X por su valor se obtiene la soluci6n general de 1a ecuaci6n dada:



EJERCICIOS



13)



y(3)+



3" I Y +L+L=O x X2 x3



y,



(J)+y'JX2-tlJX.,3=O



+ 6y(3)/x+6y" /x -2y/x' =0 6 4" 2' 2 >,")+ Y + Y - y +2 =0 x X2 x3 x'



15) y(t) 16)



14)



2



(3)



La ecuaci6n



y



"+ x-aY A +



B



I



(x-a)2 y=



O



tambien puede reducirse a una ecuación diferencial con coeficientes constantes haciendo el cambio de variable X=/n (x-o) o bien Ejemplo



5. Y



Sea



"__ y'



+



2y



-O



2-



x-a (x-a ) o bien X=/n (x-a)



•



x-a=ez,



entonces



dy _



1



dy



dx- x-a



dX



d2y _ 1 dX2 - (x-a)2



d2, dX2



1



_



(x-a)!



dy dX



Reemplazando en la ecuaci6n dada se obtiene la siguiente ecuaci6n con coeficientes constantes: ,1



(x-a)2



entonces



{d2y (IJ(2-2



dy }_ dX,+2y -O



d2y dy dXT-2dX +2,=0



 •
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La solución de esta ecuación es: y=eZ{C1 cos X+C2 sen Xl La solución general de la ecuación dada es por tanto. en términos de x, la siguiente: y= (x-a) [Cl cos {/" (x-a) }+C2 sen {In (x-a)}]



EJERCICIOS 5 18) Y "+ x-1Y



'+



4 (x-l)2Y=



" y' 20) y x+a .



-



22) y "'+



O



Y 19) 4y"+ (x-a)2



8y -=0 21) (x+a)' 3 " , Y + Y x+a (x+a)2 ---~--=O (x+a)3



s' +



7y'



%-2



+



=0 12y



(x-2)'



O



§ 5-Ecuaclones



no Jlomogéneas con Coeficientes Constantes (Método de los Coeficientes Indeterminados)



Como se dijo en § 2 de este capítulo, la solución general de la ecuación no homogénea y" + ay' +by=R(x) ( 1) es la suma de la solución general de la ecuación homogénea de (1) y" +ay' +by=O (2) , y una solución particular



de la ecuación (1). Es decir: [Solución general de (2)) + [Solución particular de (1)]



La solución general de la ecuación (2) ya fue estudiada en las secciones anteriores. Para hallar una solución particular de la ecuación (1) existe un método general Que será estudiado mas adelanle. Por ahora solo se estudiarán algunos casos especiales, pero antes de entrar a estudiarlos se verá una regla general para hallar una solución particular de la siguiente ecuación: y"+ay'+by=R1(x)+R2(x) (3) Sea YI (x) una solución particular de la ecuación 1" +(.11' +b1=1l.(x)



(4)
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Ecuaciones no homogéneas



y Y2(x) una solución particular de la ecuación y" +ay' +by=R2(~)



(5)



Es decir que (6)



Sumando miembro a miembro las igualdades de (6) se recibe: (YI"'+Y2")+a c,I'+Y2')+b C,1+Y2)=R¡+R2 o bien Lo que indica que YI+Y2 es una soluci6n particular de (3), porque la satisface. En otras palabras, si se quiere hallar una solución particular de (3) se halla una (soluci6n particular) de (4) Y otra de (5) y se suman. CASOS ESPECIALES I-La ecuaci6n diferencial no homogénea tiene la forrna : s' +ay' +by=AeGZ



(7)



en donde A y a son constantes. (Ejemplo 1) y" +3y' -4y=2e2Z



(8)



Observando el miembro derecho de la ecuación se puede pensar que una solucíon particular tenga la forma y=c e2



(9)



;C



Derivando (9) con respecto a x se recibe: •



y'=2C



e=,



y"=4C e2z



Reemplazando estos valores en la ecuación (8) se obtiene el valor de C 4C e2z



o bien entonces



+6C e2Z 6C e2Z=



4C e2Z = 2e2



;C



ze=



C=1/3



Por lo cual y=e2z/3 es una soluci6n particular de (8). Este método es llamado "método de coeficientes indeterminados" porque primero se supone una forma de solución con coeficientes desconocidos y luego se determinan los coeficientes con ayuda de la ecuaci6n dada. En general si en la ecuaci6n (7) se supone que una 801,._ci6n



 •
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particular
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tiene la forma



y=ce-z entonces el valor de e queda determinado reemplaza esta expresi6n en la ecuaci6n (7): (a'+aa+b) e e-z=A e-~



SI



se deriva



y se



(10)



Entonces



C=A/Ca'+aa+b)



(11)



Pero si



a'+aa+b=O



(12)



no se puede determinar el valor de e; esto sucede cuando a es una de las raíces de la ecuación de índices porque en este caso a satisface la ecuaci6n (12) y la forma de la soluci6n particular es entonces (13) y=Cxe·Jl Derivando la solución (13) se recibe: y'=C (f'1l+e ax e-z y" = 2ea e· + Cce« e I Z



GZ



Reemplazando estos valores en la ecuaci6n (7) se puede hallar el valor de e, como sigue: Ce-· (x(a2+aa+b) + (2a+a)) =A e·· pero como a satisface la ecuación (12) entonces se recibe: (2a+a) e eGz=A e(14) de') donde C=A/C2a+a) Il



Si 2a+a=O no se puede determinar el valor de C. Esto ocurre cuando la ecuación de índices tiene a como raiz doble. (ver ecuación (10) § 3) (Ejemplo 2)



y" +3y'-4y=e-'z



(15)



Como las dos raíces de la ecuación de índices X2·+3X-4=O son :Xl = - 4,



x, = 1, la



Derivando se obtiene



forma de la solución particular y=Cx e:"



de (15) es:
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Ecuaciones no homogéneas



Reemplazando



y" = (- 8C + 16xC) e-4Z en la ecuación (15) se recibe:



o bien C= -1/5 y-- -_'!_x 5 e-tZ



Entonces



es una solución particular de la ecuación (15). Ahora se tratará el caso en el cual a=A1=A2



o bien



(ver (10), §3)



2A1+a=2a+a=0



Se ha visto que si i) a~Ah a~A~ la solución de (7) es y = C eQ;X ii) a=A1~A2 la solución de (7) es y=Cx eQ;X iii) a=A1 =A2 entonces es posible que la solución sea y=Cx2 eo;z Derivando la ecuación (16) se obtiene: y' = 2Cx eQ;Z+ Cax» eo;x y" = 2C ~Z +4Cax eo;z+ Ca2



X2



(16)



eaz



- Reemplazando en. (7) estas ecuaciones se recibe la ecuación de "la cual se puede despejar el valor de C: C eQ;Z[(a2+aa+b) x2+2(a+2a)x+2] =A eUX a2+aa+h=0 y a+2a=0 Pero ,.



siguiente



•



entonces 2C eQ;z=A eo;z o bien C=A/2 Entonces una solución particular de (7) es: y -- A 2 x:l eo;z



.~



(17)'



{Ejemplo 3)



y"-4y' +4y=6e2~ La ecuación de índice es: ).,2-4A+-4=0 entonces Al=A2=2



De acuerdo



con la ecuación



(16), una solución partlculnr



de, la
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ecuación dada tiene la forma: y=Cz'J e2~ entonces y' = (2Cz + 2Cx'l) e'l& y" = (2C+8C%+4C%') e'lI Reemplazando estos valores en la ecuación dada se recibe: 2C e211 = 6 e'~ entonces C=3 De donde se recibe Que una solución particular de la ecuación dada es :



EJERCICIOS



Hallar una solución particular de las ecuaciones diferenciales siguientes: 1) y" - 2y' - 8y = 3e3,z / 2) y"-6y' +9y=4e-2Z 3) y" - 5y' + 6y = 3e3,z " 4) y" + 8y' -1-16y= 10e-c.e ~ ~ 6) 2y"+y'_y=ez!2 5) y" +2y' +2y=3e,z 7) 4y" +4y' +y=4e-X!~ .8) y" +5y' -14y=e2z 10) 4y" -12y' +9y =63z/2 ./ 9) 2y" +5y' +2y=5ez/2 /



(Ejemplo 4) Hallar la solución general de la ecuación y(C)-3y" -4y =4e-~z La ecuación de índices es: o bien A¡=2, A~=-'2, entonces ".



(18)



i)



(A2+ 1)(A-2) (A+2) =0 A3=;,



A,=-;'



La solución general de la "ecuación homogénea" es entonces: y=C¡ e2Z+C2e-2X+C3 cos x+Cc sen % Para hallar una solución particular . necesarro tener en cuenta que ev = e~2.r ii)



de la ecuación (18) es



De acuerdo con la teorfa general, una solución de la ecuación (18) tiene la forma:
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Ecuaciones



no homogéneas



y=Cx e-'JZ Derivando y reemplazando en la ecuación (18) se recibe: - 20C e-I.I: = ~-tz



C=-1/5



entonces



Por esto una solución particular de la ecuación (18) es: y= - ; x e-2Z



iii) La siguiente ecuación es entonces la solución general de la ecuación (18):



(Ejemplo 5)



Hallar la solución general de la siguiente ecuación: y"-3y'-10y=cosh 2x (191



Esta ecuación puede escribirse así: y" -3y' -lO, = (e2.r +e-%-') /2



(20)



i)



La ecuación de fndices es: ,\2-3'\-10=0 entonces A1=5, .\2=-2 La solución general de la "ecuaci6n homogénea" es: y=C1 e~+C2 e:" •



Para hallar una solución particular de (20) se halla una solución particular de la ecuacion y" -3y'-10y=e2J:12 (21) ii)



•



y una solución particular



de y" -3,' -10y=e-~zI2



Una solución de (21) tiene la forma ,=C e'lz Derivando y reemplazando en (21) se obtiene el valor de C C= -1/24 De donde se deduce que una solución particular de (21) es: 1 e ~.r y= - ..--.



24 Una solución particular de (22) tiene la forma



(22)
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Ecuaciones no homogénea.



y=Bxe-2Z Derivando esta ecuación y reemplazando de B, a saber:



en (22) se obtiene el valor



B=-1/14



Por esto una solución particular



de



(22)



es:



~



-2.., y=-' ····--:ce 14 1



De acuerdo con la teoría ecuación (20) es:



general,



una solución particular



de la



La solución general de la ecuación dada es entonces; e2z_..l_ .. e-2..: Y --=C 1 e:'x+C :1 e-2:&-_!_ 24 14 ....



Nota.



Si en la ecuación (7) a=O entonces la ecuación toma la forma y" +ay' +by=A



y ·la solución particular



es tambien una constante. EJERCICIOS



,



Hallar la solución general de las siguientes ecuaciones diferenciales: 11) 13) 15)



y" +3y' +2y=eZ+e2Z y." - 4y' +4y = 4 senh 2% y" -5y'-24y=8eIlZ-3e-~z



y" + 2iy' -y 19)



11



s'" -3y"



12) y" + y' + y = eZ + 2e2X +.3e3Z 14) y"-y'=ez+1



'f6)..I



'.... ,,.,.,,



y"'-2y"



4



= 4e-ix



+3y'-y=6ex+e-;¡; y"



+y = e



(



1 fi) --+-,



18)



y" + y'



20)



y(4)-8y",-16y=(senhx)2



+ ay' + by = An xn+ An-l xn-1 +



Primero se considera primer grado.



-4y' +8y=4 cosh 2x 2



lD



2



+ Ao



el caso en el cual el polinomio es de



y" +ay' +by=Al



x-t- Ao



(23)



En forma análoga a los casos anteriores se supone que una solución particular de (23) sea un polinomio de primer grado: . ,=C1.r+C, (24)



 120



Ecuaciones no homogéneas



en donde C, y C,¿son las constantes por determinar. Derivando (24) se obtiene: y"=O h Y '-C Reemplazando



estos valores en la ecuación (23) se recibe: aCl +b(C1 %+ C2) =A1%+ Ao



o bien



y por comparación



de los coeficientes



de potencias iguales de



%



se



obtiene: entonces



C2= Ao b



(b~O)



Si b~O entonces una solución particular _ Al + ( Ao y- b x b



de (24) es: aAl ) b2



(25)



Si b=O entonces la ecuación (23) tiene la forma y" +ay'=A1 %+Ao



(26)



Se puede pensar que en este caso una solución particular ecuación (26) sea



de la



•



(27)



Derivando y reemplazando se obtiene que: • 2aCl%+(2Cl+Coa)=Al%+Ao entonces por esto CI =AI/2a,



c _ Aa 0-



a



_ Al



a~



Si a=O entonces la ecuación (26) se transforma



(a~o)



en la ecuación (28)



y una solución particular



de esta ecuación es: y=%'(C1 %+Co)



(29)



(Ejemplo 6)



y'" +2.)''' -3y' =6%+8



(30)
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Ecuacion.e. no homogéneu



Debe observarse Que la ecuación (~O) no contiene y entonces se supone que una solución particular de esta ecuación es : y=x(C1 x+Co) Derivando y reemplazando se obtiene: -6C,



z+ (4C,-3C,)



==6.1'+8



entonces -6C1==6, o bien



y



Co=-4



por lo cual una solución particular de la ecuación dada es: y= -.1'(.1'+4) .. Ahora se estudiará el caso en el cual el polinomio es de segundo grado (31)



Generalizando lo anteriormente expuesto se recibe que: Si b=\=O,una solución particular de (31) es y=C2 x2+C. x+Co Si b=O Y '0=\=0,una solución particular de (31) es y=%(C2 x'+C1 %+Co) Si a=b=O una solución particular de (31) es: y=x2(C, X2+C1 %+Co) (Ejemplo '1)



Sea una solución particular. Entonces



y" -2y' +y=%I+ 1 y=C2 x2+C • .l'+Co



Reemplazando en la ecuación dada se obtiene: C2 %2+(C.-4 C2)x+ (2C,-2C1 +Co) =x~+ 1 entonces por lo cual



La solución tlen



C.-l. C.=4, la forma II,uiente:'



Co=7
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EC'uaciones no homogénem



y=x2+4x+7 Este métode se puede generalizar para una ecuación diferencial cualquier orden • y para un polinomio de cualquier grado .



de



(Ejemplo 8) y(.) +yCa) -y



1/ -



y' = (3x -1)2



Como la ecuación dada no contiene la forma



Derivando



y, una solución particular



y reemplazando



-3C2



X2



en la ecuación -x(6C~+2C¡) -1- (6C~-2Ct



-



dada se recibe: Cu) =9X2-6x+ 1



los coeficientes de potencias iguales de x se obtiene: -3C2--=9, 6C:!+2C¡=6, 6C2-2C¡-Co=1



Comparando



entonces



Co= -43



C'/.=-3, Por lo cual y= -x(3x2-12x es una solución particular



+43)



de la ecuación



dada .



•



EJERCICIOS



Hallar la solución general de las siguientes 2) y"-2y'-15y=-(15x2+4x+13) 22) y"-4y'+4y=4(x-l) 23) y"+·2y'-1-2y=2(x+l)2 24) 2y"+3y'=6x+10 25) y" - 4y'- 5y = 5x3( 4- 4x -x!!) 26) y'''+y''+y'+y=x!!+2x-. 2 27) y(4)+4y" =8(6x2 +5) y"'-3y" + 3y'-y = (2+ x) (2-%) 2y"-9y' +4y=18~-4x2 yl4)-2y"+y . x2-5 31) y(4)-3y"-4)'=-4%6+390x 32)



tiene



y(4)-3y"



I 2y'=6x(x-·3)



ecuaciones



 f.'ruaf";ones no h.(Jmogén~n,
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33) y" -8y' + 15y=(15%'+ 14%+1) + e'" 34) y'" +4y" +4y' =e-'z +8(%+ 1) 35) y(t) _y(3) + y" = 12%'- 24%+ e-Z (Ejemplo 9) (32)



Generalizando los métodos expuestos anteriomente se puede suponer que una solución particular de la ecuación dada tiene la forma siguiente: Entonces y'= {2C2.r!+ (2e2+2CI).1'+ (el +2Co) }e2Z y"={4e2.1'2+ (8e2 +4CI)x+ (2C2+4C1 +4Co) Je!Z Reemplazando



estos valores en la ecuación (32) se recibe: {C2.1'2."_ C¡.1'+ (2C2 +Co)} e2z= (.1'2+ l)e'Z



Dividiendo por e2Z y comparando los coeficientes de potencias iguales de x se obtienen los valores de las constantes: C,=1 C1=O 2C2+eo=1, o bien. Co=-l Entonces y=(%2-1)e2Z



es una solución particular



de la ecuación dada.



(Ejemplo 10)



Hallar la solución general de la ecuación y'" + 3y" + 2y' = (x -1)e-2Z



..



(33)



i) La ecuación de índices' es: ;\.3+3A'+2A=0 entonces A1=0, A,= -2, A3=-1 La solución general 
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Ecuaciones no homogéneas



•



Si el segundo miembro de la ecuación una solución particular sería x(A1x+A2)



(33) fuera solamente



(x-1),



(porque falta y)



Por otra parte, si el segundo miembro de la ecuación únicamente e-2Z, una solución particular sería Axe-2X (porque .\2 = - 2)



fuera



En este problema una solución particular de la ecuación es: y=x(A1x+ Ao)e-2Z Entonces y' = {-2AlX2+ (2A,-2Ao)x·t Ao}e-2,x y"={4A1X2+ (-8AI +4Ao)x+ (2Al-4Aa) e-2Z y'''={ -8A1X2+ (24Al-8Al).t"+ (-12A1 + 12Ao)} e-2Z Reemplazando



estos valores en la ecuación dada se recibe: {4AIX+ (-6A1 +2Ao) }e-2X= (x-1)e-2Z



entonces -6A1 +2Ao=-1 o bien Ao=1/4 Por 10 cual una solución particular y= iii)



de la ecuación dada es:



1 x(x+ 1)e-2X 4



La solución general de la ecuación es entonces: y=Cl+C2e-2X+C3e-x+



!x(x+1)e-2X



•



(Ejemplo 11)



Hallar la solución general de la ecuación y"'-4y" +4y' = 12(x-2)e2:t i)



(34)



Rafces de la ecuación de índices:



La solución general de la ecuación homogénea es: y=C1 + (C2+CSx)e2:t Considerando que la ecuación no contiene y y que e2Z=eAs:t, Se supone que una solución particular es: y = x2 (~IX + Ao)e~,r ii)



 no homogénea,
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Se obtiene entonces que los valores de Ah Ao son: A¡=l, Ao=-15/2 Por tanto una solución particular y=X2(x-



de la ecuación es:



)e



1~



2X



y la solución general de la ecuación dada es:



y = C¡ + (C2



+ Cax)e2 +X2(X%



~ )e



2%



EJERCICIOS Hallar la solución general de las siguientes ecuaciones: ... "" G~Y y/I-2y'-3y=(x-2)eZ 37) y"-5y'+6y=(x+l)'e-2% 38) y"+2y'+2y={(x-l)ez}:l 39) y"+2y'-3y=xez l_ ~ 40) y"-2y'+y=(x+l)eZ 41) 4y"-4y'+y=(x-l)ez/2 42) y'" +2y" = (4x2 +6x-l)e2Z 43) y"'-y' = (x+eZ)2 44) y(4) -8.)''' + 16y=x senh 2x 45) y'" +y" +y' +y=x cosh (-x) (111) y" +ay'



+ bY=A cospx+Bsenpx



(35)



En forma análoga a (1) y (11) se puede suponer que



y=T) cospx+Esenpx



(36)



es una solución particular de la ecuación (35). Se consideran a continuación algunos ejemplos de este tipo de ecuaciones: (Ejemplo 12)



Hallar una solución particular de la ecuación y" -3y'-lOy = -13 cos x Una solución particular



de esta ecuación tiene la forma: y=D cos x+Esen x



Derivando y reemplazando en la ecuación dada se obtiene (-D cos x-Esen x) -3(-D sen x+Ecos x) -lO(D cos x+E sen x)= -13 cos x o bi In
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(-3E-11D) cos x+ (-llE +3D) sen %= -13 cos x Comparando los coeficientes de cos x y sen x se recibe: -11D-3E= -13, 3D-I1E=0 Entonces D=11/10, E=3/10 Por 10 cual una soluci6n particular de la ecuación dada es 11 3 Y = 10 cos x + 10 sen % Nota. El segundo miembro de la ecuaci6n del ejemplo anterior no contiene sen x, pero en general la solución particular contiene sen ~ y cos x. (Ejemplo 13)



Hallar la soluci6n general de la ecuaci6n y" +4y=4 sen 2x i)



(37)



Ratees de la ecuación de índices: Al =2;, A2= -2i



La soluci6n general de la ecuación homogénea es y=C1 cos 2x+C2 sen 2% El segundo miembro de la ecuación (37) es una particular de la ecuación homogenea y por tanto una particular no puede darse bajo la forma (36) sino bajo siguiente: y=x{D cos 2x+Esen 2x} • ii)



solución



solución la forma (38)



Derivando, reemplazando en la ecuación (37) y reduciendo se obtiene la expresión siguiente: -4D sen 2x+4E cos 2x=4 sen 2x ~



Comparando



los coeficientes de D=-1,



sen zx



y



CQS2X



se obtiene



E=O



Entonces y= -x cos 2x es una solución particular de la 'ecuación (37). Por tanto la solución general de la ecuación dada es y=:C1 cos 2x+C2 sen 2x-x cos 2x
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EJERCICIOS



y" +y=cos x-sen x 48) y" +y' -6y=sen x cos x - y" +9y=cos 3x ~ (§U y" +5y'-14y=cos x+cos 2% 54) y'" + 2y" + y' = sen x + 2 cos 2x 46)



'--,....



y" +2y' + y=sen 2x 49) y"-4y+5y=cos x+sen x ~1) y"+y'-2y=cos' z /53)" ...___., y(l)-y=sen %-2 cos % 47)



55) y(·)+y"-2y=cos~



(Ejemplo 14)



y" +2y'-3y=20ez



cos 2x



(39)



En forma análoga al método anterior es posible que una soluci6n particular tenga la forma siguiente: y = ez{D cos 2%+ E sen 2%} Derivando, reemplazando en 1... ecuaci6n (39) y reduciendo se recibe: ez(2E-D) cos2%-(E+2D) sen 2%] =5ezc"s2% Entonces 2E-D=5, E+2D=O o bien D=-l, E=2 'Por tanto una solución particular de la ecuaci6n (39) es .y=ez( -cos 2%+2 sen 2%) (Ejemplo 16)



Hallar la soluci6n general de la ecuaci6n 4 y" +2y' +5y=4e-z (cos 2x-2 sen 2.%)



(40)



i) La ecuaci6n de índice s e s : :\'+2~+5=0 entonces ~1=-1+2i, ~,=-1-2i La solución general , de la ecuación homogénea es por tanto: y=e-Z(C1 cos 2%+C2 sen 2x) (41) ir) Observando el segundo miembro de la ecuación (40) se ve que es una forma particular de la ecuaci6n (41) (C1=1, Cs= -2) y por lo tanto es una loluci6n particular de la ecuación homogénea.
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En este caso una solucibn particular de la ecuación (40) tiene la forma siguiente: y=x e-Z(D cos 2x+ E sen 2x) Derivando, reemplazando en la ecuación (40) y reduciendo se recibe: e-z(Ecos 2x-D sen 2x) =e-:tJ(cos 2x-2 sen 2x) Entonces E=l. D=2 . Por 10 cual una solución particular de la ecuación (40) es y=x e-Z(2 cos 2x+sen 2x) La solución general de la ecuación dada aparece continuación: y=e-Z(CI cos 2x+C2 sen 2x) +x e-Z(2 cos 2x+sen 2x) iii)



a



EJERCICIOS ~



y" +4y' +4y=e-2Z sen x 57) 4y"-5y' +y=ez (sen 2x-cos 2x) 58) y" +4y' +5y=e-2Z cos x 59) y"·t 12y' +32y=2 cos x senh 2x 60) y" -4y' +5y=2 JOS X senh x/ex 62)1 y" +4y=2 cos y senh x 61) y"-2y' +2y=ez cos x (2 cos x+sen x) 63) y'" - y" +2y=2ez cos' x 64) y'" + y"-2y=e-z ~65), y'" +4y"-i2y' =8e2Z cos x sen x 56)



I



'-



§ 6-Ecuaciones no-Homogéneas con Coeficientes Constantes (Método



de Variación de Parámetro) El método general para hallar una solución particular de la ecuación ( 1) s" +ay' +by=R(x) se estudiará en esta sección. Se sabe que si [(x) y g(x) son dos soluciones diferentes de la ecuación homogénea de (1) entonces la solución general de la ecuación homogénea es (2) y = CI [(x) + C2 g(x) en donde CI y C2 son dos constantes arbitrarias. particular de -la ecuación (1) tiene la misma form



Una eolueion d I oluctcn



 (2), pero en· el puesto de las constantes Cl y C2 aparecen nuevas funciones de x: u(x), v(x). Por esto la forma de una solución particular es: y=u(x) ·/(x) +v(x) ·g(x)



(3)



en donde u y v deben ser determinadas con ayuda de la ecuación (1). Este método es llamado" método de variación de parámetro." Teniendo en cuenta que la ecuación de índices de (1) es: A2+aA+b=0



(4)



,



y que sus rarees Al y A2 son, para mayor sencillez,diferentes reales, la solución general de la ecuación homogénea es (5) Por esto una solución particular



y



de la ecuación (1) es entonces: (6)



Para determinar los valores de u y u se sigue el procedimiento que aparece a continuación: se deriva (6) con respecto a x y' = (u' eA1Z+o' e"2%) + (Al u e"lZ+ A2 v e"IZ) ( 7) y como la solución que se busca es una solución particular cualquiera entonces para hacer mas fácil el desarrollo se puede imponer una condición o mejor una relación entre las funciones u y v, por esta razón en la ecuación (7) se hace;



(8) Entonces la ecuación (7) se transforma y'=Al



en la siguiente; u eA1Z+A%V eAlZ



Derivando de nuevo la ecuación (9) s" = (Al U' eA1Z+A2 u' e.\SZ) + A12 u e"lZ + A22 v e'\lr)



(9)



t



y substituyendo



(10)



(6), (9) y (10) en la ecuación (1) se recibe: (Al u' eAIZ + A2 v' eASZ)



+ (A12 + a Al + b) u e"lz



+(A,2+aA2+b)veA2z=R(x)



(11)



Pero como Al y A2 son las dos raíces de la ecuación de índices se obtiene: I



Por tanto la



CCU(\(.'IOIl



f



oA,+b=O, t t 1) puede



A,'+aAt+b=O



scribirse así:
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Ecuaciones no homogéneas (12)



De las ecuaciones (8) y (12) puede hallarse el valor de u' y o' (teniendo en cuenta que ~l es diferente a ~2) : u'=



Integrando



R(x)



e-Al~



i1- ~ , 2



(13) con respecto a u=



1



~1-~2



v= -



(13)



%



J



1



Al-~2'



se obtiene los valores de u y v. R(x)



J



ew dx (14)



R(x) e-A2:t dx



Reemplazando estos valores en la ecuación (6) se recibe una solución particular de la ecuación (1): y=



1



[eA1:t



~1-~2



J



R(x) e-A1Z dx-eA2



%



J R(x) e-



AJz



dx]



(15)



Nota. Si se ponen las constantes de integración DI y D2 en las expresiones (14) y se reemplazan en la ecuación (6) se obtiene en la solución (15) el siguiente sumando adicional: ~ 1~ [D1 1-



e.\lZ -



D2 eAsz]



2



el cual tiene la misma forma de la ecuación (5). POr esto si se escriben constantes de integración en la expresión (14) y se reemplaza en la ecuación (6) se obtiene la solución general de (1). (Ejemplo 1) •



Hallar la solución general de la siguiente ecuación por el método de variación de parámetro. . y"-3y'-lOy=7x e-2Z (16) i)



La ecuación de índices es: X2-3X-10=O



entonces



\=5,



A:-2 2.



Por tanto la solución general de la ecuación homogénea es: y=C1 el!.%+C2 e-Sol: ii)



Supongamos que una solución particular



de (16) eco
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(17)



en



donde u(%) y v(%) satisfacen



la siguiente



relación: (18)



u' e6z+v' e-2z=O Derivando



(17) Y teniendo



en cuenta la condición y' =Su e5.z-2v e-2z



(18) se obtiene:



y" = (Su' e3Z-2v' e-2Z) + (2Su eGZ+4ve-b) Reemplazando



estos valores en la ecuación (16) se recibe: Su' ellz-2v' e-2Z=7% e-2Z



(19)



u' y v' : u' =% e-2Z.e-t.z=% e-7Z u' = -% e-lz·e2z=-z



De (18) Y (19) se obtienen



Entonces u(%) =



J



x e-7Z dx= _e-1Z{



;



+ 4~}



v(%)= -xd%=-T x'



J



,



Por esto la ecuación (17), con estos valores de u y v, es una soluci6n particular de la ecuaci6n dada:



o bien



Por lo cual la solución



general



de la ecuación



y=C1 eGz+C2 e-2Z_e-2Z{



%2



2



(16) es:



+~+_!_} 7 49



(Ejemplo 2) Hallar la solución general de la siguiente el método de variación de parámetro. y"-4y' +4y=senh 2x i)



ecuación 'por



La ecuación 'de índices de (20) es: "X2-4A+4=0



entonces A,=A2=2



Por tanto In sotuctén J!,l Ilílro! d



la ecuacién



homogénea es:



(20)
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no homogéneas



(21) Para hallar una solución variacíon de parámetro sea ii)



particular



por el método



de



(22) en donde u y v satisfacen



la condición siguiente:



o bien u' +v' ·x=O



(23)



Derivando (22), teniendo en cuenta la condición (23) y reemplazando en la ecuación (20) se recibe:



o bien



2u' + (1+2x)v' =_!_(1-C-4Z)



(24)



2



De (23) y (24) se obtienen



u'=-;



Uf



y v':



v'= ~(l-e-'Z)



(l-e-fZ),



Entonces



Por esto y= - { -+.%2 4



e-4Z (4.%+ 1) } e2Z+ { _+_e.% 1 4,r } .%e2,r 32 2 8



o bien 1



X2



Y =_e42,r



-



32 e-2Z



(Solución Partículas; ?-



Entonces



EJERCICIOS 1) y"-5y' +6y=ez.r 3) y"-2y'+y·=x2+1



2) y"-4y' 4) y"+y'-



~ 4y c·¡I



c'.r



f



c



l'



 Ecuaciones



7) 9)



y" - By' + 12y = 4x senh 2x



10)



y"-y'-12y=28



(Ejemplo 3) Por el método de variación solución general de la ecuación: y"'-6y"+lly'-6y=4 i)



homogéneas
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6) y" +4y'-5y= 12 cosh % B) y" +5y' +6y = (x+ 1)2



y"+3y'+2)'=Bxex y"-y'-2y=9x eX



5)



no



Las raíces de la ecuación



(cosh r)"



de parámetro,



hallar la



eX



'(25)



de Índices son:



Al =1, y por tanto



ii)



la solución general de la ecuación homogénea y = Cl e" + C2 e2Z + C3 e3,r



es: (26)



Sea (27)



una solución particular de (25). determinan de la manera siguiente:



Los valores de u, v y w se Se deriva (27) con respecto a



x, I



Y se hace que u, v y w cumplan Uf



La ecuación siguiente:



(2B) se transforma



y' Derivando



la condición siguiente: ex+v' e2x+w' e3x=0



= (ft' eX+ 2v'



condición



en la ecuación



= u ex + 2v e2.:c -t- 3w e3.c



(30) con respecto y"



con esta



(29)



(30)



a x se obtiene:



e= + 3w' e3X)



En este problema se impone las funciones por determinar:



+ (u e' + 4v e~.c+ 9w



una nueva



e3.1)



condición porque son tres



u' eX+2v' e2z+3w' e:l.r=O



Teniendo en cuenta la condición (31) como sigue:



(31)



(32) se puede escribir



(32) la ecuación (33)



Derivando



de nuevo se recibe:



s'"> (u' R emplaaando



cJ I 4v' e2.:r+9w' e3X) +: (u e,r+8v e~.L+27w e:l.r) (34j



(27), (30), ,(S3) y (34) en la ecuación dada y reduciendo
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Determinante de Wronski



se obtiene la siguiente ecuación u' ~+4v' e2z+9w' elz=4 e"



(35)



(29), (32) y (35) se obtienen los valores de u', o',



De las ecuaciones



w' : "'=2,



v' = -4 e=,



w' =2



e-tI.



Entonces w= -e-'z



"=2x,



Entonces una solución particular de la ecuación (25) es y=2x.ez+4 e-Z·e2Z_e-2Z·e3z o bien y=(2%+3) el. La solución general es entonces: y=C1 ~+C, e2Z+C3 e3z+(2x+3)



e.z



EJERCICIOS 11) y'" -2y" -3y' =9(x+ 1)



13) s" + y" - y' - y= senh x 15) y"'-2y"-y' +2y= (x+ 1)2 § 7-Independ~ncia



12) y'" +2y" -y'-2y=cosh % 14) y'" +3y" - y' -3Y=e"+e-lz



Lineal-Determinante



de Wronski



En esta sección se estudiarán algunos apartes diferencial lineal de segundo orden y"+P(x) y'+Q(x)·y=R(x) •



Primero



se considera la ecuación homogénea de (1): y"+P(x) y'+Q(x)·y=O



de la ecuación (1)



(2)



Como se ha hecho referencia a dos ce soluciones diferentes" de la ~ ecuación (2) es necesario definir este concepto en forma más precisa. Como se ha visto en § 2, si Y1 es una solución de la ecuación diferencial lineal (2), e Yl es también una solución de la misma ecuación, pero al hacer referencia a estas dos soluciones no se las ha llamado ce soluciones diferentes." Estas soluciones YII



se llaman .. soluciones linealmente



e YI dependientes."



Po,' otro parte



 Determinante



si dos soluciones Yl y J2 de una ecuación linealmente dependientes, es decir si Jl/J2:!1tf (constante)



1:1



de JF' ron,"



diferencial



no son



se dice entonces que )'1 y Y2 son .. soluciones diferentes" o mejor H soluciones linealmente Independientes" de la ecuación dada. Por ejemplo si se da la ecuación diferencial y" -~y' +y=O Ji =e", y.=x



e.e son dos soluciones de esta ecuación



-YlY2



_ X e~ - e"



-x~e



y además



(constante),



entonces eZ y x eZ son dos soluciones linealmente independientes. [1] Dada la ecuación diferencial (2), si Yl y y, son soluciones linealmente independientes, entonces y(x)



=e, Yl(X) +e, Y2(X)



(3)



es la solución general de (2) y cualquier solución de (2), como se verá mas adelante, es de la forma (3). Dada la condición inicial para la ecuación (2) (4) y (xo) =Yo, y' (xo) =Yo' existen valores especiales de el y C, de manera que la solución (3) cumpla la condición (4) entonces se obtiene:



S1



e, Y2 (xo) = Yo } e Y-/ (.ro) =y' o



C1 Yl (xo) + CI y¡' (xo) +



(5)



2



4



Los valores de el y e~pueden ser determinados ecuaciones si se cumple que . W(.ro) =



Yl (x()). Y2 (xo)



'() YI XO,



de este sistema de



I



'() I =YI(XO) y, Xo



Este es el llamado determinante



Y2'(XO) -Yl'(XO)



Y2(.rO)~O



de W ronski o Wronskiano



(6)



y como



se demostrará más adelante W~O si y sólo si las soluciones YI y y, son linealmente independientes. Como Yl y J. son dos soluciones de (2) entonces (7) y./' +P Y2' +Q Y2=0 YI"-t·P Yl'+Q • Yl=O
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Determinonte



de Wronsld



Multiplicando la primera restando se obtiene:



por Yl y la segunda



ecuación



por Y: Y (8)



Pero (9)



Entonces



la ecuación



(8) toma la forma : dW



(10)



dx +p·W=O



Corno esta expresión es una ecuación de variables puede determinar W como UI1a función de x : dW W Si



e es



=-



P dx,



entonces



separables



r:r~



W(x) =C,-



se



(11)



igual a cero se recibe: W(x) =0,



o bien



De donde se concluye



Yl(X) y!'(x) -Yl'(X)



Ya(") =0



que



y,' (x)



(12)



Y2(X)



Integrando



ambos miembros de (12) se recibe: In Yl (x) = In Y2 (x) + consto



o bien Yl(X)



=AY2(X)



(A es una constante)



(13)



Es decir que Yl/Y/ A (constante), por tanto Yl y Y2 son linealmente dependientes. Pero como se había aceptado la independencia lineal de JI y Y2 se ha llegado a una contradicción, por lo cual C=%=O



De (11) se concluye



que W(x) =%=0



(14)



porque en general e-Spú no es cero. De acuerdo con (14) se pueden hallar, de las ecuaciones de (5), los valores de CI y C~. Reemplazando estos valores en (3) se obtiene una soluci6n de la ecuación (2) que satisface la condición inicial (4). Ahora



sólo queda



por demostrar



que una



801ucl''n l. de la



 ecuación (2) se puede obtener de (3) para determinados valores de CI y C2• Se ha demostrado que dada una condición inicial existe



una solución de la ecuación diferencial (2) que puede escribirse bajo la forma (3) para determinados valores de CI y (,'¡, entonces existe Y. tal que: y.=CIY1+C2Y2 )' 4



(xo) = Y3 (xo)



}



y.'(xo) =Y3'(XO)



Por tanto el determinante W(x) ==



Y3(X), Y3'(X),



(15)



de Wronski de Y3 y Y. es: y.(x) y'.(x)



==Ya(x) y,'(x) -Y. (x) Yl'(X)



Teniendo en cuenta la expresión (15) se recibe: W(xo) ==y:¡(xo) y/ero) -Y. (xo) Y3'(XO) ==0 De (13) se puede concluir que Y3(X) ==A·y.(x)



(A es constante)



•



Entonces ,



Por esto cualquier solución de la ecuación (2) tiene la forma (3) . • rll] Si Yl Y Y2 son dos soluciones linealmente independientes de la ecuación homogénea .(2), se puede hallar una solución particular de la ecuación' no-homogénea (1) por el método de variación de parámetro y para esto sea y=u(x) Yl (x) +v(x)



una sotucion particutar de la ecuación Derivando se obtiene: y'



= (U'Yl



Como en casos anteriores



+V'Y2)



Y2(X)



(16)



(1).



+ (UY1' +VY2')



(17)



se impone la condición siguiente: U'Yl +V'Y2 =0



(18)



Entonces la expresioa (17) toma la forma: y'=UY1'+VY2'



Derivando de nuevo la ecuaci6n (19) se recibe : y' -':(U'Yl' +v'Y~') + ("YI" +VYlI")



(19)



(20)
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Operador



D



De (16), (19), (20) y de la ecuación



(1) se recibe:



(u'y/ +V'Y2') +"(Yl" + p.y.' + QYI) +V(Y2" + Py,' +QY2) = R



(21)



Pero como Yl y y, son soluciones de la ecuación homogénea decir )'2" + Py,' +Q)'2=0 entonces



la ecuación (21) toma la forma siguiente: "')'1' +v')','=R



(2), es



(22)



De (18) y (22) se obtienen los valores de u' y v':



u'=



v'=



I~ / / )'1



Y2



Yl



)',



)'2'



)'1'



Y2'



O



Y. y,



)'.' R



)'1'



=-



R(x) )',(x) W(x)



(23)



R(x) )'1 (x) = W(x)



)','



Estos valores pueden ser determinados porque )'1 y )'2 son soluciones linealmente independientes y por tanto W(x) ~O. De (23) se obtienen los valores siguientes para u y v:



u (x) - -



J



R(x) )',(x) dx- -



v (x) -



J



R(x) Yl (x) dxW(x) -



-



Subtituyendo



W(x)



-



JZ R(t)W(t))',(t)



dt



JZ R(t»)'1 (t) dt W(t)



estos valores en (16) se recibe una solución particular



)'0:



o bien )'0= JZ R(t) (Yl(t)



)'~¿))',(t)



)'1(x» dt



(24)



§ 8-So1ueiones de Ecuaciones Dífereneiales Lineales por l\fedio del



Operador D. En esta sección se considera otro método para resolver ecuaciones diferenciales lineales, a saber: el método del operador diferencial.· Se define el operador D en la forma sisul n



 Operad6r 1)



d dx --D
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( 1)



Es decir que para una funci6n cualquiera el resultado de aplicarle el operador es: d Dry= dx -v=s'



de



X,



por ejemplo y(x)



I



(2)



Si se aplica de nuevo el operador D se recibe: _ d (d )_ dly _ " D •D ·Y--dx dx y - dx2-Y



Si se define D·D=D'l,



(3)



la expresión (3) toma la forma siguiente: d2y D2.y= d2x (=y")



En general sea D·D······D=Dn n veces



(4)



entonces (5)



Se definen a continuación las operaciones que rigen para D: (D+a) ·y=D·y+ay (D~+aD+b) ·y=Y·y+aD·y+b.y (6)



Con las definiciones dadas anteriormente siguientes propiedades del operador D: 1)



Ir- ( +Z)4 dn(y+z) y dx»



= dny



2) Si a es una constante,



dx»



+ dnz dx"



se pueden deducir



Dr-v+Dr-e



(7)



entonces d



dy



D· (ay) = dx (ay) =a dx = a- D· y



(8)



(9)



4) Si a y b son constantes



se recibe:



(D-a)· (D-b) .y= (D-a)· (D.y-by)



,-n~.y



/)4/;)'



O



D·y+pb.y



las
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Operador D =D2.y-b



= D2.y -



D·y-a



D'y+ab y



(a+ b) -Dry+ ab y = (D-b)·



(D-a)·



y



Entonces el operador D goza de la propiedad conmutativa: (D-a)·(D-b)·y=CD-b)·(D-a).y



(10)



De lo dicho anteriormente se puede concluir que al operador D se pueden aplicar las propiedades algebráicas. (por ejemplo potenciación, factor izacién, etc.) Utilizando el operador D, la ecuación lineal d2y dy dx' +0{1x-+b y=O (11) toma la forma siguiente: D'1·y+a·D y+b y= (D'! + a D+



o



bien, factorizando la forma:



la expresión



b)



'y=O



(12)



D2+ aD+ b, la ecuación



(12) toma (13)



(Ejemplo 1)



Con ayuda del operador D, esta ecuación puede escribirse (D2+4 D-12) 'y=O o bien (D+6) (D-2) 'y=O



asi :



(Ejemplo 2) y"-2y'



•



+ 10y=0



Entonces o bien {D- (1+3i)}{D-



(1-3i)}·y=0



La ecuación (13) se satisface si (D-~2) ·y=O Pero, por la propiedad satisface si



conmutativa



(14)



del operador



D, también



se



(15)



Para resolver. las ecuaciones (14) o (15), o en gen



ral



r solver



 O~rador 1)
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la ecuación (16)



es necesario estudiar las siguientes D· (e-~%.y)=~(e-U a%



y)



propiedades del operador:



= -x. e-uy+e-u



11



%



= (e-U D-X e-U) .y=e-u (D-X).y Multiplicando



por



~z



se obtiene: (D-X) .y=eU.D. (e-~Zy)



(17)



Con ayuda de (17) se recibe entonces: (D-A)2.y= (D-A). (D-X) .y=eU D·e-u (D-A).y =eU·D·e-Az·eU D·e-u y=eU·D' e-Az., En general (D- X) '" Y = eU D'" e-U. y



(18)



(19)



Entonces la ecuaci6n (16) se transforma en la expresión siguiente: eU.lJ"t e-Az·y=O o bien (20)



La ecuación (20) se satisface si e-Uy es un polinomio de (m-l)-grado, porque la m-sima derivada de un polinomio de (m-l)-grado es igual a cero. Entonces la solución general de la ecuación (20) es: e-u.y=CO+C1 %+C2 %2+ ...... + C 1 %".-1 o bien Ift-



(21)



En particular, se recibe:



4



haciendo el mismo desarrollo



para la ecuación (14),



(D-A,) .y=~lz D (e-~IZy) =0 D. (e-~2Z.y) =0 Esta ecuación se satisface o-grado), por esto :



si e-~IZy es una constante,



(polinomio de



Entonces y=Co eAsz



(22)



En la misma forma se reclbe de la ecuaci6n (15) otra soluci6n de la



cUlci6n



(11)



a saber :



 l..... l operador



J)



o bien y= Al~~2 [(D-A1)-1_(D-:\,)-l]R(x)



(38)



Aplicando (32) en (38) se obtiene: y=



tr: e-).lz.R-eA2%



{eAI"



1



Al-A,



[):l e-A2%.R}



(39)



Pero de acuerdo con la definlci6n (28) se recibe: y=



{eAI%



1



Al-At



JZ e-AIZ J?(x)



JZ



dx-eA2Z



e-AIZ R(x) dz}



(40)



(comparar (40) con (15) § 6). ii)



Si Al = Al, la ecuaci6n (37) toma la forma o bien



Aplicando (35) para m=2 se obtiene: y=eAIZ])-2



e->"lz·R(x)



(41)



Esta .expresíon, de acuerdo con la definici6n (28), toma la forma (42)



(Ejemplo 4)



Factorizando se recibe: (D+ 1) (D-2)2.y=e2r



entonces •



1 y= (D+ 1) (D-2)'



·e2r



Utirizando fracciones parciales se obtiene: _ {1



1



1



1



y- 9 D+l -9 D-2



1



+3



1



(D-2)2



}



e



2%



o bien



De acuerdo con (32) y (35) esta ecuaci6n puede escribirse asi y= ~ e= tr: eX.e2Z-



=t~-zJ



~



e2r tr: e-2%.e2z+ ~_e2ZD-2



e3z dx- ~e2Z



J dx+i- J" { JT. dX,} C2Z



0-2"'.e10l rlT,



 Solución



=e2Z•



%2+% e2Z{ e3 6



3



_.!.} +e2Z {~.!__ e2 +_1_} 9 3 9 27



Pero como el/9, e./3-e2/9+ 1/27, toma finalmente la forma;
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por series de potencias



e /3-1/9 3



+ el e-Z 9



son constantes,



Como esta solución contiene tres constantes solución general de la ecuación dada.



la solución



arbitrarias



es



la



EJERCICIOS 1)



(DZ-4D+3)



3)



(D2-8D+12)



5)



(D2+2D-24) y=O (D2_2D+ 1) y=ez+3



7)



y=O y=O



9) (D2+3D+2) y=x(x+l)



2)



(D2+4D+4)



4)



(D2+ 12D+36) ·y=O



6)



(D2-1) y=e-z



8)



(D2+4D) -y=cos x



10)



(D2+2D-8)



§ 9-Solución de Ecuaciones Diferenciales Series de Potencias.



·y=O



y =cosh x



Lineales



por medio de



Ya en las ecuaciones diferenciales de primer orden se estudió el método para hallar la solución de una ecuación diferencial por medio de series de potencias. En esta sección se hará un estudio semejante pero" aplicado a las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden. Dada la ecuación diferencial ( 1)



y"-x·y'-y=O



se supone que la expresión y = C¿+ el x + C, %2+ es una solución.



el), el, e2, ......,



Para determinar



+ e" %"+......



( 2)



los valores de las constantes se deriva la expresión (2)
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Solución por series de potencias



y se reemplaza en la ecuación diferencial



(2C:a+6Ca z+



(1):



+n(n-l) C" z"-' + ) -x{Cl +2C, z+······ ...... +nC" X,,-l + )- (Ca + Cl z+······



. ......+ Cn xn +



) =O



(4)



Asociando en esta expresión las potencias iguales de x se recibe: (2C2-CO) + (6Ca-CI-CI) x+ (12C.-2C2'-C2) x~ ...... ......+ {n(n-l) C,,- (n-l)Cn-2) X"-2+...... =0 (5) Esta ecuación se satisface si todos los coeficientes son iguales a cero, por esto: 2C:a-Co=O, 6C3-2C1=O, l2C.-3C2=O,······ } (6) ......, n(n-l) C,,- (n-l) C"-2=O, ...... entonces C3=CI/3,



1



C.=C~/4= 2.4 Co,· .... •



Para obtener el coeficiente general es necesario tener en cuen ta ia última expresión de (6), y de acuerdo con esto se recibe el valor de Cn:



Si en esta última expresión se cambia n por n-2 se recibe: • también



'. .



. Entonces 1



1



C"=nCn-2= n(n-2) Cn-.



= n(n-2)



1



(n-4) C e= lI-



.~.



Se deduce que 1



Cn= n(2n- )..····4·2 Co si n es par ..



}



1



Cn= 5 3 CI si n es impar , n(n- 2) .......



Sustituyendo .en (2) los valores de las constantes se recibe;



(7)
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e,



Y -- C o + C I %+-%2



2



+-%e, 3



3



e; %'+ Cl %5 + + 2.4 3.5
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.



o bien %2 1+-+ { 2



y=Co



%'



2·4



%a



+ 2·4·· ..%2'11 + ··(2m)



+



%11



.}



X2m-1



}



(8) +C1 { x+T+ 3.5 + ...... + 3.5· ..···(2m-1) + ...... "3 en donde C¿ y C, son constantes arbitrarias porque no hay condición que permita determinarlas, La ecuación (8) es la solución general de la ecuación (1).



(Ejemplo 1)



-s" -2%y'



(1-%2) Se considera que la siguiente



+2y=0



(9)



serie de potencias es la soluci6n de



(9) : (10)



Derivando (10) se recibe: y'=C1+2C2x+ y"=2C2+6C3



=



%+ ...... =



~oo



Wl:_1



~oo



Wl:=2



kCl:xt-1 (11)



k(k-1)



C" %t-2



Subtituyendo (10) Y (11) en la ecuación (9) se obtiene: (1-x2) {2C,+6Cs x+······ }-2x{C1 +2C2 %+ ...... ) +2{CO+CI %+ .. ·.. ·}=o o bien



(12) Pero (1-.1:2)



Loo



k(fl-I)



C" %'=-2=



1:-2



le



CA:%A:-2



t-2



- LOO k(l-l) k-, _ W fl"" t_2 k(k-l) Elte 61timo paso



L'OO k(k-I)



e, Xk=



LOO (k+2)(k+1)



Ct+2 %A:



k-O



CA:%A:



"hacI en la siguiente forma:



(13)
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Solución por series de potencias



Pero como ¡.t es una variable aparente se puede poner en el puesto de ¡.t cualquier otra letra, en particular k. Se obtiene entonces el primer sumando del último término de la expresión (13). De la misma manera (14) Con ayuda de (13) y (14) la ecuación



rLJ,,_o



(k+2)(k+1)



C"+2Xk-



(12) toma la forma siguiente:



c,»



k(k-1)



~oo W k_2



(15)



o bien {2C2+6CaX+



L~-2 (k+2)(k+1) -{2C1X+



C"+2Xk}-



L~_2k(k-1)



c,»



L~_22kCkXk} (16)



+ {2Co+2C1 X+ L~_2 2C" xk} =0 Asociando esta expresión de tal manera que se transforme serie de potencias ascendentes de x, se recibe: (2Co+2C2)



en una



+6Cs x



+ L~=2[(k+2)(k+1)



Ck+2-{k(k-1)+2k-2}Ct1x"=0



(17)



•



La ecuación (17) se satisface si los coeficientes, de x, son iguales a cero. Por esto



para cada potencia (18)



(k+2) (k+ 1) Ck+2o



De (18)



y (19)



(k2+-k-2)



Ck=O



(k=2,



se obtienen respectivamente C2= -Co,



kZ+k-2o ~k+2= (k+2)(k+1)



(20)



3,····:~ (19) y (21):



C3=0



(20)



k-O 1



Ck= k+1 C"



Dando a k los valores 2, 3, 4,······ se obtienen



a partir d



(21)



euaeiÓll
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(21) las siguientes



expresiones: 1



1



C4=3C2 = -3Co



,k=2)



2 C:,=-Ca=O



(k=3)



4



3



3·1



1



Cij:--=-SC4= 5.3 C2=-SCo



(k=4)



.................................... En general



si k es impar



Ck=O, es decir Ca=C5=······=C2m+l=O



(22)



C., C6, •••• ", C2m, •••••• 2m - 2 en el puesto de k en la ecuación (21) y se recibe: Para



determinar



los coeficientes



,



se pone



2m-3 C2m = 2m -1 C2m-2 también



............................ 1



C'=3C2 C2=-CO Multiplicando miembro a miembro valor de C2m en función de C, 1



C2m= _ 2m-1 Co



Reemplazando recibe:



y=Co+C¡



.. en



la serie



(10)



.,



x4



x6



ecuaciones



se obtiene el



(23)



(m=l, 2, 3,······) los valores



X-Cox2_l.Cox4_lCoX6_ 3 5



=C1 x+Co{ 1-x·-3-5-



estas



de las constantes



-



se



Co ,%2111+ .. 2m-l



x2'm - ...... } ...... - 2m-l



Entonces



La serie (24) es la solución son constnnt 8 orbitrarias)



general



de la ecuación



dada.



lC¡ y CII
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Solución por series de potencia,



Nota. Yl=% Y Y2=1-x'independientes.



son dos soluciones linealmente



~ _



En los ejemplos anteriores la solución en serie de potencias se hizo alrededor de cero. En el ejemplo que aparece a continuación se hace el desarrollo alrededor de uno. (Ejemplo 2)



(x2-2x+2)



y"-



(l-x)



y'+y=O



(25)



La solución en serie de potencias alrededor de uno puede escribirse así: (26) Para mayor facilidad sea



(27)



X=x-l



Con esta transformación



la ecuación (25) toma la forma siguiente (X'+l)



y"+Xy'+y=O



(28)



y la solución (26) es entonces: y= floo



WIr.=o



C"XIr.



(29)



Para hallar los .valores de las constantes se deriva (29) con respecto • aX (30) •



y se reemplazan las expresiones (29) y (30) en la ecuación (28) : (X:l+l)



floo k(k-l) W"=2



C" XIr.-2+X floo



W"_l



k C"



x-: (31)



Pero como (X:l+ 1) flOD k(k-l)



W"-2 + floo k(k-l) W"_2 ..



+ w,,_o fl~



C" X"-?= ~oo



k(k-l)



W"-2 C" X"-2= \,00 k(k-l) W"-2



C" XA: CA; XIt



(k+2) (k+ 1) C"+2 XA:



entonces •



 •



Solución por series de potencia.



E:.,k(k-1) + (C,,+2C2)



+



CI¡;X"+



E~."(k+2) (k+l)



CA: k XA:+



y-'OO



~A:-l



Loo
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C&+1X·



CA:XA:=O



(32)



A:-O



+ (2C1+6C3)X



r::,.,,[(k+1) (k+2) C"+2+{k(k-l)+k+l}



C~] X"=O



(33)



Los coeficientes de las diferentes potencias de X deben ser cero para que la ecuación (33) se satisfaga, por esto ; (34) Co+2C,=O, 2C1 +6C3=O (35) De (34) y (35) se reciben respectivamente las expresiones siguientes: C,=-Co/2, C3=-C';3 k'+l C"+2=- (k+l) (k+2) CA:



Si k se reemplaza sucesivamente por k-2, CIe= -



{(k-2»)2+1) k(k-l)



Ct-h



{(k-6)'+1) CA:-t = - (k-4) (k-5)



_



Ct-,-



-



(36)



k-4, k-6,·····, se recibe: {(k-4)2+1) (k-2) (k-3) Ct-t



CA:-e,



. (37)



....................................



Multiplicando mjembro a miembro las expresiones para Ch C••...... , C2,., se obtiene el valor de C,,,. en función de Co: C2". = (-1) JI! 1·(1+ 22) (1+42) ..... ·{1+ (2n, -2) 2} Co 1·2·3·4····· ·2m



o bien _



C,,.- (-1)



lR



(1+22)(1+42)······{1+(2m-2)~} (2m) !



C



(38)



o



Por otra parte, de las ecuaciones que contienen a Ca, C~, se recibe: , (l-t-l~) (1+32) ••• .. ·{1+(2m-l)2) C C2m+1=(-I)m



(2m+1)!



de.



e,,"



y



I



, C2m+h (39)



Cs", 1-1 en la ecuación (29) se
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Solución por series de potencias



obtiene: y=Co+Co



(_1)1Il1.(1+22)(1+42)



~oo ~m-l



+C1{X +



. (-1)



~oo



7Il



~"'-l



(1+ 12)(1+32)



..... ~{1+(2m--2)2) (2m) . •• ....



X211l



{1+ (2m-1)2) X2m+1}



(40)



(2m+ 1) !



Como en la serie (40) aparecen dos constantes arbitrarias y que no pueden ser determinadas porque no se ha dado una condición inicial, entonces esta serie es la solución general de la ecuación (28). Pero como X=x-1. entonces y=Co+



e, 1:::-



1



(_1)m1•



+.~1~;··! {1+ (2m-2)2)



(1+22) (1



(x-l)271l



+C1(x-l)



+C1 floo



(-1)'"



~m-1



(1+12)(1+32) ...... {1,+C2m-1)2) 2m+1) .



(x-l)2m+1



(41)



La serie (41) es la solución general de la ecuación (25).



EJERCICIOS 1) 2)



y"-xy'=O (1-x2)y"



(alrededor de O) -2%y' +6y=0



3)



y"-2xy'-+.2y=0 4) y"-x2y=0 5) (x2-1) y"-2y=0



(



"



)



(



" "



)



( (



"



) )



(Ejemplo 3) (42)



Para hallar la solución de esta ecuación por el método de serie de potencias alrededor de cero debe tenerse ,en cuenta que 1 1 ' y 1- 9%2



x



tienden a co cuando x tiende a cero. En II § 10 ya se ha tratado este caso. Análogamente se considera que la solución de esta ecuación en serie de potencias de x tiene la forma siguiente:



 por serie» dp pOIeMin.



Solución



) 58



en donde s. Ch C2, .. •• .. , son constantes cuyos valores deben ser determinados con ayuda de la ecuación dada. Derivando (43) con respecto a x se recibe:



y'=sCox'-l+(s+l)



=



w,,_o ~oo



(k+s) CI:,%I:+'-l



C; %'-2+ (5+1)s CI %'-1+



y"=s(s-l)



=



CI~+



u.; (k+s) ~oo



.



CI: %"+'-2



(k+s-l)



Reemplazando en (42) se obtiene: (s(s-l) C,%'-2+ (s+ l)s CI %'-1+



)



+_!_{s Ca %'-1 + (s+ 1) C1 %'+



)



x



+(1- 9X2 1 ){CO%'+C1,%'+I+



••••••



}=O



o bien



(44)



+(1 Pero



Entonces



L~=o(k+s) (k+s-l) + o bien {S(S-l)



+



~oo



Wt:,



CI: %1:+,-,+



L~=o(k+s)



C"-2 %"+'-2_ \,00



w



ksO



CI: %"+'-2



(C,,/9)xk+'-2=O



(45)



;



+s-



~}



e, %'-2+ {S(s+



1) + (s+ 1) -



L~.'1[{Ck+s)(k+S-l)+(k+S)-



!}C) %'-1



~} C,,+C,,_a] .t."k-~=O



(46)
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por series de potencias



Como en los casos anteriores los coeficientes de x deben ser cero, por tanto



de cualquier



potencia



1



{S(S-I)+S-~}Co=o



(47)



J



{S(S+I)+(S+I)-~}Cl=o



+ (k+s) - ~ } Ct+C,t-2=0



{(k+s) (k+s-l)



Pero como Co~O, (ver 43»



(:?;2)



(48)



(s+ ~)( s- ~) =0



(49)



entonces



1



s(s-l) +s-9=0,



o bien



entonces



--31 La ecuación i)



(49) es llamada



valor



de índices.



s=3"1



Caso en el cual



Con este forma:



ecuación



para



s la segunda



ecuación



de (47) toma la



(50)



entonces Además ecuación



este valor para



con



s la ecuación



(48) se convierte



en la



(51)



o bien



C,t=-



(



1



k k+-



(51)



2)Ck-2 3



Como Cl =0, entonces



C,=-



(



1 2)



3 3+3"



C,=O.



e~--_



C3



( 2) 5 5+"3



O,



Como la ecuación (51) es una relación entre los coeficientes, obtienen sucesivamente las siguientes expresiones: .'



se
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1



C~nt=- 2m(2m+ ~) C~",. C2m-2 = -



1



(2m-2)



(4)2m--f



(para k=2m-2)



C2m-~



................................................ C,= -



1



2) 4 4+(



C2



(para k=4)



3



(para k=2)



Multiplicando miembro a miembro estas valor de C2m en función de Co: C.m=(_l)m



igualdades



se obtiene



el



2}{ 4+1 32}{ 6+"3'2} ...... {2m+"32} .C,



{



2·4·6······ (2m). 2+3



r



= ( -1) m 22m¡·2·3 .. ····m{ 1+3 1}{ 1 1}{ 1} { 2+3 3+3 ...... m+31 C,



(52)



Con este resultado la ecuación (43) toma la forma siguiente:



en donde C, es una constante ii)



Caso en el cual



arbitraria.



s=-1/3



Con este valor se recibe coeficiente el :



de la segunda



ecuación



de (47) el (54)



También



la ecuación (48) toma la forma



k(k-j)



C~=-C~-2
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Solución



por series de potencias



Entonces (55)



De esta última expresión se recibe que Ca=C[¡= =C2111-1 =0



(56)



(57)



Con estos soluci6n :



valores



obtenidos



en (56) y (57) se recibe



la otra



En donde C; es una constante arbitraria. Nótese que los valores de las constantes arbitrarias en (53) y (58) no son necesariamente iguales y que estas dos soluciones son linealmente independientes. (Ejemplo 4) y



" + (1x - 1) y , =s>: 1 O



(59)



Sea (60)



una soluci6n de la' ecuación (59). Derivando y reemplazando



{LA: (k+s) (k+s-1)



Ck Xk+8-2}



en la ecuaci6n dada se obtiene:



+( }



-1){ L~=o(k+s) -- 1 X



Ck Xk+'-I}



E""A:=O CA: xt+,=o ~



o bien



L~=o



(k+s)



(k+s-l)



- [00 t=l



(k+s-l)



Ck Xk+$-2+



L~=o



CI;-l xt+s-2_



(k+s)



Loo



e, Xk+



8-2



Ct-1 xk+··,=O



(61)



tal



Entonces •
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(s(s-l)



+s} CO X,-2+



L~=l{(k+S)2



c.: (k+s)



Ck-¡) Xk+.,-2=0
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(62)



Por 10 cual {s(s-l)+s}Co=O (k+S)2 Ct- (k+s)



Como Co~O, de (63) se recibe: s(s-l) +s=O, o bien



(k:.? 1)



(64)



(ecuaci6n de índices)



S2=0 SI



Entonces



Ct-l =0



(63)



=S2=0



de la ecuaci6n (64) se recibe: k2 Ct-k Ct-t =0, o bien



(65)



Entonces



......,



el =Co,



Multiplicando miembro a miembro estas igualdades valor de C« en funci6n de Co: 1 1 Ct= CO=L'T Co 1·2·3······k le! Por tanto



una soluci6n de la ecuaci6n



y=Co



~oo



Wt::o



xtjk!,



se obtiene



el



es: (66)



o bien



Como SI =5, con este método de desarrollo en serie no se puede hallar más que una solución. Para hallar otra soluci6n es necesario aplicar el método de variaci6n de parámetro. (ver § 2, § 6)



Nota.



Aplicando



el método de variación de parámetro



sea



y=v(x) -e" otra soluci6n. Para hallar el valor de v se deriva la expresi6n anterior con respecto a x, se reemplaza en la ecuaci6n (59) y se obtiene:



v"·x+ (l+x)v'=O Entonces



Integrando



con respecto V



a



%



se recibe:



%



%'



In$- 1



+ 2.2' -



Xl



3.31



+ ......
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Solueio»



por series de potencias



Entonces X -ez lnx---+ { Y1!



X2



2·2!



x3



} + ...... 3·3!



-



(67)



Esta otra solución de la ecuación contiene In % y por tanto no puede ser desarrollada en serie de potencias de x alrededor de cero. (Ejemplo 5) yl!



1+3x x(l-x)



,



1



x(l-x)



y



-O y-



(68)



o bien x(l-x)



y"- (1+3x) y' -y=O



(69)



Sea y=x'



L~=oCI: xl:



(70)



(Co~O)



una soluci6n de la ecuación (6~). Derivando y reemplazando



se obtiene:



f'oo (k+s) (k+s-l) Wj;_O



x(l-x)



CA: ~t+.-2



o bien



L~=o(~+s) (k+s-l) - Loo



CI.:xl:+'-I-



L~_o (k+,s) (k+s-l)



(k+s) CI: Xk+'-I_~"



WJ;ao



k-O



CI:~·



3(k+s) CI: .%1:+,



entonces



LOOk-O



(k+s) (k+s-2)



LOOk=O (k+s) s(s-2)



(k+s-2)



Ca X8-1+



e, x.t+.-~- W,,_o ~oo



(k+s+l)2 CI: .%1:+'=0



C" X"+'-I-



(k+S)2



~C»



W"Rl



L~=l[(k+s) (k+s-2)



c.; XJ:~l=O



c,,- (k+S)2 C"_l].%k+.-l=O



Se deduce que 5(s-2)



co=o



(71)



y que



(72)



 Solución



por series de polPtlt·In.



1;;9



Pero como Co=\:O entonces s(s-2)



por consiguiente i)



s=2



Si 5=2 la ecuación (k+2)k



=0 (73)



s=O



y



(72) toma la forma siguiente: C,.- (k+2)2 Ck-1=O



o bien (74)



Entonces



............ ,



Multiplicando



miembro a rmernbro



estas igualdades se recibe:



Cl:= (k+ 1)2(k+2) Ca



(75)



Entonces una solución de la ecuación dada es: y--c0% 2. ii)



Loo



(k+ 1) (k+2)



2



1:eO



x le



(76)



Si s=O, de la ecuación (72) se recibe: k(k-2)



C,,-k'J. Ck-1=O



k=l, 2, 3,····..



o bien (77)



entonces (k=l)



}



(k=2)



(78)



De estas expresiones se concluye que C1=O



y



Co=O



Pero en este caso se niega la hip6tesis de que Co~O, existe solución en serie de potencias de x para s=O la otra solución es necesario aplicar el método de parámetro. Esta segunda solución resultante no puede en serie de potencias de x alrededor de cero.



por tanto no y para hallar varración de desarrollarse
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Solución



por series de potencias



EJERCICIOS 6)



xy" + ( ~ - x )y' -y = O



8) 4y" +(-1+ 10)



X(l-X)y"+(



;2 )y=O ~-X )y'+Y=O



7)



xy" +y' +xy=O



9)



y"



+ ;y' + (1-



;2 \y=O



 CAPITULO



V



"



Sistema de ecuaciones diferenciales § l-Introducción



Como se verá en segundo orden, que expresarse en forma Por ejemplo, si en la



esta sección, las ecuaciones diferenciales de fueron estudiadas en el capitulo IV, pueden de un sistema de ecuaciones diferenciales. ecuación diferencial 1 1 y" Y' + X2 y=ex (1)



+x-



se hace



y'=z,



o bien,



dy dx



z



(2)



la ecuación toma la forma siguiente: dz



dx



+ -xz 1 + 1 x X2 y=e



(3)



De (2) y (3) se obtiene dy dx



z (4 )



El cual es un sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden en donde es la variable independiente. En general si x y y son funciones de una variable independiente t las dos ecuaciones siguientes forman lo que se llama un sistema de ecuaciones diferenciales: dxldt - f(x, y, t) 1 (S) dYldt=g(x, y, t) J Para eliminar t de} sistema (5), se deriva la primera ecuación del sistema con respecto a t: dt x dx dy (6) -J[:¡:-=f,xo dt +fllOdt,+ft



x



Sustituyendo



en (6) dYldt=g(x,



y, t) se obtiene
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Ecuaciones diferenciales lineales d?x dx . dV=f:r: dt +fll·g(x, y, t)+I,



(7)



Se puede eliminar y utilizando la primera ecuación de (5) y la ecuaci6n (7) y se obtiene una relaci6n entre d2x/dt2, dxidt x y t, es decir, se obtiene una ecuación diferencial de segundo orden para x en la cual t es la variable independiente. (Ejemplo) dx



dy _y



xy



(i[=-t-'



dt -T



(8)



Derivando con respecto a t la primera ecuación de (8) se recibe d2x _~ dx +~~ dy _ xy dt' - t df t df t2 Sustituyendo



en esta ecuación la segunda ecuación de (8) se obtiene d-» y dx x y xy _ y dx



dt2 Tdt+77--¡a-Tdt



(9)



De la ecuación (9) y de la primera ecuación de (8) se puede eliminar y: (10)



Esta es una ecuación diferencial es (ver capítulo IV § 1)



de segundo orden, cuya solución



-



(11)



Reemplazando (11) en la primera ecuación de (8) se obtiene y como una f unción de t: •



y=Ct



t



(12)



El sistema formado por las ecuaciones x=C2



e01',



(11) y (12), a saber,



y=C1



t



(13)



es llamado solución del sistema de ecuaciones dadas. En el ejemplo anterior, la solución del sistema (8) tiene dos constantes arbitrarias (CI C2 en (13)) porque el sistema (8) puede reducirse a una ecuaci6n diferencial de segundo orden. En este caso la solución se llama solución general del sistema. EJERCICIOS



Reducir los siguientes



sistemas de ecuaciones díferencial



8



una
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Ecuaciones diferenciales



lineales



(7 ) Se puede eliminar y utilizando la primera ecuación de (5) y la ecuación (7) y se obtiene una relación entre d "xldt", dxldt x y t, es decir, se obtiene una ecuación diferencial de segundo orden para x en la cual t es la variable independiente. (Ejemplo) dx



xy



(1/--t-' Derivando



con respecto dt? - t



dt



(8 )



dt -T



a t la primera



d2x -1_ dx Sustituyendo



dy _y



+~~ dy



t dt



ecuación de (8) se recibe _ xy



t2



en esta ecuación la segunda ecuación d2 x y dx x y xy _ y dx



dt2



De la ecuación



T dt-+7 7-7-T



de (8) se obtiene



dt



(9)



(9) y de la primera ecuación de (8) se puede eliminar



y: (10)



Esta es una ecuación diferencial es (ver capítulo IV § 1)



de segundo



orden, cuya solución (11)



Reemplazando (11) en la primera una función de t:



ecuación de (8) se obtiene y como (12)



El sistema



formado



por las ecuaciones



(11) y (12), a saber, (13)



es llamado sol ución del sistema de ecuaciones dadas. "En el ejemplo anterior, la solución del sistema (8) tiene dos constantes arbitrarias (CI C2 en (13)) porque el sistema (8) puede reducirse a una ecuación diferencial de segundo orden. En este caso la solución se llama solución general del sistema. EJERCICIOS Reducir los siguientes



sistemas



de ecuaciones



diferencial



'8 a una •
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Ecuaciones diferenciales lineales



En general, como un sistema de ecuaciones lineales con coeficientes constantes se reduce a una ecuacíon diferencial de segundo orden también con coeficientes constantes, se puede suponer desde un principio que la solución del sistema tiene la forma siguiente: (5)



en donde B, A, A, son las constantes por determinar. (5) con respecto a t se recibe: dx/dt=AA e>..t, dy/dt=BX e1.'



Derivando



Reemplazando en el sistema (1) se obtiene: A A e>..t = A e>..'+ B e>..t} BA e1.t=A e>..'-B e>..t o bien



AA=A+B,



BA=A-B



entonces A(l-A) +B=O



}



A+(-l-A)B=O



(6)



Este es un sistema de ecuaciones lineales en el cual A y B son consideradas como incógnitas. Si el determinante del sistema (6) 1-A,



1



1 , -1-A



es diferente de cero entonces la única solución de (6) es A=B=O y por tanto del sistema (5) se recibe que x=O, y=O. Esta solución trivial del sistema dado no será considerada y por tanto es necesario encontrar otra solución diferente. Este otro caso se presenta si el determinante del sistema (6) es igual a cero, es decir 1-A,



1



1 , -1-X



=A2-2=0



(7)



'entonces i) A= fi. Substituyendo este valor de A en (6) se recibe: A(l- fi) +B=O, A+(-lfi)B=O (8)· entonces



 ·



Ecuaciones diferenciales lineales



A= -
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Iv' B= (1+ v''i)B 2 A= - (-1- ~2·)B= (1+ 'V 2)B 1-



Es decir las dos soluciones son completamente iguales y por tanto no se pueden determinar los valores de A y B sino únicamente una relación entre ellos: AIB=l+ J2 o bien (9) A=(I+ ~)e, en donde e es un factor de proporcionalidad. Para hallar la razón Al B se necesita únicamente una de las dos ecuaciones de (8) pues estas dos ecuaciones son equivalentes porque el valor de A satisface la ecuación (7). De acuerdo con (9) la ecuación (5) toma la forma siguiente: y=C e.¡n (10) x= (1+ J2)e efit, en donde e es una constante arbitraria. Nota. Si se sustituye el valor B=A/(I+ 'V'Z)=( J'i -l)A la ecuación (5). se obtiene y= (v'2-1)A e~t



en



Este sistema de ecuaciones es tambien solución del sistema dado. ii) A= - v'2. Substituyendo este valor de A en (6) se obtiene: A(l+ v'2)+B=O, A+(-l+ J2)B=O (11) De (11) se puede determinar 


o bien A=(l-



la razón Al B: 1



J2=I1+ 2 J2)



e',



-



v' 2 (12)



en donde e' es un factor de proporcionalidad. Reemplazando estos valores de A, B y el valor A= - J2 en la ecuación (5) se recibe: x= (1- J2) e' e- .r:', Y = e' e- '¡2"t (13)



Como en el caso de las ecuaciones diferenciales de segundo orden S tambien una solución, por lo cu 1 I la suma de dos oluclcn
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Ecuaciones diferenciales lineales



suma de (10) y (13) es una solución del sistema dado:



J2) C' e-Js, }



x=(l+.v'2) C e~t+(Iy=C efi,+C' e-J21



Como (14) contiene dos constantes arbitrarias general del sistema dado. El sistema siguiente:



(1) del ejemplo anterior dx dt dy dt



(14)



es entonces la solución



puede escribirse en la forma



ax+by+/(t)



(15) a'x+b'y+g(t)



Esta es la forma general de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes. Si en (15) I(t) =0 y g(t) =0 el sistema resultantes "sistema homogéneo de (15)" y su forma general es: dx dt ax+by



es llamado



(16)



dJ_-a'%+bly dt -



Como un sistema de ecuaciones diferenciales lineales se puede reducir a una .ecuación diferencial de segundo orden, es fácil demostrar las siguientes propiedades de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales: (17) a) Si X=Xl (t), es una solución de (16), entonces %=C1X1(t),



y=C1Yl(t)



(18)



y=y,(t)



(19)



es también una solución de (16). Además si



es otra solución del sistema, entonces la suma de (17) y (19) es tambien una solución del sistema, En general x' C1x\(t)+C2X2(t), y=C1YI(t)+C2Y2(t) (20) es también una solución del sistema



(16).



Además,



come contiene
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dos constantes



arbitrarias



dijerenciales
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lineal«



Ch C~,es la solución general



del sistema



(16). b)



~=xo(t),



Si



(21)



es una solución particular del sistema no homogéneo general del sistema (15) es: x=xo(t)+C¡ x¡(t)+C2 x2(t) } y=yo(t)+C



c)



(15) la solución



(22)



(t)+C2Y2(t)



Para hallar la solución del sistema homogéneo



(16) se supone



que y=B eA'



x=A e",



satisface el sistema y se determinan B y A, como en el ejemplo anterior.



(23)



los valores



apropiados



de A,



d) Para hallar una solución particular del sistema no homogéneo (15) se puede emplear el método de variación de parámetro o el método de coeficientes



indeterminados



.



•



Se estudiará a continuación general del sistema homogéneo Derivando



el método



para



hallar



la solución



(16).



(23) con respecto a t se obtiene: dxldt=c»: A e", dy/dt=A B e).,t



Reemplazando (23) y (24) en (16) se recibe: AA e" = aA e).,t+ bB e", xBe" = a' A eA' + b' B eAt o bien AA=aA+bB, AB=a'A+b'B entonces (a-A)A+bB=O } a' A + (b'-)'_)B=O Este es un sistema de ecuaciones incógnitas, entonces O, b A= O, b'-A a-~, O B a' , O



/ /



lineales



(24)



(25)



(26)



en el cual A y B son las



a-A, a' , b'~'A. a-A., a' •



)



.: \I



(27)
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Ecuaciones diferenciale& lineale.



Si



a-A, b a' , b'-A



~O,



entonces



A=O y B=O y de acuerdo



con



(23)



x=y=O la cual obviamente es una solución del sistema Si, por otra parte,



a-A , b a' , b'-A



(16).



= (a-A) (b'-A) -a'b=O



(28)



entonces en (26) A y B no pueden se determinadas. Unicamente se puede hallar la razón AIB, esto se demuestra como sigue: La ecuación (28) es una ecuación de segundo grado en A, entonces tiene dos raíces Ah ~. Supongamos se obtiene i)



que Al~A.2. Sustituyendo



(a-Al)A+bB=O a' A+ (b'-Al)B=O



primero



}



A.=Al en (26)



(29)



Entonces



A=A



fJ



(30)



a B,



1-



Pero Al es una raiz de (28), es decir (a-Al) (b'-Al) =a'b



entonces b



_ Al-b'



Al-a



Por esto las dos relaciones únicamente se puede hallar



a'



de (30) son completamente la razón Al B :



(31)



iguales,



y



A: B=b: (Al-a) o bien (32)



en donde el es un factor de proporcionalidad. Reemplazando (32) y A=Al en (23) se obtiene una solución del sistema (16) : x=b C¡ e¡'¡t, y= (Al-a) el eX¡t (33) En la misma forma, del sistema (16):



si se toma



A=A2 se obtiene



otra solución
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(34) En (33) y (34), el y c. son constantes del factor de proporcionalidad. Como (33) y (34) son soluciones



arbitrarias



del sistema



x=b el e"'lt+b c. e>'2l y= (Xl-a) el e>'lt+ (X2-a) es la solución general



del sistema



que provienen



(16) entonces }



(35)



e2 e>'2t



homogéneo



(16).



ii) Si Al =A, entonces las soluciones (33) y (34) son completamente iguales por lo cual es necesario hallar otra solución que, por analogía con las ecuaciones diferenciales de segundo orden, tiene la forma:



%=(Dt+E) eAlt y= (Ft+G) eAlt Derivando con respecto se obtiene:



a t el sistema



}



(36)



(36) y reemplazando



en (16)



{D· (a-X1).+F b}t+{E(a-Á1) +G.b}=D} {D.a' +F (b'-Ál)} t+{E a' +G (b'-XI)} =F Comparando recibe:



los coeficientes



de t en ambos



D (a-Á1)+Fb=O



D a' + F (b' -



ÁI)



miembros



(37)



de (37) se



}



(38)



=O



E (a-AI)+Gb=D } E a' + G (b' - Xl) = F Como el sistema (ver (32)):



(38) es el mismo



sistema



(39) (29), su solución será (40)



es



en donde es una constante arbitraria. valores de D y F en (39) se obtiene:



E (a-::\.l) +G·b=b e2} Ea'+G (b'-Á1)=(X1-a) o bien



Reemplazando



estos (41)



e,
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Ecuaciones di[erencioles lineales



b b E+ a- A 1 G= a- X-e! 1



E+



(42)



b'-At G= At-a e



a'



a'



2



Pero Xl es la raiz doble de la ecuación (28), es decir (a-A)(b'-X)



-a'b= (X-X1)2=0



Comparando los coeficientes de A en ambos miembros de la ecuaci6n se obtiene: 2X1=a+b' o bien Entonces considerando



(31) se recibe:



a'



b



b'-X1



X.-a



-



a'



(43)



- a-Xl



Como se concluye que las dos ecuaciones de (42) son iguales se tiene unicamente una relación entre E y G. Dando a E (o a G) cualquier valor, por ejemplo E=O, se recibe de la ecuaci6n (42) el valor de G: (44)



Reemplazando anteriormente



en (36) los valores de E, F,. J) y G hallados se' recibe otra solución del sistema dado:



x=b e, t eAl' y= {(Al-a) e, t+e,}



}



(45)



eA!t



La soluci6n general del sistema (16) para Xl=X, es por tanto: x=b {el - c, tl eAl' } (46) y= [(Xl-a) {e1+c, t}+ e,] eAl' Nota. Se asignó a E el valor cero, pero puede asignarse cualquier otro valor, por ejemplo E=b el (el es constante arbitraria). En este caso, al reemplazar en (36), se obtiene directamente la soluci6n general (46). (Ejemplo 1)



dx dt -4x+2~ Sea



Yt =-x+y



(47)



.



 ·



Ecuaciones diferenciales lineales



(48)



y=BeAt la solución del sistema (4'1). Derivando y reemplazando obtiene el siguiente sistema lineal: (4-X) A+2B=0, -A+ (l-X) B=O Como no se desea la solución trivial (A=B=O), determinante de (49) debe ser igual a ('ero: 4-X,



2



-l.



l-X



17)



en (47) se (49) entonces



el



entonces



x, = 2, Tomando obtiene:



primero



A,2



=3



el valor Xl =2 y reemplazando 2A+2B=0,



Como las dos ecuaciones valor de Al B :



en (49) se



-A-B=O



son iguales solamente se puede hallar el



A: B=AIB=-l o bien B=-C¡ (el es constante



arbitraria)



(50)



Reemplazando en (48) los valores de A, B y el valor de X se recibe una solución del sistema: (51)



Para hallar la otra solución se toma el otro valor de X, A,2==3. Con este valor se obtiene, a partir de la ecuación (49), la razón AIB: A: B=AIB=-2 o bien B= -C2 (C2 consto arbitraria) 04



Con estos valores de A, B y X la otra solución del sistema es: x=2C2 e3', y= -C2 eS' (52) De (51) y (52) se recibe la solución general del sistema .=C. e'H+2C2 e" } 1 -Cl c2t - C2ea.



(47):
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Ecuaciones diferenciales lineales



(Ejemplo 2)



d% liT=3%+y, Sea



dy --x+y dt -



(53)



y=B



(54)



e'A.t



la solución del sistema (53). Derivando y reemplazando, (53) se transforma en: -A+(l-X)B=O (3-X)A+B=O,



el sistema (55)



El determinante de (55) debe ser igual a cero para que no resulte la solución trivial (A=B=O): 3-A.. 1 =X2-4X+4= (X-2)2=0 (56) -1, l-X Entonces Xl =X2=2, o sea que la ecuación (56) tiene raiz doble. De acuerdo con la nota anterior la solución general tiene la forma siguíente : (57) %= (Dt+E) e2t, Derivando



(57) y reemplazando



en el sistema



(D+F)t+(E+G)=D (D+F)t+ (E+G) =-F



(53) se obtiene:



}



(58)



Si. en cada una de las ecuaciones de (58) comparamos los coeficientes de t y los términos del primer y segundo miembro se obtiene: D+F=O } E+G=D } D+F=O E+G=-F Entonces



•



D=-F,



E=-F-G



donde F y (J' pueden considerarse como constantes arbitrarias. Reemplazando estos valores en (57) se obtiene la solución general del sistema dado: ~ x=-(Ft+F+G) eU } y= (Ft+G) e2C en donde F y G son constantes arbitrarias. (Ejemplo 3)



dx dt



x-y,



(59)



 Ecuaciones



x= A e).,',



Sea



la solución del sistema (59). (59) se obtiene: (I-X)A-B=O,



diferenciales



173



lineales



y=B eAt



(60)



Derivando (60) y reemplazando 4A+ (1-~)B=O



Entonces, si no se desea la solución A=B=O, ser igual a cero: l-X, -1 4, i-o,



en



(61)



el determinante



debe



de donde X=I+2;,



1-2i



Tomando el valor X=I+21, una solución del sistema es: x=C1 e(1+2i)'=C1e' {cos 2t+i sen 2t} } y= -2i CI e(1+2i)t=-2i CI e' (cos 2t+i sen 2t}



(62)



La otra solución para A= 1-2i es: x=C2 e(1-2i)L=C2 el {cos2t-i sen 2t} } y=2i C2 e(1-2i)t=2i C2 e' {cos 2/-i sen 2t}



(63)



De (62) y (63) se obtiene la solución general del sistema: x= [(CI +C2) cos 2t+i(C1-C2) sen 2tJ e' y= [-2i(C1-C2) cos 2t+2(CI +C2) sen 2t] e' Haciendo i(C1-C2) forma siguiente:



=C1',



CI +C2=C2',



la solución general



s= (C2' cos 2t+C1' sen 2t) e' } y=2(-C1' COS 2t+C%' sen 2t) e' Como el y C2 son constantes tambien constantes arbitrarias.



arbitrarias,



entonces



toma la



(64)



el'



y CI' son



EJERCICIOS



dx Tt=2x+y,



dy %+y dt ' dy dt --2x+3y



4)



dx ar=-5x+3y,



dy dT=-3x+y



6) (iT= -2%,



1)



dx Tt=%+4y,



3)



5)



2)



dx %+3y, dt dx di =2x+y, dx



dy _y dt -



7t



=2x+y



{1=-3%+y
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Sistema no homogéneo



7)



dx dy=4x-y,



t



9)



dx dt =3x-y,



dy dI



dx 8) dr= -3x+2y,



=x+2y



10)



5.1"-Y



dx dr=2x-y,



dy



di"



= -x-y



dy df=9x·+2y



§ 3-Solución Particular de un Sistema No·Homogéneo



Como en la secci6n anterior ya se resoluci6n de un sistema homogéneo de lineales con coeficientes constantes, en el método para hallar una soluci6n no-homogéneo.



estudió el método de ecuaciones diferenciales esta sección se tratará particular del sistema



Método de coeficientes indeterminados En algunos casos la forma de una soluci6n particular se puede determinar fácilmente por analogía con las ecuaciones diferenciales de segundo orden. [1]



(Ejemplo 1)



1t =4x-2y-e'



dx dI =3x-y+e'. Se puede siguiente:



esperar



que una solución



particular



( 1)



tenga



la forma



x=A e', y=B e' En donde A y B son constantes por determinar. Derivando (2) Y reemplazando A et=(3A-B+ 1) e', Dividiendo por e' y asociando ecuaciones lineales: 2A-B+1=O, Entonces A=-2 Por tanto una soluci6n particular 't'=xo(t) = -2 e',



(2)



en (1) se obtiene: B et= (4A-2B-1) e'



se recibe



el siguiente



sistema



de



4A-3B-l=O y B=-3 de (1) es: y=yo(t)



= -3 e'



(Ejemplo 2)



dx Tt=3x-y+e2t, Como en el ejemplo anterior



dy (3 ) 4.1"-2y dt se supone que una solución particular •



 tiene la forma y t=B e'!t



(4)



Derivando y reemplazando en el sistema dado se obtiene: 2A e" = (3A - B + l)e2C 2B e~lt=(4A-2B) e" o bien (5) 4A-4B=0 A-B+l=O, El sistema (5) no tiene solución y por tanto (4) no es una solución particular del sistema (3). Considerando la solución general del sistema homogéneo %=Cle21+C2e-t } (6) y=C1 e2'+4C2 e-e se puede observar que (4) es una solución para el sistema homogéneo cuando se hace C2 =0 en la solución (6). De esto se deduce que (4) no puede ser una solución particular del sistema no homogéneo. Como este caso se presentó en las ecuaciones diferenciales de segundo orden se supone, por analogía, que una solución particular de (3) tiene la forma siguiente: x=(At+B)e21, y=(Dt+E)e'lt (7) Derivando (7) Y reemplazando en (3) se recibe: t(A-D)+(B-E-A+l)=O } t(4A-4D) + (4B-4E-D) =0 Comparando



los ~oeficientes de t se obtiene: A-D=O { B-E-A+l=O { 4A-4D=0 4B-4E-D=O



Entonces A=D. recibe:



Con este B-E=D-l,



valor,



(8)



(9)



del segundo sistema de (9), se B-E=D/4



(10)



Entonces D=4/3. Sustituyendo este valor de D en (10) se obtiene una relación entre B y E: 8-E=1/3 Entonces
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Sistema



no ñomogéneo



(11) A=D=4/3, B=E+1/3 Como se necesita una solución particular del sistema no-homogéneo se puede dar a E un valor cualquiera, por ejemplo E=O, .entonces : B=I/3



Reemplazando los valores de A, D, B, y E en (7) se obtiene una solución particular del sistema no-homogéneo: x=xo(t)=(4~ t+ ~) e2t



1



(12)



y=yo(t) ='3t e2t Sumando (6) y (12) se obtiene sistema (3) : Nota.



{el + (~ t+ ; )} e +e y= (el + ~t) e +4e, e-e x=



2t



2



la solución general



del



e:' (13)



2t



Si no se hubiera dado a E un valor determinado, al substituir (11) en (7) no se habría obtenido una solución particular del sistema no-homogéneo (3), sino los sumandos que contienen e" en la solución general (13). (Ejemplo 3)



dx dt Se consideran



(14)



3x-y+t,



por separado los dos sistemas siguientes: dx dy dt 3x-y+t, dt .=4x-2y (15) dx dt



Una solución particular



3x-y,



1t



(16)



=4x-2y+e3t



del sistema (15) tiene la forma siguiente: x=At+B, y=Dt+E



Empleando el método de u coeficientes indeterminados" los valores de A, B, D, .y E: A=·-I, B=O, D= -2, E=l Por esto una solución particular del sistema (15) es:



se obtienen



•



 Sistema no homogéneo



x=-t,



(17)



y=-2t+l



Además, una solución particular



de (16) es: (ver ej. 1) (18)



y=o



Es fácil demostrar solución particular
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que la suma de las soluciones (17) y (18) es una del sistema (14). Entonces



!eS',



x =- tes la solución particular



y



=-



2t + 1



pedida.



En general, si se quiere hallar una solución particular siguiente



del sistema



dx dt =ax+by+fl(t)+f2(t)



7t



(19) =a'x+b'y+gl(t)+g2(t)



se halla una solución particular ~: =ax+by+fl(t), y una solución particular



del sistema ~



=a'x+b'y+gl(t)



(20)



=a'x+b'y+g2(t)



(21)



del sistema



~: =ax+by+f'l(t),



~



y la suma de éstas es una solución particular



[11] Método de variación de Parámetro El método de variación de parámetro coeficien tes indeterminados.



de (19). (ver IV § 5)



es más general que el de



Se considera el sistema no-homogéneo dx dy dt =ax+by+f(t),



l1T=a'x+b'y+g(t)



Para hallar una solución particular de (22) es necesario cuenta su sistema homogéneo correspondiente: dx _ dt -ax+



b y,



dy -, di-a



x+



b'



Y.



(22) tener en



(23)



La solución general de este sistema tiene la forma siguiente: xouC, XI(I)+C.x,(/),



y=C1Yl(t)+C2Y2(/)



(24)
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Sistema no homogéneo



Como ya se ha visto en capítulos anteriores, el método de variación de parámetro consiste en poner en el puesto de las costantes el y e, nuevas variables u(t) y v(t), cuyos valores deben ser determinados con ayuda del sistema dado. Por esto se supone que x=u(t) %1(t)+V(t) .1',(1) } (25) y=u(t)



Yl (t) +v(t)



es una solución particular del sistema Derivando (25) se recibe:



Y2(t)



(22).



~: = (U'Xl +v'x,) + (UXl'



t Reemplazando



+ (UYl'



(26) +VY2')



(26) y (25) en (22) se obtiene:



(u'x, +V'X2) (U'Y1 +V'Y2)



o



= (U'Yl +V'Y2)



+VX2')



+ (uxI' +VX2') =a(uxI +VX2) +b(UY1 +VY2) +j + (UY1' +VY2') =a'Lux, +VX2) +b'(UYl +VY2) +g



bien (u'X1 +V'X2) +u(X1'-ax1-bYl)



(u'y, + V'Y2) +u(Yt'



- a' x1-b'Yl)



+v(x2'-a%2-bY2)



=/



+V(Y2' =a'x; -b'Y2)



=g



Pero como {Xl> Yl}y {X2' Y2} son soluciones del sistema homogéneo (23) entonces el segundo y tercer sumandos del primer miembro de ambas ecuaciones es igual a cero. Por tanto u'x, + V'Z2-!(t) , (27) U'Yl +V'Y2=g(t) entonces u'



= j·Y2-g



X2



(28)



XIY2-X2Y1



Nótese que %'Y2-X2Yl ~o. son diferentes. De la expresión



Porque las dos soluciones



{Xh Yl}



Y {X2' Y2}



(28) se reciben los valores de u y v:



Si en (29) se consideran las constantes de integración el y C2 al reemplazar (29) en (25) se obtiene la solución general del sistema (22). Si se omiten estas constantes se obtiene una solución particular.



 Sistema no homogéneo



(Ejemplo 4) Hallar la solución general del siguiente dx dy dt =2x+y+e', dt =2x+3y+e2t
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sistema: (30)



Para hallar la solución general se debe considerar primero el sistema homogéneo: dy (31) (1[=2x+3Y Sea x=A eAt,



y=BeA'



(32)



una solución de (31). Derivando las ecuaciones reemplazando en (31) se obtiene: . (2-Á) A+B=O } 2A+ (3-Á) B=O Entonces 2-Á, 1 =Á2-5Á+4=0 1



Ál



= 1 se



(32)



y



2 , 3-Á



Por consiguien te Para



de



X,=4



y



obtiene una solución, a saber : X=Xl (/) =C1 e', Y=Yl (t) = -Cl e'



y para ~ =4 se obtiene otra solución:



%=%2(t)=C2 eH,



Y = Y'1. (/)



=2 C2 eH



De las expresiones anteriores se concluye que una particular del sistema dado tiene la forma siguiente: x=u(t) et+v(/) eH, y=-u(/) et+2v(l) eH



solución (33)



Para hallar los valores de u y v se deriva (33) y se reemplaza en el sistema (30): u' et+v' e"=e' } -u' et+2 o' e4t=eU Entonces 2 e'


Por tanto
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Sistema no homogéneo



e') ( 3-3 J v= ( J + 2



u=



e-Sl 3



2 e' dt=3t-3-+C1



e-2t) e-:Jt 3 dt = - 9 -



e-U



6



+C2



Reemplazando estos valores de u y v en (33) se obtiene la solución general del sistema dado: 2



x= (3t+C1-g) y=(-



~ t-C1-



1\



1



e'- 2e2t+C2 eH



~) et+2 C2 eH



EJERCICIOS 1)



dx dt =x- 3y+e, '



2)



dx -dr=4x-y+t+



dx dt dx 4) dt 3)



5)



t =2y+e-



t



1e =2x+y+t-1



1,



-'fli- = x +2y +eH.



3x+2y+et,



= -2x+2



~ =5x-3y+cosh



senh t,



dy t dt -x+y+e -



~ =x+4y+3t e',



3 t 6) dx dt =x+ y-:e,



-ar= - 5x+ 3y+e



7) dx 8) 9) 10)



dy =y+e-t dt -2t



!!_y_--3x+y+et dt -



,



dx df=4x-y+tt1, dx



df= -3x+2y+cos dx dt =2x-y+l,



t



~-=2X+2Y t,



~ = -x-y+sen



dy dr=13x-2y-7



t



 CAPITULO



1 rt",sformación



VI



de



1



'JI' ,)lt,,(~e l.



Trunsformacién Si a



se



IIlIl'c'



de Laplace



función dada f(x), definida "flITt'sponder una nueva función:



para todo valor positivo de x,



1111:1



(1)



y a F(s),



a la "IIITI'sl'0ndcncia se le llama "la transformación de Laplace" "la tlll,,~llInnada de Laplace de f" y la notaremos por:



F(s)



Por ejemplo. si f (x)



Por



si s



1'11" 1,



>



°



=



..Qf](s)



= 1 cuando



x



(2)



= J~e-RXf(x)dx



> 0,



entonces



entonces tenemos:



l'[l](s)



1



(3)



- s



r



Ejemplo



Sea I(x)



= x", entonces



lT/I(,r) - JUJ.\ "('



-.¡'



dx



1



11



Luego si s



> 0,



ti C'Ule'l'O



I""YO!'



(1'1l'



('('l'O



lit'



obtiene:



dx
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Laplace _[[f] (s) = -nfeo c8Z



Xf1-1



(4)



dx



o



S



Aplicando la relación (4) sucesivamente se tiene



nfeo _[[f] (s) = _ s



•• •



Xf1-1



s



o



n (n -1) .. ·2· 1 s s· .. s s



-



feo



e-8Z dx = n(n-1) s



c8Z dx = . . .



Xf1-1



o



feo xOrzdx



n! 1



= --



o



sn



n!



(5)



=-



S



Sfl.-l



Ejemplo 2 Sea f(x)



=



eaz



cuando x ;» 0, a una constante. Entonces:



dx



=



J:



por consiguiente, cuando (s - a)



>



°



..L'[f](s)



=



J~



r eaz Z



_[[f](s)



=



e-(8-4) ]



S -



co



a o



se tiene:



--_



•



Ejenlplo 3



c(3-4) dx



_



1



s-a



(6)



•



Los lectores pueden comprobar fácilmente los siguientes resultados:



11sen 


(J)



S2



+ ~'2 (s> O)



11cos wx]



(7)



s



( s) S2



+ ~2



La propiedad de linealidad, una de las más importantes propiedades de la transformación de Laplace, está planteada por el siguiente teorema.
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Laplace



Teorema 1 La transformación de Laplace es una operación lineal, es decir:



+



_[[af



bg]



+



a_[[/]



=



(8)



b1.'[g]



donde a" b son constantes. Demostración: Aplicando la definición de transformada .L[af



+ bg](s) =



J~ J~



=a Ejemplo



bg(x))



+



rO. ¡(x) dx



b



dx



J~



e-O>g(x) dx



=



aL[/]



+



4



Sea f(x)



=



(x - a)2, a constante. Entonces



2!



=- -



1!



+



2a -



S3



Ejemplo



+



e-8~(af(x)



de Laplace,



~



a2



1 -



a2s2- 2as+ 2 = -----



S



~



5



i) Sea f(x)



=



cosh ax, cuando x>



_[[cosh ax]



=



L



[e



az



=



= _[ [



--



= ~ L[ az]



lIs



+-



e



e-aZ]



az -



1 1



2 s-a



> 0,



2 1



-_ 2



=



1



s+a



+ ~L[



e~]



----



2 s- (-a)



senh ax, cuando x



L[senh ax]



e



+ ~] 222



1 1 -2 s-a ii) Sea f (x)



0, a constante. Entonces



s2-a2



a constan te. Entonces



1 -1.'[eaz]



2



a



---s2-a2



1 -



-



2



L[~]



bL[g]



 Los resultados de los ejemplos 1 - 5 están dados en la tabla 1, en la cual F(s) es la transformada de Laplace de f(x), es decir, la función F que corresponde a la función dada t. Podemos pensar también en la correspondencia inversa, llamada "la transformación inversa de Laplace" y denotado por: F = ..L'(/)



f



(9) = _[-1 (F)



Tabla 1 f(x)



F(s)



=..LlIJ



s



1



l/s



s>O



x,.



n! /S"+1



s>O



1



eU



s-a



s



cos (l)X



s:! + (1)2



s>a s>O



(1)



sen (J)X



s2 + (1)2 S



cosh ax



S'J._a2



a r-a2



senh ax



s>O



s > lal s>



lal



Por ejemplo, en la tabla 1, la transformada de Laplace de la función • 1 eU es 1/ s-a y la transformada inversa de Laplace de -es la función e": s-a Tomamos ahora en el siguiente ejemplo una función tal que nos permita ver que no existe su transformada de Laplace. Eje1l1plo 6



Sea



t (x) =



eZ2, entonces



.L'[f]



= =



J~'"__.. J~..,.... ... dx =



r'¡t



J~



e (Z4¡2)' dx



'1.e-·'I. dx (10)
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Evidentemente la integral en (10) diverge a infinito para todo s, es decir, la transformada de en no existe para ningún valor de s. El ejemplo 6 nos muestra que algunas funciones no poseen transformada de Laplace, y el siguiente teorema nos garantiza la existencia de la transformada para una función dada.



Teorema



2



Sea f (x) la condición:



una



función



integrable,



en [0.1] y que satisface



definida



(11)



para todo donde M, a son algunas constantes. de 1 existe para todo s > a.



Entonces la transformada



de Laplace



Demostración Sea:



M



=



J:



M



-



e-('-4)z



[1 -



dx



=



-



M



Jb



e-(,--4)Z



s-a



z=0



e-(S--4)b]



s-a Luego, si s > a la última expresión tiende al valor M / (s - a), b -+ 00, por lo tanto existe el lírnite:



41ím Jbf(X)lr~Z b ....oo o Esto completa



d x. Joof(x)lr3Z



dx.



o



la prueba.



EJERCICIOS Hallar .[(/)



de las siguientes funciones:



(a, w son constantes)



1)



eazx



2)



eOJ sen wx.



3)



X2 -



4)



sen x cos x.



5)



cos"



6)



sen (x



7)



x3e-Z



8)



senh''



9)



(x



10)



cosh x



{'OS



s.



X. x,



+



4.



+ b). 1) e·



cuando
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Demostrar las siguientes funciones satisfacen la condición rema 2 para algún valor de M y a.



11)



senh x.



12)



cosh x.



13)



1



x2 + 1



que f(x) = eZ2 no satisface la condición Hallar la transformada inversa de:



16) Demostrar



1



17)



20)



18)



a



1



(11).



1



19)



1



21)



s+a



23)



s



22)



1



1



-+S S2



25)



24)



(11) en el teo-



1



Sugerencia



1 1{ 1 -s2---s=-2- 3 s- 2 26)



Demuestre



Si .[(/)



el siguiente teorema:



= F(s) entonces .[(eClZf(x))



Utilizando



= F(s-a).



el ejercicio anterior hallar la transformada



27)



eX sen x.



30)



e-ZZ senh x.



28)



e-X cos 2x.



de:
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Loplac6 Hallar la transformada inversa de:



s



32)



33)



35)



2.



1



3



34)



(s-2)2-1



36)



Transformación



de una ecuación diferencial ordinaria



Teorema 3 Si



1 satisface



la condición (11) del teorema 2, entonces tenemos: 2(/')



=



s..[(/)



- 1(0)



( 1)



Demostración Sea: ..[(f']



=



=



Si



J



«J



o



e-3Z



e-B



;J1 {(



1I (x) I < M ~



l' (x)



x) ]



dx



«J



_o



=



+s



e-3Z 1(x) ]



J



8Z



J



-



_o



«J



(



o



entonces se tiene para s



.. le-aZI(x) I < M e-



«J



>a



s) e-3Z



«J ( -



o



2 ) e-BZ



{(



1(x ) dx



x ) dx



que:



ear&= M e-(8-4)X ~ O



(x ~



00)



Por lo tanto, de (2) tenemos que existe la transformada de Laplace de la derivada l' (x)) esto es: ..[(/') =



Aplicando



-eB'o/(O)



+ s J~e-'9zt(X)dX



(1) a la segunda derivada de



=



s..[(/)



I~f"



- {(O).



= (/')',



se tiene:
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= sEt]'¡ -



Et]"¡



1'(0)



=



s{s.[(/)



=



s2L(/)



- I(O)} - 1'(0) - s{(O) - 1'(0)



(3)



Así sucesivamente:



.1.'-1(/"') .[(f



=



-s2/(0)



= slL(/)



-fll(O)



s4.[(f)



-sl'(O)



-s2/'(0)



-1"(0)



-sl"(O)



(4)



-1"'(0)



(5)



etc.



Ejemplo 1 Consideremos la ecuación diferencial: y"



+4



y



=



O. Hallar su solución general.



(6)



Aplicando la transformación de Laplace a ambos miembros de la ecuación (6) se tiene



s: (y" + 4 y) = .[ (O) Utilizando la -fórmula



=



,



O,



o,



,



+4'[(y)



=



O



(3):



{S2s: (y) - s y ( O) - y' (O) }



o,



'[(y")



+ 4.['



(y )



=



O



(7)



•



(s2+4)_['(y)



=



s y(O) +y'(O)



Dividiendo por (S2 + 4) : .[(y)



Aplicando la transformación



y



s =y(O) .... s2+4



+



-1



S2+4



y'(O)



(8)



inversa, .[-1 a la ecuación (8) se obtiene y:



= .[-l{L(y)} = y(O) . .



.[-1 (



1 ) + y'(O) ~+4



.['-1 (



1) ~+4



(9)
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1 inversa de 5/ (52 + 4) es - sen 2x, 2



En la tabla 1 se ve que la transformada luego tenemos:



y



=



y'(O)



+ --sen



y(O) -cos 2x



2x



2



( 10)



Se observa que y(O), y' (O) /2 pueden tomar cualquier valor, es decir, pueden considerarse como constan tes arbitrarias:



el



=



e 2 = y' (O) /2



Y ( O) ,



entonces la solución (10) toma la forma:



y =



el



cos 2x



+ C«



sen 2x



(11)



la cual es bien conocida en los estudios anteriores. Vemos en el ejemplo 1, que al aplicar la transformación de Laplace a una ecuación diferencial lineal, ésta se convierte en una ecuación algebraica. luego al resolver la ecuación algebraica obtenida se puede encontrar fácilmente "la transformada de la soluci6n, _[' (y)" y de esta manera obtener la solución ((y" aplicando finalmente la inversa E:'.



Ejenlplo



2



Resolver y' - y



=x +



1 de acuerdo con la condición inicial y(O)



=



1.



Solución: Aplicando



L(y'



la transformación



- y) = L(x



+ 1),



de Laplace ó,



a la ecuación



"[(y') -L(y)



= L(x)



De (1) :



s..c(y) - y(O) - .E(y)



1



1 =-+52 s



dada se tiene:



+ L(I)
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Laplace



1 1 1 ó, (s-l) ..['(y) = -., + - + y(O) = ss S2 formada de la solución y se tiene:



..['(y)



- --



+



1 -s



+



1 {1 + -1 -



s-1



s



S2



1. Y separando la trans-



}



+



1



Por lo tanto, obtenemos y aplicando la transformada



( 1)1)



+ .[-1



y - ..['-1



(S -



S2



(1)



+ ..['-1



1) s



(S -



inversa



(1)s - 1



(12)



Para hallar la transformada inversa en (12) utilizaremos las siguientes fórmulas de "fracciones parciales":



1



-



(s-l)s 1



(s-l)



S2



1



-



1



s-l



s



1



1



1



s-l



S2



S



entonces, aplicando la transformación



inversa,



•



_[-1[



1 (s-l)s



]



=



.[-1 [ 1 ]



=



s-l



.[-1 (~)



= eZ -



s



1. (13)



1] -



.[-1 [ . (s-1)s2



Reemplazando



_[-1[



1 ] - [_!_] -



s-1



.[-1



S



.[-1



[_!_]



=



eZ



S2



_



1-



x



(13) en (1'2) obtenemos la solución de la ecuación dada:



y



= (~-1 - x)



+ (~-



1) + el' - 3ea'- x - 2.



 Lo",.. 191 En el teorema 3 hemos visto que a la derivada de 1(x) le corresponde la multiplicación de L (/) por s (y adición de una constante - ((O) ). Ahora vamos a demostrar que a la integración de f le corresponde la división de L(/) por s.



Teorema 4 Si



f



satisface la condición (11) del teorema 2, entonces:



_[[!:{(t)



(14)



dt ] = ~_[(f]



Demostración



Sea g(x)



= J:/'(t)dtJ



entonces



g'(x)



= f(x),



aplicando



3 se tiene: ..[(/) =



= s..[(g) -g(O)



= s..[(g)



= O.



puesto que g(O)



Nota:



"[(g')



El teorema, 4 puede expresarse de la siguiente forma:



Si _[-l(F)



= {(x) entonces



_[-1



e



F(S))



Ejemplo 3 Sea F(s)



1



S2



(s- 1)



De la tabla 1 tenemos:



hallar _[-l(F), ó, f(x)



= J:{(t)dt.



el teorema
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Laplace



entonces: .[-1(



1



= Jooet dt = e~-1



)



s(s-1)



o



Aplicando otra vez el teorema 4 se tiene:



_[_1(



1



S2 ( s -



) 1)



=



_[-1( s (s -1 1) )



=



Joo(et-1).dt



= er.-x-1.



o



Ejemplo 4



e



En el circuito - L -



(ver la figura)



.di -L dt



+



q e



=



tenemos



dq . - - =t dt



v(t),



donde i es la corriente y q es la carga eléctrica acumulada del condensador. Si u (t)



=



(15)



en la placa



E¿ sen pt (16)



•



q(O)



=



O, i(O)



=



O



entonces:



• di



Ldt



+ -1



t



e o



Aplicando la transformación



di L_[ (-) dt



J



i (t ) dt



= -



E¿ sen pt .



de Laplace a la ecuación (17) se tiene:



+ -1 E e



J



t



o



i(dt)-



- Eo_[ (sen pt)



,



o, L{s_[(i)



1 1 - i(O)} - . - _[(i) e s



-
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entonces:



..[[tl



Aplicando



(EoPI L)5



=



la transformación



( 18)



inversa ..[-1 tenemos:



( 19)



Pero,



s



1



s



p2 __



1



1



LC



entonces la transformada



..[-1



5



S2+



-



LC



inversa será:



1



5



.c-



1



p2 __



5



+_



1



-



E:'



[ S] 52+



p2



52



LC



Le (20)



1



1



cos



. t - cos pt



~



yLC



Reemplazando



(20) en (19) obtenemos la corriente i(t) :



i (t ) -



-



e, pe plLC-l



{1



cos'



Vil:



t - cos pt.



}



 194 Ejerckio. EJERCICIOS Hallar la transformada



1)



4)



7)



10)



inversa de:



1



1



2)



s(s2+1) 1



s(s2-9) 1



5)



r(s2+a2) 1



r(s-1



s+1 S2(S2+ 1)



8)



s2(s4-1 )



)



3)



1 s2(s+4)



6)



1 s(s4-1)



9)



s-2 s(s2-4)



(5+ 1) 2 r(s2-1 )



Resolver las siguientes ecuaciones:



11)



y" + 4y



12)



y" - y



13)



'j"



14)



y" - 21' + y = e".



=



x.



= sen



y (O)



1, y' (O)



=



=



O.



y (O) =. O, y' ( O) = - 1/2.



x.



_Oy' - 2y = x



+



y(O)



1.



y'(O) = O.



= 0,



y(O) = O, y'(O)



=



1.



••



15)



y" - 3y'



16)



y" + y'



.'



+y



+ 2y = =



x.



y (O)



..



17)



y"



18)



y" - 21'



= xe:C.



19)



y" - 4y'



+ 3y



20)



y"



=



senh x.



y(O)



= cos =



1, y' (O)



=



x.



x - e+.



=



TI,



y(O) ,



y'(O.) =



)'(0)



=



o. O.



1, ",(0) =



o.



1.



y(O) = O, y'(O) =



x - erIJ•



+ 2y' + 2y



=



=



y(O) = O, 1'(0)



=



-1.



O, y' (O) .. O.



 CAPITULO



VII



Ecuaciones de Legendre y de Bessel Las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden tienen muchas aplicaciones en la ingeniería, en la química, en la física etc. Se hará a continuación un estudio sobre algunas de estas ecuaciones. § 1-Ecuación de Legendre (1-x2)



t



ddX2 2y -2x



+n(n+1)=O



( 1)



La ecuación (1) es llamada "ecuación de Legendre." Como se verá más adelante esta ecuación diferencial aparece generalmente en algunos problemas que se desarrollan en coordenadas polares. Primero se hallará una solución en serie de potencias alrededor de cero. Como ya se ha visto en capítulos anteriores la solución en serie de potencias de x, alrededor de cero, tiene la forma: (2)



Derivando (2) y reemplazando (1-x2)



~oo



en (1) se recibe:



k(k-1)akxt-2-2x~oo



~k=2



kakxk-1+n(n+l) LJk=l



~oo



LJk;8



atxk=O



Pero



L:=z k(k-1)akxk- = L:=~k(k-l)akxk= L~:o k(k-l)akxt



x2



l



x ~~



u.: kakxk-



1



L:: k (k 2



= ~oo L.;



-1) akxk-2



katxk=



kakxk



~oo



LJk~O



=



L~=o(k +



2)(k



+ 1)ak+2xk



Entonces



I:~ oL



(k I 'I.)(k-1)



ak+2+{



k(k



1)-2k+n(n+l)}a



..JXk



O (3)



 196



Ecuaciones de Legendre y Bessel



La ecuación (3) se satisface si los coeficientes de Xl (k=O. 1. 2······) son cero. por esto se puede plantear la siguiente ecuación: (.+2) (k+ 1)a1+2+ (-k(k-1) -2k+n(n+ 1) }a. =0 o bien (k+2) (k+ 1)01+.= - ("Cn+ 1) -k(k+ 1») a. (4) Si oooAfO y 01=0 entonces, de (4) se recibe que los coeficientes de las potencias impares son iguales II cero. es decir: a1=03=06=············=0 í)



Se pueden determinar, además, los valores de los coeficientes de potencias pares y se obtiene una solución "par" de la ecuacíon de Legendre: (5)



Si 00=0 y al~O se obtiene de (4) que los coeficientes de las potencias pares son todos iguales a cero: ao = o.~ o.= =O ii)



En este caso se obtiene una solución Legendre :



uimpar" de la ecuación de



(6 ) en donde los coeficientes a2P+l (P=O, 1, 2, ...... ) se determinan con ayuda de la expresión (4) dando sucesivamente a k los valores 1, 3, 5, ....... Como las soluciones (5) y (6) son linealmente independientes se puede obtener a partir de ellas la solución general de la ecuación:



Como en la práctica n es generalmente un número entero positivo de ahora en adelante se considerará la ecuación de Legendre en este caso particular. Si en la ecuación (4), k toma el valor de n se recibe: (n+2) (n+ 1)an+2=O



Aplicando sucesivamente an+2



(4) se ve Que



= On+4 = antO =



=O



(7)
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Por 10 tanto cuando n es un número entero positivo una de la8 soluciones de la ecuación de Legendre es un polinomio de grado n. Para hallar la forma exacta de esta solución se procede como sigue: en la ecuación (4) se dan a k los valores n-2. n-4. n-6, ...... y se obtiene: n(n-1)an=-2·1(2n-1)nn.:¡ (para k=n-2) (n-2)(n-3)on-2= -2·2(2n-3)an-4 (para k=n-4) (n-4)(n-5)an-4= -2·3(2n-5)0"_6 (para k=n-6)



............................................. (n-2p+2)(n2P+ 1)a"-2p+2= -2·P· (2n-2p+



l)an-2" (para k=n-2p)



Multiplicando miembro a miembro las igualdades anteriores . recibe: nCn-l) ...... (n-2p+ l)a" = (-1)1'·21'· P ! (2n-l) (2n-3) ...... (2n-2p+ l)a"-2"



se



entonces (8)



Pero n(n-l)



...... (n-2p+l)=n(n-l)··· -



..·(n-2p+l)·(n-2p)!



j(n-2p)!



n! (n-2p)!



~2n-'1)(2n-3)·· ....(2n-2p+ 1) _ 2n. (2n-l)·· ....(2n-2p+ 1)(2,,- 2)(2"-4) ......(2n-2p+ 2) (2n- 2P)! 2n·(2n-2) (2n.-4) ....··(2n-2p+2)· (2n-2p) ! (2n) ! 21'·n(n-l) ..·..·(n-p+



1) (2n-2p)



!



(2n) ! (n-p) ! 2p·n! (2n-2p) !



Con estos ultimos valores la expresión (8) toma la forma siguiente: (-I)"n !n ! 2P(2n-2p) ! Cl,a-JP= 2Pp! (n-2p) ! (2n) ! (n-p) ! On (-1)P(2n-2p) ! (n !)Z =-p i (n-2p) ! (n-p)! x (2n)! a" (9) Como no existe condición alguna para a; se le puede dar cualquier valor, por ejemplo:
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an=



Reemplazando



(2n) ! 2n(n !)2



(10)



(10) en (9) se recibe: _ (-1) P(2n-2p) ! an-2P- 2np! (n-2p) ! (n-p) !



(11)



Si n es par, se obtiene un polinomio par como una solución de la ecuación de Legendre, si n es impar se obtiene un polinomio impar. En general, en cualquiera de los dos casos n=2m o n=2m+ 1, la solución tiene la forma -1) P(2n-2p) ! xn-2P ( 12) y- p=o 2"P! (n-2p) ! (n-p) !



¿'"



(



Esta solución es llamada polinomio de Legendre de grado n y su símbolo es Pn(x) , por tanto ,"",'" (-1) P(2n-2p) ! n-2p Pn(x) = LJp:o 2np! (n-2p) ! (n-p) ! x (2n)! {xn2"(n !)2



tt(n-1) 2.(2n-1)



xn-2+ n(n-1)(n-2)(n-3) 22·2! (2n-l)(2n-3)



xn-



•..••..



}



A continuación aparecen algunos ejemplos de ecuaciones Legendre con su correspondiente solución polinómica P,,(x) : 1J=0



(1-x2)y"-2xy'='O



n=l



(1-x2)y"-2xy'



+ 2y=0



PI (x) =x



n=2



(l-x2)y"-2xy'



+6y=0



P2(x) = 3



n=3



• (1-x2)y"-2xy'



+ 12y=0



P3(x) =



n=4



(1-x2)yli



+ 20y= O



P.(x) =



Nota. Si n



-2xy'



(13)



de



Po(x) =1



X2-



2



5



2



2 x3-



35 x-•



8



1



3



2



x



15 x-"+ 3 4 8



un número entero, una solución de (ét ecuación de Legendre es P" (x) y la otra solución no es un polinomio sino una serie infinita. De (4) se recibe que el radio de convergencia de esta serie infinita es uno: 8S



k(k+l)-n(n+l) (k+2)(k+l)



1- 1 n(1J+ 1) k k2 --~-=----:;2;::---- __.l 1+ + k;



¡



(k-oc)



.
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Por esto esta otra solución no tiene valor finito en x= 1 o x= -1. Entonces PII(x) es la única solución de la ecuación de Legendre para cualquier x, Si n no es entero. ambas soluciones son series infinitas, y sus radios de convergencia son iguales a uno. En este caso no existe solución alguna válida para cualquier x. Por esta razón en la práctica n es número entero. § 2-Propiedades de Pn(x)



Como el polinomio de Legendre es muy importante en la práctica, se darán a continuación algunas de sus propiedades.



!xnn



2n~!



Pn(x)=



(1)



(x2-1)n



(1)



Esta expresi6n se llama "F6rmula de Rodríguez". Para demostrar entonces:



¿nn



(1) se hace el desarrollo



t: {I::=o



(x2-1)n=



~n



= wp=o



p! (:~p)!



binomial de (x2-1)n,



(x2



)n-p(-1)p}



dnx2n-2p



n! p! (n-p)



! (-l)P



dxn



Pero como dnX2n-2P dxn



= (2n-2p)



(2n-2p-1)



...... (2n-2p-n+



! xn-2P !



(2n-2p) (n-2p)



1)x2n-2P-n



(n-2P"G.O)



entonces 1 ..,pn(x2-1)n



(-l)Pn! p! (n-p)



dxn



2nn!



~ ~..,



-Wp=o



"



(2n-2p) (n-2p)



!



! xn-2P



!



--=-=-7( -_1"-:-) "~(-:-2n-:------'2P7)'-:-:!~Xn - 2 P = P n (X)



2n(n-p)!



(n-2p)



!



Pn(l)=l,



(2)



(2)



Aplicando la fórmula de Leibniz,



-fx~1



(!(X).g(X)}=I::.o



en la r orrnulu d



k! (:~k)!



Rodr(¡u z. se obtiene:



!tn-Itl (x)g(ll)



(x),
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Ecuación de Legendre 1 Pn(x) = 2nn! -



1 2nn!



dn



dxn {(x~ l)n(x+ 1)71) ~n Wk:O



n! k! (n-k)



!



dk(x-l)n dxle



dn-t(x+l)1I dxll-t



(3)



Pero dk(x-l)n dxlc



=n(n-l)······(n-k+l)(x-l)n-Ic



entonces {



Reemplazando



dk(X-l)n}



_ --O :D=1 =n!



dX le



(para (para



n:2¡:k)}



(4)



n=k)



(4) en (3) se obtiene el valor de Pn(l): 1



Pn(l)=



271



n. ·n!.(1+1)n=1



(5)



,



En la misma forma se puede demostrar



que



Pn(-l)=(-l)n (n:2¡:m)



(3)



La ecuación siguiente:



de Legendre



puede tambien



(6)



escribirse



en la forma (7)



•



Como Pn(x) es una solución de la ecuación satisfacerla y por tanto d



de Legendre,



dx {(1-x2)P'n}+n(n+l)Pn=0



(8)



En la misma forma d



(9)



dx {(1-x2) P'm} +m(m+l)Pm=O



Multiplicando ambos miembros de la ecuación ecuación (9) por P n Y restando se obtiene:



[P



m



Ix



«1-x2)P'n)



+ {n(n+l)



-m(m+



r,



debe



fx {(I-x



2)



(8) por P", y la



P'm} ]



l} PnP", =0



Esta última ecuación toma también la forma siguient



:



 •



Ecuación de Leg~ndr"



Integrando recibe:



J



I -1



:



X



miembro



a miembro



[(1- Z2) {P",P'



n-



esta ecuación



entre



lnJI



PnP' ",l]d%+ {n(n+ l)-m(m+



-1



201



y 1 se



PnP",dx=O -1



Pero como



J~l



Jd%=[ (1-%2){P",P'n-PnP'",}



f% [(1- %2)(P",P'n-PnP'",}



J~I=0



entonces



Teniendo en cuanta que, por hipótesis, n::t¡:m se concluye que



r~1



Pnex)p",(x)dx=O



Esta propiedad se llama "ortogonalidad del polinomio de Legendre.



JI



( 4)



-1



2d%= 2n+2 1



(Pn(z)}



Aplicando la fórmula de Rodriguez e integrando partes, se recibe:



I



-



J



sucesivamente



d"-I(%2-1)"



(10)



d%"-1



-1



Aplicando la fórmula de Leibniz se demuestra sumando de (10) es igual a cero. Entonces



J



-1



JI (2"n Ir 1



I.



(Pn)2d%= -



l



1



(2"n 1)2



=-



J



I -1



d"-1(%2-1)"



-1



dXn-1



{[ d"-2(x2-1)"



d"-2(x2-1)" dXn-2



por



dXn-2



d"+1(%2-1)n d%"+l



dn+1(z2-1)" dX"+1_1



que el primer



dx



JI
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(11) Pero



y aplicando sucesivamente la integración valor de la siguiente integral:



1



J



(.%'2-1)"d.%'=



J



I



(x+ 1)"(r-1)" d.%'= ( - 1)"22"+'(n.')1 -1 (2n+l)(2n) !



{Pn}



el



(13)



(12) y (13) en (11) se recibe: 2



-1



se obtiene



JI



-1



Substituyendo



por partes



,(-1)n22"+I(n!)2 d.%'- (2nn 1)2 (2n). (2n+ 1). (2n) ! _



(-1)"



2 2n+l



(5)



(14)



Para demostrar la expresión anterior es necesario binomial del. primer miembro de (14) :



hacer el desarrollo



(15)



Para calcular sigue:



el valor



de (15) se cambian



. (k, P)



es decir



(n, P)



en el puesto de k se pone



los índices de



:E



como



n=k+p n-p.



Pero en (15) 101 valores



 Ecudción de Legen(',e



lOa



de P fluctúan entre O y k entonces los valores mínimo y máximo que toma p son respectivamente O y k, antes del cambio de índices y O, n/2 (o (n-l)/2) después del cambio de índices. Por otra parte el primer valor de n es cero. Entonces



f'OO f' k ~oo f';;;: '-.J,,=o Wp:o - wn:o wp=o Por lo cual



{~S2 fa



1



f'oo .J1-2hx+ h"l - wn=o = f'oo



'-.Jn•o



(2n-2p) 1 p:o 2n-P(n-p) !p ! (n-2p)



w



(



!



Pn(x)hn



Algunos autores definen el polinomio de Legendre con la fórmula (14). (6) Si se deriva la fórmula (14) con respecto a h se obtiene x-h f'oo (16) (1-2hx+x2) .J1-2hx+h2 = i...Jn=1 nPn(x) "hn-I Aplicando



(14) en (16) se recibe:



Loo



. h x-



1-2hx+h2



n=O



P



hn ,,"



Loo =



"=1



P hn-1 n ,,"



Entonces



Comparando



los coeficientes



de h" se obtiene:



x.P,,- P"-I= (n+ 1)P"+1-2nxP,,+ (n-1)P"-1 o bien (n+ l)P"+ISi se deriva la fórmula



(14) con respecto



h(1-2hx+h2)-S/2=



a x se tiene:



f'oo Ptn(x)"hn w'n:o



Multiplicando ambos miembros de esta expresi6n comparando con la igualdad (16) se recibe:



f'oo nPnh"=(x-h)f'oo P'nCx)"hn ~".1 Wn:a Comparando



(17)



(2n+ 1)xPn+nPn-1 =0



101 Qoeftclentes de h'l se tiene:



(18) por



(x-h)



y
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nP;



De las fórmulas por ejemplo:



= XP'



p'



Il-



(19)



n-I



(17) y (19) se pueden deducir muchas relaciones, P' n-%p'



=nP



n-1



(20)



n-I



(21)



P' n+1- P' n-1= (2n+ 1) P; (x2 -1) P' n = nx P n - nP 1



(22)



TI-



(%2-1) P' n= - (n+ l)xPn



Se demostrará a continuación como ejercicio para el lector. La fórmula



+ (n+



la fórmula



(23)



1) Pn+1



(20), las otras quedan



(17) también puede escribirse en la forma siguiente: nPn-



+ (n-l)Pn-2=0



(2n-l)xPll_1



(24)



Derivando (24) con respecto a x se obtiene: nP' n- (2n-l)xpl



n-I-



(2n-1) Pn-1



+ (n-l) P' n-2=0



o bien n(P' n-XP'



n-I) -



(n-l) {%p' n-1- P' n-2}= (2n-l)Pn-1



Aplicando al segundo sumando de esta expresión se obtiene:



la fórmula



(19)



Entonces P' n-%p' § 3-Funcjón



n-1=nPn-1



(20)



de Legendre de Segunda Clase, Qn(X).



Como ya se ha visto, una solución de la ecuación de Legendre es un polinomio de grado n : Pn(x). Esta solución es llamada tambien "Función de Legendre de primera clase". En ...... esta sección se hallará otra solución de la ecuación de Legendre la cual tiende a cero cuando x tiende a infinito. Para obtener esta otra solución es necesario hacer el siguiente cambio de variable en la ecuación (1) § 1: %=~



Entonces



.



1



t



( 1)
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dv..-.---_ dt ..- -t-.) dy.-dy -----dx - dt dx - dt



_!!21_=_É_(_t2_f.y_)_d_!_=t4 dX2 dt dt dx Con esta siguiente:



(1-



transformación



){t



t~



4



la ecuación



+2/3



~;;



d~y di!



Yt }-



+ 2t3-!!y_ di



de Legendre



7 {-t'J.



torna la forma



~}-}+n(n+l)Y.::::O



o bien



(t2-1) La solución



d2y +2t dy +_n(nt; ll_y=O dt? dt •



en serie de potencias



(2 )



de t es, (ver § 9, IV): (3)



Derivando



(3), reemplazando



en (2) y asociando



L~=oak(k+s) (k+s+ l)t +. -L~=o aA-{(k+s) (k+ 5-1) -n(n+



se recibe:



k



Se obtiene



entonces



1) }ik+3-2



=0



que:



ao{s(s-l) -n(n+ al{s(s+ 1) -n(n+



l)} =0 1)}=O



ak(k+s) (k+s+ 1)=ak+2{(k+s+2) (k+s+ 1)-n(n+ Teniendo



en cuenta



(4)



que ao~O. de la primera



}



(5)



1)}



(6)



ecuación



de (5) se



recibe:



5(s-1) -n(n+



1) ={s-



(n+ 1) ){s+n} =0



Entonces



En primer



término



el valor s=n+ 1.



se considera



Con este valor se puede de (5) el coeficiente al:



(7)



-n



s=n+1.



obtener



a partir



de la segunda



ecuación



a1{2(n+l)}=0 Corno se cst



á



conside rundo



a



11



como un número



entero



positivo,



vut onccs {I, -



O



(8 )
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Reemplazando at(k+n+



el valor de s en (6) se recibe:



1)(k+n+2)



=ak+2(k+2) (k+2n+3)



(k=O, 1,



De (8) y (9) se concluye que los coeficientes a cero, es decir:



)



(9)



impares son iguales (10)



Haciendo un desarollo semejante al que aparece en secciones anteriores se obtiene el valor de los coeficientes a2m(m=O, 1, ...... ) (n+ 1) (n+2) ... (n+2m) a2m= -2.4 ... 2m. (2n+3) (2n+5) ... (2n+2m+



Dando a a¿ un valor conveniente,



(11) toma la siguiente



1) ao



por ejemplo n!



la expresión



(11)



(12)



forma:



n! (n+l)(n+2)(n+3)···(n+2m) a2m= 2.4 ... (2m) ·1.3.5··· (2n+2m+



1)



(13)



o bien 2"(n+2m) ! (n+m) ! a - -=-__:__~-~~__;_""',....-7-21ftm! (2n+2m+l) !



(14)



Reemplazando en (3) el valor de s (s = n+ 1) y los valores de los coeficientes dados en (14), se obtiene la solución de la ecuación (2): _ 1 \,00 2n(n+2m)! (n-t·m) ! thn (15) Y-tn+IWm:=o



m! (2n+2m+1)!



Regresando a la variable original (x) se obtiene una solución de la ecuación de Legendre: _ 1 \,00 2n(n+2m)! (n+ 1n) ! 1_ (16) y- Xn+lWm=o m! (2n+2m+l)! x?m -Qn(X) Esta solución se llama "{unción de Legendre de segunda clase" O bien solución Qn(X) de la ecuación de Legendre. Si, por otra parte, se considera el valor s = - n, se halla otra solución, pero ésta coincide con el Polinomio de Legendre. Se puede entonces concluir que la solución general de la ecuación de Legendre es: (17) y = CI P71 (x) + C2Qn (x) en donde CI y C, son constantes arbitrarias.
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S 4-Funciones Asociadas de Legendre, P:(x)



lOf



, Q;:(x).



La ecuación asociada de Legendre es: (1-x2)



-2x



~~



~~



+ {n(n+



1) ----:1=--_m-;--=2-} oV=O



( 1)



en donde m y n toman cualquier valor entero positivo y m


dxm (xy')+n(n+l)y(m)=o



(3)



Pero de acuerdo con la fórmula de Leibniz se tiene que: adm d dm-1 ----r-:::-{(1-x 2)y") dxln.



= (l-x2)



+



dxm y" +m dx (1- X2) dx=:» y"



m(m-l)



2



m!



+ 3! (m-3) ! = (l_x2)ylm+2) -2mxy(m+1l-m(m-l)y(lJl)



Además



dm



dxm (xy') =xy(m+l)+my(m)



Entonces la ecuación (3) toma la forma siguiente: (l-x2)ylm+2)-2(m+\I)xy(mtl)+



(n(n+ 1)-m(m+



1)}ylm) =0



(4)



Para hace!' más sencilla la ecuación (4) se hace: v= (l_x2)m/2y'm)



(5)



Derivando (5) se recibe: v' = (l-x~)m/2ylm+l)_mx(l_x2)1II/2-1y(m) v" = (1-x2) m/2y(m+2) -2mx(1- t"2) 1II/2-1y(1II+l) -m (1- (nz-l)x2) Cl-x2)m/2-2y,m) Reemplazando cslolt valores en la ecuación (4) se obtiene la (1). Como las soluciones de la ecuación (2) son ,ecuación diferencial
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P.(%),



entonces la soluciones de (4) son: 1m) _ d"'P_ry_ y - d%""



d"'Q"



d%m



De acuerdo con la transformación la ecuación (1):



(5) se obtienen



P'"'(%) = (1_%2),"/l



las soluciones de



dmpn(%)



"



dx'"



(6)



Q:(%) = (1- %2)"''' d'"fx~%)



Como el valor de Pn(%) es finito para cualquier valor de x entonces P:(x) es la única solución que toma valores finitos para cualquier x, Como ya en la sección anterior se estudió la ortogonalidad del polinomio de Legendre, en esta sección se demostrará que las funciones asociadas P:(x) tienen la misma propiedad. Para esto se escribe la ecuación asociada en la forma siguiente:



fx Entonces ecuaciones:



~~ }+{n(n+l)-



{(1-X2)



P,:



P:



y



satisfacen



1~X2 }Y=O



respectivamente



(7) las siguientes



a dI>'! -dX{C1-%2) dx" }+{n(nt1)-



1~%2}P:=O



(8)



fx {C1-X2) dJx': }+{kCk+l)-



1~x2 }P:=O



(9)



Multiplicando ambos miembros de la ecuación ecuación (9) por P: y restando se obtiene:



fx [(1-



X2



){Pl



t% P':-P:



-t. (n(n+ 1) -k(k+



Entonces, integrando



:



P:



y la



:x P:'}]



1)} P:P:'=O



miembro a miembro, se recibe:



(n(n,+ 1) -k(k+ Por consiguiente



(8) por



J~l



J~l



1)}



P';(x)P':(x)dx=O



P:(x)P':(x)dx=O



(n=t=k)



(10)
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En el caso en que n=k se tiene:



J Integrando



(P'::)2dx=Jl



I



le



-1



dx'"



-1



por partes, m veces, se recibe:



J~1



;~:l{(l-X~)771



(Pr:)2dx=(-1)mJ~1



(utilizando



(1- x2)m dmPIc



d~1e



}.Pkdx



la fórmula de Rodríguez)



= (-1)771 2tk!



JI



-1



dm {(1- 2)771dmPIe dxm x dx»



}



•



(11)



Pero como d=Pit dx» es un polinomio de k-m un polinomio de 2m grado, entonces (1-x2)mdmpt/dxm es un polinomio de grado m+k, dm+k { dxm+k



grado y (1-x2)m



es



Se concluye que dm pie }



(1-X2)m---axm.



es una constan te y su valor es:



(k+m) ! (k-m) --!



(-1)"'1·3···(2k-1)·--



Entonces



J



1



(P''')2d - (-1)1c1.3···(2k-l)(k+m)!



-1



le



x-



21ck! (k-m)



2 2k+1



•



§ 5-Ecuación



!



J'



-1



(k+m) ! -(k-m)!



(x2-1)lcd X



(12)



de Bessel (1) d2y



(:[i2



1 +-x-



dy dx



+ ( 1- nXl2)_



y-O



( 1)



o bien (2)



En esta sección se estudiará el caso particular en el cual 11. es un número entero y además el método de resolución por medio de ser ics. La ccuncrcn (Interior es llamada ecuación de RCMtfel y es Ir ccuentcrnontr 'pi le lcln II Cfsica.
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Para hallar una solución de la ecuación dada se hará un desarrollo semejante al empleado en secciones anteriores. Sea (ao~O)



una solución de la ecuación dada. (2) y asociando se obtiene:



(3)



Derivando (3), reemplazando en



f1°O (k+s)2-n2}a.xk+'+



f1°O a.x.+'+2=0



~.=o



(4)



~.=o



Entonces (s2-n2)ao=0



(k=O) (k=l)



{(s+1)2-n2}a1=0



(k=2,



}



(5)



3, 4, ...... )



(6)



De la primera ecuación de (5) se obtiene el valor de s:



-n



s=n,



(7)



Caso en el cual s=n. Reemplazando el valor de s, en la segunda ecuación de (5) se halla el valor de al: i)



(2n+ 1)a1 =0,



De la ecuación coeficientes:



(6) se recibe



a1=0



la relación ( k =2 , 3, 4,



(8)



general



entre



)



los



(9)



De (8) y (9) se recibe que los coeficientes impares son iguales a cero, es decir: (10)



Con un procedimiento análogo al empleado en secciones anteriores se puede hallar el término general que represente los coeficientes pares a2m: (-l)m a2m



= -::2::-.--:-4 ·-"--;;;:2-m--"-."""'7:( 2::-n-+~2~)""7( 2~n:"'_+-:---:-;4 ):--.-.. -;-::( 2;:-n--:+~2;:-m~):--ao (-l)m



22mm! (n+1)(n+2)·



.. (n+m)



(11)



En este caso se da a ao el siguiente valor: 1



(12)
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Entonces (13)



Con estos valores para s y a2m se obtiene una solución particular de la ecuación de Bessel:



s=v -



-xn 1-



o bien _



_



_(



Y-Yl-ln(X)



-



(-l)m



~oo



Wm=o 2n+2mm! (n+m) !



)n\,o> 2 Wm=o x



(-l)m



m! (n+m) !



2m



X



(X )2m



(14)



2



Esta solución es llamada "función de Bessel de orden n" y en general se denota por ln(x). (Ejemplo) 10(x)=1-(1')': 1



JI (x)



x { 1-



= 2



(X)2 .2



1! 12 !



(X)22



+



1 (2!)2



(X)42



-(3!)21



)4 -



+ 2! 13 ! ( .x2



(X)"2



3! 14 !



+ ......



(X)"2



+ ......



}



Comparando la serie (14) con la serie



_~ _[00 e • -



m=O



(-l)m



m!



(



X



-2



)2'"



(15)



se puede observar que los coeficientes de la serie ln(x) son menores que los coeficientes de (15). Como la serie exponencial converge para cualquier x, la serie ln(x) tambien converge para cualquier valor de x y además su convergencia se realiza en forma rápida, es decir que para hallar un valor aproximado de ln(x) se necesitan pocos términos. Por ejemplo: 10(1)= 1-0.25+0.016-0.0004+ ..··.. =0. 766......



..



ii)



Caso en el cual $=-n Haciendo un desarrollo semejante al' anterior al =a3= ...... =0 k(k-2n)ak= -ak-2



Dando a k sucesivamente obtiene:



los valores 2n, 2n-2,



se obtiene: (16) 2n-4,



, 4, 2, se
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Es decir que se contradice la hipótesis de que ao~O. En la sección siguiente se estudia la manera de hallar otra solución de la ecuación de Bessel. Propiedades de Jn(x)



i)



Relaciones entre Jn(x), J"+I(X) y ]n-l(X). (Fórmulas de Recurrencia) Derivando ]n(x)/x1l con respecto a x se obtiene:



d



dx



{Jn(x)/xn}



{~(X) Wm=o



d



= dx



~(X)



_ 1



- 2n Wm:o



(-1) 111 m! (n+m) !



2n



(-l)mm m! (n+m)!



~(X)



x



1



2n+l Wm=l



(X



(X)



2



2



m}



)2111-1 2



(-l)m ( X (m-1)! (n+m) ! 2 (_l)m+l m! (n+m+ 1)!



.



(X



)2(m-l)



)2m__



2



-



n



J"+1 (x)jx



Entonces (17)



o bien J'n



x" Multiplicando



por



Xii,



se recibe: (18)



J' (x) = nX [« (x) -]n+l (x) TI



De la misma manera, derivando la expresión siguiente: d



con respecto



xnJn (x)



a x, se obtiene



(19)



dx



o bien Entonces J' n(x)



=- ;



Jn(x)



De (18) Y (20) se halla una relación



n



X Ju-Jn+l



o bien



=-



+Jn-I



entre JII-¡' J", L,..1



n·



(20)



(x)



X J" 1- J"-I



:
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•



2n x ]n(X) =]TI+l(X) +]n-l(X)



(21)



Otra relación es la suma de (18) y (20) : 2J' n(X)



=Jn-1 (x) -Jn+1



(x)



(22)



Si en (18) se da a n el valor cero, se obtiene: J'o(x) = -JI (z)



(23)



ii) (24)



En donde Haciendo el desarrollo en serie de Taylor del primer miembro de (24), se recibe la expresión siguiente:



e~(c-+)=L:=o {~ (t-+)}"/k! ~co



- !..Jk=O _~co



-!..J,,=o



(X)"



2



(X



1 ~t k ! !..Jp:o



)"~t 2 !..JP:o



k!



p! (k - p) ! (-1)"



p! (k-P) !



tt-p(-



1



t



tt-2p



)1' (25)



Para calcular el valor de (25) es necesario hacer un cambio de índices de ~, como sigue: n=k-2p (26) (k, P) (n, P) Pero como en (25) p toma los valores O, 1, 2, , entonces n toma los valores +O, +1, +2, Además para n positivo, p toma loa valores O, 1, 2, 3,······ y para n negativo p es sucesivamente - n, -n+1, -n+2, , porque de (26) se puede concluir que: n+p=k-p2_O o bien p2_-n Entoncés ~co



v-



~co



~oo



!..Jk=O wP:o = !..Jn:O



~



-co



~co



u.; + !..Jn=-l !..Jp=-n



Por tanto



e;



e-_!)=



{~CO ( X )"+2P (-l)P t» !..Jn=O u.,\ 2 P! (n+ P) ! {~CO (X )U+2P (-l)P ~co



~-oo



Pero



como



+ !..J".-I



WP=-1I



n 1



gunda



2



serie



P! (n+p) !



de



(27)



se puede



(27)



hacer



la
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transformación \,CO



Wp=-n



n+p=q,



(X )n+2p 2



entonces (-l)P



(X )-n+211



\'''''



p! (n+p) !



Wt=o .



2



(-l)q(-I)7L



q! (-n+q)



= (-I)"J-,,(x)



=Jn(X)



~



(n


Se concluye que



e ~ (t--})= E:=oJn(X) ..tn+ Algunos autores



[:=-1 J,,(x)t"= E:=-"" Jn(X) -t»



utilizan la fórmula



(24) para definir [« (x).



(Ejemplo 1)



Derivando la expresión respecto a x, se obtiene: 1



2 Substituyendo



(t-



(24)



(miembro



1 )e~(t--})=\'co t



Wn=-""



a



miembro)



J'n(x)tn



con



(28)



(24) en (28) se recibe: 1



2



(t- ~ ) [:=_coJn(X) ·t = E:=_""J' ,,(x) ·t" n



o bien



Comparando



los coeficientes de t» se tiene la fórmula (22):



•



En la misma forma, si se deriva (24) con respecto a t, se recibe la fórmula (21). '. (Ejemplo 2)



En la fórmula (24) se hace:



t=ei8=cos 8+; sen 8 Entonces t- 1



t



Por tanto, la fórmula



=ei8-e-(8=2;



sen 8



(24) toma la forma siguiente:



ei(:'(seri8)= E:=_""Jn(X) ·eni8 o bien
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cos (x sen O) +i sen (x sen O) = L:~",_oo ln(x) {cos nO+i sen nO} Comparando las partes reales y además las partes obtienen las expresiones siguientes:



imaginarias,



se



cos (x sen O) = r::=_ooln(X) cos nO (29)



sen (x sen O) = I:~",_aoln(X) sen nO Teniendo en cuenta Que l-n=(-l)nln, de la primera igualdad de (29) se recibe: cos (x sen O)=lo(x) +(]l-l-l) cosO+(/,+/-,) cos20 + (!3+ l-3) cos 38+ . =/o+2{l2 cos 20+ I,cos 40+ } entonces (30)



De la misma manera, la siguiente:



Se sabe Que:



la segunda igualdad de (29) se convierte en



r:



(P~q)



cos 2PO cos 2qOdO=0 7C



2



(P=q)



(32)



Multiplicando (30) por cos 2pO (p=O, 1, 2, ...... ) e integrando respecto a O, de O a 7C, se obtiene: 7C/'lp{X)



= ~"cos (x sen O) cos 2pOdO



(33)



.0



Pero por simetría de las funciones trigonométricas



J:



Entonces, 8ulnond



sen (x sené) sen 2pOdO=0



(3~) y (34), se recibe:



(34)



con
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J: J:



rrl'l.p(x) = =



cos (x sen O) cos 2pOdO'+



1't12P+l



Esta f6rmula



J:



(35)



de (31) se tiene:



(x)



=



J:



cos {x sen 0- (2P + 1)O) ae



las expresiones



7rln(x) =



sen (x sen O) sen 2pOdO



cos{x sen 0-2PO}dO



De la misma manera



En general sigue:



J:



(35) y (36) pueden



se



cos{x sen O-nO}



es también



utilizada



(36) ser escritas



(n=O, 1, 2, para



)



como



(37)



definir ln(x).



iii) Para mayor sencillez se considera en el desarrollo la función de Bessel de orden cero. La ecuación correspondiente es:



d2y dt2



dy



_



(38)



es 10Ct).



y una soluci6n Haciendo



1



+ t (1/+ y-O



en (38) el cambio de variable



t=ax la ecuaci6n



se transforma



en la siguiente:



!!2+_1_ _!ly_ +a2y=0 dx"



x



dx



o bien 1 __ d_(x



x



•



dx



dy ) +a2 =0 dx y



y y=lo(ax) es su solución. En la misma forma soluci6n de la siguiente ecuaci6n:



(39)



v=loC(3x)



1 _d _ (x'!!!!_-) +(32V=0



x Multiplicando



Esta última



jdx (x.-!!Y_)-y-~-(x_É~)} dx dx



ecuaci6n



- d -[x{v dx



(40)



dx



(39) por v y (40) por y y restando



1 {v



x



dx



toma también



dy _y dv } dx dx



dx



se obtiene:



-1-(a2_(32)yv=0



la forma siguiente:



J+ (a1-{32)xyv-



es una



O



 Ecuacion.



Integrando



:117



ti" IJ""u"



miembro a miembro, se tiene: ddy--y x



{ ti



~V} + (.c(!- (:J2)J' xyudx x %=, o



Teniendo en cuenta que y=Jo(ax) puede escribirse así: (al-{J2)



J:



=O



(41)



y v =Jo(f3x) , la expresión



sJ,(ax)JoC(:Jx)dx=Jo(a)[



dJoJ~X)



J:I:l



dJod~X) ] lD= t = /:)Jo(a)J' o(fJ) -aJo (f!)]' oCa)



-Jo({:1)[



(41)



(42)



Utilizando la fórmula (23), la igualdad (42) toma la forma:



J~



xJo(ax)



Jo(f3x)dx=



a]c«(:J)J, (~2 =-jlO«(X)JI (f:J)



(a~tJ)



(43)



Si se desea saber el valor de la fórmula anterior para a=(3, hace a={3+é en (43), y luego se hace que é tienda a cero:



se



IimJl o xJo(f3x+éx)Jo(fjx)dx •• 0



= lim_j/3 +é)Jo({:3)JI (I! té)



2(:Jé +E



, .. o



o bien



J:



x (Jo (f3x) "dx = Jo (fl)Jl (fl) =



+ fJ {JoCflit'¡



J0C:) {J'1C.B)+



~ JI



(fl) _J' OC/:)Jl (f3)}



(fJ)} ++{]1GB))2



Utilizando la fórmula (20) para n=l, (44) la siguiente igualdad:



J:



s (JoC#x)} +dx



2I!JO«(:J+ é)/l (fl)



(44)



se obtiene de la expresión



=+ {



{Jo(#)}



21- {JI (fl)} 2}



(45)



..,



Se supone ahora Que ......, an, son las raíces positivas de la ecuación (46)



Jo(x)=O



Es decir que Oc las igualdades sucesión (47):



(n=l,



2, 3, ...... )



(43) y (45) se obtiene



la ortogonalidad



de la
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Jo(a¡x),



Jo(a2x),



, Jo(a"x),



(47)



..



Es decir, que (48)



(49) y



1.0



o



25



al



X



Fig. 38



Si 1(x) es una función definida en el intervalo (O, 1), entonces puede desarrollar por medio de la sucesión (47) como sigue:



1(x)



= C¡Jo(a¡x) +C2JO(a2x)



+



+ CnJo(anx) +



(50)



en donde los valores de los coeficientes C« (n=1, 2,.3, obtienen con ayuda de las igualdades (48) y (-19). Para hacer esto se multiplica (50) por x!o(anx) O al:



J:



x!o(a"x)/(x)dx=Cn



J:



x {!:>(anx)}2dx=Cn



) se



y se integra



{J1 (a,,)} 2/2



entonces (51)



(Ejemplo 8)



Si entonces en donde



l(x)=1



se



de



 Ecuación d.



J~



x/oCa "x)dx / {/1(a,,)}



C =2 1l



a.... ..



1.



Pero de acuerdo con (19):



x/o (x) se recibe:



d



= dx {X/l (x)}



Jt



1 d . x!o(anx)dx=--"d",-{xJI (ar.x) }dX=/l (an)/an a; o x O



J



I



Entonces



'~.6- Ecuación de Bessel (11) j.:y_+ __!__d+y_+(l_ dX2



x



dx



x:x )Y=O .



(1)



sección se considera a X como un número cualquiera. Para hallar una solución de (1) se hace el mismo desarrollo del capitulo anterior y se obtiene: (s=:.\.)



."Rn esta



y=aox"



eo



L



1n=1



(-



l)m



n1! (X+l)(X+2)···(X+m)



(2 )



En la sección anterior se dio a ao el valor 1



(3)



ao= 2/ n! 1



pero como se está estudiando el caso general, es necesario dar a 00 un valor adecuado de manera que para el caso particular X=n, este valor de 00 coincida con el valor (3). Para hacer esto es necesario definir la función Gamma, T'(X), la cual es una generalización del factorial (n!) ; r(x)



=



J~



(4)



e-ttA-Idt



Se estudiarán algunas propiedades de esta función: i)



r(x+



1)



=Jooo e-tt"dt =[ - t"e-tJOG + xJeo t,\-le-tdt -o o = xJ~e-tt~-ldt



=~r(X)



Entonces (5)
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Si X=n (número entero positivo), se recibe de (5) Que



r(n+



1)=nr(n) =n(n-l)r(n-l)



= ......=n !r(l)



Pero de acuerdo con (4) se ve que: r(1)= J~e-'dt=[



-e-tJ~ =1



Por consiguiente: r(n+1)=n!



(7)



iii) Haciendo, en (4), el cambio de variable l=x2,



J~



r (X) = e-ttA-1dt=2



J~



e-"'x2A-1d%



se recibe: (8)



De la misma manera



Entonces r(x)r(JL)



=4J~e- x2A- dx J~e-tly''''-ldy =4J~J~e-C·'··'>x2A-ly2".-ldxdy 2l



1



En esta integración se hace el siguiente cambio de variable: x=r cos e, r=r sen e (x, y) -+ (r, e)



JJ (



)dxdy=



JJ (



)rdrde



Entonces



Pero de acuerdo con (8), la primera integral y la segunda integral, por definición, es: B(X,



JL) =



J:



tA-1(1-t)"'-ldt



Esta ültirna expresión es semejante hace el cambio de variable t=cos28. Entonces se concluye que: r(x)rCJL)



= r(x+



es igual a r(x+JL)



(9)



a la segunda integral



JL)B(X,



fL)



si se



(10)



 Ecuación (If'



iv)



u= 1-



Si en (10) se hace



11



8ft"ft'



A, se obtiene:



r'(:\)r(1-A)=r(1)B(:\,I--X)=J:tA-1(1-t)-Adt



Corno es sabido el valor de esta integral



(11)



es lr/sen 7r'X, entonces: (12)



En el caso particular



en que X= 1/2 se tiene:



r( ~)=



'¡1(



En este libro no se halla el valor de la integral (11),' y para determinar su valor puede estudiarse cualquier libro que trate la función Gamma, por ejemplo "Whittaker and Watson, Modern Analysís. " v) De (12) se recibe que: Nota.



lirn T' CX)= lirn



A+-n



o



A+-ft



7r' _ 11' lim 1 rC1-x.) sen 7r'A. n! A+-n sen 7r'X



= ±::lO



(13)



bien 1 rC-n)



=0



(11=0, 1, 2, 3,



Con este estudio que se ha hecho puede dar a ao el valor



)



(14)



de la funci6n



Gamma



se



(15) Entonces, utilizando como sigue:



(5) y (15), la soluci6n



.. ( x Y=Y1=J,,(%)= 2



)"~CID Wm~o



(-1)111



(2) puede (



m! r(X+m+l)



% )



2



'tia



escribirse (16)



l.. a otra soluci6n de la ecuaci6n de Bessel es, (para s= -A.) : x (I-)m ( % )'" y=y,=J-,,(%)= ( 2 Wm.:o m! r(-X+m+1) 2 (17)



)-"~CO



Si



X=n, la soluci6n



x ¡_,,(x):. ( 2



P ro de (14)



8



(17) es en particular:



)-"r(-1)'" 1...J•• o,n t re -n+m+



"olb



Que:



1)



(



x )''''



T



(18)



.
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1 r(-n+m+



Entonces _( x 2



J-n(X) -



-



)-n~...



n>m



(-1)7Il



2



1)



(_1)71+1'



Wp",o (n+ p)



Por consiguiente J-n(X)



)2m



,( X



Wm.=n n! r( -n+m+



)-n~...



_ ( X



para



1) =0



2



( X )2n+2p



! r(p+ 1)



2



= (-l)nJn(x)



(19)



Esta relación se había planteado en la sección anterior y dice claramente que f.; y In son linealmente dependientes. Si A. no es un número entero JA(X) y J-A(X) son linealmente independientes y de acuerdo con la teoría general de las ecuaciones diferenciales lineales IA(X)



'ltA.-J-A(X) sen 'itA



COS



(20)



es también una soluci6n de la ecuaci6n de Bessel. En esta .nueva solución, si se hace A.=n se llega a una indeterminación y ésta se evita derivando con respecto a, A. el numerador y el denominador por separado, como sigue: Yn(X)=li~



=



/ { o~ sen 'itA} ] . ,



1 [ OJA(X)



Derivando



(21)



oA.



'It



(16) Y (17) con respecto a A, se obtiene:



oJ~!;)



I



o~ {JA(X) cos 'ltA-I_>.(x)}



YA(X)=li~[



)AIn



(~



-+



[::0



)A~'" 2 Wm=o



(



X



=IA(x)In oJ->.(x) oA. .



~



~ x



-In X



a {



(-l)m. m!



ax



(X



2



)-A~OO



}(



r(A+m+l)



wm:o



In ~



)->.~oo



x]



(-l)m



( X



wm=o m! r( -A.+m+



(-l)m In !



)271l



1



+ [Serie ,de potencias de



2'



+. 2 = -I->.(x) (



m! r~~~~+l) ( ~



a { OA



1)



1



r(-A+ m+ 1).



+ [Serie de potencias de x]



2 }(



)271l X



2



)2m
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Teniendo en cuenta (19) la igualdad (21) toma la forma siguiente: Yn(x) =



!



Jn(x)ln



~.



+ [Serie de potencias de



x]



(22)



Nótese que Yn(x) no tiene valor finito en x=o porque contiene ln(x/2). Entonces' /n(X) es la única solución de la ecuación de Bessel que tiene valor finito en x = o. Como J>.(x) y Y>.(x) (para cualquier valor de X) son dos soluciones linealmente independientes, la solución general de la ecuación de Bessel es y=A/)..(x)



+ BY>.(x)



(23) .



También se pueden tomar como soluciones linealmente independientes las expresiones H¡l) y Hi2), definidas así: Hi1)(x) =/>.(x) +iY>.(x) (24) (25)



Sin embargo, en la práctica, se utilizan muchas soluciones de la ecuación de Bessel y sus simbolos más generales son K>.(x) , 1A(x). Una solución cualquiera de la ecuación de Bessel es.llamada "funeión ':eilíndrica", porque la ecuación de Bessel aparece generalmente en algunos problemas que se plantean en coordenadas cilíndricas. EJERCICIOS 1)



Demostrar las fórmulas de recurrencia para' cualquier valor de



X: ,



i)



J' A (x) = .,;



ii) J'A(X)



=-



JA (x)



- J>.+1(x)



X JA(X) X



+JA-l (x)



Demostrar que las fórmulas de recurrencia, que aparecen en el ejercicio anterior, también se cumplen para YA(x), Hil)(x) y Hi')(x). 2)



La función cll'ndrlca funci6n .elemental



de orden 1/2 puede reducirse



a una
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;x sen x (X)=J ;x cos x



J~(X)=J



J_!



Para demostrar esta igualdad se da a (16) y se obtiene:



J}_(X)=( :1



A.



(26)



el valor 1/2 en la serie



~+~ .... _---:-'(~l~)m-.,___( u.: (1 )



x 2 J



m!



r( ~ +rn+1)=(m+



r



~ )(m-



x2 )2m (27)



2 +m+1



~ )



~ • ~



.r( ~)



··3·1 J



(2m+1)(2m-1)



1(



2m+l



Entonces m '.



r(



1



2



) _ {1.2.... ··'n} {1·3··.... (2m+ 1)}



+ m+1 -



2m+l



_ (2m+1)!



...¡



I 'V



1t



1(



22m+l



Con este valor la serie (27) toma la forma siguiente: •



x )~~.... 2·(-1)m .[-t (x) = ( 2 wm=o (2m+ 1) ! ,,¡



_- ,,¡1 (2 1t



X



1t



(X)21"



)~~OO (-1)m x2m+1 Wm=o (2m+ 1) !



(28)



Pero como el desarrollo en serie de potencias de sen x es senx=~OO (-1)'111 Wm:o (2m+l)!



x2m+1



Entonces



.



En la misma forma se puede demostrar la segunda igualdad de (26). De (20) se obtiene: (29)



De (24) Y (25) se reciben las expresiones siguientea :



 Ecuación



H~~)2(X)=~ ;x {sen x-i cos x} = -iJ Hi2?2(X)= / 2 {senx+icosx}=i



y



"X



Y/



IIp



;x 2



"X



Con ayuda de las fórmulas de recur rencia, cilíndricas de orden n/2 también pueden expresarse elementales.



IJ,."nl
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e-t:c



las funciones como funciones



 CAPITULO



Ecuaciones parciales



VIII



diferenciales



§ 1-Introducción



Las ecuaciones que contienen derivadas parciales se llaman ecuaciones diferenciales parciales y aparecen frecuentemente en problemas de ftsica, química, ingeniería. etc. Se- estudia a continuación, como ejemplo, la ecuación de continuidad aplicada en física. Se considera un flujo estacionario en dos dimensiones cuya velocidad v= (u, v) es conocida en cualquier punto y un elemento ABCn (ver Fig. 39). En primer término se calcula la cantidad de liquido que atraviesa la pared AB en un tiempo y+.ó.y •••••••••••••• AA.'.;.Al, teniendo en cuenta que la componente ..... u (x+ tlx) horizontal de la velocidad y es u(x, y). Esta cantidad de líquido es igual AB p u(x) Jt en donde p es la densidad del líquido. En la misma x Fig. 39 forma se puede calcular la cantidad de líquido que atraviesa la pared cn, en el intevalo át : CD p u(x+Jx) -át, Entonces la cantidad de líquido acumulado entre AB y Cl) en un tiempo át es AB p u(x) Jt-CD p u(x+Jx) ·L1t



~,:::::::,:::::-::¡D



-



..



=pL1yL1t{U(X)-t4(X+JX}=-pL1yL1t



u(x+L1x) -u(x) L1x {



}



L1x



( J )



De la miSIl1Qm nern; el líquido acumulado entre las paredes 1\1> '/
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Be es igual a



Be p át v(y)



-AD p At v(y+Ay)



= =P Ax át {V(Y-+A~~



-v(y)



} Ay



(2)



El total de líquido acumulado en el recinto es la suma de (1) y (2), es decir _ [U(X+AX) -u(x) + o(y+Ay) -v(y) JLlZ Ay Al (3) p Ax Ay Tomando Ax y Ay como cantidades infinitésimas expresión (3), la cantidad. siguiente: OU - P { 0%



+ OV} oy dx dy Al



se obtiene, de la (4)



Si dentro del elemento no se produce ni desaparece líquido entonces la cantidad acumulada es igual a cero y se obtiene la ecuación (5):



ou + ov -O ox oy-



(5)



Esta es la llamada Ecuación de Continuidad. Si para la velocidad



v = (u, v) se puede



ha-llar una función



qJ



tal que _()q:J



u,



ay



=v



(6)



.



entonces la ecuación (5) toma la forma siguiente: 02 a2qJ-O ~qJ~+



0%'



(7)



oy2-



de (6) contienen La ecuación (5) o el sistema de ecuacíones únicamente derivadas parciales de primer orden, por esto se les , llama" ecuaciones diferenciales parciales de primer orden." Como ya se ha estudiado en el capítulo 11 § 4 (Diferencial exacta) el sistema (6) no tiene solución si no se satisface la "condición de integrabilidad" : OU (



ay



02cp



=



oy OX



02qJ ,)



=



ox ay



ov



_-(ji'



(8)



En general, para resolver un sistema de ecuaciones diferenciales _parciales, es necesaria una condición de in tegr abilidad : ce por esto
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que la teoría sobre sistemas de ecuaciones diferenciales parciales de primer orden es muy complicada, mas sin embargo ha sido estudiada en forma muy completa y las aplicaciones de estos sistemas son diversas, por ejemplo en la mecánica, (ecuaci6n de Hamilton, ecuación de Hamilton-Jacobi), en la teoría de la relatividad de Einstein, etc, y tienen relaci6n con la geometría diferencial. Como la ecuaci6n (7) contiene segundas derivadas es una ecuaci6n diferencial parcial de segundo orden. La mayoría de las ecuaciones que aparecen en la práctica de ingeniería son ecuaciones diferenciales parciales. de segundo orden y por esta razón, en este libro, se tomarán como puntos de estudio algunos problemas prácticos de esto tipo. l.



Ecuación de Laplace



La ecuaci6n (7) es llamada ecuación de Laplace en dos dimensiones y como ya se ha visto en el ejemplo anterior significa la continuidad de una cantidad física, por ejemplo la velocidad del flujo, la fuerza eléctrica, el calor, etc. La ecuaci6n de Laplace se puede generalizar caso de tres dim en slone s : o'cp



02cp



fácihnente



en el



02cp



ox' + ay' + oz~ -o



11. Ecuación de Peísson



Si en el ejemplo anterior se considera que hay una fuente de liquido en el interior del elemento ABCD el total de líquido acumulado e"§ igual a la cantidad de liquido surgido de la fuente. Si la cantidad surgida en un tiempo At es p CT Ax Ay At, la ecuación será: OU



oX



+ oV --u



(9)



ay



Teniendo en cuenta la ecuaci6n (6) se obtiene la llamada de Pol.8on " :



~t


lO



ecuación (10)



I
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o bien, en tres dimensiones: 02


02cp



02cp



+ oy:!- + OZ2-=-q



(11)



en donde a es la intensidad de la fuente, o la magnitud de la carga eléctrica, etc.



111. Ecuación de conducción del calor



Como en el ejemplo anterior se considera el flujo del calor en dos dimensiones y se calcula el total de calor acumulado dentro del elemento ABCn. (Fig. 40). Según la ley de conducción del calor la cantidad de calor que D A atraviesa una pared es . _ .... ._. r-------., y+.:ly rr _ _.,. proporcional al gradiente vx de la temperatura normal a la pared y también y • - • - - - • - • -S: proporcional a la área de la :c • • •• pared. Si Ts x, y, i) es la •• •• temperatura en el punto x x+ax (x, y) y tiempo t, entonces Fig. 40 la cantidad de calor que atraviesa la pared A.B en un tiempo át es -kAB



oT Jt



(12)



ox



en donde k es un factor de proporcionalidad, llamado en este caso coeficiente de conducción del calor. (El signo negativo proviene de la propiedad del calor de tender de una temperatura alta a una temperatura baja). En 12 misma forma, el calor que atraviesa dado por la expresión siguiente:



-k



DC



(aT) ax



la pared DC viene



Ji



(13)



aI+ 4:11



Pero en este caso el valor de aT/ax debe calcularse Entonces' el calor acumulado entre AB y De es:



en' x+Jx.
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=k Ay At[



(~~).+J. -( ~~). . Ax



Por otra parte el calor acumulado dado por la expresión siguiente:



,1%



(14)



entre las paredes



Be y AD está



k ,1% Jt[ (~;)'>Jj~(~;). ¡AY El total del calor acumulado (14) y (15), es decir:



x Y.Jx {



k A .J ¿JI



.Con este



en el elemento es la suma de las cantidades



_(8T)



ax



(15)



_(aT)



(aT)



,ax



:1+4:1



x



_(aT)} .Jy ay



+ ay



,+411



11



-



(16)



calor acumulado la temperatura del elemento ABeD . aumenta un y como el aumento de la temperatura es proporcional a la cantidad de calor acumulado se obtiene la expresión siguiente:



.JT



Ax Ay).JT -(aT) (aT) (aT) (aT) =k Ax ¿jy át ax .Jx ax;& + ay .Jy ay (17) . , en donde el factor c.Jx.1y es la capacidad calorífica del elemento (e



a:+4z



'+4J



11



,



I



e es la capacidad



. recibe



entonces



¿jT.!



át - e



Tomando escribirse



calorífica que:



- (aT)ax



.Jx, Ay



a así:



y



por



:11+4:11-



i1x



unidad



(aT)ax



x



de superficie.



(aT) + ay



át como infinitésimos,



II+4J -



Ay



De (17) se



(aT)ay , -



la ecuación



y



(18)



(18) puede (19)



Esta es la ••ecuacl6tt de conducci6n del calor." coe8elen·te di trl".ml.16n del calor."



El tactor,,1



• C¡·01
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Ecuaciones parciale, En tres dimensiones la ecuación (19) puede generalizarse



st _ 2{ 02T ox2



01 -"



02T



+ oy2



OZT} + 0%2



asi : (20)



IV. Ecuación de la onda Se toma en consideración una cuerda que oscila alrededor de eje X y cuyas oscilaciones son pequeñas y además se tiene en cuenta que la forma de la cuerda depende de x y de t, es decir:



s=I'»,



1)



(21)



Sea i1m la masa de un elemento PQ, T la tensión en los extremos P y Q del elemento considerado y B el ángulo de inclinación de la tensión T. (Fig. 41). Q T p Para mayor facilidad se T consideran únicamente x x+ilx las oscilaciones en la Fig. 41 . dirección del eje Y, por tanto la componente de la tensión (en P), en la dirección Y es - Tsen 8, pero como la oscilación es muy pequeña, 8 es pequeño y sen B .. tan 8, entonces: •



- T sen B '. - T tan" = - T ( ~~ ) z



En la misma forma la componente



T(oY)oX



vertical de la tensión (en Q) es (23)



11+4#1



De acuerdo con la ley del movimiento de Newton se recibe: o'J.y Am



ot2



T(oY)0%



(22)



11+ 4#1



T( oX oY)



(24)



Z



Si p es la masa por unidad de longitud (densidad lineal), entonces .dm=p áx, La ecuación (24) se transforma en la siguiente: (25) Si JX-tf), de la ecuación (25) se obtiene la ecuación de la onda:
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(26) En dos o tres • como SIgue:



dimensiones la ecuación (26) se puede generalizar (27)



(28)



§ 2-Método de Variables Separables



Para resolver las ecuaciónes de segundo grado planteadas en la sección anterior existe el método de variables separable que se explicará a continuación. Ahora, para mayor facilidad, se trata la ecuación de Laplace:



Se supone que u(x, y, z) sea un producto de tres funciones X(x), Y(y), Z(z), es decir u(x, y, z) ~X(x). Y(y) ·Z(z) (2) Derivando (~ con respecto a x se obtiene:



o'u ox



=X"(x)Y.Z 2



En la misma forma , '



_o_'u::-_ X. Y"(y).Z ay2



o'u -:::-,::-=X·Y·Z"(z)



,



oz'



Con estos valores la ecuación (1) se transforma en la siguiente: X"·Y·Z+X·Y"·Z+XY·Z"=O (3)



o bien,



dividiendo por X· Y·Z: X" y" X + Y



+



Z" Z =0



(4)



entonces



X"



V"~ Z" X =- y - Z



(5)



El primer miembro de In ecuación (5) contiene unlcnrnent gundo solam 'nt 'x, y,



'lor tunto



cada uno d



:t y ,~I Il()~ no un tiene
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si multánearnente



x, y, z, es decir son iguales a una constante



X" y" Z" .) -X-= --y--- z":" (constante) De la misma manera constantes



se deduce que Y"/Y, -y" -.--b Y _. 2 ,



Pero las constantes la ecuaci6n (4) :



Z"/Z



Z"



--=Z=-- -- c2



no son independientes



(a2)



:



(6)



Son también (7)



sino que van ligadas por ( 8)



La soluci6n, de las ecuaciones (6) y (7), es: X(x) =AI eax+A2 e-CU Y(y) = BI ebz+ B2 e-bz



(9)



Z(z) = el ee,+ C, e=



En donde Al> A2, Bh B2, el> C, son constantes arbitrarias. De acuerdo con (2) se obtiene la solución general de la ecuación de Laplace: u (x, y, z) = (Al eCU+ A2 e-CU) • (B 1 ebll + B, e-bll) (el eC' + C, e-e,) (10) La expresi6n (10) representa muchas soluciones de acuerdo con los valores de Jos coefícientes Ah A2, etc. y los valores de las constantes a, b, c. Además, como la ecuaci6n (1) es 'lineal con respecto a u, la suma de dos soluciones es también una soluci6n. Para determinar los valores de las constantes y dar una forma exacta de soluci6n, •• es necesaria alguna condición y sobre esto se tratará en la sección siguiente. En algunos casos especiales es conveniente en coordenadas cilfndricas O esféricas. l. Coordenadas cilíndricas (r,



«p,



tratar



los problemas



z)



Estas coordenadas se relacionan con el sistema cartesiano por medio de las expresiones siguientes: x=r cos qJ (11) . v=r sen qJ



z=z
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De (11) se obtiene tan 


la primera



ecuación



aY aX



2Y--=2x o bien



de (12) con



(12)



respecto



x



a



Se



z



'



aY x -=-=cos



P(x,



(13)



De la misma manera,



y, z)



z



ay



ay-=sen



(14)



qJ



y



Derivando la segunda ecuación de (12) con respecto a x, se obtiene: O(/) sec' n,oX -=



y



---o



xJ



Y'



Fig. 42



o bien y



-Orp - aX



sen q.J ---Y



(15)



En la misma forma se recibe: O



ay



coS


(16)



Y



Si u es una función de x, y, z, de (11) se puede concluir que u es una función de Y, (P, z y por otra parte, utilizando (13), (14), (15) Y (16), se puede obtener la expresión de las derivadas de u con respecto a las nuevas variables, como sigue: aU =~~ aX aY



aY + au_ O



aU _ sen p aU lp ay Y O


a2u_ =_~ {cos 



({J



a't:'_ +



sen2



ar2



r2






a~ze +



OlP2



sen:?cp au + 2 ~en qJ cos Y 'Ur r? 2 sen






r



En In misma íor mn



tj



obti nc



cos









or OqJ



({J



Vil (;(fJ



(17)
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parC:ÚJle&



a'u



oy2 =sen'



02U qJ 01'2



+



cos'



0qJ



La siguiente



01'



+ 2 sen rp cos rp a~u



a,. Otp



r



(18)



expresión es la suma de (17) y (18):



o'u



02U



o'u



1



a2u



aX2-+ oy2 = 01'2 +-,.2 acp" Entonces, en coordenadas la forma siguien te. (1214



ax2



3M



r



()


1'2



_ 2 sen cp co~tp .OU 1'2



a!u + cos' rp



qJ



()2u



+ ay!



ciUndricas,



au 1 + OZ2- = o,.-¡-+rr(]2u



2



+-r



e« 'ai"



(19)



la ecuación de Laplace toma



(12u



(Xp2



1



1



ou



+r or +



OZu az2 =0



(20)



Para resolver esta ecuación se supone que la solución tiene la forma de producto de funciones: utr,



ip,



z) =R(,.) (cp) Z(z)



y se sigue el mismo procedimiento cartesianas. (ver § 4).



(21)



desarrollado



en coordenadas



D. Coordenadas esféricas, ~ (p, O, (/J). La relación entre (x, y, z) y t».' O, cp) aparece a continuación: x=p sen O cos 



y



La ecuación de Laplace en este sistema coordenado es:



aax2 U 02" + ()2u ay' + OZ2 2



1



= p2



Fig. 43



o (p OU) 1 a ( O au) 1 ap + p1 sen 8 ao sen ZiiJ + p2 sen' lJ



ap



2



y se puede hallar



0'14



(kp1



su soLución suponiendo inicialmente producto de tres funciones: u(p, O, lp) = P(p) .6(0) .«(/))



(23)



que sea el



(24)
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En § 5 se estudiará más detenidamente. § 3-Vibración de una Cuerda de Longitud L



Se considera una cuerda cuyos extremos están fijos. La ecuación Que rige las vibraciones es (§ 1. (26))



a'y



-a2 0'1



'0/2 -



( 1)



'Ox2



En donde y es la elongación y a es una constante dada. Como ambos extremos estan fijos se cumple Que para



x=o }. %=1



.)'=0



(2)



Esta es la .. condición frontera " y el problema Que consiste en hallar la solución Que satistace esta condición es llamado en general .. problema frontera de una ec:uaci6ndiferencial." Aplicando el método de variables separables explicado anteriormente se puede pensar Que la solución de la ecuación (1) tiene la forma siguiente: y(x, t) = X(x)· T(/)



(3)



Derivando y reemplazando en (1) se recibe: X(x) T"(/)



=a'



XI/(x) T(t)



o bien TI/(/) T(t)



I



a



XI/(x) X(.t)



(4)



Pero como el primer miembro de esta ecuación es una funci6n de t y no contiene x y como el segundo miembro es una funci6n de x y solamente de x, ambos miembros deben ser iguales a una constante (- .2), es decir X" - -k2 -T" =---a' (5) T Xentonces TI/(/) = -kt T(t) (6)



X" (s) = -4;-X(X) a Las solucione" d



(ft) y (1) son respectivamente



(7)
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Tet) = A sen (kt + 8)



(8)



X+é)



X(x) =B sen (:



(9)



en donde A, B, o y é son constantes de integración (ver IV § 2, iv). Teniendo en cuenta la condición (2), es decir la condición frontera, y(O, ti=sü.



t)=O



(10)



y además aplicando la ecuación (3), se recibe: X(O)



= X(/)



=0



(11)



Si en (9) se hace x=O, se obtiene el valor de s, como sigue: B sen é=O, o bien é=O (12) Nota. Si B=O entonces y(x, t) =0, la cual es una solución trivial del problema. Si é=1I'. de (9) se obtiene:



(!x+7r)=-Bsen (! x)



X(x)=Bsen



Con el valor é=O, la ecuación (9) puede escribirse



X(x) = B sen (



ast :



-}x)



(13)



Entonces. de acuerdo con (11) se recibe que



X(I)=Bsen



(:



1)=0



(14)



Por consiguiente kl -=n1l'



(n=l,



4



2, 3,······)



(15)



o bien



k=k,.



na 11' I



(n=l, 2, 3,······)



(16)



Para cada valor de n, en las ecuaciones (8) y (9), A, B y o toman valores diferentes los cuales serán denominados por An. B«, o" (n=l, 2, 3,······). Reemplazando (8), (13) Y (16) en (3) se obtiene: Yn(-t,



t)=Cnsen(nI1l'x)sen(n;at+on).



Con10 para cada valor de n resulta es también solución. por tanto



(C~=AII·BJI)



(17)



una solución, la suma de ésta.



 J'il,ración de



,,~



(n7r \ ¡xJsen



y(%, t)= U.."lellSen



( nna 1



III1t1



t'1-~1I



.'",·r,I" )



:1 9



(18)



Para hallar los valores de en y 011 es necesario dar otra condición, la cual por 10 general es la condición inicial. La condición de este problema es: t=O, ( oy(%,



al



y(x, O) -/(%)



(19)



t)_)



(20)



=st»:



'=0



en donde /(%) y g(%) representan la forma inicial y la velocidad inicial de la cuerda respectivamente. De (18) se obtienen las dos ecuaciones siguientes: n7t (21) /(%) = na1 e" sen o" sen --,x ,



1:



00



g(%) =



~oo 1..J.,..1 e.,. (n7ta) 1 cos O,. sen n7t 1 x



(22)



Si se multiplican ambos miembros de (21) por sen (m7t%/I) y se integra se obtiene: mn:» o f(x) sen 1 dx



'J



"...



J'



= 4:: 1 en sen on o sen n7t x sen mn1 x dx



(23)



Pero de acuerdo con la ortogonalidad de la función senó, nnx "17r% o sen 1 sen -¡-d%=O (n~m)



' J



~



(n=m),



la expresi6n (23) toma la forma siguiente: e",seno"'=7 2



J'of(%)sen



m7t% 1 dx



(24)



De la misma manera de (22) se obtiene la siguiente relación:



e: ( m7Ca) ¡ o



J'og(%)sen mn1 x d x



cosom=T2



bien e". tos Om =



JI g(x) mn a 2



o



sen -mn,- x dx I



(25) (20)



 240 Conducción del calor (24) y (26) en la ecuación (18) se obtiene la solución



Reemplazando



del problema dado. y(x, t)



=



L:..



=



:0



sen



1



+ ~



(";X)[



1::. ! 1:: 1



21



sen (n;ot)



-rc, COS ~,.)+cos (n;ot)



71



sen (nl x)(sen n~ot ).{



sen \ nln:x) cos ( n~at ) {



J: g(x) sen "~x dx}



J: ¡(x) sen n¡x dx}



La expresión (21) y (22) representan ¡(x) y g(x) en series de Fourier. Nota.



§4



.(C,.sen ~1I)]



(27)



el desarrollo de



Conducción del calor en un cilindro



Se considera un cilindro de radio o y longitud infinita el cual inicialmente está a una temperatura Ts. Si de alguna manera se mantiene la temperatura de la superficie a cero grados, hallar la temperatura T en cualquier punto y en cualquier tiempo. La ecuación (20) § 1 es la ecuación de la conducción de calor: (1)



en donde ,,2 es el coeficiente de transmisión del calor. Pero como • el problérna se refiere a un cilindro la ecuación (1) debe ttansformarse a coordenadas cilíndricas (r,"II qJ, z). De la ecuación (20) § 2 se recibe: oT _ 2( 02T 1 oT 1 O'T O'T) (2) at -1(, or~ +-¡ or +~ (kp2 + OZ2 Como la temperatura T no depende de z, asi la longitud del cilindro sea infinita, entonces oT =0 OZ



(3)



Además la temperatura en un punto depende únicamente de su distancia r al centro del cilindro. Entonces aT =0 (Xp



(4)



Teniendo en cuenta (3) y (4) la ecuación (2) toma la forma Il¡uiente:
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se hace



.su,



t) =R(r)



(6) y, reemplazando R (r)



separables,



,161 r"I(),.



(6)



en (5) se obtiene:



S'(/) =K2 {R"



+ ~R' (r) } su,



(r)



o bien



-K2{



S'(t) S(/)



+1..



R"(r) R(r)



-



r



R (r)} R(r)



(7)



Como ya se ha dicho, los miembros de (7) deben ser iguales a una constante y por conveniencia sea -K2A2 esta constante, entonces S'(/) S(/)



=K2{



+1..



R"(r) R(r)



r



De (8) se reciben las siguientes



= _K2A2



1 R' (r)



(r)



+-y



R(r)



= -K'lA'



(8)



ecuaciones:



S'(/)/S(t)



R"



R'(r)} R(r)



R(r)



(9)



= -AS



(10)



Entonces (11) La ecuaci6n (10) puede escribirse R"(r)



así:



+l..R'(r)



r



+A' R(r)



Como la ecuaci6n (12) puede reducirse (ver cap. VI § 5), sus soluciones son loCAr)



y



=0



a una ecuación



Yo(Ar)



(12) de Bessel (13)



Pero como Yo(Ar) no tiene valor finito en r=O (ver VI § 6) entonces la única soluci6n aceptable en r=O es loCAr). Ahora se tienen en cuenta las condiciones del problema: r=a entonces T(a, t) =0 (14) De (6) se recibe que R(a) S(/) =0



para cualquier valor de t. Por tanto R(o) =lo(a>..) =0



(15)



~16)
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Sean aA.1t



las raíces de la ecuación Jo (x) =0



(17)



Es decir Jo (aA.n) % =0



(n



1, 2, 3, ...... ).



De (11) Y (13) se obtiene, para cada valur de n, la solución Tn(r, t)=Anlo(A.nr)exp. {_,,2A.n2t} (n=I,2, ...... ) (18) La suma de estas tanto



ti-.



soluciones lo es también t)



=



[~=1An Jo(An r)



de la ecuación y por



2



exp, {_I(,2 An t}



(19)



es la solución general. Para determinar los valores de las constantes An es necesario recurrir a la condición inicial: t=O, T(r, O) =To (constante) (20) Reemplazando



(20) en (19) se recibe:



r,=



[:=1 A1I lo(A



n



(21)



r)



Pero de acuerdo con el ejemplo 3 § 5 VI el valor de A71 (n = 1, 2, ...... ) es 2To (n=l, 2,,· .... ·) (22) De (19) y (22) se obtiene la solución del problema dado. ~5-Velocidad de un Líquido en la Cercanía de una Esfera.



En un liquido en movimiento con velocidad constante U, se introduce una esfera de radio a. Sean u, v, w las componentes de la velocidad del líquido después de haber introdacido la esfera. En hidrodinámica se estudia que existe una función V (potencial de velocidad) tal que:



aV



ax =u,



aV .



ay =v,



aV ~-=w az



entonces la ecuación del líquido es, según (7) a2V a2V a2V a:cv. + Oy2.+ OZ2 =0



S 1,



( 1)



la siguiente: (2)
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Como el problema se refiere a una esfera se debe pasar t\ coordenadas esféricas para hacerlo mas fácil. Teniendo en cuenta (23) ~ 2 la ecuación (2) toma la forma siguiente: z ~2



;p (p2 ~~ ) + p2 s~n 8 o~(sen O ~~



)



Si se considera que la dirección de la velocidad antes de introducir la esfera es paralela al eja Z (y por tanto la velocidad del líquido no depende de~, es decir que el potencial es una función de p y O) se deduce que 02V/o.p2=O y por consiguiente se recibe la ecuación (4) de la eco (3): 1



o ( P oV) Op 2



p2 op



1 + p sen 1



o (sen 8 oV) e ae 00



Fig. 44



=O



(4)



Aplicando el método de variables separables, tiene la forma siguiente: ll(p, O) =R(p) ·(8)(0) Derivando



(5) Y reemplazando 1 d ( 2 dR) p~ ap ,P dp



.(8)+



se supone que V(p, 8) (5 )



en (4), se recibe: 1 d ( d®) p'J.sen 7)- dO- sen O dO R=O



o bien 1



d (



2



dR )



JI dp p dp



=-



(ti)



1 d ( sen () dO sen



e d(8)) dO



(6 )



Como el primer miembro de (6) es una función de p y el segundn es una función de e, ambos miembros de (6) deben ser igu Il'" &l una constante, la cual, por conveniencia, es n (n·'¡- 1). I)(l (61 '41 obtienen las dos ecuaciones siguientes:



k



t(p2~:)=n(n+l)



\'1)
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-



La ecuación



(!j)



1



Sen



(7) también



(J



d ( d


puede escribirse



P 2d2R dp2 +2pdR dp



Esta ecuación diferencial ecuación con coeficientes son:



así:



n(n+l)R=O



p-n-l



(10)



(8) se hace el siguiente cambio de variable: cos O=t, sen e·dO= -dt (11)



Se obtiene entonces



la ecuación



diferencial



de Legendre



d



2t dt +n(n+ 1)(8)=0 cuyas soluciones



(9 )



de segundo orden se puede reducir a una constantes, (ver IV § 4) Y sus soluciones p",



En la ecuación



(8 )



(12)



son: (13)



Pero como V(p, e) tiene valor finito en cualquier punto (P, e), fuera de la esfera, entonces ®(O) tiene valor finito para cualquier tal q ue ü:s;.eS;_7t, es decir ® es finito para -1~t~l. Ya se ha dicho que si n no es un numero entero no existe solución de la ecuación de Legendre que tenga valor finito en t= +1 y si n .es entero la única solución finita en estos dos puntos es Pn(t). e concluye que . 11 debe ser entero para que se cumpla la condi ión física, y por .,. tanto la solución de la ecuación (12) es Pn(t) (n=O, 1, 2, 3, .. ·.. ·) (14)



e



o



bien, en la variable inicial O: P (cos O) (n=O, 1, 2, 3, ..·.. ·) lI



(15)



Nota. En la ecuación (6), n puede tomar cualquier valor: número racional, real o complejo. Pero para que se cumpla la condición física es necesario que n tome únicamente un valor entero. Este análisis se hace frecuentemente en el problema frontera de una ecuación diferencial. El problema de fijar los valores de las constantes y determinar las soluciones correspondientes es
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llamado" problema del valor propio" y en las secciones anteriores se estudió este problema de acuerdo con las "condiciones frontera" correspondientes. (ver (16) § 3, (18) § 4). De (5), (10) y (15) se reciben las soluciones de la ecuación: (Anp-n-I+Bnpn) P; (cosO) (n=O, 1,2,3,······) (16) en donde An y B; son constantes arbitrarias. general es la suma de estas soluciones para de n:



Por tanto la soluci6n los diferentes valores (17)



._



Para determinar tos valores de An y B; (n=O, 1, 2, 3,.·····) se considera en prrmer término que para. un punto alejado dé la esfera el flujo es uniforme y de velocidad U paralela al eje Z. Como la distancia de un punto cualquiera al origen es p, entonces para un punto alejado del origen es decir: (18) (u, u, w) - (O, O, U) cuando «-r=



P-=.



De (1) Y (18) se recibe:



aV -O



ax



o bien



v-



.



aV -O



ay



U z = U p cos O



aV -U



,



az



(19)



(p ~ 00)



De (17) se obtiene V(p,



A partir



8) --.



L~=oB;



pn P; (cos 8)



de (19) y (20) se puede plantear



oc)



(20)



la siguiente



ecuación:



(p -



(21) ,



Pero como



PI (cos 8) =cos 8 (ver § 1 cap. VI) entonces Bo=B2=B;¡=······=0,



Se la no en



B1=U



(22)



considera en segundo término la condición en la superficie de esfera, en donde la velocidad radial es igual a cero, porque Ml es cero el líquido atraviesa la paredes de la esfera. T nienelo cuenta QU \ las componentes de la velocidad en las dlr ('Iotl"



x, y, z 80n r 'MI' rcelvum



nt
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aV x = ax '



aV v = ay ,



av W = az



se puede expresar la componente radial por aV/ap. De acuerdo con la condición de superficie esta componente es igual a cero: aV/ap=o para p=a (23) De (17) y (22) se plantea la siguiente ecuación



~~



E:=oAn(-n-1)



p-11-2



r, (cos())+UP1



(cos é)



(24)



En ton ces de (23) se recibe: ~oo



W"'.l Comparando



An(n+1) a-n-2 P« (cos())-UPl



los coeficientes



Al



A1(2) a-3=U



(n=\=l),



a3U 2'



=



(25)
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 El estudio de las Eeuaclenas Diferenciales ha prolresado paralelamente al avance de la Fisica, de manera que muchos problemas importantes de esta ciencia se plantean en forma de ecuaciones diferenciales, las cuales tienen en la actualidad múltiples aplicaciones en el campo de la Ingeniería, Química, Economía, Agronomía, etc., de ahí que su estudio sea indispensable para la especulación en toda ciencia natural. Esta obra, didácticamente elaborada con problemas y ejercicios, puede ser un texto muy útil para el estudiante conforme avance en los estudios de sus diferentes asignaturas técnicas, y un excelente libro de consulta para el ingeniero.
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